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Presentacio

L’obra que presentem pretén ser una eina pels estudiants de ’assignatura d’Analisi Real de la
Facultat de Matematiques de la UPC. Com passa tant sovint, cap dels llibres existents a la
bibliografia recull el temari complet del curs i aixo és el que, sense cap pretensié d’originalitat,
hem intentat solucionar.

Com a suport addicional, el llibre anira acompanyat d’un recull de problemes caracteristics,
seleccionats d’entre els que s’han proposat als estudiants els darrers anys. Els autors voldrien
reconeixer la contribucié del professor M.C. Munoz-Lecanda, que va iniciar la imparticié de
I'assignatura a la FME.

Vilanova i la Geltri, gener 2002
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1 Successions 1 series funcionals

En aquest tema desenvolupem la teoria de successions i series funcionals; el concepte de con-
vergencia uniforme juga un paper fonamental. Qualsevol referéncia pot ser valida, pero espe-
cialment [MH98]|, [Spr87] i [Apo79].

1.1 Successions i series de funcions

Sigui E C R i (f,) una successi6 de funcions i suposem que les successions numeriques (f,(x))
convergeixen per a tot x € A C E. Es defineix la funcié limit

f A —- R
e lim f(e),

sescriu f,, — fen A C E ies diu que “f és el limit puntual de (f,)”0 que “(f,) convergeix
puntualment vers f”.
De la mateixa manera, les series es tracten com a successions de les seves sumes parcials

sn(z) = fulx).
k=1

Si (sp(x)) convergeix per a tot x € A C E, s’escriu s, — f i es diu que “f és la suma (puntual)

de (32 fn)”-

Exemples:
1. fu(z) =2", o€ E=[0,1]. Tenim

. n_J 1 siz=1
f(x)_nhj&x _{O sizel0,1)

iA=E=10,1].

2. folz) = (14:6%)”’ x € R. Aleshores

2
x
f(x):nlirglo i m2)n:0, Vx € R.
3.
I e ) S N |
Sn\T —k:0(1+x2)k—l’ k:0(1+x2)k’ X
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2 Successions i séries funcionals

Aquesta és una serie geometrica de raé 1/(1+2) si x # 0. Si z = 0, llavors s,(0) = 0 Vn.
Per tant
0 sixz =0,
flz) = lim s,(2) = 2®—Lp— =1+2% siz#0.

n—oo

1422

4. fu(x) = S‘\n/—w, x € R. Llavors

f(z) = nhi& fu(z) =0 Vz € R.

5. fu(z) = nx(1 — 2?)", z € [0,1]. Es comprova que f,,(0) = f,(1) = 0 per a tot n, mentre
que si z € (0,1) es té una indeterminacié que es pot resoldre aplicant L’Hopital:

. 2 _ 2\y _ Y
Jm onr(l—a)" = Hm ya(l—a) =w Hm G5
1
= z lim =z-0=0.

y—+oo —log(l — 22)(1 — a?)~¥
Per tant f(x) = lim f,(z) =0 Vz € [0, 1].
Fixem-nos en el segiient:

e A l'exemple 1, f(x) és una funcié discontinua, mentre que les f,(z) sén funcions continues.
Malgrat aixo, fer la integral de la funcié limit déna el mateix que fer el limit de les integrals
de les funcions de la successio:

1
lim fn() w—hm——O—/f d:(:—/ limfn(m)da:

e A lexemple 4, f,(x) i f(x) sén continues, derivables i f}(x) = y/ncosnx; tanmateix la
successié de derivades no convergeix per a cap valor de x. Tenim aixi que la funcié limit,
’ . N . . . /
f(z) =0, és derivable, pero no existeix lim f, (x).
n—oo

e A l'exemple 5 tenim que fo ) do = fo 0 dz = 0, pero en canvi
1 1
1 1
lim fa(z) dz = lim nx(l —2?)" dr = = lim L
n—oo Jq n—oo Jq 2n—oon+1 2

A la vista d’aixo ens podem preguntar sota quines condicions

e f, continua implica que f és continua o, el que és el mateix

lim f(z) = lim lim f,(x) Z lim lim fu(z) = lim f,(a) = f(a),

Tr—a r—a n—0o0 n—oo r—a n—oo

e lim Afn(a;) dx;/A lim f,(z) dx:/Af(a:) dz

n—oo n—oo

o f@)=(Jim fule) £ lim fi(e),

n—oo

és a dir, quan podem canviar lim amb
n—oo
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1.2 Convergéncia uniforme 3

e ¢l limit respecte a z?
e la integracio6 respecte a x?
e la derivacié respecte a 7?7

Donarem una resposta a aquestes tres peguntes en les Seccions segiients en termes del concepte
de convergencia uniforme. En el cas de la integracid, ens basarem en la integral de Riemann,
pero veurem una resposta més elegant en el Tema 3 emprant la integral de Lebesgue.

1.2 Convergencia uniforme

El concepte fonamental és el de convergencia uniforme.
Es diu que (f,) convergeix uniformement a f en el conjunt A si, per a qualsevol £ > 0,
existeix v, € N, independent de x, de manera que, si n > v,, aleshores

|fn(z) — f(z)] <e Ve A

Equivalentment, Ve > 0 9v. € N de manera que si n > v,
sup | fu(z) — f(z)| <e
T€EA

i, per tant, una definicié equivalent de convergencia uniforme és

lim sup |f,(x) — f(x)] = 0.

=00 xeA
Aquesta darrera és la més comoda en la majoria de calculs concrets.

Exercici. Compareu amb la definicié de continuitat uniforme. Recordeu com es demostra
que 1/x és continua pero no uniformement continua en (0, +o0).

Per a les demostracions és sovint més convenient una altra caracteritzacié de la convergencia
uniforme.

Proposicié 1.1 (Criteri de Cauchy) Donada (f,) convergent puntualment a f en A, la
condicio per a que convergeixi uniformement és que, donat € > 0, existeizi v. € N tal que, si
n,m > v, llavors

|fn(x) - fm(x)| <e Vze A7

o0, equivalentment,
sup | fn(z) — fim(2)] <e.
€A

Demostracio.
=) Suposem f,, — f uniformement en A. Donat ¢ > 0, existeix v. € N tal que si n > v,

() — f(z)] < % Vr € A.

Per tant, si n,m > v,

e

225.

[fn(2) = fm(@)| < |fu(x) = f(2)] + [f(2) = fm(2)] < % +
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4 Successions i séries funcionals

<) Si (f,) verifica la condicié de Cauchy llavors, donat x € A, (f,(x)) és una successié de
Cauchy de nombres reals i per tant convergeix a un cert nombre real f(z). Aixo defineix f punt
a punt en A:

f(z) = lim f,(x) Vze A
Tornant a la condicié de Cauchy, donat € > 0 existeix v, € N tal que
Yn,m > ve,Vr  |fo(z) — fm(z)] < €/2
és a dir
_5/2 < fn(x> - fm(x) < 5/2
és a dir
fm(x) —e/2 < fo(z) < fiu(z) + /2.

Fixat n > v, fem ara m — oo:
flz) —e/2 = fulz) < f(z) +¢/2
i per tant | f,(z) — f(x)| <e/2 d’on
Vo> v, Vo € A, |falz) — f(z)] < e.

g

Tal com ja hem dit, el criteri més utilitzat per a provar la convergencia uniforme en casos
concrets és

lim sup |fu(x) — f(2)| = 0.

Exemple: Sigui f,(z) = 2", x € [0,1]. Tenim

1 siz=1,

f(w):{ 0 sizel0,1).

Llavors
sup |o" — f(z)] = sup " — f()] = sup |a" — 0] = 1,
z€(0,1] z€[0,1) z€[0,1)
on en el primer pas hem eliminat la contribucié de z = 1, que és null a i no pot canviar el
suprem. Per tant, com que
lim sup [z" — f(x)] =1#0,
00 1el0,1]
la convergencia no és uniforme.
Per a les series, 'aplicacié directa d’aquest criteri es troba amb la impossibilitat, en general,
d’obtenir una expressié tancada per a s,(x) i calcular

lim sup

S fula) — f(a)] .
k=1

En aquest cas haurem de cercar criteris basats directament en el terme general de la serie, f,(x),
i no en les sumes parcials.
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1.8 Convergéncia uniforme i continuitat 5

1.3 Convergencia uniforme i continuitat

Teorema 1.2 Sigui (f,) una successid de funcions continues que convergeix uniformement vers
f en A. Llavors també f € C(A).

Demostracié. Sigui a un punt interior de A. Tenim

[f(@) = fa)] < [f(2) = fa(@)] + [fu(z) = fula)| + | fn(a) — f(a)].

Amb les hipotesis de convergencia uniforme i continuitat de les f,, donat € > 0 existeixen
ve € N, v, € Nidc, >0 tals que

o |f(x)— fu(x)| <e/3 per atot x € A si n > v, per la convergencia uniforme,
o |fn(x) — fu(a)| <e/3si|x—al < b p, per la continuitat de cada f,,
o |f(a) — fula)] <e/3 sin >, per la convergéncia puntual.

Com que v, és independent de x per la convergéncia uniforme, podem escollir v/ = max{v., .}
independent de z. Llavors queda fixat d. v isi z és tal que |z —a| < J¢ i queda |f(z)—f(a)| < e
i per tant f és continua en a. Noteu que la cadena d’elecci6 és
g — Vél I 65,%’
i que no podriem escollir |z — a| < &, si v! {6s dependent de z. Noteu també que tant Oc 1t
com v depenen d’a i per tant la continuitat de f no sera, en general, uniforme. O
Exercici: Sigui f,,(z) = 2™, x € [0, 1], que convergeix no uniformement. Vegeu explicitament
quin és 'obstacle que impedeix procedir amb la demostracié del Teorema 1.2.
Exemple: Si f, i f sén continues, la convergencia no és necessariament uniforme. Si
fulx) = 2™, = € (0,1), tenim f(x) = xlirglo fn(z) = 0 per a tot x € (0,1), que és continua. La

convergencia no és, pero, uniforme:

sup |z" — 0| =1.
z€(0,1)

Cal afegir quelcom més, tant al conjunt A com a les f,,, si volem garantir la convergencia
uniforme.

Lema 1.3 (Lema de Dini) Sigui (f,) — [ puntualment sobre un compacte A, amb f, i f
continues i de manera que la successio (fy) és puntualment monotona (creizent o decreizent).
Aleshores la convergéncia és uniforme en A.

Demostracié. Suposem per exemple que (f,,) és monodtonament decreixent i sigui g, =
fn — f. Les gy, sén continues, (gn(x)) — 01 gn(z) > gnyi1(x) per a tot x € A. Sigui € > 0. Com
que (gn(x)) — 0, per a cada z € A existeix un v, € N tal que g,(z) < £/2 si n > v,. Noteu que
no posem el valor absolut ja que les g, sén positives (decreizen cap a zero).

Per ser g, continua, existeix un entorn U, de x tal que g, (y) < e siy € Uy, i per tant, pel
decreixement monoton, g,(y) < € si n > v;.

La familia {U,}zca és un recobriment obert d’A i, per ser A compacte, admet un subre-
cobriment finit {Uy, Us, ..., Uy} corresponent als punts z1,...,x; amb index vy,...,vg. Sigui
v =max{vy,..., v} 1sigui x € A, que estara en un dels Uy,. Si n > v tindrem

lgn ()] = gn(7) < gu(z) < g, () <,
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6 Successions i séries funcionals

és a dir
|fu(z) = flz)| <e Ve €A n>v

amb v independent de z, i queda per tant demostrada la convergencia uniforme. O
Exercici: Repetiu la demostracio si la successié és monotonament creixent.
Exemple: La monotonia és necessaria. Sigui la successié de funcions definida per

4n2x size0,1/(2n))
fo(x) =4 4n—4n’z siz € [1/(2n),1/n)
0 six € [1/n,1]

Tenim lim,, .~ fn(z) = 0 per a tot = € [0, 1], perd en canvi

sup |fn(x) — 0| =2n
z€[0,1]

de manera que la convergencia no és uniforme. El motiu és la no monotonia: hi ha punts
arbitrariament propers a zero on f,, primer creix i després decreix, fins quedar-se a zero.
1.4 Convergencia uniforme i integracio

Teorema 1.4 Sigui (fy,) una successio de funcions integrables de Riemann a [a,b] (f, € R[a,b]),
que convergeix uniformement vers f en [a,b]. Llavors f € R[a,b] i a més a més

[ r=pm [ 5.

Demostracié: Hem de veure que, donat € > 0, existeix una particié P. de l'interval [a, b]
tal que

S(f,Ps)—I(f,PE)<6

Sota les condicions del teorema, existeix v. € IN tal que si n > v, llavors
€
|fo(z) = fz)] < g € [a, b],

és a dir,

fn(@) = bi

€
Sigui n > v, fixat. Com que f, és integrable, existeix una particié P. de [a, b] tal que!

S(fTLaPE)_I(fn7PE) <e. (1.2)

Com que per a tota particié tenim que S(f+g) < S(f)+S(9) i I(f+g) > I(f)+1(g), de (1.1)
es segueix

S(Pe) <SP+ S(g— Po) = S(fa P2) e, (13)
I(f.P) > I(fusP)+ (== P:) = I(fu, P) <. (14)

'Noteu que aquesta particié depén de ¢ directament i a través de n > v..
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1.5 Convergéncia uniforme i derivacio 7

i llavors

S(f>P6)_I(f7PE) = S(f,P) (fm )+S(fn> ) (f’fla )"‘Hfm ) I(f,PS)

eEt+et+e=3¢
(1.2)(1.3)(1.4)

i queda demostrat que f és integrable en [a,b]. A més

f] /fn f</ .
foef

|
™

fn

1 per tant

Comentaris:
, . s s b
e Es fonamental demostrar primer 'existencia de fa f.

e La demostracié no és valida si la regié d’integracié no és fitada. Cal afegir llavors que les
fn estiguin fitades per una funcid integrable.

Corollari 1.5 En les mateizes condicions del teorema, si x € |a,b]
T T
a a

Demostracié: De la mateixa demostracié del teorema es dedueix la convergencia puntual
per a tot = € [a,b]. Donat € > 0, existeix v, € N tal que si n > v, llavors

uniformement.

i per tant

(@) = J(@)] < 5= Vo€ o],
i, g (x —a) <e,

jf‘ﬁ/jfn—fk/ax A

amb n independent de zx. O

T
fn_
a

1.5 Convergencia uniforme i derivacio

Teorema 1.6 Sigui (f,) una successio de funcions derivables en [a,b]. Suposem que ezisteix
xo € [a,b] tal que (fn(x0)) convegeiz. Si (f],) convergeiz uniformement vers una funcié g en
[a,b], aleshores (f,) convergeix uniformement vers una funcid f en |a,b], que és derivable, i es
verifica f' = g.

Demostracié: Per fer la demostracié més curta, suposarem que les f,, a més de ser derivables
son C'la,b]. Si f! és continua podem escriure

() = fr(zo) + /1 fl Vx € [a,b]. (1.5)
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8 Successions i séries funcionals

Per la hipotesi de convergencia en xy tenim que
fu(xo) — lim fr(z0) = f(z0)
n—oo

mentre que la convergencia uniforme de la successié de derivades ens permet aplicar-hi el corol-
x xr
. ! _
jm [ =] o
o x0

T

f(@) = flzo) + / g

Zo

lari 1.5 i escriure

Per tant, prenent el limit a (1.5),

i f'=g. A mésla convergencia de f,, a f és uniforme ja que, pel Corollari 1.5, fjo 1} convergeix
uniformement. O

Comentaris:

e A diferéncia de la integracié, per a la derivacié la convergencia uniforme de la successié
original és irrellevant: cal que la sigui la successié de les derivades la que convergeixi
uniformement.

e Per a demostrar la derivacié en un punt concret, n’hi ha prou a cercar un [a, b] convenient
que contingui el punt.

Exercici: Feu la demostracié sense suposar que les f,, sén C1.

1.6 Criteris de convergencia uniforme per a series

Tal com hem dit, si tenim

el problema d’aplicar el test

lim sup |s,(z) — s(z)|

és trobar formes tancades per a s,(x) i s(x). Aniria bé disposar de criteris basats directament
en les funcions f,.

Proposicié 1.7 (Criteri de Weierstrass) Sigui (f,) tal que ¥Yn 3M, tal que, Vo € A, |fno(z)| <
M,,. Llavors, si Y M, és convergent, > f, convergeir uniformement sobre A.

Demostracié: Aplicarem el criteri de Cauchy de convergencia uniforme. Tenim

> @)

k=m+1

n

< Z | fr(2)] < Z M.

sn(z) — sm(z)| =

n
Ates que > M, és convergent, pel criteri de Cauchy, Ve Jv. tal que Vm,n > v, Z My <e.
k=m+1

Tot seguit veurem dos criteris més elaborats. El primer d’ells permet obtenir una serie
uniformement convergent modificant lleugerament una que ja ho és.
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1.6 Crriteris de convergéncia uniforme per a séries 9

Proposicié 1.8 (Test d’Abel) Siguin (fy) i (gn) successions definides en A tals que
1. > fn convergeiz uniformement en A.
2. ¥n,Vx € A, |gn(z)] < M.
3. (gn) €s monotona decreizent.

Llavors Y fngn convergeix uniformement en A.

El segon criteri permet obtenir una serie uniformement convergent a partir d’una serie fitada
(pot ser que ni tant sols sigui convergent) i una successié uniformement convergent a zero.

Proposicié 1.9 (Test de Dirichlet) Siguin (f,) i (gn) successions definides en A tals que
1. %" fn és uniformement fitada en A: ¥n, Yz € A, | > 0_, fu(z)] < M.
2. (gn) €s monotona decreizent en A.
3. (gn) tendeix a 0 uniformement en A.

Llavors Y fngn convergeir uniformement en A.

Comentari: En molts casos s'utilitza fi(z) = (—1), ja que les seves sumes parcials estan
fitades per 1 i, al ser independent d’z, estan uniformement fitades.
La demostracié d’ambdues propossicions es basa en el

Lema 1.10 (Fdrmula de sumacid d’Abel) Donades dues successions de nombres reals (ay), (by,),
stgui Sp = a1 + ag + - + a,. Llavors

Zakbk = Spbpt1 — Z 5k (br+1 — k)
k=1

k=1

= Spb1+ Z — k) (D41 — b)-

Demostracié: Tenim

Zakbk—z Sk — Sk—1 bk—ZSkzbk—ZSk 1Dk,
k=1

on sg = 0. Com que
n n
E Sk—1bg = E Skbk+1 — Snbnt1
k=1 k=1

obtenim el primer resultat. El segon resultat s’obte substituint

n

bpy1 = Z(karl —by)+ b1
k=1

en el primer. ]
Exercici: Demostreu els tests d’Abel 1 Dirichlet.
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10 Successions i séries funcionals

12

-1 e 1/2 1 2

Figura 1.1: La funcié basica.

Per al test d’Abel, si 7, sén les sumes parcials de > f g, 1 s, les de > fi,, vegeu que

n

rn(@) = (@) = (sn(2) = sm(@)g1(@) + D (sul@) = s(@))(ghr1(2) — gu(2))-

k=m+1

Per al test de Dirichlet, vegeu que

n

(@) = Tm (@) = 5n(2)gn+1(2) — $m (@) gm+1(2) — Z k(@) (g+1(x) — gi()).
k=m+1

Exercici: Sén els lemes d’Abel i Dirichlet certs si la successié (g,,) és monotona creixent en
lloc de decreixent?

1.7 Una funcidé continua no derivable enlloc

En aquesta Seccié utilitzarem els resultats sobre convergencia de series funcionals per a cons-
truir una funcié continua arreu pero no derivable enlloc. Funcions d’aquest tipus havien estat
considerades per Bolzano (1830) i Weierstrass (1872), perd l’exemple que presentarem aqui és
de van der Waerden (1930).
Sigui fo(x) la funcié periddica de periode 1 que per a |z| < 1/2 val |z| (vegeu la Figura 1.1).
A partir d’aquesta, per a n > 0 definim

1
Fal@) = 2 Jold"2).
Aquestes funcions tenen les segiients propietats:
e f, és lineal a trossos i continua a R.

e f, esta fitada per

0< fulz) < Vz € R.

1
4n

| =

e f, és periodica de periode 1/4™.

e en els punts on és derivable, f,, té derivada +1.
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1.7 Una funcio continua no derivable enlloc 11

Sigui ara
+o0 +o0 1
= falz) =) o fo(@"). (1.6)
n=0 n=0
Proposicié 1.11 La funcid definida per (1.6) és continua arreu.

Demostracio: Sols cal aplicar el lema de Weierstrass:

1
qn 240’

l\D|'—‘

)| = 4 o@e)] <

i com que > 1/4?" és convergent, la convergenia és uniforme. Com que les sumes parcials sén
continues, per ser sumes finites de continues, la funcié limit és continua. O

Proposicié 1.12 La funcié definida per (1.6) no és derivable enlloc.

Demostracio: Per a cada n € N tenim

k
f(ac:l: —) = falz)=0, k=12,...
Si considerem un m fixat i n > m podrem escriure

1 4gn—m k

o= g g FEN
i per tant
f(x:l:—) falx) =0, n>m (1.7)
D’altra banda, si n < m — 1, com que els trossos de pendent constant +1 de f,, sén de longitud
11 1
PYTREVT

resultara que x esta en el mateix tros que x + 1/4™ o que = — 1/4™, de manera que

1 1
fnlz + 4—m) — folx) = i4—m (1.8)
o bé
1 1
Jalw) = falw = ) = 0 (19)
A més, la relacié que sigui certa per a n = m — 1 ho sera també per an =0,1,...,m — 1, amb

el signe de la dreta possiblement canviant. En qualsevol cas, si tenim una x que verifica (1.8),
combinant-ho amb (1.7), podrem calcular la derivada amb

f(:c+4+i)—f(ﬂs) _ 4m{7§[fn(x+4i _ ]+ 3 [fnﬂﬁ—— — fnlz )]}

4m n=0

n=m

-1

= 4mz [fn33+— — falz )] —nzzoﬂ

de manera que la derivada per la dreta no existira, mentre que si es verifica (1.9) s’obté la no
existencia de la derivada per ’esquerra. O

Exercici: Dibuixeu algunes aproximacions de f.
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1.8 Series de potencies

Denotarem les series de potencies per
E anz” o g an(z —a)".
n>0 n>0

Amb un canvi de variable la segona forma es converteix en la primera, i per tant a partir d’ara
sols considerarem series de poteéncies centrades en zero.

Proposicié 1.13 1. 80 ), ~ana™ convergeiz en xog # 0, llavors convergeix absolutament
Vz € R amb |z| < |xo|. A més, convergeiz uniformement en tot [a,b] C (—|xol, |zol)-

2. Si),~oanx™ divergeiz en yo € R llavors divergeiz en tot x € R amb || > |yo].

Demostracio:

1. Si ), ~panxy convergeix llavors anzf — 0 i per tant existeix A € R tal que |a,zq| < A,
Vn € N. Tindrem aixi

n n

janz"| = lanzl] || <A|=
o
i per tant, si |z| < |zo],
n
1
S fa) <A 2 oAt
Lo 1—|=
n>0 n>0 p

Per veure que la convergencia és uniforme en [a,b] C (—|zol, |x0|), sigui @ € (—|zol, |z0o])
amb o > max(|al, [b]). Com que a < |zg|, ) |an|a™ convergeix. Llavors, si x € [a,b],

lanx"| < |an|a™
i) |apx™| convergeix uniformement pel criteri de Weierstrass.

2. 81 ) anyl divergeix, llavors ) apa™ amb |z| > |yo| també divergeix, ja que en cas contrari
> anpyy hauria de convergir per la primera part de la Proposicié.

O
De la Proposicié 1.13 es dedueix que al considerar »_ a,z™ hi ha tres situacions possibles:

1. No hi ha cap xg # 0 on la serie sigui convergent. La serie només convergeix per a x = 0,
per exemple > nlz™ o > n"z".

2. La serie convergeix per a tot € R, per exemple Y z"/nl.

3. Existeix un R > 0 tal que ) a,a™ convergeix si |z| < R i divergeix si |z| > R. Aquest R
s’anomena radi de convergéncia de la serie de poténcies. Per exemple

E z" té radi de convergencia R =1,
n

T
Z té radi de convergencia R = 3,

Z(—l)" Z 5 té radi de convergencia R = 1.
n
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1.8 Seéries de poténcies 15

Per extensio, en el primer cas es diu que R = 0 i en el segon que R = oo.

Proposicié 1.14 Donada Y a,z" sigui®

v = limsup V/|ap|.
Llavors el radi de convergéncia €s

R=-.
Y

Demostracié: Aplicant el criteri de l'arrel a la serie positiva > |a,x"|, és té

Vanz"| = {/lan||z|
d’on
limsup {/|apz™| = |z| - 7.

La serie convergeix si limsup {/|a,z™| < 1 i divergeix si limsup {/|a,x”| > 1. Per tant, siy =0
la série convergeix per a tot € R; si 0 < v < oo la série convergeix si |z| < 1/y;1si v =00 la
serie només convergeix si x = 0. O

Cal notar que si R és el radi de convergencia, la serie convergeix uniformement en tot
la,b] C (—R,R), pero no necessariament en tot (=R, R). Per exemple, la serie ) - x" és

convergent en (—1,1) ja que R = 1; en o = £1 és divergent. Es uniformement convergent en
(—=1,1)? Aquest és un cas en qué podem calcular les sumes parcials s,(z) = Y} _, 2F = lg™t

11—z
ila suma, s(z) = 1/(1 — x). Llavors

1— x”-‘rl 1 —.Tn+1
sup —
ce(-11| 1—w l—x

= sup
ze(—1,1)

I
8

1—=x

i no tenim convergencia uniforme. El mateix passa en el cas R = co: en aquest cas la serie
convergeix uniformement en qualsevol interval fitat, perd no necessariament a tot R. Per exem-
" s . . . <. . .
ple, >~ % té R = co. Aplicant el criteri de Cauchy de convergencia uniforme tindrem, per a
x>0,
m
k| z>0 ’(p‘m

sm(2) = saa) = | > =

m!’
k=n-+1
1 llavors

X
SUp [sm () — sn(2)[ = sup  |sm(2) —su(@)| = sup — =
e ze , x>0 xe , x>0 T

i no tenim convergencia uniforme a R.
El segiient teorema doéna condicions suficients per a la convergencia uniforme en el tancat

[0, R].
Teorema 1.15 (Teorema d’Abel)

1. 8i > anx™ té radi de convergéncia R i Y an,R" convergeiz, llavors Y a,x™ convergeir
uniformement en [0, R].

2. 8i> a,R" = A, llavors lim Zana:" = A.

z— R~

2En Dexpressié que segueix lim sup denota el limit superior de la successié corresponent, i no s’ha de confondre
amb l'expressié composta limsup 4 que ja ha aparegut.
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El resultat també val canviant R per —R en les series i considerant [—R, 0] i lirr;% .
r——

Demostracio:

1. Donat € > 0 existeix v, € IN tal que si ¢ > p > v, es verifica que

q
Z a, R™| < e.

n=p+1
Llavors, per a z € [0, R] i ¢ > p > 1. es té
q rn
> | =| 3w (2)
n=p+1 n=p+1
Utilitzarem ara la identitat
q q n
n(T\™ B k T\ T\ n+1 & q+1
> wr (5)' = 30 (30wt | ((5) - ()7 X ) ()
n=p+1 n=p+1 \k=p+1 k=p+1

que es pot verificar mirant els coeficients de ™ per an = p+1,...,g+1 a dreta i esquerra,
o considerant la primera igualtat de la férmula de sumacié d’Abel comencant en p + 1 en
lloc de 1. Tenim aixi

5 o] = |5 (e (@) (o) ()

n=p+1 n=p+1 \ k=p+1 k=p+1

>y k| (5 () (2)] S

k=p+1

S (GG G e
(GG G

= ¢ (%)pH <e, Vzel0,R]

IN

VAN
3
- 1

N

i queda demostrat.

2. Com que Y a,z" convergeix uniformement en [0, R], ho fa cap a una funcié continua, f(x).

Llavors Cuitat d
A= Z anR" = f(R) contimitat de /-y, ) = lim Z anz"”

z—>R* r—R~

O
Exercici: On és l'error en aquest raonament alternatiu per a demostrar el primer apartat

del lema d’Abel:
q

q
Z anz”| < Z a,R"| < e.

n=p+1 n=p+1
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1.9 Propietats de les funcions definides per séries de poténcies 15

1.9 Propietats de les funcions definides per series de poténcies
En aquesta Seccié suposarem que tenim una certa serie de potencies que defineix, en la seva
regio de convergencia, una funcio
- Yo
i ens preguntarem quines propietats té aquesta funcié.
Lema 1.16 Les séries de poténcies Y. anx™ i . nap,a™ ! tenen el mateir radi de convergéncia.
Demostracié: En primer lloc, és evident que Y na,z" 1 i Y na,z" tenen el mateix radi

de convergencia. A més
Ylnan| = ¥n/|anl.

Emprant ara que si (v,,) és fitada i (uy,) té limit 1 llavors lim sup u,v,, = lim sup vy, tindrem

limsup v/|nay| = limsup {/|ay|

i queda demostrat. O

Proposicié 1.17 Si > anz™ té radi de convergencia R, llavors f(x) =Y anx™ es derivable en
(=R, R) i a més f'(x) = > naz" L.

Demostracié: Si z € (—R, R), existeix [a,b] C (=R, R) amb z € [a,b]. La serie ) anz"
convergeix en algun punt (en tots!) de [a,b] i la serie Y na,z" !, que té el mateix radi de
convergencia, convergeix uniformement en [a, b]. Aplicant el resultat sobre derivacié de series de
funcions s’obté I’enunciat. O

Proposicié 1.18 Si Y anz™ té radi de convergéncia R, llavors f(x) = > anx™ es pot integrar
terme a terme en (—R, R) i la série resultant té el mateix radi de convergéncia.

Demostracié: Donats xg, = en (—R, R) els podem posar dins un [a,b] C (—R, R) on la serie
convergeix uniformement i podem llavors aplicar el resultat sobre integracié de successions:

/xf = /Zantndt Z/zant"dt
x0 x x0

0 n=0
o0
_ n n+1 n +1 _ n
S D AR W SVLES P
amb byp = — Y 7 s xgH ib, =ap—1/n per an > 1. Emprant el mateix resultat que per a la

serie derivada, és immediat demostrar que el radi de convergencia de ) bpz™ és també R. O

Tant la derivacié com la integracié es poden repetir tantes vegades com vulguem. En par-
ticular, la derivada d’ordre p és

oo

fP) () = Zn(n —1)---(n—p+1ayz"?

n=p

per ax € (—R, R). Si posem z = 0 resulta

FP(0) = pla,
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16 Successions i séries funcionals

i per tant

f(z)

I .

n!
n=0

que s’anomena serie de Taylor de f al voltant de x = 0. Fixem-nos que la definicié original de f
és a través de la serie Y apaz™ i 1"inic que diu (1.10) és que els a,, es poden calcular d’una certa
manera. No estem dient que una funcié qualsevol es pugui expressar com a série de Taylor; aixo
ho veurem a la segiient Seccié.

L’expressié (1.10) demostra que els coeficients de la serie de poténcies de f en (—R, R)
queden totalment determinats pels valors de f i les seves derivades en x = 0. Tenim per tant el
segiient

Teorema 1.19 Sigui f(z) = Y apx™ i g(x) = > bya™ amb radi de convergéncia R > 0. Si
f =9 en un obert al voltant de l’origen llavors a, = b, Vn.

De manera més general, es pot demostrar el segiient
Teorema 1.20 Sigui f(z) = >  apnz™ i g(x) =Y byx™ amb radi de convergéncia R > 0. Sigui

E={ze(-RR)|g(x)=f(z)}.

Llavors, si E té un punt d’acumulacio, es té f(x) = g(z) Yo € (=R, R) i per tant a, = b, Vn.

1.10 Series de Taylor

Hem vist que una serie )  anz™ és C*° a (—R, R). Ens podem ara preguntar si una funcié6 C'*°
es pot escriure com una serie de poteéncies en algun (—R, R). La resposta, per a funcions de
variable real, és negativa en general.

Exemple: Sigui
1
_ ) e =T six#0,
fle) { 0  siz=0.

Es facil veure que f () (0) = 0 Vn. Per tant la série de Taylor de f al voltant de z = 0 és
identicament nulla i no és igual a f(z) fora de z = 0.

El primer resultat que veurem ens diu en quines condicions podem moure el centre d’una
serie de potencies.

Teorema 1.21 (Teorema de Taylor) Suposem que ) anz™ convergeiz a (—R,R). Sic €
(=R, R) llavors

© £(n) (e
) =3 D g

n!
n=0

per a tot x tal que |v —c| < R —|c|.

Demostracié: Sigui z € (—R, R) fixat. Tenim que
oo [ee]
flx) = Z apT" = Z an((z —c¢) + )"
n=0 n=0

SN (Z)cnm(x—C)m S b,

n=0 m=0 n=0m=0
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on

i hem posat by, (z) =0 si m > n.
L’ordre de sumacié de la serie doble Y 7 >~ > by () es pot intercanviar si la serie con-
vergeix absolutament. Per a cada valor de n tenim

> . n n—m m n
>~ o) = fand 32 (1)l o = ef” = iz =]+ )

S
> lanl(Jz = o + [e])"
n=0

convergeix si | — ¢| + |¢| < R. Per a aquests valors, intercanviem els sumatoris i queda

fo) = ffo fjobmm) _ io;bmm)
_ mi;o (ia" (;) cn—m> (x— o)™ = mi;o f(:ifc) (z— o™ |z—c+]e <R,
donat que
Fim(e) = gnn(n — 1) (n—m+ Dand"™™ = ml g; <:L> ™
perac€ (—R, R). R

Comentari: La serie de centre ¢ pot tenir radi de convergencia més gran que el minim
R — |c| assegurat pel teorema. Per exemple,

1
anzl—x

n>0
té radi de convergencia 1. Si desplacem la seérie a ¢ = 1/3, obtenim una serie de radi de
convergencia 2/3 = 1 — 1/3, pero si la posem en ¢ = —1/3 en surt una amb radi 4/3 > 2/3.

Aquest resultat ens permet calcular la série de Taylor, en un punt diferent, d’una funcié que
ja sabem que té una série de poténcies de radi no nul. Si no sabem si f té una representacié en
serie de poténcies, el segiient resultat pot ser util:

Teorema 1.22 Si f té derivades de qualsevol ordre en un interval obert (a,b) i existeir una
constant v tal que
If"M(2)] <y Va € (a,b), Vn

llavors f té serie de Taylor de radi no nul al voltant de cada punt ¢ € (a,b).

Demostracié: Segons el teorema del polinomi de Taylor

f($):f(c)+f/(0)(ﬂj‘—c)++
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per a tot n i per a tot x € (a,b), amb

ARG

(n+1)! "

Rn(w) - (x_

i amb £ entre x i ¢. Tenim aixi

) (e
1) -3 o
k=0

(n+1)!

_ ‘f(n—’—l) (g) (33 . C)nJrl S

per a tot z € (a,b). Llavors, donat € > 0 podem trobar n tal que la darrera fracci6 sigui més

petita que €. Per tant la seérie convergeix en = # c.

0

Comentari: La condicié | ()| <~ es pot substituir per la menys restrictiva | £ (z)| <
4™ o fins i tot per |f(™(z)] < Mn!y"™. En qualsevol dels casos, el radi de convergéncia de la série

resultant pot ser més gran que el determinat per (a,b).

1.10.1 Exemples de series de potencies

1. f(z) = €*. Tenim £ (z) = ¢® i donat un punt qualsevol ¢ € (a,b), f™(c) esta fitat per

S

e’ = . Per tant hi ha serie de poténcies de radi no nul al voltant de qualsevol punt. En
particular

oo xn
T _ PR
=) - VrER (1.11)
n=0
ja que la serie té radi de convergéncia infinit. Combinant séries d’exponencials hom obté
també
et _ e E & 1.271—1—1
inhe=——— = —— Vr €R, 1.12
i 2 7;)(2n+1)! v (1.12)
_ e 4 e 7 OO 1.211

. f(x) =sinz. Hom té |f™ ()| < 1 per a tot z i per tant f(z) té série de poténcies de radi

no nul al voltant de qualsevol punt. Un calcul més detallat mostra que

. o . p2n+1
0 . p2n
cosr = nz:;)(—l) n)! Vx € R. (1.15)

. flx) = (1+ax)?, a,a € R. Hom té

[f™ (@)] = (e = 1) -+ (@ = n + 1)l|al"|1 + ax]*"

i aix0 és complicat de fitar. Si calculem la serie de Taylor al voltant ¢ = 0 tenim
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on

<a> a (a—1)-(a—n+1)

n) n!
Anem a demostrar directament que f(z) = g(z). Hom té, de manera trivial,

aa

/ =
F@) = 2 ()
i de manera menys trivial es veu també que
N aa
g(@) = 1o g(a)

Com que f(0) =11 g(0) = 1, pel teorema d’existencia i unicitat de solucions d’EDO es té
que g(x) = f(x) en un entorn de 0 i per tant, pel Teorema 1.19, f(x) = g(x) en tot el radi
de convergencia, que resulta ser 1/|a|. Per tant

(1+az)*=Y" (7’0@%" ze (—|i, 1, (1.16)

= al” |al

4. Com a cas particular de (1.16), sigui f(z) = 1/(1 — x), és a dir, a = 1, a = —1. Tenim

R=1i
[R— — —_— oo | — _n n!_ n
<1>:<1>< 2 (Aondl) n)"

n n! n!

ipertant 1/(1 —x) =>"77,(—1)"(—1)"2". Hom obteé aixi

1 (o)
o= > oat we(-1,1), (1.17)
n=0

i de la mateixa manera

L - n,.n
142 = ,;0(_1) o, TE (_171)' (1.18)

5. Si integrem (1.17) entre x = 0 i un z qualsevol amb |z| < 1 tindrem

0 xn+1
—log(l—az)znzzon_i_l
d’on o
log(1 — ) :—Z%, xe(—1,1), (1.19)
n=1

i, igualment, partint de (1.18) o canviant x per —x a (1.19),

o)

log(1 +z) = — Z(—1)”x—:, ze(-1,1). (1.20)

n=1
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6. Sigui f(x) = arctanx € (—n/2,7/2) (branca principal de 'arctangent). Tenim

1
T —
fz) = z2+1
i la serie d’aquesta es pot obtenir de (1.18) canviant = per z2:
o0
fll@)y=>Y (=)™, wze(-1,1).
n=0

Integrant entre 0 i x en (—1,1) obtenim

oo | gt
arctan z — arctan(0) = HZ:O(—l) 1l € (—1,1).
Com que és la branca principal, arctan(0) = 0 i resulta
oo gl
arctan x = nz:o(—l) 1 € (—1,1). (1.21)
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2 Espais de funcions continues

En aquest tema volem desenvolupar dos resultats fonamentals que generalitzen als espais de
funcions continues resultats ben coneguts a R. La referéncia fonamental és [Spr87]; [MH98|
també pot ser 1util en alguns punts.

2.1 Espais de funcions continues

Comengarem recordant les segiients propietats de R:

e Donat un compacte K C R i un subconjunt del mateix amb un nombre infinit d’elements,
aquest darrer té un punt d’acumulacié en el compacte. Si substituim compacte per fitat
el resultat continua sent cert, pero pot ser que el punt d’acumulacié no sigui del conjunt.
Aquest resultat s’utilitza normalment en referéncia a successions:

{an} C A fitat = existeix una successié parcial de (a,) que és convergent

Que hi hagi una successio parcial convergent no vol dir, naturalment, que tota parcial sigui
convergent. Si A = K és compacte, el limit de la parcial pertany a K.

Exemple. Si K =[0,1] i

1 11 11 11
=(0,=,1—=,=,1—=, = 1—=,=,...
{an} ( 727 2737 3727 4737 )
tenim
1 1 1
0,01—=,1—=,1—-,.. — le K
(7 27 37 47 ) €
11 1
— =, — —€eK
(2727 ) 26
11 1
— = s — K
(3’3’ ) 36

Exemple. Sigui A = (0, 1), fitat, pero no tancat. Com que estem a R"™ podem aplicar el
teorema de Heine-Borel i A és no compacte. Tenim que (% — %) convergeix a % € A, pero
(1) convergeix a 0 ¢ A.

Exemple. Sigui A = [1,400), no fitat. De (n) C A no s’en pot extreure cap parcial
convergent.

e Donat un nombre real qualsevol, existeix una successié de racionals que tendeix cap a ell.
Dit en altres paraules, un real es pot aproximar tant com volguem per un racional. Aqui,
el “tant com volguem” és en el sentit de la distancia donada pel valor absolut.
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El que volem fer ara és veure en quin sentit aquestes dues propietats, I’existéncia de parcials
convergents dins un compacte de R i 'aproximacié de reals per un conjunt numerable, els
racionals, es poden extendre quan es canvia R per un espai molt més complicat, ’espai de les
funcions reals continues sobre un cert conjunt A C R:

C(AJR)={f:A— R, f continua en A}.

El primer que s’ha de fer és dotar C(A,R) amb una distancia, ja que els fets que hem comentat
depenen de la nocié de distancia entre punts de R. De fet, aprofitant que C(A,R) és un espai
vectorial sobre R, podem fer quelcom millor: dotar C(A,R) amb una norma, convertint-lo en
un espai normat, en lloc de simplement un espai meétric.

Volem que la norma de C(A,R) tingui bones propietats respecte a la continuitat, és a dir, si
I’extenem a funcions qualssevol, no volem que una funcié discontinua pugui estar arbitrariament
a la vora d’una funcié continua. Tenint en compte la nostra experiencia amb la convergencia

uniforme, definim a C(A, R)

I|-|: C(A,R) — R
f = ilelg{lf(x)l}-

Sense més restriccions, aixd pot no existir: si A = (0,1), f(z) = 2, f € C(A,R) perd ||f|| =
1

sup {|—|} = +oo. El problema estd en la no compacitat de A. Per tant a partir d’ara

ze(0,1) L

suposarem A = K compacte i definim

|-1l:C(K,R) — R
f o= iglg{\f(w)\}-

Alternativament, podem considerar Cy(A,R), I'espai de funcions continues fitades sobre A, amb
A no necessariament compacte. Per a un compacte, Cp(K,R) = C(K,R).
Per veure que aix0 és una norma, cal demostrar

(N1) No negativitat: ||f|| > 0.

(N2) No degeneracié: ||f|| = 0sii f = 0.

(N3) Multiplicativitat: [|af]| = ||| f]], Vo € R.
(N4) Desigualtat triangular: ||f + g|| < ||f]] + Ilg]]-

Tot aix0 és evident a partir de les propietats del suprem i del valor absolut. Per exemple
1f+gll = sup{[f(z)+g()[} < sup{[f(z)|+[g(z)[}
reK rzeK
< sup{|f(z)|} + sup{|g(2)[}
zeK rzeK
= [IF1l + llgl]-

Aquestes propietats de la norma es tradueixen en propietats de la distancia associada:

d(f,g) = |If — gll,

que sén
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D1) No negativitat: d(f,g) > 0.

(D1)

(D2) No degeneracié: d(f,g) =0sii f =g.

(D3) Simetria: d(f,g) = d(g, f)

(D4) Desigualtat triangular: d(f,g) < d(f,h) + d(h,g), Vh.

Exemple. Sigui K = [0,1] i
F={fe€C(K,R), f(x) >0 Vzel0,1]}.

Anem a demostrar que F és un conjunt obert de C(K,R) amb la topologia de la distancia
induida per la norma del suprem.

Hem de veure que, donat un punt f € F, existeix € > 0 tal que si ||f — g|| < € llavors g € F.
Com que f és continua en el compacte [0, 1], hi assoleix un valor minim, m, que haura de ser
m > 0. Escollint € = %, tindrem que, de ||f — g|| < F, es dedueix | f(z) — g(x)| < &, Vz € [0, 1]
és a dir,

~T <gl@) = f@) < T, Voelo].

Llavors emprant la desigualtat de ’esquerra en la identitat

9(z) = f(z) + g(z) — f(z)
g’arriba a

g(m)>m+<—%) =%>0,

i per tant g € F.
Direm que una successié (f,) de C(K,R) és de Cauchy si, donat € > 0, existeix v, tal que

Vn,m >ve = ||fa— fl| <e.

Per a n,m > v, tindrem
sup{|fn(z) — fm(z)|} <€
zeK

i per tant la convergencia de Cauchy de successions en l'espai C(K,R) equival a la convergencia
uniforme de Cauchy que hem tractat en el tema anterior. La norma que hem definit a C(K,R)
s’anomena norma del suprem, i ja coneixem les seves propietats. En particular

Teorema 2.1 C(K,R) amb la norma del suprem és un espai normat i complet.

Demostracié. Que és un espai normat ja ho hem demostrat. Sols cal veure que és complet,
és a dir, que conté el limit de qualsevol successié de Cauchy. Si {f,} és de Cauchy, per a tot
€ > 0 existeix v, tal que

| fn — fmll <€ Yn,m > v,

és a dir,
Slellg{lfn(x) — fm(@)[} <,

i per tant
|fu(x) — fm(z)] <€ Vz € K.

Fixat z € K, la successi6 numerica {f,(z)} és, per tant, de Cauchy (a R), i com que R és
complet, convergeix a un valor real que anomenen f(z). Aixo defineix f(z) per a cada z € K i,
del tema anterior, sabem que f € C(K,R). O

Un espai normat i complet s’anomena un espai de Banach. Per tant podem reformular el
teorema anterior com
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Teorema 2.2 C(K,R) amb la norma del suprem és un espai de Banach.

A més de les operacions d’espai vectorial, a C(K,R) hi podem definir el producte ordinari
de funcions

(f - 9)(x) = f(z) - g(x).

Un espai vectorial que té un producte intern distributiu respecte de la suma s’anomena una
algebra. Un espai de Banach que sigui una algebra s’anomena una algebra de Banach si la
norma verifica

(AB) |[1]| = 1.
(AB2) ||£ - gl| < |I£1I-llgll

A la primera propietat, 1’1 de I’esquerra és I’element neutre respecte al producte, que en el nostre
cas és la funci6 constant igual a 1. Es evident que aquesta propietat es verifica per a C(K,R).
Pel que fa a la segona propietat, tenim

[1f - gll = sup{|(f - 9)(@)[} = sup{[f(x)g(z)[} = sup{[f(x)[|g(x)]}.
zeK zeK zeK
De |f(z)| < supger{|f(@)|}, |9(z)| < supyer{lg(z)|} es dedueix, com que tot és no negatiu,
[f(@)llg(x)] < sup{|f(z)[} sup{|g(«)]}
zeK zeK
i per tant
sup{|f(z)llg(x)[} < sup{sup{|f(z)[} sup{lg(z)|}} = sup{|f(2)|} sup{lg(x)[} = |IfI] - [lgll,
zeK zeK zeK zeK reK zeK

i aixo completa el calcul. Podem per tant afirmar que

Teorema 2.3 C(K,R) amb la norma del suprem és una algebra de Banach.

2.2 Equicontinuitat

Sigui F C C(A,R) un conjunt de funcions continues de A en R, amb A no necessariament
compacte. Sigui, donat x € A,

fx:{f(l'), fo}C]R

Diem que F és puntualment fitat si F, és fitat Vx € A i que F és uniformement fitat si
existeix a € R tal que
Ifll <o, VfeEF.

Exercici: Demostreu que si F és uniformement fitat llavors és puntualment fitat, perd no
a Dinrevés. Pel contraexemple, podeu considerar 7 = {f,g} i A = (0,1), amb f(z) = 1 i
g(z) = sinz. Vegeu que F és puntualment fitat a A, perd en canvi || f|| no existeix i per tant F
no pot ser uniformement fitat.

Les successions uniformement convergents de C(A, R) sén uniformement fitades si A és com-

pacte:
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Proposicié 2.4 Sigui K compacte i sigui (f,) una successié de funcions de C(K,R). Si la
successio és uniformement convergent llavors el conjunt

F= {fn}

és uniformement fitat.

Demostracié. Per la convergencia uniforme, agafant € = 1, existeix un k£ tal que si n > k
llavors

|| fx — full < 1,Vn > E.

Com que K és compacte, cada funcié continua f, esta fitada. Sigui

m = max{[[fi|l,.. ., [[fxl[} + 1,

de manera que per a n < k les funcions estan fitades per m. Si n > k tindrem, emprant la
desigualtat triangular,

Lfnll < W fell + [1fn = fill < |[fell +1 < m,

de manera que o = m és una fita de tota la successio. O
Una familia de funcions F C C(A,R) és equicontinua en A si, Ve > 0, existeix d. > 0 tal
que, si z,y € A amb |z — y| <, llavors

\f(z)— f(y)| <e VfeF.

Fixem-nos que . no depén ni del punt ni del membre de la familia de funcions.
De nou, les successions uniformement convergents en un compacte tenen bones propietats
respecte a l’equicontinuitat:

Proposicié 2.5 Sigui K compacte i sigui (f,) una successio de funcions de C(K,R). Si la
successio és uniformement convergent llavors el conjunt

F = {fn}
€s equicontinu.

Demostracié. Sigui € > 0 donat. Per la convergencia uniforme, existeix n = n, tal que

€
lfa=fall < § ¥a>n

Com que cada funcié és continua, per a tot m existeix d,, > 0 tal que si |z — y| < O, 2,y € K
llavors

€
Sigui

0 = min{dy,...,d,}.
Obviament § > 01 si |z —y| < J, amb z,y € K, tindrem, si k < n, per la construccié de §,

@) = fuly)l < 5,

mentre que si k > n

Fe(@) = fe@)] < |il@) = Ful@)] + [ fal@) = Ful)] +1fal) = fw) < 5+ 5+ 5
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on hem emprat la convergencia uniforme per al primer i tercer termes i la continuitat de f,, per
al segon terme. En qualsevol cas, existeix § > 0, que depén només de ¢, tal que si z,y € K amb
|z — y| < d llavors

| fr(x) — fu(y)| < e Vk.

d
Podem combinar les dues proposicions en un sol resultat

Teorema 2.6 Sigui K compacte i sigui (f,) una successié de funcions de C(K,R). Si la suc-
cessio és uniformement convergent llavors el conjunt

F = {fn}

és equicontinu i uniformement fitat.

2.3 Teorema d’Arzela-Ascoli

Ens preguntem ara si les condicions necessaries per la convergencia uniforme que teniem en el
darrer teorema sén també suficients. La resposta és afirmativa i s’expressa en la segiient

Proposicié 2.7 Qualsevol successio de funcions equicontinua i uniformement fitada en un com-
pacte té una parcial uniformement convergent.

Demostracié. Suposem que {f,} satisfa les hipotesis de la proposicié. Tindrem, del fet
que és uniformement fitada, que existeix a tal que

anH < a VYn.

Sigui {b,} una successié de punts fixada, pero arbitraria, que formi un conjunt B dens en el
conjunt compacte. Sigui la successié de funcions avaluada sobre el primer punt:

f1(b1), fa(b1), f3(b1), ...

Com que aix0 és una successio fitada de reals (noteu que sols emprem que {f,} és puntualment
fitada), contindra una parcial convergent

J1,1(b1), f12(b1), f1,3(b1),- ..

Si aquestes mateixes funcions les avaluem en el segon punt tindrem una nova successio fitada de
reals

f1,1(b2), f1,2(b2), f1,3(b2), - .-
que al seu torn contindra una parcial convergent

f2,1(b2), f2,2(b2), f2,3(b2), . ..

D’aquesta manera podrem construir una familia de successions de funcions

oi(x) : fri(x), fiz(z), frz(@),...
oa(x) : for(w), fa(x), f23(2),. ..
o3(x) : f31(2), f32(2), f3,3(2),. ..

amb les segiients propietats
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2.8 Teorema d’Arzela-Ascoli 27

(a) Per a cada n € N, 0,,11(z) és una parcial de o, ().
(b) Per a cada n € N, (fy,m(bn)) convergeix quan m — oo.
(c) L’ordre de les funcions a cada sucessié és el mateix, fins que desapareixen.

Apliquem ara el procediment diagonal de Cantor, escollint les funcions de la diagonal principal

o(z) : fii(z), foo(x), f33(x),...

Sigui n qualsevol. Segons (c), la parcial

fn,n(x)a fn+1,n+1(x)7 fn+2,n+2(x)a LERN]

que coincideix amb o(z) a partir de la posicié n, és una parcial de o,(z). Per (b), convergeix
en b,. Com que aix0 passa per a tot n, la successié o(x) convergeix puntualment en el conjunt
B dens a K.

Fins ara sols hem emprat que la successi6 esta (puntualment) fitada. Emprant 1’equicon-
tinuitat veurem que la successié diagonal ¢ convergeix uniformement en K.

Sigui € > 0. Per I'equicontinuitat, existeix 6 = d. > 0 tal que si z,y € K, |z — y| <

[fu() = fu(y)] < % vn.

A cada punt b € B 1i associem 'obert Bs(b) = (b—0,b+¢). Com que B és dens a K, Upc g Bs(b)
és un recobriment de K, i per ser K compacte en podem extreure un de finit, amb centres
bi,ba,...,b:

) )

Per la convergencia puntual en B, per a cada j = 1,...,r hi ha un k:gj tal que, si m,n > k:gj ,
€
|fm,m(bj) - fn,n(bj)’ < §
Si ke = max]‘:h_,,,,«{kgj)} im,n > ke,

|fm,m(b]) - fn,n(bj)| <3 ]: ]-a y T

Wl m

Siz € K és un punt arbitrari, tindrem que = € By
d’un), i per tant, si m,n > ke,

—~

b;) per a algun j € {1,...,r} (potser més

|[fnm(®) = fan(@)] < |fmm(z) — fm,m(bj)| + |fm,m(bj) - fn,n(bj)| + |fn,n(bj) — fan(®)]

< €+€+6_
37373°¢

on el primer i darrer § sén per 'equicontinuitat, i el segon és per la convergencia puntual en

b;. 0

Comentaris:

e Siconsiderem F C C(M, N), amb M un espai metric i N un espai de Banach qualsevols, cal
canviar la condici6 de (puntualment) fitat per puntualment compacte (definicié evident)
per tal d’assegurar I’existencia de les parcials convergents (d’elements de N) que permeten
engegar la construccio.
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e El teorema de Dini també donava condicions suficients per a que una successio fos, tota
ella, uniformement convergent. El teorema de Dini és, en aquest sentit, més fort que la
proposicié que acabem de veure, pero alhora és molt més particular que el resultat que
finalment trobarem aqui.

Ja hem notat que sols hem utilitzat el fet que la successié de funcions reals és puntualment
fitada. De fet, tenim el segiient

Lema 2.8 Sigui K compacte i sigui (f,) C C(K,R). Si la successié és equicontinua i puntual-
ment fitada, llavors és uniformement fitada.

Demostracié. Sigui € > 0. Emprant ’equicontinuitat de la successio, sigui 6 = §. > 0 tal
que, si |z —y| <4, z,y € K,
|fn(@) — fa(y)] < e (2.1)
Per a cada z € K, sigui

p(r) = :telp{lfn(fﬁ)!},

que existeix degut a que la successié és puntualment fitada. Es demostra que ¢ és continua
sobre el compacte K, i per tant és fitada, de manera que existeix « tal que

(@) = p(2) <o V€K,

i, per tant, Vn,
|fa(2)] S p(z) <a Ve e K

1fnll < o Vn.
O

Exercici: Demostreu que la funcié ¢ del lema és continua. Ajuda: per a € prou petit, podeu
suposar que f,(z) 1 f,(y) tenen el mateix signe.

Tots aquests resultats es poden condensar en el

Teorema 2.9 (d’Arzela-Ascoli) Sigui K C R compacte i sigui F una familia de funcions reals
continues sobre K. Llavors les seglients afirmacions son equivalents:

(a) La familia F és puntualment fitada i equicontinua en K.

(b) De cada successio d’elements de F s’en pot extreure una parcial uniformement convergent.

Demostracié.
(a)=(b) Ha estat demostrat en la proposicié i lema anteriors.

(b)=(a) Ho veurem demostrant que si (a) és fals llavors (b) és fals. Veurem que si F no és
puntualment fitada o no és equicontinua, llavors s’en pot extreure una successié sense cap
parcial uniformement convergent.

Si F no és puntualment fitada en algun x € K, existeix una successié (f,), fn € F tal que

[fu(2)] > n

i per tant || f,|| > n. Cap parcial de (f,,) sera tampoc uniformement fitada i, pels resultats
de la Secci6 2.2, no sera uniformement convergent.
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Si F no és equicontinua, donat ¢ > 0, per a cada § > 0 existeix una successié {f,}
d’elements de F i punts z,y de K amb |z — y| < § tals que

|fu(®) = fuly)| > €

Si la successié té una parcial convergent, ho sera a una funcié f tal que

[f(z) = fly)l = €

amb |r —y| < d. Per tant f, si existeix, és no continua i la convergéncia no pot ser
uniforme.

O

El teorema que acabem de veure sols tracta de I'existéncia de parcials uniformement conver-

gents, pero no diu si la funcid limit és o no de la familia. Afegint que el conjunt de funcions F
sigui tancat tenim, sense més demostracié, una altra versié del teorema d’Arzela-Ascoli:

Teorema 2.10 Sigui K C R compacte i sigui F C C(K,R). Llavors F és compacte, i.e. de
qualsevol successio d’elements de F s’en pot extreure una parcial uniformement convergent a un
element de F, sii F és tancat, equicontinu i puntualment fitat.

Comentaris:

e El teorema és valid si K C M, amb M qualsevol espai metric, i considerem C(M, N), amb
N un espai de Banach qualsevol, simplement canviant “puntualment fitat”per “puntual-
ment compacte”.

e La diferéncia principal respecte a la caracteritzaci6 dels compactes a R™ (teorema d’Heine-
Borel), és I'exigencia d’equicontinuitat.
2.4 Teorema d’aproximacié de Weierstrass

Sigui K = [a, b] i sigui I'espai de Banach C(K,R). L’any 1885 Karl Weierstrass va demostrar el
segiient

Teorema 2.11 (Teorema d’aproximacio de Weierstrass) Donada f € C(K,R) ¢ un € > 0 qual-
sevol, existeir un polinomi p € Rlx], que depén de €, tal que

IIf —pl| = sup |f(x) —p(x)| <e

z€la,b]

En altres paraules, donada una funcié continua en un compacte, sempre és possible trobar
un polinomi tal que la distancia entre grafiques sigui arbitrariament petita en el compacte.
De les diverses demostracions d’aquest resultat veurem aqui una deguda a Bernstein, que és
constructiva. Notem primer el segiient. La transformacio

t=a+(b—a)x
estableix un homeomorfisme de [a, b] en [0, 1], de manera que, si f € C([a, b], R), llavors

g(x) = fla+(b—a)z)
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defineix g € C([0,1],R). Si p € R]z| és un polinomi tal que ||g — p|| < € en [0, 1], llavors

és tal que
sup |f(t) —q()] = sup |f(a+(b—a)x)—qla+ (b—a))l
t€la,b] z€[0,1]
= sup [g(z) —p(z)| <e
z€[0,1]

Per tant, n’hi a prou amb demostrar el teorema en C(]0,1],IR). A tal efecte introduim els
polinomis de Bernstein:
Donada f :[0,1] — IR, el polinomi

B s(z) = kzn:—of (%) <Z> 2F(1— 2"k, neN,

s’anomena el polinomi de Bernstein d’ordre n de f.
El teorema d’aproximacié de Weierstrass és llavors una conseqiiencia de la discussié anterior
i del seglient

Teorema 2.12 (Teorema d’aprozimacic de Bernstein) Si f € C([0,1],R), per a tot € > 0
existeix n € N, que depén de €, tal que

|f = Bnsll <e.

La demostracio es basa en el lema segiient.

Lema 2.13 Vz € [0,1], Vn € N,

Demostracié. Del teorema del binomi de Newton

" /n
Z <k> ¥k = (2 4 a)" (2.2)
k=0

tenim, derivant respecte a x i multiplicant per =,

D

<Z> kzka" % = nx(z + a)" L. (2.3)
k=0

n

Repetint la mateixa operacié amb (2.3) queda

i <Z> K2%a" ™ = na(z 4+ a)" 4 n(n — D)a®(z + a)" 7 (2.4)
k=0

Carles Batlle i Enric Fossas 2002



2.4 Teorema d’aproximacio de Weierstrass 31

Si en aquestes tres relacions canviem a per 1 — x resulta

zn: (Z) dF(1 -2k = 1, (2.5)

k=0
" n Q?k _xnfk’ = nr :
k=0

Multiplicant aquestes darreres per nz?, —2nx i 1, respectivament, i sumant-les, s’obté

éo nx — 2(2) 2P — 2)"F = nz(l - z),

El resultat desitjat s’obté tenint en compte que z(1 — x) < i si z € [0,1]. O

0, finalment,

Demostracié del teorema d’aproximacié de Bernstein. Emprant (2.5) podem escriure

f(x>=f<x>i(2) (- o) iof o)«

i per tant

@) = Bos@)l = ‘i(fm—f(%)) <Z>x<1_x>“
k=0

S5t 1 (2)] (7)1 o7 o

k=0

Sigui ara a = || f||. Donat € > 0, existeix un 6 => 0 tal que [f(z) — f(y)| < §si § > [z —y],
amb § que depén només de e. Sigui n tal que

S 1 o?
n -~ max ﬁ,€—2 y

que també depen tant sols de e. Fixat = € [0,1], sigui I C {0,1,2,...n} el conjunt dels enters
tals que

IN

k
x__
n

1
<—<6, kel

n
Noteu que pot ser I = (). Sigui [ = {0,1,2,...n} — I. Descomposant (2.8) en aquests dos
conjunts tindrem

Sl -1 ()] (1)t o = Sl - ()] (2ot o

kel

S [t — 1 (2)] (7 )att -0

kel

_l’_
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Com que els punts on esta avaluada f en el sumatori sobre I estan a una distancia menor que
0, podem emprar la continuitat de f per fer aquest sumatori tant petit com volguem:

; ’f(x) -/ (%)‘ (Z) F(1—a)"* < %Z (Z) 2k (1 — z)nk

kel
€ - n €
k n—k _
< 5};_0 <k>$ (1—2x) 9

Els index k de I sén tals que ‘x — %‘ > %\/ﬁ, és a dir

El sumatori sobre I es pot fer tant petit com es vulgui emprant el resultat del lema anterior i el
fet que la diferencia de dos valors de f no pot ser més gran que 2a:

> @ 1) ()t < X () s

[\

—_
|
8
~—
1
o

B

o — [ —
[\

:Uk(]_ . x)nfk

> 3
N~

I‘k(l . :E)n—k

IN
)
Q
B
i g
— /g\ ~———
|
> 3
— ~—— T3 |3

I
S
3
|
I
I

IN
Do
Q
D
bl
I
8
\
>3
no
Dl
> 3
N

Hem arribat aixi a

€ €
£@) ~ Bus(@) < 5+ 5=
per a tot z € [0, 1], i per tant
|f = Busll <e
amb un n que només depen de ¢, tal com voliem demostrar. U

El teorema d’aproximacié de Weierstrass permet demostrar que C([a,b],R) és separable,
és a dir, existeix un conjunt numerable d’elements de C([a, b], R), els polinomis amb coeficients
racionals, que és dens a C([a, b],R). Aix0 es demostra en dos passos:

1. El conjunt de polinomis amb coeficients racionals és dens a C([a, b], R).
2. El conjunt de polinomis amb coeficients racionals és numerable.

Per veure la primera afirmacid, sigui p amb coeficients reals obtingut, per exemple, amb el
teorema d’aproximacié de Bernstein, tal que

€
sup |an,z" 4 --- + a1z +ag — f(z)] < 3,
z€[a,b] 2
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1 sigui
M= sup [z"+ -+ 2 +1],
z€[a,b]
que depen de n i per tant de e. Siguin b; € Q tals que
€

bi — as
|.7 a]|<2M

,7=0,1,....n.
Llavors
sup |bpx" + -+ bz +by— f(z)] < sup |(bp —an)x" + -+ (b1 —a1)z + (by — ag)]

xe[a7b} mE[a,b]

4+ sup |apz" 4+ a1z +ag — f(x)]
z€[a,b]

2Ma:€[a,b] 2

i per tant el polinomi amb coeficients racionals p(x) = b,x™ + - -+ 4+ biz + by és tal que

lp—fll <e

Per veure la numerabilitat, demostrarem que els polinomis amb coeficients enters sén nu-
merables, i deixem com exercici veure com se’'n dedueix la numerabilitat dels polinomis amb
coeficients racionals. Sigui

p(x) = cp®" + ey T+ 41z + o
un polinomi amb coeficients enters. Sigui
H(p) =n+|cal + [cn-1] + -+ |e1] + |col-

Es verifica que H(p) € Ni H(p) > 1. Per a un h € N fixat, sols hi ha un nombre finit de
polinomis tals que h = H(p) (aix0 és fals si treiem la n de la definicié de H(p)). Podem llavors
numerar tots els polinomis amb coeficients enters per ordre creixent de H(p), amb ordenacié
arbitraria per a un H(p) donat. Aquesta mateixa demostracid serveis per veure que el conjunt
de nombres algebraics, els que satisfan equacions polinomiques amb coeficients racionals, és
numerable.

Resumint, hem establert la segiient analogia amb el conjunt dels reals, pel que fa a les
propietats d’aproximacio:

(R'?") < (C([aﬂb]vm‘)v”'usup>
Q < Q]

2.5 Teorema de Stone-Weierstrass

Ens preguntem ara si és possible generalitzar el resultat del teorema d’aproximacié de Weire-
strass: existeixen altres conjunts de funcions, a més dels polinomis, que permetin aproximar
uniformement funcions continues arbitraries sobre un compacte?

Per respondre a aquesta pregunta, comengarem introduint una mica de notacié. Donades
dues funcions reals qualsevols es defineix

(f Vo)) = max{f(z),g(x)},
(fAg)(x) = min{f(z),g(x)}.
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Hom té les segiients identitats evidents

_ ftg  If—4

fVvg = 5 T (2.9)
_ fHg |If—4

frng = === (2.10)

d’on es dedueix que, si f i g sén continues, també ho sén fVgi fAg. Direm que B C C([a,b], R)
és un reticle si és tancat per les operacions V i A.
A principis de la década dels 30, Marshall Harvey Stone va demostrar el

Teorema 2.14 (Teorema d’aproximacid de Stone) Sigui B C C([a,b],R) tal que
1) B és un reticle.

2) Donats dos punts diferents i dos valors reals, existeix una funcid de B que passa per ells, és

a dir, Vx # vy, x,y € [a,b], i Vo, B € R, existeir f € B tal que f(z) = a, f(y) = 5.

Llavors B és dens a C([a,b],R).

Fixem-nos que els polinomis verifiquen la segona condicié perd no la primera, i per tant
aquest resultat no és una generalitzacié del de Weierstrass.

Demostracié. Sigui € > 01 f € C([a,b],R). Comengarem demostrant que, per a cada
€ € [a, b], existeix fer € B tal que

(a) fe(&) = f(&),
(b) fe(z) < f(x) + €, Vo € [a,b].

De la hipotesi 2), per a cada t € [a,b], t # &, existeix f; € B tal que

fi(€) = (&), filt) = [(2).

Amb ¢ donat, la continuitat de f; ens assegura l’existeéncia d’un obert By, (t), amb radi r; depenent
de t i€, tal que

Vo € By, (t)Na,b], fi(x)— f(z) <e.
El conjunt d’oberts { By, (t) }1c[a,5],42£¢ € un recobriment obert del compacte [a, b], i podem obtenir

un nombre finit de punts t1,...,t, d’[a,b] tals que

n

[a,0] € | Br,, (t:).

=1

Siguin fy,, fty, .., ft, les funcions corresponents a aquests punts i sigui

f{zftl/\ftz/\---/\ftn-

Com que B és un reticle, tenim fe € B. Com que fi(§) = f(§) per a tot t, sera fe(&) = f(§)
i ja tenim (a). Donat ara z € [a,b], existira ¢; € [a,b] tal que x € By, (t;). En aquest obert
fr,(x) < f(x) + € icom que fe(x) < fi,(z), tindrem que fe(x) < f(x) + € i aixd és (b).

El que hem fet fins ara és, per a cada punt £ € [a,b], construir una funcié que passa per
(&, f(&)) 1 que esta, en tots els punts d’[a,b], per sota de f + e. Ara considerarem el conjunt
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de les fe, & € [a,b] i, amb ajuda de I'operacié V, construirem la funcié de B que aproxima
uniformement f.
Com que f¢(§) = f(§), per a cada § existeix By (£), on r¢ depén de € i de e, tal que

Vo € By (§) N[a,b],  f(z) - fe(z) <e

La compacitat de [a,b] ens permet de nou trobar un nombre finit de punts &1, &2, ..., &y, tals
que
m
[a’7 b} C U Brfi (52)
=1
Posem ara

g=fg1\/f52\/---\/f5m.
Donat x € [a, b], existira un &; dels esmentats tal que = € B% (&) 1, en aquest obert,
fei(x) > fz) — e,

i com que g(x) > fe,(x), sera
g(x) > f(z) — €, Yo € [a,b]. (2.11)

D’altra banda, tots els f¢ verifiquen que fe(x) < f(x) + €, per a tot = € [a,b]. Com que, a cada
punt, g(z) coincideix amb un f¢, (x), també sera

g(x) < f(z) +€ Vo € [a,b]. (2.12)
Combinant (2.11) i (2.12) ens queda
l9(z) = f(2)] <€ V€ la,b],

és a dir,

g = fll <,
tal com voliem. Fixem-nos que tota la demostracié no és més que un procediment de tallar i
enganxar. O

Ens queda ara relacionar els resultats de Stone i Weierstrass. Necessitarem algunes defini-
cions i resultats previs.

Direm que B C C([a,b],R) separa punts si Vz,y € [a,b], z # y, existeix f € B tal que
f(x) # f(y). En altres paraules, el conjunt de funcions de B és capa¢ de distingir entre x i y.

Proposicié 2.15 Sigui B C C([a,b],R) una subdlgebra (n’hi ha prou que sigui subespai vec-
torial) que conté les constants i que separa punts. Aleshores B té la propietat 2) del teorema
d’aproximacio de Stone.

Demostracié. Siguin z,y € [a,b], x # y, i siguin «, f € R. Com que B separa punts, existeix
g € B tal que g(x) # g(y). Llavors

a—f
)= —<——=(9() —9(y) +5-1
()= 5= o() — g(0)
té la propietat 2) de Stone requerida, f(z) = «, f(y) = B,iamés f € B, ja que B és un subespai
vectorial i conté la funcié constant 1. O

El valor absolut juga un paper important en el nostre intent de relacionar els resultats de
Stone i Weierstrass. Un primer resultat, trivial, és el seglient:
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Proposicié 2.16 Un subespai vectorial de funcions €s un reticle sii és tancat respecte al valor
absolut.

Demostracié. Evident a partir de (2.9) i (2.10) i les relacions inverses corresponents. O
El peniltim pas, més important, és el seglient lema, anomenat del valor absolut:
Lema 2.17 SiB C C([a,b],R) és una subalgebra que conté les constants i f € B, llavors | f| € B.

Demostracié. En primer lloc, cal dir que el resultat és cert encara que la subalgebra no
contingui les constants, pero és llavors lleugerament més llarg de demostrar. Com que en la
Proposici6 2.15 aquesta condicié és fonamental i al final ho barrejarem tot, la posem també aqui
per simplificar.

Hem de veure que podem aproximar uniformement |f| amb elements de B. Sigui € > 0 i
sigui g € C([-||f]l,||fll],R) donada per g(z) = |z|. Pel teorema d’aproximacié de Weierstrass,
existeix p € R[] tal que

lp—gll= sup |p(z)—|z]| <e
e[~ £ILI1£11

Sigui p(&) = Y_1_, ax&”. Tindrem
(po f)(x) = ar(f(x))".

Com que f € B i B és una subalgebra que conté les constants, tenim que po f € B. Llavors

[(po f)(@) = |f @)l = [p(f (@) = |f(@)|] <€ Vo< la,b]

ja que f(z) € [~|IfI1,]IfI[] si @ € a,b]. Per tant

lpof—Ifll <e
amb po f € B i queda demostrat el que voliem. O
Qiiestié: Vegeu com s’ha de canviar la demostracio si la subalgebra no conté les constants.
Ara ja podem enunciar el

Teorema 2.18 (de Stone-Weierstrass) Sigui B C C([a,b],R) una subalgebra que conté les con-
stants i separa punts. Llavors B = C([a,b],R).

Demostracio. )
Sols s’ha de veure que si B és una subalgebra també ho és B. Si f = lim f,,, ¢ = limg,,
(fn) C B, (gn) C B, a € R, tenim

af = alimf, =lim(af,) € B,
f+g = limf,+limg, = lim(f, + g,) € B,
fg = limf,limg, = lim(f,g.) € B,
ja que, al ser B subalgebra, af,, fn 4+ gn fngn 560 successions de B i el seu limit esta a B.
De les Proposicions 2.15 1 2.16, el Lema 2.17 i el teorema d’aproximacié de Stone es dedueix

que B és dens a C([a,b],R) i per tant B també. Es deixa al lector fer un diagrama detallat amb
les implicacions. O
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Comentaris:
e Els polinomis satisfan les hipotesis del teorema.

e En referéncia al Lema 2.17, tal com ja hem dit, els polinomis Q[z] no formen un reticle,
pero Q[z] = C([a,b],R) si.

e Hi ha conjunts de funcions que sén reticle perd no subalgebra, com ara el conjunt de
funcions continues lineals a trossos en [a, b]. A aquests conjunts se’ls pot aplicar el teorema
d’aproximacié de Stone pero no el de Stone-Weierstrass.

e Hi ha una demostracié del Lema 2.17 que no es basa en el teorema d’aproximacié de
Weierstrass, i per tant aquest darrer es pot llavors deduir del de Stone-Weierstrass.

e La condicioé de contenir les constants es pot canviar per la de “no anullar-se a cap punt”.
Es diu que B C C([a,b],R) no s’anulla a cap punt si Vz € [a,b] existeix un f € B tal
que f(z) # 0. Es pot veure ([Spr87], 233-234) que si B separa punts i no s’anulla a cap
punt, llavors es verifica també la condicié 2) del teorema d’aproximacié de Stone, i tot
segueix endavant.

e Si les funcions de B sén C*, llavors les aproximacions sén també C*.
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3 La integral de Lebesgue

En aquest tema desenvoluparem les idees fonamentals de la integral de Lebesgue, culminant en els
teoremes de convergencia monotona i de convergencia dominada, i les desigualtats fonamentals
als espais L,. La referencia fonamental, entre moltes altres possibles, és els primers capitols de
[Bar95]. A [BMV87] poden trobar-se molts exercicis fets i proposats.

3.1 De la integral de Riemann a la de Lebesgue

Recordem que un interval a IR és un conjunt que té una de les quatre formes segiients:

@b ={rcR, a<z<b)
(a,b) ={z R, a<z<b}
[a,b) ={z€R, a<z<b}

(a,b)={zeR, a<z<b}

sempre amb a < b. En qualsevol cas, a i b sén els extrems de l'interval i b —a > 0 és la seva
longitud. Recordem també que si E' és un conjunt, la seva funcié caracteristica, Xg o Ig, es
defineix per

1 sizeFE,

HE(@:{ 0 siz¢E.

Una funcié esglaonada és una combinaci6 lineal (suma finita) de funcions caracteristiques
d’intervals:

n
p= chI[Ej, amb F; un interval i ¢; € R per acada j =1,...,n.
j=1

Siaj, bj sén els intervals d’Ej, la integral de ¢ és

/so = ¢i(bj — ay).
j=1

Si f és una funci6 fitada en [a,b] i no és massa discontinua, la integral de Riemann de f
es defineix com el limit, en sentit apropiat, de integrals de funcions esglaonades que aproximen
f. Per exemple, la integral de Riemann inferior de f sobre [a,b], L(f;a,b]), es defineix com
el suprem de les integrals de les funcions esgalonades ¢ tals que p(z) < f(z) si x € [a,b] i
o(x) =0 si x ¢ [a,b], mentre que la integral de Riemann superior de f sobre [a,b], U(f;[a,b]),
es defineix com I'infim de les integrals de les funcions esgalonades ¢ tals que p(z) > f(z) si
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x € la,b]ip(x) =0siz ¢ [a,b]. Esdiu llavors que f és integrable de Riemann en [a, b], i s’escriu
f € R([a,b]), si
L(f;a,0]) = U(f; [a, b)).

La integral de Lebesgue s’obté per un procés similar, excepte que les funcions esglaonades es
substitueixen per un conjunt diferent de funcions i la nocié de longitud s’estén a una colleccié
X de subconjunts de R més generals que els intervals, obtenint-se el que s’anomena mesura o
longitud generalitzada, p. En concret, les funcions esglaonades es substitueixen per funcions
simples, que sén funcions combinacié lineal de funcions caracteristiques de conjunts de X (les
funcions esglaonades en sén un cas particular). Si

n
o=> ol
j=1

és una funcié simple, aleshores
n
/90 = ciu(Ey).
j=1

Si f és una funcié no negativa definida sobre IR que té unes certes propietats, definirem la seva
integral de Lebesgue com el suprem de les integrals de totes les funcions simples ¢ tals que
o(z) < f(x) Vz € R. La integral es pot estendre després a funcions apropiades amb els dos
signes.

Un exemple de funcié simple que no és una funcié esglaonada ve donat per

(p(x):{ 1 size@nlo,1],

0 altrament,

que es pot escriure com
p=1-T npy+0-T—55
i per tant

/soz1-u<@ﬂ[o,1]>+o-u<Qm[o,m=u<@ﬂ[o,11>.

Veurem que les propietats que requerirem a la mesura p per estendre correctament la nocié
de longitud d’un interval fan que la mesura de qualsevol conjunt numerable, que és el cas de

Q N[0, 1], sigui zero. Per tant
/go =0.

En canvi, es facil veure que aquesta funcié no és integrable de Riemann, donat que la suma
superior val 1 i la inferior val 0.
De manera simbolica, podem dir que

integral de Riemann ~ Z bases x algades
intervals

mentre que
integral de Lebesgue ~ Z alcades x sumes de bases.

valors de ¢

Fixem-nos que en el nostre exemple hem posat 0 - u(Q N[0,1]) = 0 encara que cal esperar
que #(QNI0,1]) = u(R) = +oo. De fet, 'aparicié de conjunts de mesura infinita ens porta
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a treballar amb la recta real ampliada en lloc de R. Per tal de treballar amb els simbols oo
juntament amb x € R, definirem

(£o0) + (£o0) = z+ (£00) = (£o0) + x = o0,
(£oo)(£o0) = oo,
(too)(Fo0) = —oo,

+oo siax >0,
z(too) = (foo)z = 0 siz=0,
Foo six <O.

Noteu en particular 0(+o00) = 0, que s’utilitza essencialment per indicar que la integral de la
funcié zero sobre qualsevol conjunt, fitat o no, és zero. En canvi, no donem cap significat a
(£o0) — (£00).

La noci6 d’integral de Lebesgue es pot estendre definint mesures arbitraries que no
necessariament coincideixin amb la longitud sobre intervals, i les propietats de convergencia
de la integral resultant son igualment valides. Sigui X C IR un conjunt qualsevol de reals i sigui
X CP(X) tal que ) € X i X és tancat respecte 'operacié d’agafar el complementari respecte a
X i sota la unié numerable. Suposem que existeix una funcid, la mesura,

p:X — RYU{0}

tal que p(0) = 0 i que és numerablement additiva:
oo
p(URE)) =) ul(E))
j=1

si E; € X1 EjNEy,=0pera j# k. Llavors la integral es pot definir per a funcions que tingui
certa propietat respecte de X' (ser “X-mesurables”), i té bones propietats de convergencia.

Nosaltres estarem especialment interessats en aquestes propietats de convergencia (intercanvi
de limits i integracid), i per tant de moment ens creurem que existeix una mesura mesurablement
additiva que generalitza la longitud d’un interval, I’anomenada mesura de Lebesgue. En el
segiient tema veurem com construir aquestes mesures.

3.2 Funcions mesurables

Anem a desenvolupar la teoria de la integracié de funcions reals definides sobre un conjunt X.
Aquest conjunt pot ser un interval obert real, un tancat a R? o pot ser X = N. La construccié
que farem no depen dels detalls de X, sempre i quan tinguem una familia de subconjunts X ben
comportada en un cert sentit tecnic, el de ser una o—algebra.

X C P(X) és una c—algebra si

(c1) 0 e Xx.
(02)si Ac X, llavors A=X — A€ X.
(03) si A, € X Vn € N, llavors U2 | A, € X.

Direm que (X, X) és un espai mesurable i els elements de X’ els anomenarem conjunts
X —mesurables. Recordem que A — B= AN B i que

ﬁ An = G Zna
n=1 n=1

de manera que la interseccié numerable de mesurables també és mesurable.
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Exemples de o—algebres

1. X qualsevol conjunt i X = P(X).

\V)

. X qualsevol conjunt i X = {0, X}

w

. X qualsevol conjunt, E C X i X = {0, E,FE, X}.

4. Donades dues o—algebres X; i X5 sobre el mateix conjunt X, llavors X3 = X} N Ay és
també una o—algebra.

5. Sigui Z C P(X). Tenim que P(X) és una o—algebra que conté Z, i que la interseccié de
dues o—algebres que continguin Z és també una o—algebra que conté Z. Per tant hi ha

una o—algebra minima (en el sentit d’inclusié de conjunts) que conté Z, i és la intersecci6
de totes les o—algebres que contenen Z. S’anomena la o—algebra generada per Z.

6. Sigui X = R. L’algebra de Borel, B, és la o—algebra generada per tots els intervals
oberts (a,b). Coincideix amb la generada pels intervals tancats, pels intervals semioberts
o per les semirrectes. Un conjunt de B s’anomena borelia.

7. Sigui X = R* = R U {—00, +00}. Si E és un borelia, siguin

FE1 = FEU {—OO},
E, = EU{+o0o},
E3 = EU{—o00,+00},

Llavors

B* = | J{E,E, B2, Es}
EeB

és una o—algebra sobre R*, anomenada 1’algebra de Borel estesa.

Podem ara passar a introduir les funcions sobre les que es desenvolupa la teoria de la inte-
gracid. Una funcié f : X — R s’anomena X —mesurable si Va € R el conjunt

Ay ={z e X, f(z) > a}

pertany a X'. En altres paraules, f~((a, +00)) € X per a tot o € R. El segiient resultat mostra
que hi ha diverses maneres equivalents de definir la caracteristica de ser mesurable.

Proposicié 3.1 Si f : X — R i X és una o—algebra sobre X, les afirmacions segiients son
equivalents:

(a) Va € R, Ay = (o, +0)) € X.
(b)) Va € R, By = f1((—o0,q]) € X.
(c)Va € R, Cy = f~ (e, +0)) € X.

(d)Va € R, Dy = f~H((—o0,a)) € X.
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Demostracié: Com que A, = B, i Cy, = D,, tenim que (a) és equivalent a (b) i (c) és
equivalent a (d). Sols falta demostrar, per exemple, que (a) i (¢) sén equivalents. Tenim que

D)
D)

|

+
g

o) = (e,
(o) = o2 400),
her
i com que
FAUB) = AU
FANB) = )0 e,
tindrem

Co = ﬂ Aa—l/n
n=1

Ao = U AaJrl/n'
n=1

(3.2)

De (3.2) es veu, emprant (o1), que si es verifica (c) es verifica (a). D’altra banda, de (3.1),

aa = m Aa—l/n = U Zcu—l/n
n=1 n=1

i per tant (a) implica (c).
Exemples de funcions mesurables:

1. Qualsevol funcié constant f: X — TR és mesurable. Si f(z) = ¢ Va € X, tenim
esia>c, {zreX, f(a)>a}=0eX.
esia<c{reX, flz)y>a}=XecX.
Fixem-nos que aix0 és independent de la o—algebra.

2. Si E € &, llavors Ip és X-mesurable ates que

esia>1l, {zeX, flz)>a}=0ecX.
esiac(0,1),{zreX, f(zr) >a}=FeAX.
esiac (—00,0),{reX, f(x) >a}=XeX.

. Qualsevol funcié continua f : R — IR és B-mesurable. Efectivament, si f és continua,
llavors f~1((a, +00)) és un obert, i per tant és unié numerable d’intervals oberts, la qual
pertany a B.

. Qualsevol funcié monotona f : R — R és B-mesurable. Suposem per exemple que z < y
implica f(x) < f(y). Aleshores f~!((a, +00)) és, per a a depenent de «, un dels segiients
conjunts (a,+00), [a,+00), § o R, els quals sén tots borelians. Feu la grafica de la funcié
corresponent a cada cas.
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Algunes combinacions algebraiques de funcions mesurables sén mesurables:
Proposicié 3.2 Siguin f i g funcions reals X-mesurables. Llavors, sic € R,
i)ef, ii) [, i) f+g, i) fg, v)|f|
son també X -mesurables.

Demostracio:

i) Sic¢=0, ¢cf =0 és una funcié constant i per tant X'-mesurable. Si ¢ > 0, llavors
{reX; cf(x)>a={reX; f(z)>a/c}
que pertany a X per ser f X-mesurable, mentre que si ¢ < 0,
{reX;cf(x) >al={reX; flx)<alc}
també és de X.
ii) Sia<0,{zeX; (f(x))?>a}l=X€X. Sia>0,
{reX; (f@)’>al={reX; f(z)>Va} | J{z € X; f(z) < —Va},
que és la unié de dos elements de X i, per tant, de X.
iii) Sigui r € Q i sigui
Sp={zeX; flx) >r}n{z e X ; gx) >a—r},
que pertany a X per ser f i g funcions X-mesurables. Demostrarem que

freX: (f+9@>at=J 5

i haurem acabat, degut al tercer axioma de o-algebra (per aixo és important emprar aqui
els racionals, que sén numerables). D’una banda, si z € {J,. S, existira r € Q tal que
x € Sy ipertant (f+g)(x) = f(x)+g(xr) > r+a—r = a. D’altra banda, si (f+g¢)(z) > «,
sigui k = a — g(x), i.e. g(x) = a — k. Llavors ha de ser

a < f(z) +g(x) = flz) + o -k,

d’on f(z) > k. Sigui r € Q tal que k < r < f(z). Es té llavors f(z) >rig(x)=a—k >
a—r,donzx € S,.

iv) Evident a partir de fg = 1/4((f + g)?> — (f — g)? i els tres apartats anteriors.

v) Es fa igual que per al quadrat.

Si f: X — R, siguin fT i f~ les funcions no negatives donades per

fr=fvo, fr=(=fvo,

anomenades part positiva i part negativa de f. Donat que

F= I A= £ F = U A £ = (- 1),

es dedueix de la proposicié previa el
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Corollari 3.3 f és X-mesurable sii f+ i f~ ho son.

Tal com ja hem anunciat, és convenient treballar amb la recta real estesa per tal de considerar
la mesura de conjunts no fitats. També és convenient, pero, per no excloure funcions que prenen
valor infinit. Anem per tant a definir la mesurabilitat per a funcions que prenen valors a R*.

Direm que f: X — R* és X-mesurable si {z € X ; f(z) > a} € X per a tot a € R. El
conjunt de funcions de X en R* que siguin X-mesurables el denotarem per M (X, X). Fixem-nos
que

A = {zeX; fa)=+oc} = ({zeX; fl&)>n} = [{zeX; flx) >n},
n=1 n=1

B = {zeX; f(;v):—oo}:U{weX; f(z) > —bn}

n=1

= NzeX; f@)>-n}=V{zeX; f2) < —n}=[V{zeX; f(z) <-n},

n=1 n=1 n=1

i per tant els conjunts on f pren valors infinit sén de X" si f € M(X, X).
El segiient lema permet testejar la mesurabilitat de les funcions reals esteses.

Lema 3.4 Una funcid f : X — R* és X-mesurable sii els conjunts A i B son de X i si la
funcio fi : X — R definida per

| flz) sizx¢ AUB,
fl("")_{o siz € AUB,

és X-mesurable.
Demostracié: Si f € M(X, X) ja hem vist que Ai B sé6n de X. Sigui ara a € R. Si a > 0,
{reX; fle)>al={zeX; fx)>a}-A={rxeX; f(z) >a}[|Ac X,
mentre que si a < 0,
{reX; file)>a}={xecX; f(z)>a}|JBeX.
Per tant f; és X'-mesurable. Suposem ara que A i B sén de X i que f1 és X-mesurable. Sia > 0
{reX; fl(a)>a}={z e X; fl(a;)>a}UA€X,
isiaa<O
{reX; fla)>a}={ze€X; filx)>a}-B={zcX; fi(z) >a}[ |BeX,
i per tant f és X-mesurable. O

Dels darrers resultats es dedueix que, si f € M(X,X), lavors cf, f2, |f], f i f~ també
sén de M(X, X'), amb I'inic comentari que si ¢ = 0 llavors ¢f =0, i.e. 0 (£o0) = 0.
Si figsénde M(X,X), llavors f+ g no esta ben definida per (f + g)(z) = f(z) + g(x) per
a x dels conjunts
By = {zeX; f(z) = —o0,g(x) = o0}
Ey = {zeX; f(zx)=+o00,9(x) = —o0},
els quals s6n elements de X. Si definim f + g = 0 en F; U E», llavors la funcié resultant

és X-mesurable. Per determinar la mesurabilitat de fg per a funcions reals esteses ens cal un
resultat auxiliar:
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Lema 3.5 Sigui (f,) una successié de funcions de M(X, X) i siguin les funcions definides punt
a punt per

f(x) = inf fo(z),

F(z) = sup fu(z),
ff(x) = liminf f,(z),
F*(z) = limsup f,(z).

Llavors f, F, f* i F* pertanyen a M(X,X).

Demostracié: Ates que (les demostracions es deixen al lector)

o0

{reX; fa)>a} = (zeX; fulx)>a}
n=1

{reX; Fa)>a} = [J{zeX; ful@)>a},
n=1

resulta que f i F' sén X-mesurables si les f,, ho sén. A més

f@) = sup{inf flx)}.
Fi@) = int{sup fu(0)}

m>n

i per tant també queda establerta la X-mesurabilitat de f* i de F™. O

Corollari 3.6 Si (f,) és una successio de funcions de M(X,X) que convergeix puntualment
vers f: X — R*, llavors f € M(X,X).

Demostracié: En aquest cas, f(z) = lim f,(z) = liminf f,(z). O
Tornem ara a la mesurabilitat del producte. Si n € N, sigui
f(@) silf(z)] <n
falx)=<¢ n si f(z)>n

—n  si f(z) < —n,

i sigui g,, definit de manera analoga. Es facil veure que f, i g, s6n X-mesurables per a tot n.
Com que aquestes sén funcions que prenen valors a R, els productes f, g, sén X-mesurables
per a tot m, n. Com que f(x) = lim f,,(z), tenim, pel darrer corollari, que fg,, € M(X,X) ja
que

£ (@)gm () = i (fo(@)gm ().
Finalment, com que
F(@)g(w) = (£ () gm ().

una altra aplicacié del corollari demostra que fg és X-mesurable. O

Anem finalment a veure un resultat que permet aproximar funcions no negatives de M (X, X)
per successions monotonament creixents de funcions de M (X, X') amb un nombre finit de valors.

Proposicié 3.7 Sigui f € M(X,X) amb f(x) > 0 per a tot © € X. Aleshores existeix una
successio (py) de funcions de M(X,X) tal que
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1. 0 < p(z) < ppi1(z) per a totn € N i tot x € X.
2. cada py pren un nombre finit de valors reals.

3. f(x) =limy,(x) per a tot z € X.

Demostracié: Sigui n € N. Donat £ =0,1,...,n2" — 1 definim
Epn={rc X ; k27" < f(z) < (k+1)27"},
mentre que per a k = n2"™ posem
Epp ={z € X ; f(z) = n}.

Els conjunts Ej,, k =0,1,...,n2" —1,n2" s6n disjunts, pertanyen a X i la seva unié és X (per
la no negativitat de f). En Ej, definim ¢, (x) = k27", Vz € Ej,. Donat a € R tenim

n271/
{J?EX;(pn(.CL‘)>Oé}: U Ekne)(a
k=0;k2—">«

i per tant ¢, € M(X, X).

Els Fg, tenen rangs d’imatge de longitud 27", excepte el darrer, la imatge del qual és
[n,+00). Quan passem de n a n + 1, els rangs es divideixen per tant per 2, excepte el darrer, i
per tant es dobla el nombre de conjunts. En conseqiiencia, si dessignem amb subindex “old” i
“new” els k corresponents a n i n + 1, llavors si x € E_ n, €s té € Ey _ (,41) amb

knew Z 2k;old-
Llavors
Pt (1) = knew2” Y > 2k427 D = k10277 = o, (2).

Per tant ¢, y1(x) > @n(x), Vo € X, Vn € N. A més, és evident que ¢, (z) > 0, que una ¢,
donada pren sols un nombre finit de valors, que ¢, (z) < f(x), i que lim,, p,(x) = f(x) Vz € X,
jaque [f(z) — pn(z)| <277 O

Encara que ens limitarem a funcions R o R*-valorades, en alguns casos sera convenient
considerar funcions

f: X->Y
amb (X, X) i (Y,)) espais mesurables. En aquest cas es diu que f és mesurable si
FUE) ={zre X, f(x) € E}
és de X per atot £ € Y. Aix0 coincideix amb la nostra definicié de mesurabilitat per a funcions

X — R* agafant Y = R*1 )Y = B.
Aquesta definicié mostra ’analogia

funcions mesurables entre espais mesurables ~ funcions continues entre espais topologics.
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3.3 Mesures

Donat un espai mesurable (X, X'), una mesura p és una funcié
X — R”
tal que
1. u(®) =0.
2. u(E)>0,VE € X.
3. donat (E,) C X, si E, () En = 0 per a n # m, llavors

© <U En) = ZM(En) (3'3)
n=1

n=1

Amb motiu de la darrera propietat, es diu que p és numerablement additiva. Com que pu
pot prendre el valor +oo, si aixo passa a la dreta de (3.3), vol dir que, o bé p(E,) = 400 per a
algun(s) E,, o que la serie de termes no negatius és divergent.

Si u no pren mai el valor +o0, direm que és una mesura finita. Si existeix (E,) C X tal
que X =02, Ey 1 p(Ey) < +00 Vn, direm que g és una mesura o-finita.

Exemples de mesures:

1. Sigui X # 0 isigui X = P(X). Definim u1(E) =0VE € X i pa(0) = 0, po(E) = +oo si
E # (). Tant g1 com g sén mesures, si bé no gaire interessants.

2. Sigui (X, X) un espai mesurable amb X # () i sigui p € X un element fixat. Definim

w(e)={ § ED

Aix0 és una mesura anomenada mesura unitat concentrada en p.
3. Sigui X =N, X = P(N). Definim

card(F) si F és finit
400 si F no és finit.

#(e) = {

Aix0 és una mesura anomenada mesura numerable a IN. Fixem-nos que # no és finita
pero és o-finita.

4. Sigui X = R, X = B. Demostrarem més endavant que existeix una tnica mesura A
definida a B que coincideix amb la longitud quan s’aplica a intervals. S’anomena mesura
de Lebesgue o mesura de Borel (hi ha, de fet, una petita diferéncia tecnica). No és
finita pero és o-finita.

Un espai de mesura és una tripleta (X, X', ), on (X, X') és un espai mesurable i p és una
mesura sobre X. Direm que una proposicié és certa u-gairebé arreu si existeix un N € X
amb u(N) = 0 tal que la proposicié és certa a N. Per exemple, direm que una successié de
funcions (f,) sobre X convergeix p-gairebé arreu si existeix lim f,(z) per a tot z ¢ N, amb
u(N) =0, i escriurem

f=1limf, U-g.a.

Es presenten a continuacié alguns resultats senzills.
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Proposicié 3.8 Sigui (X, X, u) un espai de mesura. Si E;F € X i E C F llavors
1(E) < pu(F).
Si, a més, p(E) # +oo, llavors
p(F — E) = p(F) — p(E).
Demostracié. Com que F=E|J(F-E)i E(((F—-E)=0iF— FE € X, tenim
W(F) = W(E) + u(F - E), (3.4

i com que pu(F — E) > 0, sera
u(F) =2 p(E).
Si pu(F) < 400, restant u(E) de (3.4) tindrem

u(F) — w(E) = u(F - E).

Si u(E) = +o0, de la primera part de la proposicié tenim p(F') = +oo i no podem dir res sobre

el valor de u(F) — u(E).

Proposicié 3.9 Sigui (X, X, ) un espai de mesura.

e Si (E,) és una successid creixzent de X, i.e. En C Eny1, llavors
[ee]
H(Um) =
n=1
o Si(F,) és una successié decreizent de X, i.e. Fyi1 C Fy, i p(F1) < +00, llavors

1 (ﬂ Fn) = lim_p(F).

n=1

Demostracio.

O

(3.5)

(3.6)

e Si u(E,) = +oco per a algun n, de la proposicié anterior es dedueix que els dos costats de
(3.5) s6én +o00. Suposem per tant que Vn, u(E,) < +o0o. Sigui Ay = Ey, A, = E, — En1

per an > 1. Com que E,_1 C E,, tenim que els A, sén disjunts i

n

00 00
E.=J4;,  UE.={ A
j n=1 n=1

]:1 =

Llavors

(Un) = (U] =St = o 3o stan,
n=1 n=1 n=1 n=1

Per la proposicié anterior i la finitud de tots els u(Ey), w(A4,) = w(En) — u(En—1) per a

n > 1,1 per tant

1 finalment
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e Sigui £, = F} — F,,, de manera que (E,,) és creixent. Tindrem, aplicant la primera part
de la Proposicio,

p <U En) = lim pu(Ey) = lim p(Fy = F).

n=1

Com que u(Fy) < oo, tenim pu(Fy,) < 400 Vn i per tant

n—oo

I (U En> = lim p(Fy = Fp) = lim (@(F) = p(F)) = p(F1) = lim p(F).
n=1

D’altra banda, com que Up2, E,, = F1 — Ny2 F),, tindrem

I (G En> = p(F1) — p (ﬁ Fn> :

n=1 n=1
Combinant ambdues expressions i simplificant u(F}) < 400 obtenim el resultat desitjat.

g

3.4 La mesura exterior

El problema que es tractara tot seguit és com construir mesures, més enlla d’exemples trivials
com ara la mesura del cardinal. La dificultat principal rau en demostrar que es satisfa la o-
additivitat per a una unié numerable qualsevol de disjunts de la o-algebra. Per solucionar aquest
problema, es comenca rebaixant el concepte de o-algebra. Els resultats princupals s’enuncien
sense demostracio, el lector interessat pot recorrer al Capitol 9 de [Bar95].

Una familia A de subconjunts de X és una algebra de conjunts si

1. 0e A
2. SiE e A llavors X — F € A.

3. Si By, Es, ..., E, és una familia finita de conjunts d’ A, llavors
n
U E; e A.
i=1

Sobre una algebra de conjunts, una mesura és una aplicacié amb valors a R* amb la o-
additivitat rebaixada:
Una funcié g : A — R* és una mesura sobre 1’algebra A si

L. pu(0) =o0.
2. w(E) >0, VE € A.

3. Si (E,) és una successi6 de conjunts disjunts d’A tal que

llavors
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o0
Fixem-nos que no estem imposant o-additivitat per a qualsevol unié disjunta: p (U En>

n=1
no té sentit si U FE, no pertany a A. Aquest possibilitat no hi era per a o-algebres.

L’objectiu es deﬁnlr una mesura en una o-algebra que contingui A i que, sobre A, coincideixi
amb la mesura que ja hi tenim. El primer pas és definir una pseudomesura per a qualsevol
subconjunt de X:

Sigui A una algebra de conjunts de X i sigui x4 una mesura en A. Si B € P(X) definim

= inf Y " p(E;)
j=1

on I'infim es calcula sobre totes les colleccions (E;) de conjunts d’A tals que

oo
Bc|JE;.
j=1

Fixem-nos que aquest conjunt de colleccions no és buit, ja que com a minim conté (X, 0,0, ...).
La funcié de conjunt p* s’anomena mesura exterior associada a (X, A, ). No és, en general,
una mesura sobre P(X), perd en té quasi totes les propietats:

Proposicié 3.10 Si p* és la mesura exterior associada a (X, A, 1) llavors
1. p*(0) = 0.
2. u*(B) >0,VB e P(X).
3. Si A C B llavors p*(A) < p*(B).
4. St B € A llavors p*(B) = p(B).
5. Si (By) C P(X) llavors (subadditivitat numerable)

p* <U Bn> <> u(B
n=1

n=1

La mesura exterior té 'avantatge d’estar definida per a conjunts arbitraris de X, pero té el
problema de no ser, en general, additiva, ni finita ni mesurablement. Convenientment restringida
és, pero, una mesura.

Direm que un subconjunt £ de X és u*-mesurable si satisfa la condicié de Carathéodory

p(A) =p (ANE) + p*(A-E)

per a tot A C X. Aquesta condicié diu que F és p*-mesurable si ell i el seu complementari estan
prou separats (respecte de p*) per dividir un conjunt arbitrari A de manera p*-additiva. Fixem-
nos que de la subadditivitat de la mesura exterior ja tenim p*(A) < p*(ANE) + p*(A— E), i
la condicié sols estableix la igualtat. Denotarem per A* la colleccié de conjunts p*-mesurables
de X associats a l'algebra de conjunts .A. Tenim llavors el seglient teorema fonamental:
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Teorema 3.11 (Teorema d’extensio de Carathéodory) El conjunt A* és una o-algebra que conté
A i per tant (X, A*) és un espai mesurable. A més, si (Ey) és una successio disjunta d’elements

d’A*,

i per tant (X, A*, u*) és un espai de mesura.
Demostracié. Capitol 9 de [Bar95]. O
Comentaris:
e S’acostuma a escriure p en lloc de p* quan s’esta a A*.
e A* no és necessariament la o-algebra més petita que conté A.

Es diu que una o-algebra X és completa respecte a una mesura p si per a tot £ € X amb
u(E) =0 es verifica que B C E implica B € X, i per tant u(B) = 0.

Proposicié 3.12 La o-algebra A* és completa respecte de p*.

Hom pot preguntar-se si és possible definir una altra mesura a A*, a més de p*, de manera
que també coincideixi amb p sobre A. La resposta és negativa si s’hi afegeix quelcom:

Teorema 3.13 (Teorema d’extensio de Hahn) Sigui pv una mesura o-finita sobre (X, A), és a
o0

dir, existeir (E,) C A amb u(E,) < +oo Vn i X = U E,. Llavors j té una tunica extensio,

n=1
uw*, a una mesura en A*.

3.5 La mesura de Lebesgue a

Volem ara aplicar el procediment descrit a la Seccié anterior per construir a R una mesura que
coincideixi amb la longitud, [, sobre els intervals. Per fer-ho considerarem només els intervals
semioberts, ja que una vegada construida la o-algebra la resta d’intervals s’obtenen facilment.

Posem per tant

@) = b-a.
I((—o0,b]) = I((a,+0)) =1((—00,+)) = +00.

D’aquesta manera hem definit una mesura sobre ’algebra de conjunts formada per les unions
finites d’intervals semioberts:

Proposicié 3.14 La colleccic F de totes les unions finites de conjunts de la forma
0, (a,b], (—o0,b], (a, +0), (—o0, +00)

és una algebra de conjunts de R i1 és una mesura en aquesta algebra.
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Demostracié. Es trivial que F és una algebra de conjunts. Per veure que [ és una mesura,
nomeés s’ha de demostrar que ’additivitat numerable es verifica per a unions numerables disjuntes
el resultat de les quals és un element de F. Vegeu els detalls al comencament del Capitol 9 de
[Bar95]. O

Si ara apliquem el procediment d’extensié de Carathéodory a (R, F,[) obtindrem un espai
de mesura (R, F*,[*). F* s’anomena o-algebra dels conjunts mesurables de Lebesgue. No és,
pero, la o-algebra més petita que conté F, que és la dels Borelians, B. Les inclusions sén, a més,
estrictes, és a dir,

FCBCF CPR).

La pentltima inclusié estricta vol dir que hi ha subconjunts de R que satisfan la condicid
de Carathéodory i que no poden obtenir-se mitjancant les operacions de o-algebra a partir dels
intervals, mentre que la darrera implica que hi ha subconjunts de R no mesurables de Lebesgue.
La demostracié de 'existencia dels darrers no és constructiva, pero, i es basa en ’axioma d’el-
leccio.

La restriccié de [* a B s’anomena mesura de Borel o Lebesgue i es denota per \. Els borelians
s’anomenen també conjunts mesurables de Borel. No es perd massa treballant amb (R, B, \) en
lloc de (R, F*,1*), en el sentit que

e qualsevol conjunt mesurable de Lebesgue es pot posar dins un conjunt mesurable de Borel,
amb la mateixa mesura.

e qualsevol funcié mesurable de Lebesgue és [*-g.a. igual a una mesurable de Borel.
De fet, la perdua principal és la de la completesa:
e F* és completa pero B no ho és: hi ha borelians de mesura nulla que contenen subconjunts
no borelians.
3.6 La integral. El Teorema de Convergencia Monotona

Sigui un espai de mesura fixat, (X, X, u). Denotarem per M™* (X, X) el conjunt de funcions
positives, X-mesurables de X en R*:

ME(X,X)={fe M(X,X); f(z)>0Vxe X}

L’objectiu és definir la integral de qualsevol funcié de M (X, X) respecte a la mesura p. Per fer-
ho introduirem el concepte de funcié simple, per a les que és convenient demanar que prenguin
valors a R enlloc de R*.

Definicié: Una funcié ¢ : X — R s’anomena simple si la seva imatge és un conjunt finit.
Una funcié simple mesurable es podra escriure com

n
Y = ZajIIEj (3.7)
j=1

on Vj, a; € R, E; € X. Hi ha, pero, moltes representacions del tipus (3.7) per a una mateixa
funcié simple mesurable.
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Exemple. Sigui

x € [0,1]

x € (1,5)
x € (7,10]

altrament.

p(z) =

O NN W

Podem escriure
p=3-Tou+2 -Tus) +2 Lz +0- L3 o),

pero també
p=3Tpg —1-Tuz+2 Tus +2 Lz

Entre totes les representacions de ¢ n’hi ha una, anomenada canonica, caracteritzada pel fet
que els a; sén diferents dos a dos i els Ej sén disjunts, no buits i tals que la seva unié és X. En
I’exemple anterior, la representacié canonica és

=3Iy +2 - Tusumi + 0 Igsoeor

Exercici: Demostreu que la representacié canonica és tnica.
Si ¢ és una funcié simple de M (X, X) amb representacié canonica (3.7), definim la integral
de ¢ respecte de p com el valor de R* donat per

[ =Y auE). (3.8)
j=1

Com sempre, en aquesta definicié prenem la convencié 0 - (+00) = 0. La integral esta ben
definida ja que els a; sén no negatius i no poden apareixer expressions no definides com co—oo. Si
considerem la funcié caracteristica Ix d'un E € X', amb representacié canonica ¢ = 1-Tg+0-1,
tindrem

/JIE dp=1-p(E) +0- u(B) = p(E).
Si s’entén quina mesura s’utilitza escriurem [ ¢ en lloc de [ ¢ dpu.

Lema 3.15 Sigui (X, X, ) un espai de mesura.

1. Sic>01ipe MT(X,X) és una funcid simple,

[eo=c [

2. Sip, ) € MT(X,X) sén funcions simples,
/(ww):/w/w.
3. Sipe MT(X,X) és una funcid simple,

NE) = [ el d

€s una mesura a X.

Demostracio.
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1. Si ¢ = 0, llavors cy és la funcié simple identicament igual a zero i la relacié és certa,
encara que [ ¢ pugui ser +00, ja que 0- 00 = 0. Si ¢ > 0 llavors cp € MT (X, X) amb
representacié canonica heretada de la de ¢:

cp = Z(caj)]IE
j=1

Per tant

/csﬂ = (caj)u(Ej) = ¢ aju(B;) = 6/90-
=1 J=1

2. Suposem les representacions canoniques

o= ailg, v="> blg.
j=1 k=1

Llavors, emprant les propietats dels conjunts que intervenen en una representacié canonica,

n

o+ = ZajHEJ +ZbkﬂFk

=1 k=1
n m

- Z a;llg, N, Fr) T ZbkﬂFk (V=1 E5)
=1 =

- e s + 3o oy
Jj=1 -

SO D D ST
J=1 k= =1 J=l
n m

_ ZZ aj + bp)lg,n,-
7=1 k=1

Encara que els E; N F}, son disjunts, els valors a; + by poden no ser diferents, de manera
que la darrera expressié no és necessariament la representacié canonica de ¢ + 1. Siguin
cn, h=1,...,p els valors diferents en el conjunt

{aj+bg; j=1,...,n, k=1,...,m}

i sigui G}, la unié de tots aquells E; N Fy, # () tals que ¢, = a; + by. Com que els E; N Fy,
sén disjunts,

=Y w(E; N F),
(h)

on (h) indica la suma sobre els j, k tals que aj + by, = ¢, 1 E; N Fy, # 0. La representacié
canonica de ¢ + ¢ sera

p
o+ = alg,,

h=1
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i per tant
P P P
/(‘P +) = D enul(Gr) = en Y (BN Fp) =Y cnp(E; N Fy)
h=1 h=1 (k) h=1 (h)
p n o m
= Z Z(aj + b)) u(E; N F) = Z Z(aj + by ) u(E; N Fy)
h=1 (h) j=1 k=1
= Z Z a;u(E; N Fy) + Z Z bru(E; N F)
j=1 k=1 j=1 k=1
= D By + Y b Fr) = /90+/w,
j=1 k=1

on hem emprat
m
> W(E; N Fr) = p(Upy (B; N Fy)) = w(E; 0 (Ufy Fy)) = p(B; N X) = p(Ey)
k=1

i el mateix per a 327, pu(E; N Fy) = p(F).

3. Escrivint

n n
plp = Zaj]IEj]IE = Zaj]IEij +0- HE’
p j=1

tindrem, per la linealitat ja demostrada,

n
)\(E) = /QOHE du :/ ZajIIEij d,u
j=1
n n
= D /HEij dp = p(E;NE),
j=1 j=1
i és facil ara comprobar que aixo és efectivament una mesura. O

Ara ja podem introduir la integral d'una funcié qualsevol de M (X, X).
Donat un espai de mesura (X, X, u) i f € M1(X,X), definim la integral de f respecte
de i com

/f d,u:sup/go dp € 10, +00) U {+00}
©
on el suprem és respecte a totes les funcions simples ¢ € M (X, X) tals que
0<o¢(x) < flx) VeelX.

Si E € X, llavors fIg també és de M (X, X) i definim la integral de f respecte de u sobre

FE com
/Efdu=/fIIEdu-

Com a primera propietat, demostrarem que la integral d’una funcié de M™(X,X) és
monotona respecte a l'integrant i el conjunt d’integracié.
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Lema 3.16 Siguin f,ge MT(X,X) i E,F € X.
1. Si f <gllavors [ f < [g.
2. Si ECF llavors [ f < [ f.
Demostracié.

1. Si ¢ és una funcié simple de M+ (X, X) tal que 0 < ¢ < f, també verificara 0 < ¢ < g.

Per tant
/f= sup /soé sup /@Z/g-
0<p<f 0<p<g

2. Com que fIg < flg, el resultat es dedueix de ’apartat anterior. O

Podem ara demostrar ja el resultat més important de la integral de funcions de M™ (X, X).

Teorema 3.17 (Teorema de convergéncia monotona) Si (f,) és una successié monotonament
creizent, i.e. Yn, Vo € X, foi1(x) > fo(z), de funcions de M (X, X), i si (fn) convergeiz vers

f puntualment, llavors
/f = lim/fn.

Demostracié. Del Corollari 3.6 es dedueix que si f, € MT(X,X), llavors també f €
MT(X,X), i per tant té sentit [ f. Com que f, < f, del Lema 3.16 es dedueix

/ns/fw

i per tant (a partir d’ara ometrem la indicacié de respecte a quina variable es fa el limit, sempre
que aixo sigui evident pel contexte)
i [ 4 < [ .

i només ens queda demostrar la desigualtat oposada. Sigui @ € R amb 0 < a < 1, i sigui ¢ una
funcié simple de M+ (X, X) tal que 0 < ¢ < f. Sigui

A, ={r € X ; fu(z) > ap(x)}.

Es facil veure que A, € X, ique A4, C Apt1. A més X = Up>14,. Eefectivament, si x € X no
pertany a cap A,, vol dir que Vn, f,(z) < ap(x). Perdo ap(x) < af(x) i llavors

Vn fo(z) < af(x),

amb 0 < o < 1, de manera que lim f,,(x) # f(x) per a aquest x, en contra de la hipotesi de
n

convergencia puntual a tot X.
Emprant els lemes 3.15 i 3.16, tindrem

a[;wzéfws[;ns/fr (3.9)

A més, emprant la mesura generada per ¢ i la relacié (3.5) de la Proposici6 3.9, obtenim
/(P N /‘pHUmAn = MUnz144)

= limA(A,) =limely, = 1im/ ®.
An
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Prenent el limit de (3.9) i emprant aquesta darrera relacié ens queda

a/wﬁlim/fm

i com que « pot ser arbitrariament proper a 1,

/@Slim/fn-

Aquesta construccié es pot fer per a qualsevol ¢ de les que entren en el calcul de [ f. Per tant

[i=m [o<inf s

Cal notar que pot donar-se el cas [ f = +oo = lim [ f,.
Anem a veure algunes conseqiiencies del Teorema de Convergencia Monotona (TCM). El
primer resultat és el de linealitat.

g

Corollari 3.18 Siguic >0, f,g € MT(X,X). Llavors

Jen=c[r [t+a=[1+ [0

Demostracié. Sic =0 és evident, ja que cf és idénticament zero. Si ¢ > 0, sigui (¢,) una
successi6 de funcions simples mondtonament creixent de M™ (X, X') que convergeixen cap a f
(per exemple, la donada a la Proposicié 3.7). Llavors (cg,) és una successié amb les mateixes
propietats perd que convergeix a cf. Emprant TCM i la linealitat de la integral de funcions

simples, tindrem
/cf oM lim/cgon:clim/tpn TgMc/f.

Siguin ara (¢y,) 1 (1,) monotonament creixents cap a f i g respectivament. Llavors (¢, +1p,)
és monotonament creixent cap a f + g i amb els mateixos arguments tenim

/(f+g) Tngim/(@nern)—lim/¢n+lim/wnT9M/f+/g-

El segiient resultat indica qué es pot dir de les successions no monotones.

Lema 3.19 (Lema de Fatou) Si (f,) és una successié de funcions de M* (X, X),

/lim inf f,, <lim inf/fn.

Demostracié. Sigui g, = inf{f,, fm+1, ...}, de manera que g,, < f,, si m < n. Llavors

/gmgliminf/fn.

i per tant
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La successi6 (g,) és creixent i convergeix cap a liminf f,,. Aplicant-hi TCM tenim

lim/gm = /limgm = /liminffn,

i combinant-ho amb el resultat anterior,

/lim inf f,, = lim/gm < lim lim inf/fn = lim inf/fn,

tal com voliem. O
Comentaris:

e No cal que la successi6 sigui convergent. Fixem-nos que liminf f,(z) > 0 Vx i que
liminf [ f, > 0.

e El resultat del lema de Fatou deixa de ser cert per a funcions que no siguin nonegatives,
amb la definicié d’integral que donarem més endavant.

De la mateixa manera que una funcié simple definia una mesura a través de la integral, ara
podem demostrar el mateix per a una funcié qualsevol de M (X, X).

Corollari 3.20 Si f € MT(X, X), llavors

A= [ f

defineiz una mesura a X.

Demostracié. Com que f > 0, serd A(E) > 0 VE € X. Com que fIy =01 A(0) =0. Per
veure que A és numerablement additiva, sigui (E,,) una successié de conjunts disjunts de X amb

oo
U E, = F, isigui

n=1
fa=>_ flg,.
k=1
Llavors . N
[ 5= [ s =3 A
k=1 k=1

Com que (f,,) tendeix a fIp de forma monotonament creixent, sera

A 3 E)=ME)= | fIg= [limf, "= lim [ f, =lim ; AEy) = 3 AEy).
N
O

El seglient resultat mostra que una funcié que sigui zero gairebé arreu, respecte a la mesura
que tinguem, té una integral nulla respecte a aquesta mesura, i a 'inrevés.

Corollari 3.21 Sigui un espai de mesura (X, X,u) i f € MT(X,X). Llavors

/f du=0<= f=0 pu-g.a.
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Demostracié. Si [ f = 0 sigui la successié creixent de conjunts

1
En={z € X|f(@) 2 -},
de manera que
1
[ =g,
n
Llavors
1 1
0= [12 [ 115 = (B 20
n n
d’on p(Ey,) = 0 Vn. Sigui el conjunt
E={rxecX; f(z) >0} =U 2 E,.
Com que els E,, formen una successié creixent,
w(E) = p(Upy Ey) = lim p(Ey,) =lim0 =0

i per tant el conjunt de valors on f és diferent de zero té mesura nulla, tal com voliem veure.
Sigui ara f = 0 p-g.a. isigui de nou £ = {z € X ; f(x) > 0}, que té mesura nulla per
hipotesi. Sigui f, = nlg. Es té

. | 400 f(x) >
lim fp(z) = { 0 flz)=

i per tant f < lim f,, = liminf f,,. Aplicant el lema de Fatou tindrem

0
0,

Fat
0< /f < /liminf £, < liminf / £, = liminf / nlp = liminf nu(E) = liminf 0 = 0,
d’on [ f=0. O
En el mateix esperit, veurem ara que el Teorema de Convergencia Monotona no deixa de ser

valid si la convergencia és a tot arreu excepte excepte en un conjunt de mesura nulla.

Corollari 3.22 (Generalitzacid del Teorema de Convergéncia Monotona) Si (f,) és una suc-
cessid de funcions de M™T(X,X), monotonament creizent cap a f excepte en un conjunt de

mesura nulla, llavors
/ f =lim / In-

Demostracié. Sigui N € X amb u(N) = 0 el conjunt on (f,) no creix monotonament, i
sigui M = X — N. Tindrem que (f,I);) convergeix monotonament cap a fl ; a tot X i

/ T "M im / £l

Com que p(N) =0, les funcions f,Iy i fIy sén zero u-g.a., i pel Corollari anterior,

/ntINzoz/fIIN.

Carles Batlle i Enric Fossas 2002



3.7 Funcions integrables. El Teorema de Convergéncia Dominada 61

Com que f = fly + fIn i fr = fullar + fuln,

[+ = [umsm= [mes [y = [ =t [ 0,

= lim /ntIM +Lf,ﬂl’—1\i :lim/(ntIMJrfn]IN):lim/fn.

=0 Vn

O
La darrera conseqiieéncia del Teorema de Convergéncia Monotona que veurem permet com-
mutar la integral amb una serie.

Corollari 3.23 Sigui (g,,) una successié de funcions de M*(X,X). Llavors

J(Sn) 5]

Demostracié. Sigui f, =Y ;_; gr. Tenim que (f,) és una successié monotonament creixent
(per la no negativitat de les g,) de funcions de M™ (X, X) i per tant, si f = lim f,,

g

3.7 Funcions integrables. El Teorema de Convergencia Domi-
nada

A la Seccié anterior hem definit la integral respecte de la mesura u per a funcions de M™ (X, X),
i el resultat podia ser +o00. Volem discutir ara la integracié de funcions mesurables que puguin
prendre valors positius i negatius. Es convenient requerir que les funcions i les seves integrals
prenguin valors a IR en lloc de R*, per tal d’evitar les expressions indefinides del tipus co — co.

El conjunt L = L(X, X, i) de funcions integrables o sumables esta format per les funcions
f: X — R X-mesurables tals que f* i f~ tenen integrals finites respecte de u. La integral de
f respecte de p es defineix llavors com

/fdu=/fﬁm—/fmu
/Efdu—/Eﬁdu—/Efdu-

De fet, és facil veure que si f = f1 — fo, on f1 i1 fo sén funcions mesurables no negatives amb
integral finita (no necessariament f* i f~) llavors

[i=[n-[r

isiEea,
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En efecte, és immediat que f* 4 fo = f1 + f—, essent les quatre funcions mesurables i no
negatives. Per tant, per la linealitat de la Seccié precedent,

[ [r=[n+ 1

i com que totes les integrals sén finites,

[i=[r-[r=[n-[r

El segiient resultat que veurem es coneix com la propietat d’integrabilitat absoluta de la
integral de Lebesgue. Recordem que si una integral de Riemann propia d’una funcié existeix,
també existeix la integral del seu valor absolut, pero aixo deixa de ser cert en conjunts no fitats.
Per exemple, com a integral de Riemann,

+00 o3
sin x T
dx = —
0 o 2

/+OO
0

Aquesta situacié no pot donar-se per a la integral de Lebesgue:

pero
sinx

dzr = +oc.

T

Teorema 3.24 Una funcié mesurable f és de L si i sols si |f| és de L, i llavors

1= [in

Demostracié. f € Lsii fT 1 f~ sén de M i tenen integrals finites. Com que |f|T = |f| =
fr+fi|fl” =0, resulta que |f|T i |f|” sén de M i tenen integrals finites. Per tant si f € L
lavors |f| € L. Inversament, com que f+ < |f|T i f~ <|f|", si |f| € L també f € L. A més

Jo] = = [rls| [l o]
[ [e=[isr= i = [ = 151

Corollari 3.25 Si f és mesurable, g és integrable i |f| < |g|, llavors f és integrable i

[i1< [l

Demostracié. Si f és mesurable llavors | f| és mesurable, i com que |f| < |g| sera

J A

Si [ ]g] < +oo també sera [ |f| < +oo i per tant |f| € L, d’on f € L. O
Anem ara a veure la linealitat (que ja hem vist per a funcions simples i per a funcions no
negatives).
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Teorema 3.26 Si f,ge L i o € R llavors af @ f + g també son de L i

Jen=alr [tra=[r+[o

Demostracié. Si a = 0 és evident. Si a > 0 llavors (af)" = af™, (af)” = af ™, don

Jen = Jent = [@n = [ [ar)
_ a/f+—a/f—:a</f+—/f‘>za/f,

mentre que si o < 0 llavors es té (af)T = —af™, (af)” = —af™ i es fa un raonament semblant
emprant que —a > 0.

Si fig sén de L llavors també ho sén |f| i |g|. Com que |f + g| < |f| + |g|, és immediat
veure, emprant la linealitat per a funcions no negatives, que |f + g/, i per tant f + g, també sén
de L. Com que

fH9=0T+g")—(f"+97)

i tant f +g" com f~ + ¢~ sén funcions mesurables no negatives, sera

/(f+g)=/(f++g+)—/(f_+g‘)=/f++/g+—/f_—/g_=/f+/g-
0

El segiient resultat és el més important dels que permeten intercanviar el limit amb la
integral.

Teorema 3.27 (Teorema de Convergéncia Dominada) Sigui (f,) una successié de funcions
mesurables que convergeix p-g.a. a una funcio f. Si existeix una funcio integrable g tal que

|frnl < g Vn, llavors f és integrable i
/ f=lim / f-

Demostracié. Redefinint f, i f en un conjunt de mesura nulla, podem suposar que la
convergencia és a tot X i aix0 no afecta el valor de les integrals (completar els detalls es deixa
com a exercici pel lector). Com que les f, sén mesurables i |f,| < g, tindrem que les f, sén
integrables. Per ser limit de mesurables, f és mesurable, i |f,| < g implica |f| < g, de manera
que f també és integrable.

Com que g + f, <0, podem aplicar el lema de Fatou i la linealitat i escriure

Jo+[1 = [w+n=[wrimp)= [tg+imuts) = [Gmintg+ ) <
Fogeu liminf/(g+fn):liminf (/g+/fn> Z/g+liminf/fn,

i per tant, com que fg < 400,
/f < liminf/fn.

Com que g — f, > 0, el mateix procediment déna

/g—/fZ/(g—f)Sliminf/(g—fn)Z/g—limsup/fn,
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on hem emprat que liminf (—A) = —limsup A. D’aqui

——y

Combinant ambdues relacions s’obté

limsup/fnﬁ/fﬁﬁminf/fn
/f:limsup/fn:hminf/fn:hm/fn-

i per tant

3.8 Relacié entre la integral de Riemann i la de Lebesgue

A la Seccié 3.4 hem construit una mesura en una o-algebra que generalitza la longitud d’un
interval. Ens podem preguntar que té a veure la integral de Lebesgue a (IR, B, A) amb la integral
de Riemann. Obviament cal esperar que coincideixin quan aquesta darrera existeix, ja que
intuitivament estem calculant arees en ambdos casos. El resultat precis és el segiient

Teorema 3.28 Si f és integrable de Riemann en [a,b], llavors f -1,y € L(R, B, \) i

/f’ﬂ[a,b] d\ = /abf(m) dr.

Demostracié. Vegeu pp 294-300 de [Spr87]. O

Recordem que si la integral de Riemann és impropia sobre un conjunt no fitat, la integral de
Lebesgue pot no exisitir. Si f és absolutament integrable de Riemann a IR pero, llavors també
ho és de Lebesgue. En efecte, sigui f tal que

n

lim |f(z)| dz < 4o0.

—
n—-400 —n

Pel teorema anterior, tenim

Definint g, = [f| - I|_;, ), tenim gny1 > g5 > 0 i, aplicant el TCM,

+o0o n
+oo > / |f(z)] dz = lim |f(z)] dox = lirf /\f|-H[_n7n] dA

— oo n—-4o0o —n

i per tant |f|, 1 f, sén de L(R,B,\). La igualtat de les integrals sense el valor absolut s’obté
llavors aplicant el mateix raonament a les parts positiva i negativa.
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3.9 Integrals depenents de parametres

A vegades es consideren integrals on I'integrand depén d’un parametre real. Anem a veure com
el TCD permet tractar aquestes situacions. En el que segueix, f sera una funcio real definida a
X X [a,b], i suposarem que la funcié

x— f(x,t)

és X-mesurable per a cada t € [a,b]. Les hipotesis addicionals s’especificaran en cada cas. Per
evitar confusions amb el parametre ¢, indicarem la integracié de Lebesgue en X mitjancant

dp(x).
Lema 3.29 Suposem que, per a algun to € [a,b],

f(z,tg) = tlii% f(z,t), VexeX,

i que existeiz una funcid integrable g € L(X, X, u) tal que |f(x,t)| < g(z), Vt € [a,b], Yz € X.

Aleshores
/f(x,to) = hm/fx t) du(x

Demostracié. Sigui (t,), t, € [a,b] Vn, amb t, — ty. Definim f,(x) = f(z,t,). per
hipotesi tenim

i ) = Jim, F0ta) = Fo. i ) = S0
i llavors
[t@w auw) = [ tim f@) du) " i [ fulo) duto)
= Jim [ F(eta) duto) = Jim [ $) duo).

g

Corollari 3.30 Sila funcié t — f(x,t) és continua en |a,b] Vx € X i si existeir g € L(X, X, )
tal que |f(x,t)| < g(x) Vt € [a,b], Yz € X, llavors la funcio

— [ 1(.0) duta)

Demostracié. Podem aplicar el Lema 3.29 a qualsevol punt tg € [a, b], i llavors

és continua en [a,b).

hmFt—hm/fxt 329/f1‘t0dﬂ() F(to).

t—to t—to

O

Corollari 3.31 Suposem que la funcié x — f(x,ty) és integrable per a algun to € [a,b], que
af (2, t) existeir en X x [a,b], i que existeiz g € L(X, X, ) tal que

%(aj t)| < g(z)Vt € [a,b],Vx € X.
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Llavors la funcio

— / f(t) du(x)
- / o (wt) ).

Demostracié. Sigui t € [a,b] i sigui (¢,) C [a,b], t, — ¢, t, # t. Llavors

aa_{(x7t) — lim f(iU,tn) — f(!L‘,t)

tn—t th — 1 ’

és derivable en [a,b] i

rz e X.

La funcié z — %(l’,t} és per tant mesurable per a cada t, per ser limit de mesurables. Per

a cada x € X podem aplicar el teorema del valor mig (respecte a la variable ¢) i deduir que
existeix s entre tg it tal que

Flast) = F(oto) = (¢~ t0) 20 a5,

Per tant
|f (@, O] < [f (@, to)] + [t — tolg(x),
de manera que x — f(z,t) és integrable per a cada t € [a,b]. Per tant, emprant la linealitat, si

by # 1,
F(t fz, tn) — f(x,t)
t —t / b ),

L’integrand esta dominat en valor absolut per g(x) i per tant

af du(z) = / lim f(x,tn)—f(x,t)d TCD lim /f Z tn) :t (2, t>d#(;v)

ot n—00 th —t n—00
F(t,) — F(t
= lim M :F/(t).
e

0

Corollari 3.32 Sila funcid t — f(z,t) és continua en [a,b] Vo € X i si existeix g € L(X, X, p)
tal que |f(x,t)| < g(x) Vt € [a,b], Vo € X, llavors

/ab{/f(x,t) dﬂ(a:)}dt:/{/abf(x,t) dt} dp(z),

on les integrals respecte a t es consideren en el sentit de Riemann.

Demostracié. Recordem que, per a la integral de Riemann, si ¢ és continua en [a, b],

%/a 6(s) ds = 6(1), t € [a,b]

Aplicant aquest resultat a h(z,t) f f(x,s) ds, tindrem

%(m) = f(x,1), Vi € [a,b], Ve € X.
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La integral de Riemann fj f(x,s) ds sera el limit d’una successié de sumes de Riemann, cada
una de les quals és una funcié mesurable. Per tant x +— h(z,t) és mesurable per a cada t. A
més . .
a0 < [ 1fs)] ds < [ glo) ds = g(a)(t - ) < g()o - a),
a a

de manera que x — h(z,t) és integrable Vt € [a,b]. Sigui ara

H(t) = /h(a:,t) du(z).

Del Corol.lari 3.31 es segueix

3.31 oh

w02 [ S0 dutw) = [ Flait) duta) = F ).

Aplicant el teorema fonamental del calcul integral (de Riemann) s’obté llavors

/ ) = 1)~ ) = [(0b) b)) dute) = [ { fa) at) dn).

3.10 Espais L,

En aquesta Seccid es mostra com dotar d’una estructura d’espai de Banach el conjunt de funcions
integrables d’un espai de mesura (X, X, ). Si f € L(X, X, u) es defineix

Nu(f) =/!f dp. (3.10)

Proposicié 3.33 L’espai L és un espai vectorial respecte de les operacions suma i producte per
escalar, i N, és una seminorma a L. A més N,(f) =0 sii f =0 p-g.a.

Demostracié. Que és espai vectorial s’ha vist en el Teorema 3.26. Esta clar que
0 < N,(f) <400 VfelL

ique Ny(af) =|a|Nu(f), Nu(f+9) < Nu(f)+ Nu(g). Finalment, el Corollari 3.21 ens diu que
N, (f) =0sii [f| =0 p-g.a., és adir, sii f =0 p-g.a. O

Per tal de convertir L en un espai normat, haurem d’identificar dues funcions que sols
difereixin sobre un conjunt de mesura nulla. Dues funcions f,g € L s’anomenen pu-equivalents,
. . m ..

i s’escriu f ~ g, si sén iguals u-g.a.

Lema 3.34 La relacié X és d’equivaléncia.

Demostracié. La reflexivitat i simetria sén evidents. Si f & ¢gig & h tindrem flx) =g(x)
six ¢ Ny, amb pu(Ny) =0, 1 g(x) = h(x) si x ¢ Ny, amb p(N2) = 0. Per tant f(x) = g(x) si
x ¢ Ni|J N2 isols cal veure que p(Ny | N2) = 0.

Tenim

0 < M(NluNQ):/H]WUNQ S/(HN1+]IN2):/HN1+/HN2

= pu(N1)+p(N2)=0+0=0
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i per tant p(Ny|JN2) = 0. O

El conjunt de classes d’equivalencia {[f] ; f € L} es designa per L1 = L1 (X, X, u) i s’Tanom-
ena l'espai de Lebesgue L;. Si [f] € L1, definim la seva norma per

1] I = / ] dp, (3.11)

on f és qualsevol element de [f].
Lema 3.35 La norma donada per (3.11) esta ben definida.

Demostracié. Si f i g sén representants de [f], vol dir que f = g sobre M = X — N, on
u(N) =0. Com que |f|Iy i|g/Iy sén zero u-g.a., les seves integrals sén nulles i

[t = [+ 1w = [1me+ [1sme = [ 170
— [1ots = [loitas + [ gt = [(olTs +16lv) = [ Il

Teorema 3.36 (L1,||-|[1) és un espai normat.

Demostracié. Conseqiiencia de la proposicié i els dos lemes precedents. 0

Encara que cal recordar que els elements de L sén classes d’equivaléncia, és costum designar-
les amb la notacié de funcions i escriure f € Ly en lloc de [f] € L;.

L’espai L es pot generalitzar de la segiient manera. Sil < p < +o0, l'espai L, = L, (X, X, i)
esta format per les classes de p-equivaléncia de funcions X-mesurables de X amb valors a R tals
que |f|P és integrable. En L, es defineix

151l = ( [ 177 an) g (3.12)

Per veure que aixo és una norma a L, necessitarem la segiient desigualtat basica:

Lema 3.37 (Desigualtat de Holder) Siguin f € Ly, g € Ly, ambp > 1 i

Aleshores fg € L1 i
fgll < {1F1lp - lgllq- (3.13)

Demostracié. Sigui 0 < a < 11 sigui ¢(t) = at —t* per a t > 0. Hom té ¢'(t) < 0 si
0<t<lig/(t)>0sit>1,¢(t)>e(l)iquep(t)=ep(l)siit=1. Per tant

at—t*>a—-1, t>0,

és a dir
t“<at+(1—a), t>0.
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Sia>01ib>01iposem t =a/b, queda

()" <0 41
v) =% %

i multiplicant per b,
a®b' ™ < aa+ (1 —a)b (3.14)

amb igualtat només si a = b. Prenent o = 1/p s’obté

S

™

11 a
arbs < —+
p

(s}

isia= AP, b= B? (amb A >0, B > 0) resulta

AP BY
AB < — + — (3.15)
p q
amb igualtat sii A? = BY.
Suposem ara que f € Ly, g € Lg, i que ||f||, # 0, ||g|lq # 0 (en cas contrari, fg =01 tot és
trivial). El producte fg és X-mesurable, i posant

U@, e
A= P Tl

s’obté

[f(@)g(@)| _ [f@)P  |g()|?
17Tllglle = PIAE * allgll”

Com que, per hipotesi, els dos termes de la dreta sén integrables, es dedueix que | fg| és integrable.
A més, integrant (3.16),

[I.f9ll1 1 / 1 11
< fPdp+ —— [l9l"dp=-+-=1
S llpllglle — Pl allgll P q

(3.16)

O

La desigualtat de Holder implica que el producte d'una “funcié” de L, i una de L, és

integrable si p > 11 ¢ és tal que p + ¢ = pq. Dos reals que satisfan aquesta relacié s’anomenen

conjugats. L’unic real autoconjugat és p = 2 i per tant el producte de dues funcions de Lo és
integrable:

Proposicié 3.38 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii) Si f,g € Lo, llavors fg és
integrable 1

Fglle < {1£1l21lgll2-

Demostracié. p = ¢ = 2 a la desigualtat de Holder. O

La desigualtat triangular per a || - ||, té nom propi:
Lema 3.39 (Desigualtat de Minkowski) Si f,g € L, amb p > 1. Llavors f+g € Ly i

1F+gllp < [1£1lp + [lgllp-
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Demostracié. El cas p =1 ja 'hem considerat i per tant suposarem p > 1. La suma f + g
és mesurable, i com que Vo € X

|f +gl” < @max{|f],|g]})" < 2°{|f" + |gI"}
i|f?1]g|” son integrables per hipotesi, resulta que |f + g|P és integrable i f + g € L,. A més

\f+glP =1f+gllf + 9Pt <|FIIf +glP  +allf + 9P .
1 2

Com que f + g € Ly, tenim que |f + g|P € Ly i, escollint ¢ conjugat de p,

vo0> 17490 = [17+90 = []If +gp71)",

i per tant |f + g[P~! € L,. Aplicant la desigualtat de Holder a la integral del terme 1 tindrem

1/q
[is1s g < sl ( / !f+g\(”‘”q)
1/q
— 1l (/!f+g\p> — Al + gl

Fent el mateix amb el terme 2 i ajuntant-ho tot s’obté

1F + gl < 1 F1lpl1f + gl + allpllf + glB/* = {1 f1l + [lgllp} 1S + gl

Si A=||f+gll, =0, la desigualtat de Minkowski és trivial. Si A # 0 podem dividir per AP/9 i
queda

1f + g5 <1111y + llgllp

d'on [[f +gllp < I flp + llgllp- O
Teorema 3.40 (L,,||-||p) , p > 1, és un espai normat.
Demostracié. Evident de la desigualtat de Minkowski. U

L, és complet, resultat que es coneix a vegades com a teorema de Riesz-Fischer.
Teorema 3.41 (Teorema de completesa de Ly) L, amb || - ||, és un espai de Banach.

Demostracié. No la fem. Una demostracié pel cas p = 2 es pot trobar a [Fol92], i la
demostracié del cas general a [Bar95]. O

Per a finalitzar, anem a introduir un espai que esta relacionat amb els L.

L’espai Loo = Loo(X, X, ) esta format per les classes d’equivaleéncia de funcions u-g.a.
iguals, A-mesurables i reals que son fitades p-g.a. Una funcié de Lo, s’anomena essencialment
fitada.

Sif€LwiNe€EX amb p(N)=0, definim

S(N) = sup{|f (=)},

x¢N

| flloc = Inf{S(N) ; N €&, u(N) =0}
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Exemples.
1. Sigi X =R, X = Bi

1

= x#0,
ro={g o7
Si N és un conjunt de mesura (de Lebesgue) nulla, hi ha punts que no sén de N i que
estan tant a la vora de zero com volguem. Per tant, si (V) = 0 llavors S(N) = +o0, d’on

inf{S(N); w(N)=0} =4+001i f ¢ Leo.

2. Denou X =R, X=51i
n xz:l:%, n € N,

1 altrament.

o) = {

Sigui N = J,,¢ {—%, %} Com que aquest conjunt és numerable, té mesura de Lebesgue
nulla, u(N) = 0. En el complementari de N, f(z) = 1 i per tant f és fitada u-g.a. De
fet, la classe d’equivalencia de f conté la funcié constant igual a 1. Es facil veure que

1 flloo = 1.

3. Amb X =R, X = B, sigui
3
fe) =1

Com que f esta fitada per 3 a tot R, tenim que f € Lo. De fet, ||f|lcc = 3 ja que
S(N) =3 per a tot N de mesura nulla.

Exercicis:
1. Si f € Lo, Havors | f(2)| < ||f]|co 1-g-a.
2. Si A < ||f||co, existeix un conjunt de mesura no nulla en el que |f(x)| > A.

3. || - || esta ben definida. Si f, g € [f], lavors ||f]|c = ||9]]co-
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4 Series de Fourier

L’analisi de Fourier és una de les branques més actives i riques tant de la matematica aplicada
com de l'analisi, i té una importancia molt gran en moltes aplicacions d’enginyeria. Veurem
que el marc natural de les series de Fourier és I'espai de les funcions de quadrat integrable, Lo.
Les principals referéncies que emprarem sén [Fol92], [Apo79] i [Sta98]. A [Fra99] es pot trobar
material més avancgat.

4.1 L’equacio de la calor

Encara que des del punt de vista matematic les series de Fourier es poden veure de forma natural
com una generalitzacié de les idees dels espais euclidians, el seu origen historic prové de I'intent
de descriure certs fenomens fisics, i comencarem aquest tema presentant-ne un.

Sigui un tub molt prim i homogeni de longitud I. Si T'(z,t) representa la temperatura d’un
punt del tub de coordenada z a Uinstant ¢, ’equacié que governa 1’evolucié de T'(z,t) és

OF _ 20T (4.1)

ar 0T
ot 0x2’

on ¢ > 0 és una constant que depen de la calor especifica i de la conductivitat térmica del
material del tub. Aquesta EDP és del tipus anomenat parabolic, i el que diu és que I'evolucid
temporal de la temperatura, per efecte de la conduccié calorifica des de les parts més calentes
a les més fredes, tendeix a igualar els valors de T al llarg del tub: en els punts on 1" és céncava
(respecte de ), i.e a prop de minims locals, T' creix respecte del temps, mentre que a prop de
maxims locals decreix. El que volem fer aqui és resoldre formalment (4.1), amb els requeriments
seglients:

e condicions de contorn: 0 =T7(0,t) =T(l,t), Vt > 0,
e condicons inicials: T'(z,0) = f(z), x € [0,1].

La funcié f déna el perfil inicial de temperatura, i el fet de mantenir els extrems a zero fara que
per a temps gran tot el tub estigui a temperatura propera a zero.

Per resoldre el problema emprarem el metode de separacié de variables, és a dir, cercarem
una solucié de la forma

T(z,t) = A(z)B(t).

Substituint a (4.1) queda
B(t) _ 5 A"(x)

C

B(t)  Alx)’
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El membre de la dreta no depen de ¢, i si satisfa 'equacié tampoc depen de x; ha de ser, per
tant, igual a una constant, que ha de coincidir amb el membre de I'esquerra. Aixi doncs

B(t) _ oA

B(t)  “ 7A@

La igualtat anterior proporciona dues equacions diferencials ordinaries lineals que depenen del
parametre, de moment indeterminat, o. La primera ve donada per

B' = aB,

amb solucid
B(t) = Be®,

on B és una constant arbitraria. La solucid de

«
A// — gA

és

esia>0
NG —Va
A(x) = Aje e *+ Age e ©

amb Ai, As constants arbitraries. Si s’imposen les condicions de contorn, aix0 porta a que
necessariament o = 01 A; = — Ay, de manera que de fet A(z) =0Vz € [0,{]1iT(x,t) =0
Vz € [0,1],¥t > 0. Si volem obtenir solucions no trivials cal considerar per tant la segona
opcio:

e sia<0

_ax + Agsin — —@

A(zx) = Aj cos x

Cc

amb Aj, A, constants arbitraries. La imposicié de les condicions de contorn doéna ara

A1 =01
—V/—«
0 = BAssin l.
Posant a@ = —k? amb k > 0 tenim, si volem solucié no trivial,
sin —{ = 0,
c

és a dir, obtenim una colleccié de posibles valors de k, i per tant d’«, indexats pels naturals
(no cal considerar enters no positius, ja que n = 0 déna solucié trivial i n < 0 déna una
solucié que és la mateixa que la positiva canviant el valor de les constants arbitraries):

kn:$, n € N.

Hem obtingut aix{ una colleccié de solucions

n2c2 2 t

Tp(x,t) = Ap(z)Bn(t) = T, sin(”T”x) e (4.2)
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Esta clar, pero, que cap d’aquestes solucions satisfa la condicié inicial excepte si f(z) =
nm
Asin <T:c> per a algun n € N. Per tal de satisfer la condici6 inicial en general podem consid-

erar una suma infinita de solucions d’aquest tipus, amb coeficients arbitraris:

2.2 2
_nfcim®y

o0 o0
T(x,t) = ZTn(x,t) = ZT” sin ?w e 2
n=1 n=1

(4.3)

Aquesta serie satisfa les condicions de contorn i és, formalment, solucié de 'EDP. Diem formal-
ment ja que no sabem si podem derivar la série terme a terme, encara que, per a t > 0, sembla
que aixo sera possible si els T}, no creixen exponencialment. Imposant la condicié inicial queda

(&) =T(2,0) =Y Ty sin ”l—”x z € 0,1]. (4.4)
n=1

Podrem per tant resoldre le nostre problema si som capagos d’expressar f com a seérie en sinus
de periodes espacials
21

n

Tn

que sén tots divisors del periode fonamental 2{. La serie (4.4) és un cas especial del que s’anomena
serie de Fourier trigonometrica (el cas general conté també termes en cosinus, que aqui valen
zero degut a les condicions de contorn).

De la forma de (4.3) ja es veu que

lim T'(x,t) =0,
t—-+o0
tal com era esperat donades les condicions de contorn imposades, que permeten el flux de calor
pels extrems cap a T' = 0. Aquest tipus de condicions, que fixen el valor de la solucid en els
extrems (sigui zero o no) s’anomenen condicions de contorn de Dirichlet. Si en lloc d’aixo es fixa

el valor del gradient espacial g—g en els extrems, s’obtenen les anomenades condicions de contorn
de von Neumann. Per exemple,

oT oT
—(0,t)=—=—(,t) =0 Vt>0
ox (0,%) ox (%) -
corresponen a flux de calor nul pels extrems (i per tant a un valor constant en el temps de la
integral espacial de T').
Exercici. Sota les condicions de flux de calor nul en els extrems, demostreu formalment que
la solucié de 'equacié de la calor satisfa

l
— [ T(z,t) dz =0.

Repetiu el calcul de la solucié pel procediment de separacié de variables en aquest cas.

4.2 Producte escalar i sistemes ortonormals

Per tal de descriure de manera més clara els problemes basics de la teoria de series de Fourier,
és necessari introduir el concepte de producte escalar i algunes idees sobre funcions ortogonals.
L’espai La(I), on I és un interval de R, juga un paper fonamental.
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Si f,g € La(I), definim el seu producte escalar com el nombre real (f,g) donat per

(f.9)= /Ifg- (4.5)

Fixem-nos que el valor de la integral és finit, degut a la desigualtat de Cauchy-Schwarz-
Bunyakovskii:

Kf}g)|==!jffg|féj6|f9|==Hfg|h < 11£112llg]l.

La pertinenca de les funcions f i g a L) és, per tant, fonamental. El producte escalar té, entre
altres, les seglients propietats evidents:

- (f,9) = (9, ])-

2. (f+9,h) = (f,h) + (g, h).
- (cf,9) =c(f,9), c€R.

(£ D) =1IF1B.

Donat un espai vectorial dotat d’un producte escalar (-,-), sempre és possible definir una norma

—

w

W

mitjancant
1£11 = (f, )2,
1 una distancia

d(f,9) = Il = 9ll;

i dotar-lo d’estructura d’espai normat i d’espai metric i discutir llavors qiiestions de convergencia.
Un espai vectorial amb producte escalar que sigui complet respecte a la norma associada al
producte escalar s’anomena espai de Hilbert. Com que (Lo, || - ||2) és un espai de Banach,
resulta que Ly amb el producte escalar (4.5) és un espai d’Hilbert.

Cal recordar que no tota norma permet definir un producte escalar mitjancant la identitat
de polaritzacio

(£,9) = 301F + > = 117 — o).

Per fer-ho, cal que la norma satisfaci la lle: del parallelogram

Lf+ gl +[1f = glI> = 21| £I1> + 2l|g]”

per tal que el producte escalar sigui lineal. Naturalment, la norma associada a un producte
escalar satisfa la llei del parallelogram.
Sigui § = (o, ¥1, 2, .. .) una colleccié de funcions de Lo(I). Si

(SOTH me) = 0

sempre que m # n, es diu que la colleccié S és un sistema ortogonal de funcions de Ly(I). Si

0 n#m
1 n=m

((Pna Som) = (5n,m = {

es diu que es té un sistema ortonormal.
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Exemples de sistemes ortonormals

1. Sigui
(0)=—=
x) = —
%0 o
i
cos nx sin nx
_ = = — ]. 2
©on 1( ) \/7—_‘_ ’ @Qn(‘r) \/7_1' y ) &y
Emprant
1
cos Az cos Br = 3 [cos(A + B)x + cos(A — B)zx]
1
sin Az sin Bx = 3 [cos(A — B)x — cos(A + B)x]
1
cos Arsin Bx = 3 [sin(A + B)z + sin(A — B)z]

és facil veure que aixo és un sistema ortonormal a Lo((—m,7)).

oo ({Zae)

és un sistema ortonormal a Ly((0,7)). Aquest sistema no es pot ampliar amb funcions
cosinus i mantenir 1'ortogonalitat. Per exemple

2. El conjunt

n=1,2,...

m

m2 —n2

™
/ sinnz cosmz dr = (1 — (—1)™")
0
que és diferent de zero si m + n és senar i m # 0.

3. El conjunt donat per

1 2 2mn 2 . 2mn
po(z) = Vi on—1(x) = 7 oS Pan(T) = 7S n=12...

és un sistema ortonormal a L3((0, L)), o a qualsevol La((a,a+ L)), i es redueix al primer
exemple considerat si L = 2.

4. Els polinomis de Legendre

— 1 d 2 n _
P,(z) = an!@(lﬂ -1)" n=0,1,2,...
satisfan
! 4
/;1 Pn(.ZL’)Pm(.fL') d.’L’ = 5n7mm,
i per tant la collecci6 S = (P,), on
- Van+1
Pp(z) = ————Pa(z),

és un sistema ortonormal a La((—1,1)).
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5. Els polinomis d’Hermite
Hy(z) = (—1)"e" —¢, n=0,1,2,...

verifiquen

+oo
/ emeHn(x)Hm(x) do = 6, m2"nlV/m
—o0
i, definint (aixd ja no sén polinomis)

- 22 1

Hp(z) = €77mHn($)7

tenim un sistema ortonormal a La(IR).

A partir d’ara escriurem ||-|| en lloc de ||-||2, ja que aquesta sera 'unica norma que apareixera.

El problema basic de la teoria de funcions ortogonals és com aproximar el millor possible
una funcié Ly (/) mitjangant una combinacié lineal (finita!) d’elements d’un sistema ortonormal.
Sigui S = (o, ¥1, P2, .. .) ortonormal a Lo(I) i sigui, donat un n € N fixat,

tn(x) =Y brspr ().
k=0

Ens preguntem com hem d’escollir els b, de manera que la distancia, en el sentit de Lo, de f a t,
sigui el més petita possible. Veurem que hi ha una unica eleccié dels by que minimitza || f — ¢, ]|,
pero per a motivar el resultat comengarem presentant un cas familiar a R"™.

A R"™, la millor aproximacid d’un vector v per vectors d’un subespai vectorial W ve donada
per la projeccié ortogonal de v sobre W.

Al intentar generalitzar aquest resultat a un sistema ortonormal de Ly(I) ens trobem amb el
problema de que no coneixem d’antuvi ’expressié “exacta” equivalent a v = vie; + ...+ vpén,
on e,...,e, és una base ortonormal de R™. Tenim, pero, que la tria dels millors coeficients
segueix el mateix criteri:

Teorema 4.1 Sigui S = (o, 1,92, ...) ortonormal a Lo(I) i sigui f € Lo(I). Fizat n € N,
s1guin
n

su@) = S angn(@), tale) =3 bupn(a),
k=0

k=0

on els by, son arbitraris 1
Ck = (f)%ok)v k=0,1,2,...,n.

Llavors es té

Hf - SnH S Hf _th7

1 la igualtat es verifica sii by = ¢, k=0,1,...,n.

Demostraci6. Es tracta de veure que

1 = tall> = 1P =Y e+ D (b — ), (4.6)
k=0 k=0
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i llavors és immediat. Tenim, emprant les propietats del producte escalar,

Hf_thQ = (f_tnaf_tn) = (f’f)_Q(fatn)+(tn7tn) = Hf”Z_Q(fatn)"’_(tnatn)v

on hem emprat explicitament (f,t,) = (tn, f). Hom té

(tn tn) = (Z bkﬁpkazblﬁpl> = bibi ok, 1)
k=0 1=0 k=0 1=0
= DD bbb =i,
k=0 1=0 k=0
(fitn) = fazbk80k> = bi(fr k) = brcr,
k=0 k=0 k=0

de manera que
n n
1f=tall® = (7 =2 brer + Y b
k=0 k=0
n n
= AP =D+ (b —cr)
k=0 k=0

ija tenim (4.6). Variant les by a (4.6), el valor minim sera quan el darrer terme sigui nul, és a
dir, by = ¢, k=0,1,...,n i llavors t,, és ¢,,. Per tant

n
1S = tal P 2 AIAP =D ek = IIf = sal ®

k=0
U

Encara que en un espai com Lo la intuicié geometrica es pot perdre, resulta tanmateix
que la millor manera d’aproximar un element emprant una combinacié lineal d’un nombre finit
de funcions d’un sistema ortonormal continua sent mitjancant la projeccié ortogonal sobre el
subespai generat per aquestes funcions.

4.3 Serie de Fourier respecte a un sistema ortonormal

Donats S = (g0, ¢1, ¢2,...) un sistema ortonormal en Lo(I) i una funcié f € Lo([I), definim la
serie de Fourier de f respecte de S com

SES(f)(x) = cngn() (4.7)
n=0
on els coeficients de la serie sén
on = (o) = [ f@)pu(e) do (45)
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Exemples de series de Fourier

1. Serie de Fourier trigonometrica a Lo((—m,7)). La serie és

SFT(f)(I) = CO\/% + Z <02n—1ccis/:_:x ¥ con S]il/;_zm)

n=1
amb
i 1
cp = f(x)ﬁ dz
g CcosNx
Cop—1 = f(z) NG dx
S f(x)smnm d.

—n VT

A la majoria de llibres d’enginyeria i fisica, pero, s’acostuma a redefinir els coeficients:

Con

ﬁv

€0 _ Cop—1

)] a -
V2T " VLS

i s'obté la forma (més popular, per raons obvies)

7bn:

SFT(f)(z) = % + Z(an cosnx + by, sinnx)
n=1

amb

1 ™

ap = —/ f(z)cosnx de, n=1,2,...,
T
1 [7 )

b, = —/ f(x)sinnx de, n=1,2,....
T

Hom ha de tenir en compte que

(a) per a calcular els coeficients, sols es necessita coneixer f entre —7 i 7. Com que la
serie de Fourier és una funcié periodica de periode 27w, podem suposar que f esta
estesa 2m-periodicament fora de (—m, ).

(b) emprant aquesta periodicitat, tant de f com dels sinus i cosinus, les integrals es poden
calcular sobre qualsevol interval de longitud 27, ja que per a qualsevol a € R

a+2m 27 a+2m 2 0 2
AT AT A T
a a 27 a a 0

(c) per tal de que existeixin els coeficients de la série de Fourier trigonometrica, i per
tant la seérie, n’hi ha prou que f € Li((—m, 7)), ja que el sinus i el cosinus estan
fitats. Recordem que per a espais de mesura finita, si p > ¢ llavors L, C L, i per tant
Lo((—m,m)) C Li((—m,m)). Les series de Fourier trigonometriques sols tenen, pero,
bones propietats si f € Lo((—m,m)).

(d) les simetries de f poden estalviar molts calculs. Concretament, és facil veure que
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4.8 Série de Fourier respecte a un sistema ortonormal 81

e Si f és antisimetrica, a, =0, n=0,1,2,....
e Si f és simetrica, b, =0, n=1,2,....
e Si f+ k, amb k una constant, és antisimetrica, llavors a, =0, n =1,2,....

2. Com a exemple concret, sigui la funcié de La((—m, 7)) definida per

f($)_{ 0 ze€(—m0),

1 z€(0,m).
Hom té
1 [ 1 ("
ay = —/ f(x)dx:—/ldle,
™ J_x ™ Jo
17 1 [m 1.
anp = -7 f(x)cosnx de = — 1 cosnz de = — sinnzx|; =0,
| - T Jo nw
1 " , 1 [T 1 _
b, = =7 f(z)sinnx de = — 1 sinnx dz = —— cosnx|]
| Jox T Jo nw
_ i(l (-1 = 0 n parell,
nmw 2 senar.
Per tant

sm (2n + 1)z.

SFT(f) :—+ Z —smnx-i %i

n senar

A la Figura 4.1 hi apareixen f i les sumes parcials dels 1, 2, 3 i 11 primers termes no nuls
de la serie.

3. Amb el sistema trigonometric a La((0, L)), efectuant la mateixa redefinicié de coeficients
que abans, tenim

o0
. 2mnhx
SET(f) _70+Z<ancos —|—b sin — >7
n=1
amb
2 [k 2
a, = _/ fla)cos 2 dz, n=0,1,2,...,
b, = /f Sln dx n=12,.

i valen els mateixos comentaris, amb les adaptacions obvies, que per al sistema
trigonometric a La((—m,m)).

4. El conjunt d’exponencials complexes

2
ne

és, amb algunes modificacions degudes a la presencia de complexos, un sistema ortonormal

a Lo([0, L]).
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1.2

0.8

0.6

-0.2-

Figura 4.1: La funcié f(z) i les sumes parcials dels primers 1, 2, 31 11 termes no nuls de la seva
serie de Fourier.
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Formalment, es pot obtenir la serie de Fourier en aquest sistema a partir de la
trigonometrica emprant la relacié d’Euler

e'“=cosa+isina, o€,
d’on es dedueixen les expressions inverses

el 4 gl ) el _ p—ia
cosqa = ———, sina = -
2 ’ 24
Substituint els cosinus i sinus a la seérie de Fourier trigonometrica en termes d’exponencials
complexes i agrupant termes, hom obté

.?’L 2mna n+bn _j2nnx
O N

[e.e]
e}

_ 00+Z( j2mna L O -27r£1x>
= Z Cnei%$,

Co = / f(z
Cn _ / f 27Tnz :L"

C_n _ C* _ an + Zb / f 27Tnz

n

on

La seérie aixi obtinguda s’anomena serie exponencial (complexa) de Fourier i s’escriu:

SFE(f)(z) = Y Cpe"Z".

Aquesta forma de la serie de Fourier és especialment 1til per a I’analisi espectral en temps
discret, el que s’anomena la transformada discreta de Fourier (DFT), i la seva implemetaci6
rapida, la transformada rapida de Fourier (FFT), i també per a estendre I’analisi de Fourier

a funcions no periodiques, cas en que s’obté 'anomenada integral (o transformada) de
Fourier.

Valen els mateixos comentaris que per a la SEF'T, excepte que ara la simetria o antisimetria
de f fa que els C),, en general complexos, siguin reals o imaginaris purs. Fixem-nos que

[0,L]

=

&
I
m@
&

i que podem definir un sistema ortonormal sobre (0, L) si posem

2an

1
gDn(.I):T ,TLGZ,
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i si definim el producte escalar com

mwzéﬂm.

El producte escalar en espais vectorial sobre C, com és el cas, no és simeétric siné hermitic

(fr9) = (9, )",

pero els resultats que veurem pel cas real es traslladen al cas complex amb modificacions
oObvies, com per exemple canviar expressions del tipus > ¢2 per Y |Cy|?.

Fins ara no hem dit res sobre la convergencia de la série de Fourier d’una funcié respecte a
un sistema ortonormal. El primer resultat fonamental és el segiient:

Teorema 4.2 Sigui S = (o, 1,2, ...) ortonormal en La(I), f € La(I) ¢

[e.e]

SFS(f) = ch@n(‘r)

n=0
Llavors

1. la série Y 74 c2 convergeiz i satisfa la desigualtat de Bessel

o0
S <%
n=0

2. la identitat de Parseval -

> =lIfIP

n=0

n
es verifica sii les sumes parcials de la série de Fourier, s,(x) = g CL\pK, convergeiren en

k=0
norma a f; i.e.

lim ||f —sp|| =0.
n—oo
Demostracio.

1. Si a la relaci6 (4.6) posem by = ¢, queda

n

0<If = sal® = IIFIP =D <k

k=0
d’on

n
112> e
k=0

per a tot n i per tant es segueix la desigualtat de Bessel.

2. Fixant-nos ara en .
If = sal> =117 =Dk
k=0

la segona part de 'enunciat és evident.
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Comentaris.

e La segona part del teorema no diu que hi hagi cap funcié tal que el coeficients de la seva
serie de Fourier verifiqui la identitad de Parseval: sols déna una condicié equivalent.

e Per al sistema trigonometric a Lo((0, L)), la identitat de Parseval s’escriu
2 [* a% c- 2
17 /0 f(z) dz = 35 Z:: a, + by,)

Corollari 4.3 Si f € Lo(I) els coeficients de la seva série de Fourier verifiquen

lim ¢, = 0.
n—oo
Demostracié. Obvia a partir de la convergencia de la suma dels quadrats. O

El segiient teorema és el reciproc de 'anterior.

Teorema 4.4 Sigui S = (po,¥1,92,...) ortonormal en La(I) i sigui (cn,) una successio arbi-

traria tal que Z ¢, < +oo. Llavors existeix una funcio fe Lo(I) tal que
n=0

1. (fion) =cp k=0,1,2,...,

_ o)
2 1P =3 .
n=0

Demostracié. Sigui s,(z) = chcpk(m). Provarem que existeix una funcié f € Lo(I) tal

que (f,r) = cx 1 tal que i
lim ||s, — f|| = 0.
n—oo

Llavors la segona afirmacié es seguira de la segona part del teorema anterior.
Posant m > n tenim

m
lIsn = smll> = || > crpell* = Z Z crer( s 1) Z i,
k=n-+1 k=n+1l=n+1 k=n+1

i com que, per hipotesi, > ¢2 convergeix, es dedueix que (s,) és de Cauchy a La(I). Com que
Lo(I) és complet amb la norma || - || = || - ||2, es segueix que existira f € Lao(I) tal que

lim ||s, — f|| = 0.
n—oo

Per veure que (f, pr) = ¢ per a cada k, fixem k. Llavors, per a tot n > k tenim

n

(sns k) = > ciler, k) = c

=0
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0 < ek = (Fr00)| = |(sns k) — f@k)l (50 — f, 1)

= |fe ] o5

— {l(sn— eulli < llsn = Filllgell = l1sn — FII

Fent tendir ara n a oo queda 0 < |¢ — (f,ox)| < 01 per tant |cx — (f, %) = 0, tal com
voliem.

0

Comentaris.
e La completitud de (Lo, || - ||2) ha jugat un paper fonamental en la demostracié.

e La funcié f que apareix en el teorema pot ser diferent de la f que ens pugui haver donat
els coeficients ¢ en primer lloc. Les dues funcions proporcionen els mateixos coeficients:

(fsor) = (fsor) VE
d’on .

perd d’aqui no es dedueix que f = f (com elements de La(I): no estem parlant de que les
dues funcions difereixin en un conjunt de mesura nulla).

Per aclarir el darrer comentari, sigui el conjunt

<<po(ac) = % sinz, p1(x) = % sin 2z, . . )

que és ortonormal a L((—m,7)). Les funcions f(z) = 1 +sinz i f(z) = sinz sén de L((—m,m))
i proporcionen els mateixos coeficients. De fet, co = /7 i ¢, =0 per an =1,2,.... Tenim

w ~
Y a=m IfIIP =37 [IfIF=
n=0

i és per tant f la funcié Pexistencia de la qual es prova en el Teorema 4.4.
Exercici: Repetiu el darrer exemple amb tot igual excepte que ara treballeu a La((0, 7)) i

canvieu els 1//7 per y/1/7. Vegeu que en aquest cas f f-

A partir dels exemples anteriors i del Teorema 4.4 ens podem preguntar qué li falta a un
sistema ortonormal per a que la funcié cap a la que tendeixen les sumes parcials de la serie
de Fourier d’una funcié donada coincideixi amb aquesta. El seglient teorema estableix quatre
condicions equivalents i déna la resposta definitiva.

Teorema 4.5 Sigui S = (¢0, 1, p2,--.) ortonormal en Lo(I). Les quatre condicions segiients
son equivalents:

1.Yf € Ly(I), lim ||f =) (£, ¢r)eull = 0.

k=0
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2. 8 és maximal: no existeix cap ¢ € Lo(I) tal que {o}|JS sigui ortonormal.

3. S és complet: si f € La(I) és tal que (f,vr) =0 per a tot k, llavors f = 0.

o0

4 Vf e L), [IFIP =D (fr0n)

n=0
Demostracio.

(2. = 3.) Suposem que 3. sigui fals, és a dir, que existeix ¢ € La(I) tal que ¢ # 01 (p,¢r) =0
VE. Llavors ¢/||p|| és ortogonal a tots els ¢ 1 té norma 1, i per tant S no és maximal.

2, .
. . ) . )y Pn
(3. = 1.) Donat f € Lo(I), sabem pel Teorema 4.2 que g (f,¢n)” és convergent i pel Teorema

n
4.4 que Z(f, ©Yk)@r convergeix a una funcié fe Lo(I), de manera que:
k=1

Jim IF =D (f on)enll =0, (4.9)
k=1

amb (f, or) = (f,¢r) Vk. Llavors (f — f,¢p) = 0 Vk i, per 3., f = f. Substituint a (4.9)
queda aixi

lim||f =Y (f,¢6)¢kl| =0,

k=1

tal com voliem.
(1. = 4.) Ja demostrat.

(4. = 2.) Suposem que 2. sigui fals, és a dir, que existeixi ¢ € Lo(I) amb ||p|| = 1 tal que Vk,
(¢, ox) = 0. Llavors de 4. tindriem

oo x
L=lgll> = (g ox)*=>_0=0.
k=0 k=0

Comentaris.

e Del teorema es dedueix que un sistema ortonormal proporciona una seérie de Fourier que
convergeix en mitjana quadratica a la funcié que la genera sii el sistema és complet o és
maximal (que sén condicions alhora equivalents). Depenent del sistema, pot ser més facil
comprovar una propietat o ’altra.

e Que un sistema sigui o no complet depén dels elements del sistema y de I'espai on es
treballa.

4.4 Series de Fourier trigonometriques

Comencem amb la completitud dels sistemes trigonometrics.

Carles Batlle i Enric Fossas 2002



88 Series de Fourier

Teorema 4.6 Fl sistema trigonomeétric

1 1 1 . )
——,—— COSNT, — sin nx
<\/ 2r VT VT n=1,2,...

és complet a Lo((—m,m)).

Demostracié. La demostracié utilitza el teorema de Fubini i el teorema fonamental del
calcul per a la integral de Lebesgue. Vegeu [Fra99]. O

Com a resultat immediat tenim

Corollari 4.7 El sistema trigonomeétric

1 2 2mnx 2 . 2mnx

—=,1/ 7 €08 ———,{/ —sin

\/Z’ L L VL L L
n—=

ghyenn

és complet a La((0,L)).
Demostracié. Simple canvi de variables. O

Corollari 4.8 Els sistemes trigonometrics (la constant de normalitzacid és irrellevant per a la
completesa)

(cos n33)n:o,1,2,... , (sin nm)n:l,Q,S,...

son, cada un d’ells per separat, complets a L2((0,7)).

Demostracié. Sigui per exemple el sistema dels cosinus. Sigui f € La((0,7)) tal que

(f,cosnz) = /7r f(z)cosnx de =0, Vn.
0

Sigui
_J flx) =xe(0,n),
9(x) —{ fez) o€ (-m0).

Llavors g € Lo(—m,7) i

s . . s hips .
/ g(z)cosnz dz ¢ simetria 2/ g(z) cosna da ™ Hpotest 0, n=0,1,2,...
0

—Tr

™ . .
/ g(z)sinnz dz per simetria 0, n=12,...,
—Tr

i per tant, emprant el Teorema 4.6, tenim ¢ = 0 g.a., d’on f = 0 g.a. La completesa del sistema
de sinus es demostra de manera semblant. O

Dels resultats de la Seccié anterior es segueix que la serie de Fourier d’una funcié de Lo
de qualsevol dels sistemes trigonometrics convergeix en mitjana quadratica cap a la funcié. La
convergencia en norma a Lo és, pero, molt diferent de la convergencia puntual. Per poder dir
quelcom sobre la darrera, ens haurem de restringir a funcions molt més ben comportades que
les de Lo.

Direm que f és continua a trossos en [a,b], i escriurem f € PCla,b], si

1. f és continua en [a, b] excepte, possiblement, en un nombre finit de punts.
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2. En els punts de discontinuitat existeixen els limits, per la dreta i I’esquerra, i sén finits.

Direm que f és suau a trossos en [a, ], i escriurem f € PS[a,b], si f € PC[a,b]i f" € PC|a,b).
Una funcié és PC o PS a R si ho és a qualsevol interval fitat.

Per a preparar el resultat principal d’aquesta Seccid, sigui f € Lo((—m, 7)), estesa 2m-
periodicament fora de (—m, ), i sigui S]{, () la suma parcial N-esima de la seva serie de Fourier
trigonometrica, que expressem en forma complexa:

N N
f __Go . o inx
Sy(x) = 35 + Z:l(an cosnx + by sinnz) = _Z:N Cre?, (4.10)
on -
Cp=— f(x)e ™ da. (4.11)
2m

-7
Substituint (4.11) a (4.10), canviant n per —n, efectuant un canvi de variable i emprant la
periodicitat de 'integrand, hom obté

™

N ™
S}Q(m) = % Z flz 4 2)e™ dz = f(x+ 2)Dn(z) dz, (4.12)
n=—N""T

—T

on hem introduit el nucli de Dirichlet, Dy(z), que admet les expressions segiients (la com-
provacié es deixa al lector com a exercici):

1 .
Dy(z) = o D e (4.13)
n=—N
1 1
= 5 + — Zcos nz (4.14)
n=1
1 et(N+1)z _ ,—iNz
= — 4 4.15
27 e* —1 ( )
1 sin(N + 1)z
- = il 4.16
27 sin § ( )

De la darrera forma és immediat veure que Dy (z) té un maxim de valor (2N + 1)/(27) en
z = 0, és simetric té un primer zero a £27/(2N + 1) (vegeu Figura 4.2). Quan N creix, cal
esperar per tant que sols els valors al voltant de z = 0 contribuiran a la integral i, intuitivament,

S(@) "2 f(a).

Moltes coses poden anar malament en aquest raonament heuristic, en particular si f no és
continua. Amb 'objectiu d’aclarir-ho s’encuncia el segiient:

Lema 4.9 El nucli de Dirichlet satisfa

0 s
Dn(z) du :/ Dn(x) dv = % VN € N. (4.17)
—T 0

Demostracié. Evident a partir de (4.14). O

Ara ja es pot donar el resultat més important de convergencia puntual.
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¥ UAV 0 AW )

Figura 4.2: El nucli de Dirichlet per a N = 10.

Teorema 4.10 (Teorema de Dirichlet) Si f és 2m-periodica i f € PS(R), aleshores

lim S]J;(:c) = %(f(f’_) + f(z7)),

N—oo

on f(at) = limj,_+o f(x + h) existeizen per ser f € PC(R). En particular, si, a més, f és
continua en x, imy_.o S]{,(a:) = f(x).

Demostracié. Per (4.17) tenim

1 0
Sf@) = 1) | D) dy,

31 = 16 [ Dyt a,

i per tant, de (4.12),

0

Shi@) =5+ 1) = [

-7

(fz+y)— Fa)Dy(y) dy+ / "(Fa+y)— ) Dy(y) dy.
Definint la funcié

f+y)—f (=)

faty"J@D) ) e (—7,0),
9(y) = ‘
eiy_l y G <077T)7

i emprant (4.15) podem escriure finalment

Ste) = 5 () + £ = o= [ gty (- ) gy, (4.18)

2 J_,
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Notem que g és tant bona com f a (—m, ), excepte possiblement en y = 0. Aplicant pero la
regla de 'Hopital tenim

lim g(y) = —if'(z™), lim g(y) = —if'(x7),

y—07F y—0
que existeixen per ser f de PS(—m,m). Per tant g és de PC(—m,7) i per tant de La((—m,m)).
Aplicant la desigualtat de Bessel, si C,, = (a,, — iby,)/2 sén els coeficients de Fourier complexos
de g, tindrem

lim C, =0
n—=+o0o

amb
. 1 [T

= — iy dy.
Cn 5 49(1/)6 Yy

Pero (4.18) és

§4(@) — 3(F@) + (@) = ey — O

1 per tant

i ($4(0) - 30 + 767 ) 0.

g

Exercici. Escriviu i demostreu els teoremes de Dirichlet per al sistema trigonometric a (0, L)
i per als sistemes de cosinus i de sinus a (0,7). Es pot fer amb canvis de variables i extensions
simetriques o antisimetriques.

A més de la convergencia puntual, ens interessa també saber si es pot dir quelcom d’especific
respecte a la derivacio i integracié de series de Fourier trigonometriques, aixi com sobre la
seva convergencia uniforme, més enlla dels resultats generals per a series funcionals. Un fet
fonamental és el segiient

Lema 4.11 Sigui f 2w-periodica, continua i PS(R). Siguin ay, by, Cy, els seus coeficients de

Fourier (reals i complezos) i siguin al,,bl,, Cl els de f'. Llavors

! !/ !
a,, = nby, b, = —nay,, C;, =1nC,.

Demostracié. Es una simple integracié per parts. Noteu que no assegurem que el teorema
de Dirichlet sigui aplicable a f’, pero tantmateix els seus coeficients de Fourier existeixen per
ser f/ de PC(R). Tenim

1 (7 ,

C, = 2—/ f(z)e™™™* da
™ —T
1

—inmT __ g inT ﬁ " —inT
= %(f(ﬂ)e f(=me )+27r _Wf(x)e dx
1 . .
= S (~)"(fm) ~ (=) +inCy = inCy
per ser f continua. Llavors
a, = %(C;L +C) = %n(lCn —iCr) = m@ = nby,
b, = (Ol ) = SnliC, +iC}) = —n% —
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Teorema 4.12 Sigui f 2w-periodica, continua i PS(R) i, a més, f' € PS(R). Si

al = : = inx
f(x)=SFT(f)(z) = ) + nz:l(an cosnx + by sinnz) = n:z_:oo Cre™®,
llavors
%(f’(f) + f(27)) = SFT(f")(z) = Z(nbn COSNT — NGy, SINNT) = Z inCre™.
n=1 n=-—0oo

Demostracié. Com que f’ és 2m-periodicai PS(IR), li podem aplicar el Teorema de Dirichlet

%(f’($+)+f’($_))ZSFT(f’)(x): ST et ST e,

0

Al considerar la integracié d’una serie de Fourier, cal tenir en compte que la integral (in-
definida) d’una funci6 periodica pot no ser periodica. Per exemple f(x) = 1 és periodica perd
F(x) = x no ho és. En una serie de Fourier, la integral de cada terme és una funcié periodica,
excepte el terme constant. Aixo ens porta al segiient resultat:

Teorema 4.13 Sigui f 2m-periodica i PC(R) amb coeficients an, by, Cp, i sigui F(z) = [ f.
Si Cy = 3 = 0 llavors

Cyn ;
Flx)=K — e 4.19
=K+ Y Srem (419)
ne ,n#0
on el terme constant és igual al valor promig de F (que depén de quina primitiva s’agafi)

K:i/ﬂF(x) .

2 J_,

Si Cy # 0 llavors la série val F(x) — Coz, amb el mateix valor de K.

Demostracié. Com que és la integral d’una PC, F' és continua i PS. A més

T+27

F(z +27) — F(z) = /

xT

f(t) dt = i f(t) dt = 27Cy,

de manera que si Cy = 0 llavors F' és 2m-periodica. Pel Teorema de Dirichlet, F(x) = SFT(F)(x)
a tots els punts, i com que F’ = f, emprant el lema 4.11, s’obté (4.19). Si Cy # 0, els mateix
argument pot aplicar-se a g(x) = f(x) — Cp, que déna lloc a una primitiva G(z) = F(z) — Cox
que és 2m-periodica. O

Una condicié suficient per a la convergencia uniforme ve donada pel segiient teorema.

Teorema 4.14 Si f és 2m-periodica, continua i PS(R), llavors SFT(f)(x) convergeix a f
uniforme i absolutament a tot R.

Demostracié. Per ser f continua i PS, la série de Fourier de f convergeix puntualment a
f en tot x € R. Per veure la convergencia uniforme i absoluta, sols cal demostrar que Y |ay| 1
> |bn| convergeixen, ja que

o0 oo o0
aTO| + Z:l |ap, cos nz + by, sinnx| < 2} lan| + Z:l b |-
n= n= n=
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Si O, s6n els coeficients complexos de f’ sabem, sota les condicions del teorema, que C), = inC,,.
Per la desigualtat de Bessel

o0

1 ™
> iar< g [ 1@k < o
n=—00 T
i, per tant, per a tot NV € N,
N N
!
dC = [Col+ )] Cal
n
n=—N n=—N,n#0
o N , 1/2 N 1/2
P 2 L) [ e
n=—N,n#0 n=—N,n#0
1/2 1/2
00 1 o)
< |Col + > —~ d>ooc”? =k < 400,
n=—00,n#0 n=—o00,n#0

on k és finit i independent de N, i a on hem utilitzat la desigualtat de Cauchy-Schwarz (CS) a
R2N. Per tant

00 N
> ICu| = ]\}gnmz 1C| < +00,
n=—oo —N
i d’aqui es segueix la convergencia de les series dels valors absoluts dels coeficients reals. O

Els resultats que hem vist fan pensar que com més derivades continues tingui f més depressa
decreixeran els seus coeficients de Fourier amb n. Concretament hom té la

Proposicié 4.15 Sigui f 2n-periodica i de classe C*Y(R), i a més f*~1 € PS(R), és a dir,
f té derivades continues a tot R fins ordre k — 1 i la derivada k és PC(R). Llavors

Z(nkan)Q < +o0, Z(nkbn)2 < +o0, Z In*C,,|? < 400,

d’on

lim n*a, = lim n*b, = lim n*C, = 0.
n—oo n—oo n—oo

Demostracié. Sota les condicions esmentades, podem aplicar el lema 4.11 k vegades fins

arribar a que els coeficients de Fourier Cq(q,k) de f (k) sén C,Sk) = (in)kCn, i llavors sols cal aplicar
la desigualtat de Bessel a la serie de Fourier de f(*). O

Ja sabem que qualsevol funcié de Lo té coeficients de Fourier que tendeixen a zero, pero
aquest resultat diu quelcom més. Per exemple, si f és C°(R) i PS(R), llavors, amb k = 1,

lim na, = lim nb, =0,
n—oo n—oo

mentre que si f és C1(R) i f’ és PS(R), llavors, amb k = 2,

lim na, = lim n?b, = 0.
n—oo n—oo

Resumint, les propietats de convergencia local de les series de Fourier trigonometriques d’una
funcié 27-periodica sén
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Figura 4.3: Sumes parcials per a la funcié signe periodica.

f e PS(R) SFT(f)(x) = (f(zF) + f(z7))/2
f continua, f, f"€ PS(R) | (SFT(f)(z)) = SFT(f')(x) = (f'(z7) + f'(x7))/2
f e PCIR) SFT(f)(z) integrable terme a terme
f continua i PS(RR) SFT(f)(z) convergeix uniforme i absolutament a R
f e ct-Dm), f® ¢ PC(R) nh_)rrgo nFa, = Jirgonkbn =0

Amb les modificacions evidents, els mateixos resultats valen per les altres series de Fourier
trigonometriques.

4.5 El fenomen de Gibbs

Quan f és PS(R) perd no continua, la convergéncia de SET(f)(z) cap a (f(z1) + f(z7))/2 no
és uniforme: si ho fos, al ser les sumes parcials funcions continues, la série hauria de convergir
cap a una funcié continua i g(z) = (f(z*)+ f(z7))/2 no ho és si f no és continua. Aquesta con-
vergencia no uniforme de les series de Fourier de funcions discontinues es manifesta graficament
en ’anomenat, per raons historiques, fenomen de Gibbs.

Sigui per exemple la funcié signe estesa 2m-periodicament,

1 xze€(0,m),
e(x) = { -1 z € (—m0).

Hom té immediatament a, =0 Vn i by, =0, bap41 = ern 1 de manera que les sumes parcials
sén

>a|4>

N
Z sin(2k + 1)x.
Pt Qk‘—{— 1

A la Figura 4.3 apareixen representades les sumes parcials per a N = 101 N = 30.
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4.5 El fenomen de Gibbs 95

S’observa la presencia de pics a prop de les discontinuitats de la funcid, la magnitud dels
quals no disminieix amb N, encara que s’acosten a les discontinuitats al creixer N. Per a cada
punt hi ha convergencia puntual, pero per a una N donada sempre hi ha punts a una distancia
fixada del valor cap al qual tendeixen eventualment. Aixo és el fenomen de Gibbs.

Anem a calcular el valor del maxim (z*, Sy (z*)) més proper a zero, i veurem que no decreix
quan aumenta N. Tenim

2 2N +2
Z cos(2k + 1 —sm( +2)z
sinz

Cal observar que S\/(x) > 0 en un entorn prou petit (que disminueix amb N') de zero. Imposant
Sy (z) = 0 tindrem
(2N +2)z = kn, k€ Z,

de manera que el primer maxim relatiu a la dreta del zero (és maxim per la positivitat de la
derivada en un entorn de zero) és

Llavors
N

w4 1 . 2k+1)m
SN(””)_HZ_O%HSIH IN+2

Aix0 es pot interpretar com una suma de Riemann corresponent a la integral de la funcié
sinc(z) = 882, En efecte, dividint [0,7] en N + 1 intervals

i v
T 1) -
Iy Uy )

i escollint el punt central de cada interval per fer la suma. Efectivament

sy = Iy EE
NWEE T GktDr 9N +2
k=0 ~2NT2
N (2k+1)m
B ZS IN+2 m
B Qk+Dm N 41
T =0 2N+2 —_—
Axy
Sll'lCCk
Tl
on
(2k+ 1)
Tl = ~—— .
2N + 2
Per tant
2 [T si
lim Sy(z*) = _/ sin y dy =
N—oo ™ Jo Yy

1 [™si 1
_ 1+2<—/ Sy dy——)
™ Jo Y 2

~ 142 x 0.0895,

on hem utilitzat

-
/ MY 4y ~ 1.852.
0 Yy
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96 Series de Fourier

Donat que 2 és el valor de la discontinuitat en x = 0 i que 1 és el limit de e(x) per la dreta de
zero, veiem que hi ha un “sobrepuig” d’aproximadament el 9% del valor de la discontinuitat,
per a tot V.

Exercici. Repetiu tots els calculs amb f(x) =z, x € (—m, ), estesa 2m-periddicament.

De fet, no cal fer el calcul per a cada funcié discontinua que tinguem, ja que qualsevol
discontinuitat es pot modelar mitjancant la funcié signe. Fent una traslacié, sempre podem
suposar que la discontinuitat, de magnitud A, esta en x = 0. Llavors

f(z) = g(z) + A0(x),

on O(x) és la funcié de Heaviside

0 <0,
0(33):{ 1 z>0

i esta relacionada amb la funcié signe mitjangant
1
O(x) = 5(6(1’) +1).

La funcié g(x) pot tenir discontinuitats en altres punts, pero és PSS i és continua en 2z = 0. Per
la linealitat dels coeficients de Fourier respecte a la funcid, tindrem

54 (x) = S4(r) + AL (S5 () + 1)

Com que g és continua en x = 0, sera

lim S%(z) = g(x)

N—oo

per x en un entorn de zero, i en particular per a 2* = 5575 per a N prou gran. Llavors

") = ) + S (S @) +1)

. ¥ N A2 [Tsiny
A}EHOOS]{,(x) g(:c)+5<—/0 ; dy+1>:

s

1 [ si 1
= g(a:*)—i—A—i—A(—/ Smydy——)N
m™Jo Yy 2

~ g(z")+ A+ A x0.0805 =
= f(z%) + 0.0895A.

Per tant, per qualsevol IV, sempre hi ha punts a la vora de la discontinuitat a on la suma parcial
de la serie de Fourier i la funcié difereixen en un 9% del valor de la discontinuitat.
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