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1. DISCRETIZACI()N DE LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES A PARTIR DE LA
TEORIA DE KOLMOGOROV (1941)

Partiendo de la teoria de Kolmogorov (1941) es posible obtener estimaciones de las escalas
necesarias para dicha discretizacion. Asi, si definimos /,como la longitud caracteristica del

problema, que para un problema hidraulico podria ser el calado, del orden de 1 metro, y
n como la escala mas pequefia que debemos discretizar para resolver N-S, obtenemos la

relacion:

Ecuacion 1.1

Donde Re es el numero de Reynolds. De la misma manera, para definir la discretizacién
temporal podemos definir un tiempo caracteristico z,,, que para un problema hidraulico

podria ser el tiempo que se tarda en recorrer el ancho de la seccion con la velocidad media,
que seria del orden de 1 segundo, y 7 como la escala temporal mas pequefia que nos
tocaria discretizar, siendo la relacion entre ambos:

Ty

Re%

Ecuacion 1.2

Con lo que finalmente obtenemos que el nimero de nodos necesarios para resolver el
problema 3D transitorio es:

N =Re /4

Ecuacion 1.3

Para un problema tipico de hidraulica fluvial el numero de Reynolds puede ser del orden de
10°, con lo que el nimero de nodos seria del orden de 10, por lo tanto resulta inabordable.
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2. LA SIMULACION DE LA TURBULENCIA EN INGENIERIA HIDRAULICA

La simulacion de la turbulencia es de gran importancia, ya que muchos de los
problemas reales de flujos en ingenieria tienen niumeros de Reynolds altos. Existen
varias aproximaciones que permiten introducir los efectos de la turbulencia en el flujo.

La aproximacion mas directa es la de resolver las ecuaciones instantaneas de Navier-
Stokes. Esta técnica se conoce como simulacion numérica directa o DNS. Tal y como
hemos visto, el problema principal de DNS es que es necesario resolver todas las
oscilaciones frecuenciales y espaciales en el flujo. En flujos con altos niumeros de
Reynolds se requiere un tiempo computacional extremadamente grande, que se
traducen en calculos con incrementos temporales y espaciales muy pequefios. Como
ya se ha comentado anteriormente, con la potencia computacional disponible hoy en
dia, DNS sélo se pueden aplicar a geometrias muy simples con nimeros de Reynolds
muy bajos.

Una segunda aproximacion consiste en resolver las oscilaciones de gran escala, es
decir, modelando sélo los movimientos de alta frecuencia. Este tipo de métodos han
sido desarrollados en los ultimos 10 afios por muchos investigadores, obteniendo muy
buenos resultados en flujos donde predominan las grandes oscilaciones. En este
grupo de métodos se puede incluir las simulaciones de grandes remolinos (Large Eddy
Simulation — LES), que resuelve las oscilaciones turbulentas de medio y gran tamano y
modela las escalas disipativas; las simulaciones de remolinos muy grandes (Very
Large Eddy Simulation — LES), que resuelven sdlo las estructuras turbulentas mas
grandes; y las simulaciones de remolinos separados (Detached Eddy Simulation —
DES), que modela todas las turbulencias cerca de las paredes y resuelve las escalas
mayores en el resto del flujo. Estos métodos tienen un coste computacional mas bajo
que los DNS. LES empieza a usarse en calculos computacionales de ingenieria, pero
todavia no se puede utilizar en la practica habitual. Para ver una revision de todos
estos modelos se puede consultar alguna obra bibliografica de caracter general como
Pope (2000) o Davidson (2004).

2.1. MODELOS RANS

La aproximacion mas comun hasta el momento en problemas de ingenieria habituales
es la de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con descomposicion de Reynolds
(RANS), en la que se modelan todos los efectos turbulentos. Mientras los modelos de
turbulencia LES solo modelan las escalas pequefas, las RANS pueden modelar todo
el espectro de turbulencia.

Esta es la aproximacién con menos coste computacional, pero toda la precision
obtenida en esta simulacién depende del modelo de turbulencia que se utilice. Existen
muchos modelos de turbulencia RANS, muchos de ellos semiempiricos, muchos de
ellos para condiciones de flujo especificas. Pero no hay un modelo universal con
constantes universales. Normalmente los modelos estan calibrados para turbulencia
totalmente desarrollada e isétropa y han sido validados en un rango pequefio de
numeros de Reynolds con tensiones tangenciales muy simples.

Asi pues, no hay ninguna razon teérica de peso para poder extrapolar estos modelos a
flujos complejos. De hecho, las peores simulaciones de los modelos RANS se dan en
flujos separados o con transiciones. Sin embargo, la aproximacién mediante RANS se
usa en la practica general de la ingenieria, dando un buen equilibrio entre precision
numeérica y coste computacional.



Los modelos RANS mas usados son los de viscosidad cinematica lineal, en los que se
utiliza la aproximacion de Boussinesq para calcular las tensiones de Reynolds de los
gradientes de velocidad media mediante una relacién lineal. También hay modelos de
viscosidad cinematica no lineal, en los que las tensiones de Reynolds y los gradientes
de velocidad media estan relacionados mediante una relacién no lineal. Ninguno de los
modelos de viscosidad cinematica se puede considerar superior a los otros. El modelo
RANS mas utilizado es el modelo k£ —& de Jones y Launder (1973) (con todas sus
versiones Reynolds, Jones y Launder (1972)), que fue propuesto a principios de los
setenta, y todavia se utiliza en todas las areas de dinamica de fluidos, incluida la
aerodinamica e hidraulica. Todavia estan apareciendo nuevas versiones de los
modelos, y se esta profundizando en la mejora de los modelos existentes mediante la
introduccion de términos corregidos que consideran las condiciones especificas del
flujo (cerca de las paredes, rotaciones y curvaturas, efectos de anisotropia, etc). El
hecho de que el modelo original sea el modelo de dos ecuaciones mas usado
demuestra que todavia no ha aparecido un modelo que sea claramente superior.
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3. FLUJOS TURBULENTOS EN AGUAS SOMERAS

3.1. FLUJOS TURBULENTOS QUASI-2D

Varios tipos de flujos son estudiados y modelados como flujos en aguas someras. Algunos
ejemplos son los flujos en estuarios y deltas, propagacion de tsunamis y rotura de presas.
Este anejo presenta un breve resumen de estudios experimentales y tedricos previos en
aguas someras Y turbulencia 2D.

El estudio de flujos en aguas someras esta fuertemente ligado a flujos 2D con turbulencia.
Este tipo de flujos se caracterizan porque la componente vertical es mucho mas pequefa
que la horizontal. El desarrollo de estructuras turbulentas en 3D viene limitado por el bajo
calado. Y este bajo calado también limita la produccién de vorticidad en la direccion vertical,
por lo que cuanto mas disminuye el calado mas cerca estamos del estado bidimensional. Sin
embargo, en condiciones reales no se da siempre este tipo de flujo. La posibilidad de
distinguir entre estructuras turbulentas 2D y 3D depende del ratio entre la escala turbulenta
vertical y horizontal. Cabe decir que, no importa cuan poco calado tengamos, siempre
existira interaccion entre las estructuras quasi-2D y las 3D.

Asi pues, la idea de asumir turbulencia quasi-2D, al menos en escalas grandes, resulta muy
interesante, ya que se reducen grados de libertad del problema. La mayor diferencia entre
turbulencia 2D y 3D reside en el hecho en que en 2D no hay produccion de turbulencia
debida a la expansion de vértices y, por eso, la vorticidad del elemento fluido se conserva en
el limite de fluido no viscoso. Desde finales de los sesenta se ha estado investigando sobre
la turbulencia en 2D a partir del estudio del comportamiento del espectro energético. La
premisa final es que bajo determinadas condiciones de flujo existira una transmision de
energia desde las escalas pequefas a las grandes. Este fendmeno se puede observar en la
estela del flujo en aguas someras justo después de una obstruccién, donde pequefios
remolinos se juntan para formar uno grande.

Existen multiples estudios que revelan que las grandes estructuras turbulentas quasi-2D
horizontales juegan un papel importante en los flujos de aguas someras. Como también
inciden en la importancia de las condiciones de contorno en el lecho y en la superficie libre,
que confinan el flujo y modifican sus propiedades turbulentas. Las condiciones no-slip en el
lecho aumentan la produccion de turbulencias en 3D, asi como la condiciéon de libre slip en
la superficie libre fomenta la turbulencia 2D. EI confinamiento del flujo entre el fondo y la
superficie libre evita la generacioén de vorticidad por el mecanismo de expansion de los
vortices, lo cual es una diferencia importante entre los flujos de aguas someras quasi-2D y
los flujos 3D sobre geometrias 2D, ya que el proceso de expansion del vértice solo esta
presente en el ultimo caso.

Las propiedades 2D no estan siempre presentes en flujos de aguas someras. La estabilidad
de las grandes estructuras 2D dependen del balance entre el efecto de la tensiéon tangencial
horizontal, que produce las estructuras 2D, y el efecto del bajo calado, que provoca las
inestabilidades en 3D, y el efecto de la friccién de fondo y la tension tangencial vertical, que
estabilizan los grandes remolinos 2D y crean turbulencias 3D.

Existen diversos estudios tales como Wolanski (1984), Chen y Jirka (1995 y 1997) y Lloyd
(1997 y 2001) que muestran que, los flujos no confinados se clasifican en funcion del
numero de Reynolds, mientras que los flujos en aguas someras dependen directamente del
calado y de la friccion de fondo. Estos parametros establecen las diferencias entre flujos no
confinados 2D vy flujos en aguas someras 2D.



3.2. MODELOS NUMERICOS EN INGENIERIA HIDRAULICA

El acercamiento mas generalizado al modelo de flujo con superficie libre, aunque no el mas
usado, es el de calcular el flujo en 3D con un tratamiento especifico del contorno de la
superficie libre. EI mayor inconveniente de utilizar un modelo 3D es el coste computacional,
especialmente en problemas a gran escala, donde el dominio espacial es muy grande y hay
varios modelos de comportamientos del flujo a diferentes escalas.

En flujos de aguas someras es posible simplificar las ecuaciones que gobiernan el flujo
asumiendo una distribucion de presiones hidrostatica en la direccién vertical. Para este caso
la ecuacién vertical del momentum se simplifica de manera que basta con resolver las dos
ecuaciones horizontales del momentum en una malla 3D. La ecuacién de la continuidad se
utiliza para calcular la superficie libre.

Se pueden hacer mas simplificaciones hasta derivar en las ecuaciones en aguas someras
con integracién del calado en la vertical, también conocidas como las ecuaciones de Saint
Venant o ecuaciones en aguas someras 2D, que son obtenidas por integracion vertical de
las ecuaciones de aguas someras 3D. El modelo numérico de estudio de esta tesina,
SWUNST, Shallow Waters Unstructured, utiliza la formulacién de las ecuaciones de Saint
Venant con integracion vertical del calado, obteniendo buenos resultados con un coste
computacional relativamente bajo en comparacién con un modelo 3D. También tiene la
ventaja de ser muy robusto para el calculo preciso del calado, incluso en problemas
transitorios con altos gradientes en la superficie libre, tales como saltos hidraulicos. El trato
de frentes seco-mojado transitorios, que aparecen generalmente en regiones costeras y
problemas de inundabilidad, son mucho mas simples y estables que en modelos 3D.

De hecho, algunas de las hipdtesis que se asumen en los modelos de aguas someras
pueden perfeccionar algunos resultados. Este es el caso de un estudio del flujo en aguas
someras alrededor de islas conicas llevadas a cabo por Lloyd y Stansby (1997), donde se
demostraba que en algunos casos el modelo 2D daba resultados mas precisos que el 3D.
Algunos autores atribuyen estos resultado al hecho de que en un modelo 2D el mezclado
vertical es instantaneo, mientras que en uno 3D depende del modelo de turbulencia
utilizado.

3.3. ECUACIONES EN AGUAS SOMERAS

La mayoria de casos de flujos hidraulicos tratan con superficies libres turbulentas que
abarcan grandes dominios espaciales tales como estuarios, rios, canales, etc. Algunas de
las complicaciones con las que hay que lidiar cuando se simulan numéricamente este tipo
de flujos son:

- Geometria compleja

- Tamafio del dominio

- Calculo de la superficie libre

- Tratamiento de frentes seco-mojado
A veces, una geometria compleja obliga a utilizar una malla no estructurada (es decir, mas
densificada en alguna zona de especial interés de estudio tal como la zona posterior a una
obstruccién). Asi, el gran tamafo del dominio y las diferentes escalas envueltas complican el
tener una resolucion espacial alta. En este sentido, la aportacion de la malla no estructurada
del programa SWUNST permite discretizar simplemente la geometria de estudio,
optimizando asi los recursos computacionales y agilizando en gran medida los calculos. De
la misma forma que permite obtener resoluciones mayores con un mismo tiempo
computacional.

Para saber cuando podemos aplicar el modelo numérico y que podemos esperar de sus
resultados es basico conocer y entender las limitaciones de las ecuaciones resultantes que
gobiernan el modelo numérico.



3.3.1. NOTACION

Cuando se derivan las ecuaciones de Saint Venant de las de Navier-Stokes aparecen varias
definiciones de las variables del flujo (instantaneo, media vertical, fluctuacion, fluctuacion
vertical, media conjunta), que puede llevar a confusion si la notacién no es clara. A
continuacion se define la notacion utilizada:

u(x,y,z,t): velocidad instantanea

u(x,y,z,t): media conjunta de u

u'(x,y,z,t): fluctuacion de u respecto a la media conjunta
(uy(x, y,t): media vertical de u

u"(x,y,z,t): fluctuacién de u respecto a la media vertical
U=u)(x,y,t): media vertical de la media conjunta

U'(x,y,z,t): fluctuacion de la media conjunta respecto a la media

vertical de la media conjunta

En general, la media conjunta depende del tiempo. En flujo estacionario la media conjunta
es equivalente a la media en el tiempo, y por eso no es dependiente del tiempo:

u=u(x,y,z) U=U(xy)

Ecuacioén 3.1

Por otro lado, en regimenes turbulentos, la velocidad instantanea u siempre depende del
tiempo, incluso en flujos estacionarios. Para simplificar la notacion, la media vertical de la
media conjunta sera:

1 zs
U=— J.ﬁdz
h zb
Ecuacion 3.2

Donde h =z -z, es el calado, z, es la cota dellechoy z, es la cota de la superficie libre.

Mediante las definiciones anteriores, cualquier variable se puede descomponer en su media
y sus valores fluctuantes como:

U=u-+u u=u+u" uw=U+U" (Ww=U+u"

Ecuacion 3.3

La cuarta Ecuacion 3.3 es la media vertical de la primera, mientras que la tercera es la
media conjunta de la segunda. Considerando estas definiciones, se aplican las relaciones:

w=0 W'y =0

Ecuacion 3.4



3.3.2. CALCULO DE LA SUPERFICIE LIBRE

Cuando calculamos la superficie libre del flujo aparece una nueva variable: la localizacion
del contorno de la superficie libre, es decir, el calado. Se calcula normalmente integrando
verticalmente la ecuacioén de continuidad o con la condicién cinematica de la superficie libre.
Con la primera opcion obtenemos:

Tomw ov ow
+

—+—+—dz=0
5 0x 0y Oz
Ecuacion 3.5
Aplicando la regla de Leibnitz:
zs a 8 zs a a
ijﬁdz— = u, +iﬁb +£jvdz+ = v +ivb +w, —w, =0
ox 3, X 0z oy, oy

Ecuacion 3.6

Donde el subindice s se refiere a las variables de la superficie libre y el subindice b se
refiere a las variables del fondo del canal. Cabe destacar que las velocidades del lecho

(w,,v,,w,) pueden ser diferentes de cero. En el caso hipotético de que el lecho sea mavil,

debido a una condicién no-slip, la velocidad del fluido es igual a la velocidad del lecho. La
superficie libre y las condiciones cinematicas del fondo del canal vienen dadas por:

Oz, 0Oz, 0Oz, _
w, = +—u, +—v,
SOt Ox oy

oo 0%, 07y Oz,

w u, +—1W,
ot ax P ey !

Ecuacion 3.7

Sustituyendo la Ecuacion 3.7 en la Ecuacion 3.6 se obtiene la ecuacion de continuidad por
integracion vertical:

oh ohU ohV
—+ +—=
ot 0Ox oy

0

Ecuacion 3.8

Notese que no se ha hecho ninguna aproximacion para deducir la Ecuacion 3.8. Nétese
también que esta ecuacion es valida incluso para lecho movil.

3.3.3. ECUACIONES DE SAINT VENANT (EN AGUAS SOMERAS) EN 2D MEDIANTE
INTEGRACION VERTICAL

Con la intencion de simplificar, sélo se va a considerar una dimension horizontal para
obtener las ecuaciones de Saint Venant. La extension a la segunda dimension horizontal
viene a continuacion. La ecuacion vertical del momentum RANS para flujos estacionarios es:



EYCRANPY T ¢

ouw  oww 1 op o'w 0w\ ouw' ow'”
+ =—— 4V + -
ox 0z

ox 0z p Oz

Ecuacion 3.9

La presion total p se puede descomponer en presion hidrostatica p, y presion dinamica
P, - Asumiendo una densidad constante:

P=D,t P,
Z_jh :pg(z.v_z)+ﬁa

Ecuacién 3.10

Donde z, es la cota de la superficie libre, y p_ la presion atmosférica, en general se suele

considerar la presién atmosférica como constante y de valor 0, lo que quiere decir que a las
presiones modeladas se les tiene que sumar 1 atmosfera para obtener las presiones reales.

El téermino de la presion hidrostatica p, se compensa con la aceleracion gravitacional —g en
la Ecuacion 3.9.

La hipotesis mas importante que se ha hecho a la hora de deducir las ecuaciones de Saint
Venant 3D es la presuncion de distribucidon de presiones hidrostatica, esto significa que la
presion dinamica es nula, o lo que es lo mismo:

p=pg(z,~-2)

Ecuacion 3.11

Para obtener las ecuaciones de Saint Venant por integracion vertical se deben considerar
varias simplificaciones anadidas. Se estudiara unicamente la ecuacién x del momentum,
siendo analoga la integracion de la ecuacion y. El proceso de integracion consiste
basicamente en integrar la ecuacién x del momentum en la direccion vertical, aplicando la de
Leibnitz, y usando las condiciones cinematicas de superficie y la superficie del lecho. Para
realizar el proceso, se clasifican los términos de la Ecuacién 3.12 (Ecuaciones 3D en aguas
someras) en conveccion, gradiente de presion, difusidon viscosa y turbulenta en direccion x,
difusién viscosa y turbulenta en direccion z.

ou ov ow
—+—+—=
ox Oy Oz
ou ouw ovi owi oz, lop, (o w o) ou? ouv  ouw
—+ + + e U I o Sl B - -

o ox Oy 0z ox p Ox ox~ oy~ Oz ox oy 0z
ov ouv ovv  owv oz, laop, (& v o) ovu' o ovw
+ + - —— +v 2 + 2 + 2|~
ox~ oy oz

0

Ox oy 0z

o ox Oy 0z oy p oy

Ecuacion 3.12



3.3.3.1. Convecciéon

La integracion de los términos convectivos a lo largo del calado resulta:

t(omw owmw ovu Oown 07 o
J'7+ + + z = — \udz—u w, +u,w,
Noao o oy @

! Car T e

zs a a
+ij'vadz—véj Zs +vbf,7bi
yzb ay ay

zs a a
+EJ.wudZ—WSLTS %s +sz7bi
0z 0z 0z

Ecuacién 3.13

Aplicando las condiciones cinematicas al lecho y superficie libre (Ecuacion 3.7), la
integracién vertical del calado del término convectivo (Ecuacion 3.13) se puede escribir
como:

zs zs

stIudZ + ;Ciuzdz +86y;[wdz

Ecuacién 3.14

Para resolver las integrales de la Ecuacion 3.14, se define una funcién de forma como:

u(x,y,2) =U(x,y)f(x,y,2)

Ecuacion 3.15

La funcién de forma f puede variar no solo en z, sino también en x e y, de manera que el

perfil vertical de velocidad horizontal varia en forma de un punto a otro. Considerando la
definicion de la velocidad media vertical de la media conjunta U dada por la Ecuacion 3.2 y

definiendo una sigma coordinada como o = Z , se aplica la siguiente condicién a la funcién

de forma f':

1
[ 1 y,0)do =1
0
Ecuacién 3.16

En flujos de aguas someras con un fuerte comportamiento homogéneo en la direccion
vertical, la funcion de forma es casi constante, con un valor cercano a 1. En estas
situaciones se puede hacer la siguiente aproximacion:



Ecuacién 3.17

Asumiendo la aproximacién de la Ecuacion 3.17, y sustituyendo la Ecuacién 3.15 en la
Ecuacion 3.14, se obtiene la forma final del término convectivo de la integracion vertical del
calado en la ecuacion x del momentum como:

ohU ohU?* ohUV
+ +
ot ox oy

Ecuacién 3.18

Una forma alternativa de calcular las integrales de la Ecuacién 3.14 es la de descomponer la
velocidad horizontal en la velocidad media y su fluctuacién, que depende de la coordenada
vertical como:

u=U+U" v=V+V'

Ecuacion 3.19

Donde U' =U’(z), mientras que U es independiente de z. Sustituyendo la Ecuacién 3.19 en
la Ecuacion 3.14 se obtiene:

ohU ohU* ohUV oD, oD,
+ + + +
ot ox oy ox oy

Ecuacién 3.20

Con:
D, = [U"d: D, = [UViz
zb zb
Ecuacion 3.21

Los términos D,y D, son conocidos como los tensores de dispersion longitudinal y lateral

respectivamente. Su importancia respecto a los tensores de flujo convectivo y turbulento es
relativo, y depende de la magnitud de las velocidades fluctuantes U’y V. En el caso limite
de que el perfil de velocidades sea uniforme a lo largo de la coordenada vertical, los
términos de dispersion desaparecen. En un caso general su valor es fuertemente
dependiente de la existencia de corrientes secundarias verticales, que normalmente
aparecen cuando los efectos de la curvatura en el campo de velocidades son importantes.
Veremos una muestra en el capitulo jError! No se encuentra el origen de la referencia.,
donde se describe la aplicacion del modelo bidimensional a un meandro. Estos flujos
secundarios crean deformidades en el perfil vertical de velocidades horizontales 7 y v .
Rastogi y Rodi (1978) calcularon el flujo en aguas someras en un canal longitudinal con
flujos secundarios debidos a los efectos de flotabilidad, y descubrieron que la friccion del
lecho tiende a hacer desaparecer los flujos secundarios, disminuyendo la importancia
relativa de los términos de dispersion. De ahi que exista una mayor similitud entre modelos
2D y 3D para el caso lechos rugosos que para el caso de lechos lisos.



Los términos dispersivos D,y D, generalmente se desprecian en las ecuaciones de

integracion vertical del calado, lo que equivale a asumir la aproximacion dada por la
Ecuacion 3.17. En algunos trabajos como los de Duan ( 2004) y Lien et al. (1999)
propusieron expresiones aproximadas para los términos dispersivos, basados en los perfiles
experimentales de velocidad obtenidos en canales curvados.

3.3.3.2. Gradiente de presion

La integral del gradiente de presion hidrostatica a lo largo del calado es:

Oox Oox X

—Igzz‘*dz Y P e
zb X

Ecuacion 3.22

3.3.3.3. Difusién viscosa y turbulenta en la direccién x

Considerando la tension efectiva 7, que incluye las tensiones viscosas y turbulentas en la
direccién x, la integral de los términos viscosos y turbulentos se puede expresar:

Tor 07, oz, . 0z, _
T gy = O dr— 5 F (2 )+
;[7 ax Z x;[]txx Z ax tx,\(zs)—l— ax tx,\(zb)
Ecuacién 3.23
con:
- =Va£—1/l’2
XX ax

Ecuacion 3.24

La tension longitudinal en el lecho es cero (fm (zb): O). Considerando que en la superficie
libre la tensién longitudinal es bastante pequena (especialmente si la comparamos con la
tension vertical 7., ), el término 7, (zs) se puede despreciar en la Ecuacion 3.23. Con esta
aproximacion, sustituyendo la Ecuacion 3.15 en la Ecuacion 3.23 nos da:

J‘%dz :ﬁj.‘failjdz_kﬁj.ngdz—ﬁj.uﬁdZ
ax 8)6 ax axzb ax axzb

zb

Ecuacion 3.25

Tal y como se ha hecho en la Ecuacion 3.17, asumimos que las variaciones de la funcion de
forma f son mas pequefas que su valor, por ejemplo las variaciones de la velocidad
horizontal en la direccién z son pequenas. Por lo tanto, el segundo término en el lado
derecho de la Ecuacion 3.25 puede despreciarse:



ﬁ VUgdeO
ox:  Ox

Ecuacion 3.26
Con esta nueva aproximacion, y sustituyendo Ecuacion 3.16, la forma final de los términos

difusivos de viscosidad y turbulencia integrando en la vertical del calado, en la direccion x,
son:

2
° (V)2
ox ox ox

Ecuacion 3.27

Donde (u'*) representa el valor medio por integracién en la vertical de la tensién de

Reynolds u'* . Para el caso en el que se consideran dos dimensiones tenemos t..t, el
mismo procedimiento, introduciendo ademas la ecuacion de continuidad se llega a siguiente
resultado:

ox

+—|v
ox oy ox oy

2 o
a(Vha_Uj 8@( ha_U]_ahw ) Oh(u'v
v

Ecuacion 3.28

3.3.3.4. Difusién viscosa y turbulenta en la direccién z
La integral del término de la difusion vertical nos da:

on
— Vi
Oz

TV o'n dz +T Ou'w’ dz = Va—L7

AW [ _
5 & % + (u w )Z - (u \ )zb =T, Ty,

0z

zb zb Zs Zp

Ecuacion 3.29

donde 7, . y 7, son las tensiones tangenciales en la direccion x de la superficie libre y del
lecho, respectivamente.

3.3.3.5. Ecuaciones resueltas a partir de la integracién vertical a lo largo
del calado

Con las aproximaciones que se han asumido hasta ahora, la forma final de las ecuaciones
de Saint Venant con integracion vertical en la longitud del calado es:

ohU .
%+ L=0
ot  Ox,

J




ohU,  OhUU, oh &z, hop, T, T. 0 ( an] Oh(ulu’)
+ = gh— — 4+ vh -
ot ox, X, ox, pox, p p Ox Ox, Ox

Ecuacién 3.30

Las tensiones de Reynolds se deben calcular mediante un modelo de turbulencia. Dejando
aparte los términos de turbulencia, la ecuacion 2D mediante integracion vertical a lo largo

del calado es un sistema de 3 ecuaciones diferenciales con 3 incognitas (U,V,h), definidas

en un dominio espacial bidimensional. Esto conlleva una importante reduccion del coste
computacional respecto a las ecuaciones originales RANS, que estan formadas por 4
ecuaciones definidas sobre un dominio espacial 3D, con el inconveniente adicional de que la
superficie libre constituye un contorno mavil. A pesar de ello, cuando se aplica sobre flujos
de aguas someras, mantienen un buen equilibrio entre precision y coste computacional.

Para los casos de interés en hidraulica podemos suponer que la presion atmosférica tiene
un valor constante, de la misma manera las tensiones superficiales debidas a la friccion del
viento las consideramos nulas, de esta manera el sistema de ecuaciones es el siguiente.

OhU .
%+ =0
ot 8x].

- ohWUU. 0(gh’/2 , o
on, ohuy, k) e m, 00U
ot ox; Ox, ox, p Ox x, !

Término convectivo Término difusivo

Ecuacién 3.31
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4. FORMA CONSERVATIVA DE LAS ECUACIONES DE AGUAS SOMERAS

En primer lugar rescribimos las ecuaciones encontradas para las aguas someras (ver
anejo 3) incorporando los términos viscosos segun las hipétesis de Boussinesq vistas
y con todos los términos desarrolladas:

oh ohU ohV
_+_+—:0
ot Ox oy
o(hUU +gh* 2
ohy  (hUU +g /)+6hUV:_g %_&Jrg(h(vm)@_U}i h(v+v,) Y
ot ox oy ox p Ox ox ) Oy oy

+<3th 6_U+6hv, ov 2 ohk
ox Ox Oy Ox 3 Ox

o(hVV +gh 2
ony  onuv (W +g /):_gh%_%_»Y+i(h(v+vt)6—Vj+i hv+v,) 2
ot ox oy o p Ox

ohv, 8U ohv, 8V 2 ohk

ox oy oy oy 3dy

Ecuacion 4.1

Ahora tratamos de escribir el sistema de ecuaciones anterior en forma vectorial, para
ello definimos el vector de variables dependientes ¢ :

h
qg=| hU
hV

Ecuacion 4.2

Estas variables son las denominadas conservativas, construimos la forma vectorial de
nuestro sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

%W-f(q)=v-(h(v+v,)%(Vg(q)+VTg(q))j—S

Ecuacion 4.3

Donde el operador divergencia esta definido en dos dimensiones x, y, los valores de
las funciones son:

V-f(@=alq),+b(q),



hU hV

a=| hUU +gh® /2 b=|  hUV
huv hVV + gh’ [2
0
0 ) 2 Ohk
T
g=|U S=| ghZey Tox 2K
p ox p 3 0x
o O, o 200k
ay p 30

Ecuacion 4.4

En la nueva forma conservativa de la ecuacién se distinguen claramente los términos
convectivos y difusivos:

Derivada local Término difusivo
— =
oq 1 ’
— + V. =V h(v+v )=V +V - S
= /() ( (v V’)z( 2(q) g(q))} S

Término convectivo Término fuente

Ecuacion 4.5

Que podemos rescribir en forma simplificada como:

%+V- &—h(v+vt)%(Vg(q)+VTg(q)) =-S
F(q) Ng)
9q

5+V-(F(q)—N(q))=—S

Ecuacion 4.6
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5. CONDICIONES DE CONTORNO EN AGUAS SOMERAS

5.1. CONDICION DE CONTORNO DE FLUJO

En los ultimos anos el método de volumen finito se ha ido mejorando mediante el
meétodo Godunov y los solvers Riemann, pero generalmente se sigue utilizando el
meétodo de las caracteristicas para introducir condiciones de contorno en cédigos
numeéricos. El cédigo SWUNST propone una nueva aproximacion a la introduccién de
condiciones de contorno mediante la solucién al problema de Riemann. Este mismo
solver Riemann se puede utilizar para todo el dominio, incluyendo los contornos. Esta
aproximacion permite introducir shocks y ondas de cualquier otro tipo como condicién
de contorno de manera que sean compatibles con la solucion al problema de
Riemann. La teoria de la metodologia aplicada esta explicada de manera exhaustiva
en Medina (2008). De todas maneras, a continuacion se hace un breve resumen.

El uso del método del volumen finito en problemas hiperbdlicos se ha empezado a
extender hace relativamente poco tiempo. El método Godunov y el solver Riemann se
han combinado para obtener métodos de alta resolucion capaces de resolver
regimenes transcriticos’.

Las caracteristicas intrinsecas de los problemas hiperbdlicos hacen que la definicion
de un problema bien propuesto no sea trivial, ya que las condiciones de contorno
impuestas deben cumplir la estructura hiperbdlica del problema.

En este sentido, en la mayoria de problemas con las ecuaciones en aguas someras
(régimen subcritico), las condiciones de contorno son aguas arriba el valor del caudal y
aguas abajo el nivel de agua. Para aplicar las condiciones de contorno en un problema
hiperbdlico como es el de las ecuaciones en aguas someras, se necesitan dos
variables dependientes aguas arriba y dos aguas abajo. Es por ello que los valores de
las variables desconocidas (nivel de agua aguas arriba y caudal aguas abajo) se
tienen que interpolar. Esta tarea normalmente se resuelve con el método de las
caracteristicas MC, pero esto conlleva la utilizacion de dos esquemas numéricos
diferentes para la resolucion del problema: el método del volumen finito en el interior
del dominio y el MC en los contornos. Esta solucion tiene el mismo handicap que el
MC, no se puede utilizar para resolver regimenes transcriticos. Asi pues, en el dominio
tenemos un método que puede tratar con régimenes transcriticos y en los contornos
tenemos un método que no puede tratar con discontinuidades.

! Regimenes transcriticos: el texto se refiere a que el método que combina Godunov y Riemann
es capaz de resolver el regimen subcritico, supercritico y el paso de uno a otro y viceversa.
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Figura 5.1 Grafico que simula la problematica de la apariciéon de discontinuidades en el
interior del dominio con el calculo mediante volumen finito.

5.1.1. METODO DE GODUNOV Y RIEMANN SOLVER EN ECUACIONES DE AGUAS
SOMERAS

El método propuesto en el codigo SWUNST se puede aplicar a cualquier problema
hiperbdlico. Pero para mantener la solucion del esquema consistente, se debe utilizar
el mismo método para resolver el dominio y los contornos. De todas maneras, este
método fue especialmente formulado para trabajar con el método de Godunov
(Godunov, 1959). El método usa la estructura de la solucion del problema de Riemann,
tal y como se explica a continuacion.

La solucién del problema de Riemann tiene dos ondas diferentes, una de la forma
débil y otra de la forma cuasi lineal. Estas dos formas y sus soluciones se describen en
el apartado siguiente. La teoria introducida en este capitulo se discute en varias
publicaciones (LeVeque, 2004), por lo que se describe brevemente. Los sistemas
hiperbdlicos normalmente toman la forma diferencial:

oq(x.1) , ofglx.t)) _
ot Ox

Ecuacion 5.1

El flujo es f(x,t) y q(x,t) es un vector de variables dependientes en la fase espacio,
x y t son las variables independientes, espacio y tiempo. Las ecuaciones en aguas
someras estan formadas por un sistema de ecuaciones hiperbdlicas que expresan la
conservacion de la masa y el momentum. Estas son dos variables dependientes,
calado % (m)y caudal unitario Au (m?/s):

B h
1= hu
oh  Ohu _
ot Ox
5 2
ouh+g—
Ohu ( & J
+ =0
ot ox

Ecuacion 5.2



La gravedad es g (m/s?), u es la velocidad (m/s) definida como Au/h . Estas

ecuaciones reproducen el comportamiento de un canal de seccién rectangular sin
friccion ni pendiente.

5.1.2. CALCULO DEL FLUJO Y DISCRETIZACION

La relacion entre el método de Godunov y el problema de Riemann se debe al calculo
del flujo en la ecuacion (1). Si se divide el dominio espacial y temporal en celdas, en el

volumen de control i [xifl/z,xm/z] podemos expresar la conservacion de una
propiedad usando la siguiente ecuacion (forma conservativa de Ecuacion 5.1):

d

dt »,::ll/zzq(xﬁ)dx = f(q(xi—l/zat))_f(Q(xm/zvt))

Ecuacion 5.3

Tenemos un flujo en x,_,,,, en la cara de aguas arriba, y el otro en x,,,,,, en la cara de

aguas abajo del volumen de control. El método Godunov calcula estos flujos
resolviendo el problema de Riemann. Este es un problema diferencial que tiene una
discontinuidad con diferentes valores de variables dependientes a ambos lados de la
discontinuidad. Se puede definir el flujo medio entre dos volimenes de control i y i +1

en un paso de tiempo n como F}},,,, y usar la similaridad con las ecuaciones
hiperbdlicas para calcularlo.

" 1 n+l
Fin = Ait‘[t f(q(xi—l/Z’t)yt
tl1+l

n 1
Fin = f(Q(xi—l/zat))XtL dt
Fl, = f(Q(xi—l/zat))
Fl, = f(qL(Qinﬂgiﬁl ))
Fl,= f(‘f(%:‘]r))
Ecuacion 5.4

Q! es el vector de las variables dependientes en la celda i en el paso de tiempo 7,
ql es el vector de las variables dependientes en la cara de la celda, y depende de los

valores a ambos lados de la discontinuidad (Ql.”,Ql.’:l), representados como g¢,,q,

(subindice / y r indica el lado izquierdo y derecho). Finalmente, el problema de
Riemann resuelve el sistema de ecuaciones hiperbélicas entre ambos valores de las
variables ¢,,q, a ambos lados de la discontinuidad, para encontrar la solucion al

estado de flujo ql(q,,qr). Las condiciones de contorno son una excepcién porque las

variables dependientes a ambos lados del problema de Riemann son desconocidas.
Por ejemplo, en el contorno de aguas abajo, los valores derechos de la discontinuidad

g, son conocidos y los valores izquierdos ¢, tienen una variable dependiente
desconocida (régimen subcritico).



5.1.3. RIEMANN SOLVER

En el problema de Riemann para las ecuaciones de aguas someras hay dos familias
de ondas solucioén, las ondas Rankine Hugoniot y las ondas del invariante de Riemann,
la primera familia son ondas discontinuas, llamadas shocks y la segunda familia son
ondas continuas, llamadas rarefractions. La solucién consiste en dos valores en el

espacio de fase ¢,,q, conectado a un tercer valor del espacio de fase g, mediante
ondas. De esta manera, una onda conecta ¢,,q,, y una onda conecta ¢, ,q,. Cada

onda debe pertenecer a una familia de ondas. Cada familia tiene dos ondas, por lo que
en cada valor en el espacio de fase se pueden encontrar cuatro ondas diferentes:

ShockA,, ShockA,, Riemannl, y RiemannA,. Sin embargo, tan solo determinadas

partes de esas ondas son validas. Esta condicién se impone por entropia (Lax, 1972).
Usando las soluciones validas de Lax, se ha construido un solver combinando las
diferentes ondas validas para obtener un valor, el cual esta conectado a una onda-1 en

el estado izquierdo del problema de Riemann ¢,, y a una onda-2 en el estado derecho
del problema de Riemann g, .

Las ondas validas que conectan ¢, y ¢, son (onda-1):
U+ 2(«/ghz —-/&h, ) <h,

u =
"Nu—h—n) &L L
ul (hm hl) 2[}1 +hlj h >h[

m

Ny

Ecuacion 5.5

Las ondas validas que conectan ¢, y g, son (onda-2):

oodfeh—[eh)  nen

=

Ecuacion 5.6
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Figura 5.2 Espacio de fase, soluciones de entropia validas que conectan los dos valores
del problema de Riemann ¢,,q, .
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Figura 5.3 Espacio de fase, ejemplo de la solucion del problema de Riemann, el valor de
laizquierda g, esta conectado con el valor solucion g, mediante una onda Shock/, y el

valor solucion esta conectado al valor derecho ¢, mediante una onda RiemannA, .

Es importante diferenciar ¢, de g, la primera es la solucion de Riemann y la

segunda es la solucion del flujo (flujo en la cara del volumen de control). Esta
diferencia es fundamental para el algoritmo de resolucién de condiciones de contorno
propuesto. Si resolvemos el problema tipico de rotura de presa para ¢ = 0, obtenemos

la solucién de Stoker (Stoker, 1957) y el flujo en la presa es g # q,, (Figura5.4).
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Figura 5.4 Ejemplo del problema de Riemann ¢,,q,, solucién g, y célculo del flujo qL
enlacara x =0, en la figura se puede ver el valor del calado en r =0.1.

Por lo tanto, el algoritmo para el calculo del flujo mediante Godunov es:

Variables _dependientes 9 =9
Qr = Qilil
J
q, = RiemannSolver(q, , q,,)
J
7 =q"(4,9,-9,)
J
Fl,= f(qL(% g, ))

Ecuacion 5.7

5.1.4. CONDICIONES DE CONTORNO

En los problemas hiperbdlicos, la definicién de las condiciones de contorno no es
trivial. EI numero y puntos de aplicacién de las condiciones determinan si el problema
esta bien planteado. El sistema de ecuaciones en aguas someras (EAS) tiene dos
variables dependientes y dos ecuaciones. En el dominio hay dos contornos diferentes

X,_120X,412, Y dOs incognitas en cada contorno. Dependiendo del problema, es

necesario imponer una, dos o ninguna condicién de contorno en cada dominio de
contorno.

5.1.4.1. Descripcion del problema

En problemas hiperbdlicos, las condiciones se deben imponer en el parte upwind, que
esta definido por los valores propios del sistema hiperbélico. Los valores propios de las
EAS pueden ser ambos positivos, negativos o uno negativo y otro positivo. Estos tres
casos definen zonas en el espacio de fase, el régimen supercritico, el régimen inverso
y el régimen subcritico. Si en un dominio encontramos diferentes regimenes, tratamos



con un régimen transcritico, tal y como se ha descrito antes. También es posible
encontrar valores propios con valor cero, y definen puntos soénicos.
La frontera entre las tres diferentes zonas de regimenes en el espacio de fase se

define por dos curvas, Crit+ es el contorno entre la zona subcritica y la supercritica, y
Crit- es el contorno entre la zona inversa y subcritica, estas curvas se definen por un
parametro adimensional, el nimero de Froude:

Régimen supercritico Crit+
A=0=>u—-/gh=0=
u

=./gh
ug:@

Régimen inverso Crit-
A =0=2u+./gh=0=>

=1=numeroFroude

u=—/gh= U — 1 = nimeroFroude

Jah

Régimen subcritico
1 < numeroFroude < 1

Régimen supercritico
numeroFroude > 1

Régimen inverso
numeroFroude < —1

Ecuacion 5.8

En un régimen supercritico, las condiciones de contorno deberian definirse en el

contorno aguas arriba. En un régimen inverso, las condiciones de contorno deberian
imponerse en el contorno aguas abajo. En el régimen subcritico, se deberia imponer
una condicién aguas arriba y otra aguas abajo.

hu (m2/s)

200 I Supercritical
Inverse
Riemann h.,
150 -——— Riemann A,
+ Shock &,
100 o Shock i,
® qa
50 o ar
® gm
T
] o
l&qm
-50 *
L]
-100 .
-150 °.
=200 1 I )
5 10 15 20 25 30

h (m)

Figura 5.5 Espacio de fase con las zonas definidas para cada régimen, supercritico (gris
oscuro), inversa (gris) y subcritico (blanco), la figura es un ejemplo del problema de
Riemann y su solucién con todos los valores en la zona subritica.



En un régimen transcritico el nUmero de condiciones impuestas en cada contorno
depende de la zona de régimen a la cual pertenezca el contorno. Para resolver un
problema de Riemann, se necesita conocer los valores de las variables dependientes
en ambos lados del problema.

En un régimen supercritico o inverso, encontramos un contorno con todas las
condiciones impuestas, asi que la solucién del problema de Riemann en este contorno
deberian ser las condiciones de contorno impuestas:

QCC = (hcc ? hucc )
Ecuacién 5.9

Donde ¢, es el vector de condiciones de contorno, compuesto por las variables
dependientes impuestas, calado %, y caudal unitario Au,_, , por lo que la solucion del

flujo de Riemann deberia ser g~ =g,, =¢,., sino no es un problema bien planteado.

En el otro contorno no tiene condiciones de contorno impuestas; la solucién del
problema de Riemann no deberia depender de los valores desconocidos. Esto es lo
que define una condicién del problema bien planteada.

El régimen subcritico es diferente. En vez de resolver el problema de Riemann,
tenemos un lado del problema con sélo una condicidn impuesta, asi que la otra debe
ser interpolada. Un método de condiciones de contorno completo deberia encontrar la
el valor de la variable dependiente. Deberia ser consistente con la condicion de
contorno impuesta y las variables dependientes del dominio.

Primero, el método deberia comprobar si la condicion esta bien impuesta. Segundo, el
método deberia interpolar los valores de las variables dependientes incompletas.
Estos problemas han sido solucionados tradicionalmente con el MC, pero éste no es
un método consistente con el método Godunov, el cual si que es capaz de tratar con
régimenes transcriticos.

5.1.4.2. Descripcion general del método de solucién

Este método utiliza la estructura de la solucion del problema de Riemann para
introducir las condiciones de contorno en el dominio. El método utilizara la estructura
de la solucién de Riemann para probar si las condiciones de contorno estan bien
puestas, y utilizara esta estructura para calcular los valores de las condiciones de
contorno incompletas (subcritico).

Para régimen supercritico e inverso, se requieren dos condiciones impuestas

(hcc,hucc) para pertenecer a la zona supercritica o inversa del espacio en fase.

También se requiere que el estado solucion del problema de Riemann ¢, cumpla otra
condicion, dependiendo del régimen, para garantizar que la solucion del flujo

g = (hcc’h“m) es igual a los valores de contorno impuestos.

Para régimen subcritico, se impone una variable dependiente en cada parte del
dominio y la otra necesita ser interpolada. Para encontrar esta variable desconocida, el

método impondra que pertenece a la fase conectada al interior del dominio de valores
de variables dependientes, por medio de ondas validas. La Figura 5.6 muestra un

ejemplo de un régimen subcritico con un caudal unitario 4u,, impuesto aguas arriba y

la otra variable dependiente /_, interpolada. El estado (%, ,/hu, ) esta conectado al

cc?d

interior del dominio ¢, por una rarefraccion de RiemannA, .
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Figura 5.6 Interpolacion de la condicion de contorno /. a partir del estado interior g, y

la condicién de contorno impuesta /i,

Los valores de variables dependientes en ambos lados del problema de Riemann son:

q, =0
h?

4= hu,,

Ecuacién 5.10

Conceptualmente, este método encuentra una solucion de Riemann ¢, , pero para el

método de Godunov necesitamos la solucién del flujo ¢~ . Sin embargo, y como
veremos mas tarde:

En un régimen subcritico, las condiciones de contorno estan bien planteadas s6lo si se
cumple ¢* =gq,,.

La demostracion es simple, siimponemos una unica condicion de contorno (hccohua,),
el flujo resultante deberia depender del valor interior (q,oqr) y del valor de la condicion
de contorno (hccohua,). Los valores de fases conectadas por ondas validas al estado
interior (q,oqr) tienen un grado de libertad, asi que imponiendo una condicion de
contorno (hccohucc), el valor de la solucion de estado ¢,, se define exactamente. Tal y

como veremos, en algunos casos la solucion es indefinida, pero estos casos no estan
matematicamente bien planteados.

Asi pues, la solucion del flujo ¢* deberia cumplir ¢* €[q,.¢,] 0 ¢* €[q,,.4.].
dependiendo del caso (condiciones aguas abajo o aguas arriba). En algunos casos

encontraremos ¢ = g,,. Sin embargo, otros casos cumpliran ¢* € [qm,q,] o}
q" e [qm,q,], como las rarefracciones transcriticas. En estos casos el problema no
esta bien puesto porque qL * (h huw), asi que la condicién de contorno no esta

impuesta.

cc?d



5.1.4.3. Régimen supercritico e inverso

Los regimenes supercriticos e inversos implican imponer ambos valores de las
variables dependientes en el contorno, tal y como hemos comentado anteriormente,
trataremos con el contorno aguas arriba. Si se encuentra régimen supercritico, se
obtienen los valores izquierdos de las variables de Riemann a partir de las condiciones
de contorno y los valores derechos de Riemann de los valores del dominio.

q, =0
h

cc

ql - hucc

Ecuacion 5.11

Con toda esta informacion ya es posible calcular la solucion de Riemann y probar su
validez. En la Figura 5.7 es posible ver la solucion de Riemann para una condicién de

contorno supercritica aguas arriba, y como resultado obtenemos qL =gq,.,asiquees
un problema bien planteado.
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Figura 5.7 Solucién del problema de Riemann para régimen supercritico aguas arriba.

En la Figura 5.8 podemos ver una condicion de contorno supercritica aguas arriba mal
puesta; la solucién del flujo que se obtiene en el contorno aguas arriba qL no es igual
al valor de la condicion de contorno impuesta ¢, , sino que es igual a g, , asi que ésta

seria una condicién de contorno no valida, suponiendo siempre que fuera supercritica.
Asi pues, este es un problema mal planteado.



Phase space solution
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Figura 5.8 Condicion de contorno supercritica invalida aguas arriba, ¢* # q.-

La condicion de contorno impuesta tan solo es valida si la solucion de Riemann g,
cumple la condicién positiva de velocidad de choque:

hu, —hu,,
hm - hCC
Asi que la pendiente de la linea que conecta ¢, y ¢, deberia ser positiva.

Si en el régimen inverso la condicion de contorno se aplica en el contorno aguas
arriba, los valores derechos del problema de Riemann deberian estar dentro de la
zona de régimen inverso (Figura 5.5); si esta condicion se cumple, no es necesario
imponer condiciones de contorno en este contorno.

Si el régimen inverso se impone en la condicién de contorno aguas abajo, la condicion
es:

>0

hu, —hu,,

hm - hcc

<0

Ecuacién 5.12

5.1.4.4. Régimen subcritico

Tal y como hemos explicado en el apartado 5.1.4.2 y descrito en la Figura 5.6,
aplicando condiciones de contorno subcriticas sélo se impone un valor de variable
dependiente, asi que el otro valor deberia interpolarse de las curvas validas del
problema de Riemann. En el contorno aguas arriba el valor incognita deberia

obtenerse de las curvas que conectan con ¢, (Figura 5.6). Con el valor impuesto y el
valor interpolado construimos ¢, y este punto esta en la curva ¢, , asi que es la
solucién de Riemann ¢, =q,, .



En la Figura 5.9 se impone una condicion de contorno aguas arriba hu,, = 100m* /s, e
interpolando este valor en la curva ¢, se obtiene un calado de /., =20m, estos dos
valores forman el vector de valores del contorno ¢, . Cuando resolvemos el problema
de Riemann (qcc,q,), se obtiene la solucion de Riemann ¢, = q,... Para que sea un
problema bien puesto es necesario que ¢* = q, =4,.,Cosa que se consigue en la

solucion del problema de la Figura 10. Si ¢* # g, entonces el caudal unitario o el
calado no son los impuestos por lo que es un problema mal puesto.
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Figura 5.9 Condicién de contorno subcritica impuesta aguas arriba.
En la Figura 5.10 se muestra otro caso de condicion de contorno subcritica aguas
arriba /,, =10m , la condicién interpolada es hu,, =-22m* /s . Ahora la solucion se

conecta usando una rarefraccién en vez de una onda de choque (Figura 5.9). Es un
problema bien planteado porque ql =q,.-
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Figura 5.10 Condicién de contorno subcritica aguas arriba.

Como en el caso anterior, es posible encontrar condiciones de contorno no validas, en
el régimen subcritico esto ocurre cuando ¢ # q,,enlaFigura 5.11 es posible ver un

ejemplo, el valor de contorno impuesto es 4, =14m, y el interpolado es

hu,, =125m> /s .
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Figura 5.11 Condicién de contorno subcritica invalida aguas arriba.

Como se muestra en la Figura ¢ # ¢, asi que ¢ #q,,, este es un caso de un

problema mal planteado.
. e _ 1 . Ry
En regimenes subcriticos g, =¢q, =q~ se debe cumplir la condicion:



hu,, —hu,
h.,—h

cc r

Ecuacion 5.13

Asi que la linea que conecta el valor derecho ¢, con el valor del contorno g, deberia
tener pendiente positiva. Para el contorno aguas abajo esta condicion es:

hu,. —hu,
——<
hcc - hl

0

Ecuacion 5.14

5.1.4.5. Solucién del algoritmo

El tipo de algoritmo depende del tipo de condicién de contorno impuesto. No depende
del régimen dentro del dominio.

5.1.4.6. Régimen supercritico

Si la condicién de contorno supercritica se impone en el contorno aguas abajo, tan
solo es necesario comprobar que los valores interiores del dominio g, estan dentro de

la zona de régimen supercritico (Figura 5.5).
Si esta condicién se impone en el contorno aguas arriba, los pasos son:

1. Comprobar los valores impuestos g, estan incluidos en la zona de régimen
supercritico, en el espacio de fase.

2. Imponer las condiciones de contorno (q, = C]w) y resolver el problema de
Riemann (q,,qr) y encontrar ¢, .

3. Comprobar la condicién (14) para comprobar ¢* =¢, =q., .

5.1.4.7. Régimen inverso

Si se impone la condicién de contorno inversa en el contorno aguas arriba, tan solo es
necesario comprobar que los valores del interior del dominio ¢, estan dentro de la
zona de régimen inverso (Figura 5.5).
Si esta condicion se impone en el contorno aguas arriba? aguas abajo, los pasos son:
1. Comprobar los valores impuestos de las variables dependientes ¢, estan
incluidas en la zona de régimen inverso del espacio de estado.
2. Imponer las condiciones de contorno (q, = q“) y resolver Riemann (ql,q,) y

encontrar ¢, .

3. Comprobar la condicién (15) para comprobar g = q, =4,



5.1.4.8. Régimen subcritico

Para definir el algoritmo del régimen subcritico, se deben dar unos cuantos pasos
previos. En este régimen, imponemos una condicién de contorno con una variable

dependiente (hCCOh”cc) e interpolamos la otra variable dependiente (hccohu“). Para

interpolar la variable dependiente desconocida, usamos las ondas que conectan las
variables desconocidas (Figura 5.6). Sin embargo, las curvas no son injectives (la
forma es parabdlica), asi que no hay so6lo una solucion exacta.

Existe otra limitacion; el estado interpolado no debe estar dentro de las zonas de
régimen supercritico o inverso, ya que si no no se trataria de una condicién subcritica.
Excluyendo las zonas que corresponden a régimen supercritico o inverso, el resto de
las curvas es injective. Asi, los problemas matematicos e hidraulicos estan acoplados.
El estado limite es la interseccion entre las curvas y las curvas Crit+ y Crit-. Esta

interseccion define los puntos (%, ,Au, ).

Para una condicion aguas arriba, nuestras variables dependientes de la condicion de
contorno deben cumplir (Figura 5.12):

h..>h,
hu,. > hu,
Ecuacién 5.15
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Figura 5.12 Valores umbral para la interpolacion de valores de contorno.

Cumpliendo esta condicion los valores de variables de contorno estan fuera de la zona
de régimen inverso.
Si imponemos una condicion de contorno aguas abajo, las variables dependientes

deben cumplir la condicién simétrica, ahora calculando #,,hu, como interseccién entre
las curvas de ondas validas y la curva Crit- :

h.>h,

cc



hu,. <hu,

Ecuacion 5.16

La limitaciéon impone un maximo para los caudales negativos para aguas arriba y
caudales positivos para condiciones de contorno aguas abajo. Si tratamos de imponer
una condicién de contorno aguas arriba dentro de la zona prohibida, no se obtiene un

problema bien planteado ¢~ # ¢, = ¢ # ¢, (Figura 5.13).
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Figura 5.13 Condicién de contorno subcritica invalida para aguas arriba

En términos hidraulicos, esta condicion significa que el caudal de salida aguas abajo

no debe exceder el caudal critico.

El algoritmo es como sigue:

1. Determinar los valores de 4, y hu_. como limites de interpolaciéon.

2. Considerando estas limitaciones, encontrar la variable dependiente
desconocida que corresponde a la variable dependiente conocida impuesta

como condicion de contorno. El resultado de este paso es g, .

3. Comprobar que el estado no esta en la zona supercritica o subcritica, ya que
esto indicaria una condicion de contorno compatible pero completa (que solo

es valida para regimenes supercriticos € inversos).

4. En este punto ya conocemos que ¢ € [qm,q,] oqg-e [qm,q,]. Tan solo

necesitamos comprobar que ¢, =q".

Para comprobar el apartado 4 son suficientes las condiciones Ecuacién 5.13 y

Ecuacion 5.14 definidas en el apartado 5.1.4.4.

Conceptualmente podemos interpretar estas limitaciones tal y como sigue:



1. Impone que la condicién de contorno tiene como minimo una influencia dentro
del dominio (upwind).

3. Impone que la condicién no debe ser completa, porque esto implicaria imponer
dos valores para variables dependientes, lo que no resulta valido para
regimenes subcriticos.

Asi pues, el método que propone el codigo SWUNST combina un filiro, que asegura
que la definicion del problema esta bien planteada, y un método para interpolar las
variables dependientes desconocidas en condiciones de contorno parciales (régimen
subcritico).

Este método esta basado en la solucién del problema de Riemann y es 6ptimo para el
método de Godunov.

Permite introducir discontinuidades como condicién de contorno.

El método podria ampliarse a las ecuaciones unidimensionales de Euler, pero se
necesita un nivel mayor de investigacion para extenderlas a problemas
multidimensionales.

El método se calcula usando un solver de Riemann exacto porque no el computo de
calculo no resulta muy elevado. Sin embargo, se deberia investigar sobre la
combinacion con solvers de Riemann aproximados.

5.2. CONDICIONES DE CONTORNO DE LOS MODELOS RANS DE TURBULENCIA

Mientras que los modelos Cortante y DAML asumen un estado de equilibrio de la
turbulencia, el modelok — & resuelve la energia cinética turbulenta y la ecuacién de
disipacion del transporte y, por lo tanto, necesita condiciones de contorno para estas
dos variables. Las condiciones de contorno en la pared han sido discutidas en el
iError! No se encuentra el origen de la referencia.. De la misma manera que en la
ecuaciones en aguas someras, la condicion de contorno en los contornos abiertos
depende de la direccion en la que la informacion se propaga. En este caso la direccion
convectiva es dada por la velocidad de integracion vertical. Asi pues, en los contornos
interiores se deben imponer los valores de ky &, mientras que en los contornos
exteriores no se necesita condicion de contorno.
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6. EL MODELO NUMERICO, SWUNST

La discretizacién seleccionada para la resolucién de las ecuaciones de aguas someras
se incluye dentro del grupo de discretizaciones denominadas hibridas (Tidriri, 2002),
en este caso se trata del metodo Finite Volume Galerkin, a grandes rasgos podemos
decir que no se trata del método estandar de Galerkin ya que se utilizan funciones
centradas en los nodos para la solucién y las funciones convencionales P’ como
funciones de test. Podemos ver una descripcion detallada del formalismo utilizado para
las ecuaciones de Navier-Stokes en Rostand and Stoufflet (1988). El resultado final de
la discretizacion es similar al del volumen finito para el término convectivo y al de
Galerkin para el difusivo.

dCi

Ci

Figura 6.1 Discretizacion de los volimenes de control de célculo del modelo SWUNST,
con malla no estructurada

El modelo SWUNST trabaja sobre una malla no estructurada formada a partir de
triangulos, pero los volumenes de control de calculo no se corresponden con los
triangulos sino que se forman alrededor de los vértices. Es decir considerando la malla

como una triangulacion (Tj ) se trabaja con los volumenes de control centrados sobre

cada uno de los nodos de la malla (S, ), estos volumenes ( C,) estan formados a partir

de dividir cada lado del triangulo con sus medianas de manera que a cada uno de los
vértices del tridngulo se le asocia el area definida por las dos medianas de los lados
que convergen en dicho vértice (Figura 6.1). La ventaja de esta metodologia es que
los volumenes de control aparecen centrados en los nodos de la malla y ademas en el
reparto del area de cada triangulo entre los tres vértices que lo forman, a cada uno de
ellos se le asigna un tercio del area, esto se debe a la propiedad intrinseca de las
medianas de los tridngulos de dividirlos en secciones de igual area.

El algoritmo utilizado por el modelo numérico SWUNST es explicito en el tiempo, en
concreto se trata de un esquema Runge-Kutta de cuarto orden. Para alcanzar la
solucién estacionaria se utiliza un esquema iterativo pseudo transitorio. Las
ecuaciones de Navier-Stokes y de los modelos de turbulencia para las ecuaciones
RANS se resuelven mediante la técnica upwind o contracorriente usando un solver
Riemann exacto, Roe (1981) y HLLC. de Toro (1994) para la parte convectiva de las



ecuaciones. Los términos viscosos se tratan usando la técnica estandarizada de
Galerkin (elementos finitos).

6.1. DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES

Una interpretacion muy simplista de la metodologia empleada es suponer que se usa
el método del volumen finito para la parte convectiva de las ecuaciones y el método de
Galerkin para la parte difusiva, como si tratase de un fractional step method. Ver
Chorin (1968). Este método resulta adecuado solamente cuando el proceso que
domina es el convectivo.

Dado el dominio espacial de calculo Q, sea Q, = UT/ la discretizacion por triangulos

del dominio computacional y sea €2, = UC,. su particion en volumenes de control
definidos segun hemos visto en el apartado anterior.

J. \ .ff
VA VAV
/ \ f}, \

A

\

\ AKX/
A i : /

Figura 6.2 Discretizacion de los volimenes de control de célculo del modelo SWUNST,
con malla estructurada

Siendo V/, la serie de las funciones continuas y poligonales en nuestra triangulacion,
utilizadas como funcion de test ¢, . El espacio de las funciones utilizadas para la
solucion lo denominamos W, y es el espacio de las funciones continuas a trozos y
constantes dentro de cada volumen de control C,, a la base candnica de este espacio
la denominaremos {N,.}l,. Se puede asociar a cada ¢, €V, una funcién constante

w, € W, en las celdas o volumenes de control mediante:

1
Wh:S(¢h) Wh‘cf:ﬂ£¢h

Ecuacién 6.1
Siendo, por definicién, w, el valor promedio de las ¢, en las celdas. De la misma
manera podemos realizar el proceso inverso ¢, (Sl.)z w, | C,obteniendo el valor nodal

en los vértices. Por lo tanto existe un operador biyectivo Sque pasade V,a W, .

Tomamos como punto de partida la ecuacidn obtenida para las aguas someras,
realizando un pequeio cambio de notacion:



%+V-(F(q>—zv(q))=0 = %—T+V~F(W)=V~N(W)

Ecuacion 6.2

Donde W es el vector de las variables conservativas que encontramos para el
problema de aguas someras con modelo de turbulencia k — ¢, siendo las incégnitas

W = (h,hu,, hu,,hE, hk, hg)t, y por lo tanto el espacio de las soluciones w, € (W, )6 ,
F y N representan los operadores advectivos y viscosos respectivamente.

.y s . g . 6
La solucion de la forma débil de la ecuacion consiste en encontrar w, (Wh) tal que,
Vg, eV,

J.%h +IV-F(W}1)¢}1 dsz.V-N(wh)@ dx

t Q
Ecuacion 6.3

Las funciones que pertenecen al espacio de las soluciones W, son continuas a trozos,

por lo tanto al realizar la integracion por partes caracteristica de los elementos finitos
discontinuos obtenemos:

I—hs 4,) jF w,)-VS()d + [ F(w,)n, [S(4)]do+[F(w,)nS(4,)do

Tsigp

—J.N w,)-VS(g,)dx + J. (w,) A [S((Iﬁh)]daﬁtj-N(wh)-nS(%)dO'

Tsian
Ecuacién 6.4
Donde I', denota la superficie de discontinuidad de la funcion g e W, [g] representa
el salto de la funcion g a través de Fg y 7 es la normal a Fg . Para nuestro caso, con

la definicién que se ha hecho del operador S y sabiendo que las funciones de W, son
constantes a trozos, la forma débil se puede representar como:

J-aé—S ¢h dx+ J. Wh)-l’lq |:S(¢h):|d0'+lF(wh)-nS(¢h)dO'

rb(¢h)

j Wh)'”c,. [S(¢h)]dG+Jr‘N(wh)~nS(¢h)dG

Tsca)
Ecuacion 6.5

Y utilizando la base candnica obtenemos
.[—Ndx+'[ (w,) ncda+'[F w,)-nS(¢,)do

—.[ (w, ncd0+.[N w,)-nS(¢,)do

Ecuacion 6.6



De forma inmediata se puede realizar una discretizacion explicita del término
convectivo prescindiendo de las condiciones de contorno:

VV[.”+1 W}'l

cl=—

l

+ [ E, (W) -n.do=RH.S.

Ecuacion 6.7

Donde los superl'ndices indican el tiempo, los subindices indican volumen de control
w'= jwh Ndx y |C | = dex es el area del volumen de control, para el término

viscoso de la derecha obtenemos.
RHS = I nC do
Ecuacion 6.8

6.1.1. EL TERMINO CONVECTIVO

Los flujos convectivos a través del contorno del volumen de control se pueden
descomponer en la suma a través de cada una de las caras del mismo:

[ E,(wr W) )ngdo =3 [ FE (W W) n.do

ac, i#] 8C;naC,

i

Ecuacion 6.9

La funcion F' es una funcion constante a trozos que se aproxima a F(W) verificando:

IF n-Z@(Wh|C,wh| ) I nqu'

i#] aCc,NaC;
Ecuacion 6.10

Es decir se puede calcular el flujo a través del contorno como la suma de los flujos a
través de cada una de las interfases del volumen de control, y en cada una de estas
interfases el flujo solo depende de los valores a ambos lados. Las diferentes
discretizaciones que se utilizan para el calculo del flujo en el término convectivo son
equivalentes a una discretizacion centrada mas una cierta difusion incluida para
aportar estabilidad, por ello el flujo ® se puede suponer como calculado usando la
siguiente férmula:

cp(u,v):;(F(u)w(v))_d(u,v)

Ecuacién 6.11

Donde d es la difusién numérica y u,v son los valores de las variables a ambos lados

de la intefase. Como ya hemos visto en el anejo 5 sobre condicién de contorno de
flujos, estos aparecen representados como:

O (u,v)=F!,(99,)

Ecuacién 6.12



Donde ¢,,q, seran los valores de las variables a ambos lados de la interfase. En

SWUNST, el esquema de resolucion utilizado para los flujos es un upwind de alta
resolucién, obteniendo los flujos mediante el problema de Riemann. El usuario puede
escoger entre la solucion exacta o aproximadas como la de Roe (1981) y HLLC. (Toro,
1994).

Es muy importante tener en cuenta que los solvers de Riemann son aptos para
sistemas hiperbdlicos puros, por tanto esta técnica es valida para problemas donde el
fendmeno dominante sea la conveccion.

6.1.2. EL TERMINO DIFUSIVO

Tal y como se ha comentado con anterioridad el término difusivo debe quedar en
forma semejante a la discretizacion original de Galerkin usando elementos lineales P’,
veremos la equivalencia entre esta forma que ha aparecido con la formulacién en
elementos finitos discontinuos y la original de Galerkin.

Hemos visto como prescindiendo de las condiciones de contorno obteniamos:

RHS= [ N(W")-n,do

ac,
Ecuacién 6.13

Que podemos reescribir como un sumatorio para todos los triangulos que poseen un
vértice en el volumen de control:

RHS=Y [ N(W")n.do

TeQ, o, AT
Ecuacion 6.14

Ahora se pueden aplicar una serie de propiedades geométricas recogidas en la Figura
6.3, donde vemos que para cada uno de los tridngulos que poseen un cierto nodo
i aparecen dos interfases con el volumen de control C,, estas dos interfases poseen

normales 7., que son 7. ,7i

ext ©

ext?

Figura 6.3 Esquema explicativo de las interfases entre el volumen de control y el
triangulo de la malla. Representacion de las normales a las interfases



Por propiedades geométricas de las medianas se verifica:

Ecuacion 6.15

Introduciendo esta relacion geométrica en el calculo de los flujos difusivos obtenemos:

RHS=-1 D> N-ij,
T,

Ecuacion 6.16

Debe puntualizarse que N es el vector de las tensiones viscosas calculadas a partir de
los gradientes de las velocidades, que estas se presentan en los triangulos de la malla
a partir de elementos lineales P' y que por lo tanto para cada uno de los triangulos
estos gradientes son constantes que pueden salir fuera de la integral.

Por otra parte si se realiza la discretizacién ordinaria de Galerkin con elementos
lineales para el término viscoso se obtiene:

J‘¢;1V.Ndx= I@:N'”dU_IV@-Ndx
& e O

n. 1
=— L_.Ndx=|-— N -n.
23 Ve N

Ecuacion 6.17

Por lo tanto podemos ver que la discretizacion por elementos discontinuos ha dado,
para el término difusivo un resultado equivalente al obtenido utilizando Galerkin con
elementos lineales.

Por lo tanto tal y como se habia comentado la discretizacién utilizada obtiene el
método del volumen finito para el término convectivo y el método de los elementos
finitos para el termino difusivo.

6.1.3. ESQUEMA DE SEGUNDO ORDEN

La formulacion ordinaria del problema de Riemann obtiene soluciones de primer orden
en el espacio. Sin embargo, en muchas ocasiones un esquema de primer orden no es
suficiente para calcular los perfiles de velocidad con precision, ya que introduce mucha
difusién numérica, Cea (2005).

En esta linea, se ha generado e implementado en el programa un esquema de
segundo orden, que utiliza una discretizacion de segundo orden para la velocidad y
para el calado. La precision espacial de segundo orden se obtiene con MUSCL,
Monotonic Upstream Scheme for Conservation Laws (van Leer, 1979) como una
extensién que considera gradientes centrados y upwind del método de Godunov.



Wi

wy

-
i Lii Mi

Figura 6.4 Extrapolacion lineal de las variables conservativas de los nodos a las caras de
la celda en esquema de segundo orden

En concreto, sea VIV, una aproximacion del gradiente de 7 en el nodo i. Se define
en el segmento [i,j] las siguientes cantidades:

W, =W, +0.5Lim(B(VW),ii,(1- BN, -7, ))

J

W, =W, +0.5Lim(B(VW),i,0-B\W, - W)
Ecuacién 6.18

Con Lim un limitador Van Albada:

2 2
Lim(a,b)= 0.5(l+sgn(ab))(a +2a)bt(b +a)a con 0<a<<1
a” +b" +2a

Ecuacién 6.19
Contiene la suma del esquema upwind en cada punto. Asi pues, la precision de

! !
segundo orden en el espacio se consigue reemplazando W, y W, por W,y W .

l

Esta aproximacion no garantiza que hk y he sean positivos, es por ello que los flujos
convectivos de las ecuaciones turbulentas se calculan con el esquema propuesto por
Larrouturou (1989) para la preservacién del signo positivo de las especies quimicas.

Mas concretamente, una vez calculada la densidad de los flujos, los flujos convectivos
turbulentos se deducen asi:

J. huk-n =k, (resp-kj) I hun  si J. hun > 0(resp < 0)

lefiate) leflatey lefiate)
Ecuacién 6.20

Los términos fuente del modelo k£ — & se han tenido en cuenta mediante un esquema
explicito. Para los puntos con bajo nimero de Reynolds, ¢ se deduce a través de k&
mediante jError! No se encuentra el origen de la referencia. de la memoria.

Los limitadores son importantes en los esquemas de segundo orden del computo de
dinamica de fluidos, ya que las discontinuidades o los shocks son cruciales para el
buen entendimiento del flujo. Donde existe un shock, no nos interesa un perfil suave,
mientras que si no hay shock, queremos una solucion suave de alta precision.



6.2. EL CALCULO DE FLUJOS

Tal y como hemos visto en el apartado anterior, la discretizacion realizada nos acaba
llevando a una formulacion muy similar a la utilizada para el método del volumen finito,
por ello para el calculo de los flujos se utilizan las mismas herramientas,
fundamentalmente el solver de Riemann.

El solver de Riemann en aguas someras se utiliza en el cédigo tanto para el calculo de
la condicion de contorno de flujo, como para el calculo del flujo en el interior del
dominio. Es por ello que les remitimos al anejo 5, donde se ha comentado
ampliamente el planteamiento del problema de Riemann y su resolucién.

6.3. PROCEDIMIENTO DE INTEGRACION TEMPORAL

Vamos a reescribir la Ecuacion 6.7 de la siguiente forma:

- RH.S(W)
ot

Ecuacion 6.21

En la Ecuacion 6.7 la integracion temporal se ha hecho mediante un esquema
explicito. SWUNST utiliza el siguiente esquema Runge-Kutta de cuarto orden para
resolver el esquema explicito.

we=w"
wh=w’+a,At RHS(W") para k=1,....4
Wn+1 — W4

Ecuacion 6.22

Donde la eleccion optima de «, es la siguiente:

a,=0.1La, =0.2766,a, =0.5,a, =1.0
Ecuacion 6.23

Este esquema permite calcular también flujos dependientes del tiempo.

6.4. PROCEDIMIENTO DE DISCRETIZACION TEMPORAL LOCAL

SWUNST utiliza la siguiente féormula para calcular el intervalo temporal local para un
determinado nodo s, .

2
At(s[):min{ Ax ’hPrAx ]
e 2Aurm)

Ecuacion 6.24

Donde Ax es el tamafio minimo de los triangulos teniendo como nodo comun ;.

Como este resultado es una generalizaciéon del analisis de estabilidad 1D, se puede
comprobar que de hecho es muy fuerte. A veces, para el calculo de Navier-Stokes el
intervalo de Euler también funciona. Esto quiere decir que se puede coger solamente



el primer término de la Ecuacion 6.24. Pero esto no es siempre cierto, por eso el
usuario del programa debe escoger el intervalo de tiempo con estrategia. Por lo tanto,
para calculo en estado estacionario, el usuario deberia usar siempre un intervalo local
estratégico, mientras para calculos en estado transitorio es necesario un intervalo
global. En el dltimo caso, el intervalo de tiempo es el minimo de los intervalos locales.

6.5. IMPLEMENTACION DEL CODIGO

Tal y como se ha comentado en la introduccion se trata de un modelo de
implementacién propia, se ha desarrollado en FORTRAN90 y como pre/post
procesador se ha utilizado el programa GID. Para ello se ha desarrollado un
problemtype especifico. En la Figura 6.5 se puede ver el esquema general de
llamadas de codigo.
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Figura 6.5 Esquema general de llamadas del codigo SWUNST

En la version actual el dimensionado de memoria es estatico y limitado a 15.000 nodos
y 30.000 triangulos.



6.6. MEJORAS ANADIDAS AL CODIGO DURANTE LA REALIZACION DE LA TESINA

Durante el transcurso de este trabajo de investigacién se han implementado una serie
de mejoras necesarias para que el cédigo ejecutase correctamente el computo de la
solucion del flujo en aguas someras. Se nombran a continuacion algunas de ellas:

- Avraiz de los primeros resultados con geometrias sencillas, se optd por cambiar
el sentido de los vectores normales a las superficies triangulares de cémputo y
establecer como criterio Unico que los vectores saliesen “hacia fuera” de la
superficie de contorno. Como criterio definitivo se establecid el eje vertical z
hacia arriba.

- A medida que la geometria de calculo se volvia mas compleja, nos dimos
cuenta de que era basico aumentar el numero de condiciones de contorno a
introducir en el modelo. Hasta ahora se ha trabajado con la aplicacién GID, que
trabaja con lineas, superficies y volumenes. Asi pues, el programa SWUNST
permite asignar cada condicion de contorno a una linea determinada. Este
avance nos fue de gran utilidad en las dos aplicaciones, en la modelacion de la
escalera de peces como en la del meandro. En este momento existen 8
entradas de condicién de contorno, ya sea de caudal o de calado, pero es
facilmente ampliable.

- Se implemento la posibilidad de eleccion del tipo de distribucidn del caudal de
la seccion de entrada para la condicion de contorno de caudal.

- Se implemento la posibilidad de eleccion en la entrada de datos de la condicion
de contorno, con calado o cota.

- Implementacion de aviso en caso de que GID esté mallando elementos
bidimensionales.

Cuando trabajamos con geometrias tridimensionales, GID por defecto, malla no
sélo superficies, sino también elementos bidimensionales. Cuando se trabaja
con muchos puntos es facil duplicar lineas, y se favorece la aparicion de lineas
malladas. Cuando esto pasa, el programa SWUNST, légicamente, calcula area
nula para dichos elementos, por lo que no converge el calculo de las
ecuaciones de Navier Stokes, sin dar pistas sobre lo sucedido. Es por ello que
se crey6 conveniente el implantar un aviso para poder cerciorarse del problema
y solventarlo a tal efecto.

- Se implemento la posibilidad de eleccion de las condiciones iniciales
(hini=calado inicial, vini=velocidad inicial).

El programa realiza un célculo transitorio para llegar a la solucion estacionaria.
Es importante una aplicacion correcta de las condiciones de contorno para
evitar la aparicion de warnings, asi como la demora excesiva del calculo. Asi
pues, la aplicacién correcta de las condiciones iniciales influye directamente en
el tiempo de convergencia del programa. La posibilidad de elegir el calado
inicial, por ejemplo, te permite iterar hasta converger en el calado 6ptimo que te
permitira también optimizar el tiempo de calculo de un determinado caso.






ANEJO 7. OBTENCION DE CURVAS DE REMANSO A
PARTIR DE SAINT-VENANT Y BERNOULLI






7. DEMOSTRACION PREVIA A LA COMPARATIVA CON MODELO
UNIDIMENSIONAL

Para realizar la validacion se ha utilizado el modelo unidimensional de diferencias
finitas Hec-Ras, de reconocido prestigio. Es importante ser consciente de que se
pretende comparar un modelo de diferencias finitas que modela la ecuacion de la
energia, con un modelo de volumen finito que modela las ecuaciones de Saint
Venant (conservacién de la cantidad de movimiento). Es por ello que la comparativa
se realiza en un canal de seccién constante, donde se puede asegurar que un modelo
unidimensional como Hec-Ras funciona bien.

A continuacién se comparan las ecuaciones de Saint Venant con la ecuacién de la
Energia, llegando a la conclusién de que desarrollando ambas ecuaciones se llega por
igual a la curva de remanso. De igual manera, se demuestra que Saint Venant
aproxima la energia en primer orden.

Las ecuaciones de Saint Venant expresan la segunda ley de Newton aplicada a un
cierto volumen de control y bajo unas hipotesis restrictivas. Para un fluido en situacion
estacionaria la solucion debe coincidir con la obtenida mediante el uso de la ecuacién
de Bernoulli. Veremos que ambas ecuaciones resultan en la misma ecuacion de curva
de remanso y que la ecuacion de Bernoulli sujeta a las hipotesis de Saint Venant
resulta en una ecuacion equivalente.

7.1. PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES DE BERNOULLI Y SAINT VENANT

Bernoulli en su forma discretizada se define como:
H =H,+AH

Ecuacion 7.1

Donde  es la energia del fluido (descartando la energia interna), los subindices

indican seccién 1y seccion 2, AH es |a perdida de energia entre ambas secciones. La

energia se define como a traves del trinomio de Bernoulli:
2

H=z+h+t
2g

Ecuacion 7.2

Donde Z es la cota topografica, hel calado, U es la velocidad y & la gravedad.
Podemos ver en cualquier caso que no se trata de una ecuacion diferencial. Las

ecuaciones de Saint Venant o shallow water en su forma unidimensional (x) para una
seccion rectangular son:

Oh Ohu

L

ot Ox

ohu 0, W

Tl - olss)

Ecuacion 7.3

Donde So es la pendiente geométrica, Sy es la pendiente motriz y el resto de
variables tienen el sentido dado anteriormente.



7.2. DESARROLLO PARA LA OBTENCION DE LAS CURVAS DE REMANSO

En este apartado veremos cudl es la curva obtenida para cada una de las ecuaciones

7.2.1. BERNOULLI

Para poder obtener la ecuacion de la curva debemos escribir la ecuacién en forma
diferencial, utilizaremos el hecho de que el gradiente de la energia es la pendiente
motriz. Al tratarse de una ecuacion en régimen estacionario las derivadas son totales.

dH
“T__5
dx /
2
d—H: d Z+ht—— =-S5,
dx dx 2g

h 2
%.F@_{_Li ( le) :_Sf
dx dx 2gdx| h
Al producto hu se |e denomina caudal unitario y se suele escribir como ¢
2
e dh 1 dfg) o
dx dx 2gdx\h

+ 3 r
dx dx gh dx
——

Ecuaciéon 7.4

Ecuacion 7.5
Donde F7 es el numero adimensional de Froude definido como:

u
Jeh
Ecuacioén 7.6
Por lo tanto la curva de remanso resultante es:
dh (SO _Sf)
& 1-Fr

Ecuacion 7.7
7.2.2. SAINT VENANT

La ecuacion de Saint Venant ya esta en forma diferencial con lo cual es inmediato

obtener la curva de remanso, en primer lugar consideraremos el régimen estacionario,
eliminandose las derivadas temporales y pasando las espaciales a derivadas totales.



hu = cte

d h’
E[iﬂu +g7J =gh(S,-S,)

Ecuacion 7.8

La ecuacion de continuidad pasa a ser caudal constante.

d(qd i
;(quj}gh(so—%)

> dh dh
—%E'ﬁ‘ghaz gh(SO _Sf)
%[1_Fr2]=(so_sf)

Ecuacion 7.9

Y finalmente obtenemos las ecuacioén de curva de remanso para la ecuacion del
momento:

dh _ (So _Sf)
dx 1-Fr?
Ecuacién 7.10

Podemos ver que las Ecuacion 7.10 y Ecuacién 7.7 son iguales, es decir las
ecuaciones de Bernoulli y Saint Venant conducen a la misma ecuacion de curva de
remanso. La diferencia fundamental reside en el termino convectivo que para Bernoulli

es
2
Li q_2 :F,,zﬁ
2g dx\ h dx
Ecuacion 7.11
Y para Saint Venant es:

2
Li 9 :Fr2d_h
ghdx\ h dx

Ecuacion 7.12
7.3. DESARROLLO PARA LA OBTENCION DE SAINT VENANT EN FORMA DISCRETA
Ahora veremos como se puede pasar de la forma diferencial de Saint Venant a una

forma integral discreta como la de Bernoulli, volveremos a trabajar con una seccion
rectangular en régimen estacionario.

d K
E(hzu +g?j =gh(S,-S,)

Ecuacion 7.13



Al , h?
E|:h u+g?} = gh(SO _Sf)
> n?
A{h u+g7}=Axgh(S0—Sf)
Ecuacién 7.14

Ahora discretizamos para unas secciones 1y 2, el calado h del término fuente debe
discretizarse usando un calado medio entre la seccion 1 y la dos, utilizando una
aproximacion de primer orden.

h’ h; h +h
ulzhl"'g?l_“zzhz_g_zzg( . ZJ(SO_S.)‘)AX

2[”12 |~ 2} _
§W+(hl —h,)=(8,-5,)Ax

Ecuacién 7.15

EM+(;, h)=(z, -z )+ AH
g (h1+h2) 1 2 2 1

Ecuacion 7.16

Ahora queda operar el término convectivo para llegar al de Bernoulli, para ello
pasamos las variables de velocidad a caudal unitario:

2wt~ | (@ /h=a"Th] 2> (/h=1/h) (/A +1/hy)

g (h+h) (b +hy) g  (h+hy) (1/h+1/h)
20> (/W -1/R) 2(uf —u3)

g (B+h)(1/h+1/h) g(2+h/h+h/h)

Ecuacién 7.17

Si se cumplen las hipotesis de Saint Venant las lineas de corriente deben ser paralelas
al fondo, por tratarse de un flujo gradualmente variado, todo ello conduce a que en

O h,

2(u12—u§) _(uf—uzz)

g(2+h/hy+h,/h) 2g

aproximacioén de primer orden

Ecuacién 7.18

Y ahora introduciendo la Ecuacion 7.18 en la Ecuacién 7.16 llegamos a:

Ecuacion 7.19



Por lo tanto hemos visto que la ecuacion de Bernoulli conduce a la curva de remanso
asociada a Saint Venant, por otra parte se puede proceder desde Saint Venant para
llegar en una aproximacién de primer orden a la ecuacion de Bernoulli.

En este capitulo también se incluye un estudio de calibracion del esquema de segundo
orden para un problema resuelto analiticamente, dando excelentes resultados. Sin
embargo, en este trabajo no se ha realizado ninguna aplicacion con este tipo de
esquema, a pesar de su alta precision, debido al excesivo tiempo de computo que
requiere para las geometrias de estudio.



