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Sessió 1 — Introducció a MATLAB (sessió guiada)

Resum i contextualització teòrica

MATLAB (MATrix LABoratory) és un entorn de càlcul numèric i un llenguatge de programació
d’alt nivell, àmpliament utilitzat en l’àmbit de l’enginyeria del senyal per la seva capacitat de
representar, generar i processar senyals mitjançant vectors i matrius. El seu entorn de treball
integra un editor de scripts, una finestra de comandes (Command Window), un espai de variables
(Workspace) i un sistema de representació gràfica que en faciliten l’ús interactiu.

Objectius

• Familiaritzar-se amb l’entorn de treball de MATLAB: l’editor, la finestra de comandes i
l’espai de variables.

• Aprendre a definir vectors i a operar-hi de manera vectoritzada.

• Aprendre a representar senyals gràficament mitjançant les funcions plot i stem.

• Carregar i reproduir un senyal d’àudio, i calcular-ne estadístics bàsics.

Activitats

1. Es defineixen vectors bàsics i s’apliquen operacions element a element, il·lustrant la diferència
entre l’operador * (producte matricial) i .* (producte element a element).

a = 1:5;
b = linspace(3,10,length(a)); % vector de la mateixa mida que a
c = a .* b; % producte element a element
d = a * b'; % producte escalar (dot product)

2. Es representen gràficament senyals bàsics amb plot (senyals continus) i stem (senyals
discrets), afegint títol, etiquetes als eixos i graella.

n = -3:10;
x = (n>=-3) & (n<=10); % per exemple, un pols digital
figure;
stem(n, x);
xlabel('n'); ylabel('x[n]');
title('????');
grid on;

3. Es carrega un senyal d’àudio amb audioread, es reprodueix amb soundsc o sound, i se’n
calculen el nombre de mostres, la freqüència de mostratge i els valors màxim, mínim i mitjà.

[x, Fs] = audioread('????');
soundsc(x, Fs);
N = length(x);
fm = ????;
vmax = max(x); vmin = min(x); vmig = mean(x);
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Sessió 2 — Introducció a MATLAB (sessió individual)

Resum i contextualització teòrica

Aquesta sessió consolida, de manera autònoma, els conceptes bàsics de gestió i representació de
senyals introduïts a la sessió anterior: durada, energia i potència d’un senyal, i la seva representació
temporal en funció del nombre de mostra o del temps físic.

Objectius

• Consolidar de manera autònoma el maneig bàsic de MATLAB per a la lectura, anàlisi i
representació de senyals.

• Calcular la durada, l’energia i la potència d’un senyal d’àudio.

• Representar un senyal tant en funció del nombre de mostra com del temps.

Activitats

1. Enregistrar o carregar un senyal de veu (o un retall d’àudio d’uns 30 segons) i trobar-ne el
nombre de mostres i la freqüència de mostratge.

[x, Fs] = audioread('????');
N = ????;
fm = ????;

2. Trobar els valors màxim, mínim i mitjà del senyal.

[vmax, posmax] = ????;
[vmin, posmin] = ????;
vmig = ????;

3. Calcular la durada del senyal en segons a partir del nombre de mostres i la freqüència de
mostratge.

durada = ???? / fm;

4. Representar gràficament el senyal en funció de les mostres i en funció del temps, indicant el
valor màxim i mínim en tots dos casos.

n = 0:N-1;
t = n / fm;
figure; plot(n, x); hold on; plot(????, vmax, 'ro'); plot(????, vmin, 'go');
figure; plot(t, x);

5. Calcular l’energia i la potència del senyal.

energia = sum(????);
potencia = energia / ????;
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6. Representar gràficament un segment de 4 segons del senyal.

mostres_4s = ???? * fm;
figure; plot(t(1:mostres_4s), x(1:mostres_4s));
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Pràctica 1 — Senyals bàsics i funcions pròpies en MATLAB

Resum i contextualització teòrica

L’estudi dels sistemes lineals i invariants (SLI) es fonamenta en un conjunt reduït de senyals
bàsics que permeten, per composició, descriure senyals més complexos. Entre els senyals discrets
més rellevants es troben la delta de Kronecker δ[n], l’esglaó digital u[n], el senyal signe, el pols
rectangular causal de L mostres, la rampa digital causal i l’exponencial real causal anu[n]. En
el domini analògic, el pols rectangular de durada T centrat en un instant t0 constitueix un dels
senyals de referència més utilitzats. MATLAB permet definir aquests senyals mitjançant funcions
pròpies, reutilitzables en pràctiques posteriors.

Objectius

• Aprendre l’estructura d’una funció en MATLAB (function ... end) i com invocar-la.

• Programar funcions generadores dels senyals bàsics discrets i analògics estudiats a teoria.

• Representar gràficament aquests senyals amb els paràmetres especificats, distingint els
comandaments plot i stem.

Treball Previ

Dibuixar (a mà) els següents senyals:

Π(t) , Π

(
t− 2

4

)
, Λ (t) , Λ

(
t− 2

2

)
,

δ[n], δ[n− 2], u[n], signe[n], p4[n], p5[n+ 2], 0.5nu[n]

Activitats

1. Crear un fitxer de funció per a cada senyal bàsic sol·licitat: delta de Kronecker, esglaó
digital, senyal signe, pols digital causal de L mostres, rampa digital causal i exponencial
real causal. Cada funció ha de retornar el vector de valors del senyal.

function d = delta_kronecker(n)
d = (n == ????);

end

function u = esglao_digital(n)
u = (n >= ????);

end

function s = signe_digital(n)
s = ????(n);

end

function p = pols_digital(n, L)
p = (n >= ????) & (n < ????);

end

function r = rampa_digital(n, L)
r = n .* (????);

end
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function e = exponencial_causal(n, a)
e = (a .^ n) .* (n >= ????);

end

2. Crear una funció que generi un pols rectangular analògic de durada T segons centrat a
l’instant t0, avaluat sobre un vector de temps continu t.

function x = pols_analogic(t, T, t0)
x = (abs(t - t0) <= ????);

end

3. Representar gràficament, mitjançant stem, els senyals discrets definits anteriorment per a
n = −3, . . . , 10 i L = 5 mostres, indicant títol i etiquetes dels eixos.

n = -3:10;
L = 5;
figure; stem(n, pols_digital(n, L)); xlabel('n'); ylabel('x[n]'); title('Pols

digital causal');
figure; stem(n, ????(n, L)); title('Rampa digital causal');
figure; stem(n, exponencial_causal(n, ????)); title('Exponencial causal, a=0.8');

4. Representar gràficament, mitjançant plot, el pols rectangular analògic per a T = 2 segons i
per als dos casos t0 = 0 i t0 = 2 segons, utilitzant una graella temporal t = -3:1/10000:3.

t = -3:1/10000:3;
figure; plot(t, pols_analogic(t, 2, ????)); title('t_0 = 0');
figure; plot(t, pols_analogic(t, 2, ????)); title('t_0 = 2');
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Pràctica 2 — Convolució de seqüències

Resum i contextualització teòrica

Una de les propietats fonamentals dels sistemes lineals i invariants (SLI) és que el senyal de
sortida es pot expressar com la convolució entre el senyal d’entrada i la resposta impulsional del
sistema:

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=−∞
x[k]h[n− k]

La convolució discreta compleix les propietats commutativa, associativa i distributiva respecte
a la suma, i la seva llargada és igual a la suma de les llargades de les dues seqüències menys 1.
MATLAB incorpora la funció conv per calcular-la, si bé cal parar atenció a la correspondència
entre les mostres del vector resultat i els seus índexs temporals, especialment quan les seqüències
originals tenen suport en índexs negatius.

Objectius

• Interpretar l’operació de convolució discreta i les propietats que se’n deriven.

• Utilitzar la funció conv de MATLAB per calcular la convolució de dues seqüències, recons-
truint correctament el vector d’índexs del resultat.

• Verificar experimentalment les propietats de desplaçament i commutativitat de la convolució.

Treball Previ

Donades les seqüències:

x[n] =

{
1, 0 ≤ n < 5

0, altres n
i h[n] =

{
1, −2 ≤ n < 3

0, altres n
,

calcular la convolució y[n] = x[n] ∗ h[n].

Activitats

1. Definir com a vectors les seqüències de l’estudi previ, x[n] (amb suport 0 <= n < 5, valor
1) i h[n] (amb suport −2 <= n < 3, valor 1), juntament amb els seus vectors d’índex
corresponents.

nx = 0:4; x = ones(1, 5);
nh = -2:2; h = ????;

2. Calcular la convolució y[n] = x[n] ∗ h[n] amb la funció conv, i reconstruir el vector d’índex
associat al resultat.

y = conv(x, h);
ny = ????;
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3. Representar gràficament, amb stem, les seqüències x[n], h[n] i y[n], i comparar el resultat
amb el càlcul teòric fet a l’estudi previ.

figure;
subplot(3,1,1); stem(nx, x);
subplot(3,1,2); stem(nh, h);
subplot(3,1,3); stem(ny, ????);

4. Comprovar la propietat de desplaçament convolucionant x[n] amb δ[n− 2], i verificar que
el resultat coincideix amb x[n− 2].

nd = -2:2; d = ????; % delta[n-2]
yd = conv(x, d);
nyd = ????;
figure; stem(nyd, yd);

5. Comprovar la propietat commutativa calculant conv(h,x) i comparant-lo amb conv(x,h)
mitjançant la funció isequal.

y2 = conv(h, x);
coincideixen = isequal(????, ????);

6. Repetir l’exercici amb dues seqüències de llargades diferents (per exemple, x[n] de 5 mostres
i h[n] de 3 mostres) i comprovar la regla de la llargada del resultat.

h3 = ones(1, 3);
y3 = conv(x, h3);
length(y3) % ha de coincidir amb length(x)+length(h3)-1

7. Convolucionar el pols rectangular de 5 mostres amb ell mateix i comentar la forma triangular
del resultat obtingut.

yauto = conv(x, ????);
figure; stem(yauto);
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Pràctica 3 — Transformada de Fourier: propietats i modulació

Resum i contextualització teòrica

La propietat de modulació de la Transformada de Fourier estableix que, si x(t) té transformada
X(f), el producte x(t) cos(2πf1t) té com a transformada una còpia de X(f) desplaçada a les
freqüències +f1 i −f1, escalada per un factor 1/2. Aquesta propietat és la base dels sistemes de
multiplexació per divisió de freqüència (FDM), en què diversos senyals de banda base es traslladen
a bandes de freqüència diferents i no solapades perquè puguin compartir un mateix mitjà de
transmissió.

Figura 1: Esquema Multiplexador.

Objectius

• Revisar experimentalment la propietat de modulació de la Transformada de Fourier.

• Dissenyar un esquema de multiplexació en freqüència (FDM) per a dos senyals d’àudio,
triant freqüències portadores que evitin el solapament espectral.

• Interpretar el mòdul de la Transformada de Fourier d’un senyal multiplexat.

Treball Previ

Es consideren dos senyals qualssevol x(t) i y(t), la Transformada de Fourier dels quals és X(f) i
Y (f). Es demana:

1. Trobar l’expressió del senyal modulat sm(t).

2. Trobar Sm(f), és a dir, la Transformada de Fourier del senyal modulat sm(t).

3. Considerant ara que X(f) = Π
(

f
2B

)
i Y (f) = Λ

(
f
B

)
. Dibuixar X(f) i Y (f). Assumint

que f1 > B, f2 > B i f2 > f1 + 2B, dibuixar el mòdul de Sm(f).

Activitats

1. Carregar i escoltar els senyals senyal1.wav i senyal2.wav, i visualitzar el mòdul de la seva
Transformada de Fourier per estimar-ne l’ample de banda B1 i B2 respectivament.

[x, Fs] = audioread('senyal1.wav');
soundsc(10*x, Fs);
PlotFourierTransform(x, Fs, 'r'); title('Senyal 1');

9



Senyals i Sistemes — Manual de Pràctiques de Laboratori

[y, Fs] = audioread('senyal2.wav');
soundsc(10*y, Fs);
PlotFourierTransform(y, Fs, ????); title('Senyal 2');

2. Proposar valors per a les freqüències portadores f1 i f2 que compleixin: f2 > f1 + 2B,
f1 > B, f2 > B, i que l’espectre del senyal multiplexat s’anul·li per damunt de 22050 Hz.

B1 = ????;
B2 = ????;
f1 = ????;
f2 = ????;

3. Modular els dos senyals amb les portadores triades i sumar-los per obtenir el senyal
multiplexat sm(t); visualitzar el mòdul de la seva Transformada de Fourier i escoltar-lo.

n = 0:length(x)-1;
t = n'/Fs;
xm = ????;
PlotFourierTransform(xm, Fs, 'r'); hold on;
ym = ????;
PlotFourierTransform(ym, Fs, 'g'); hold off;
sm = ???? + ????;
soundsc(10*sm, Fs);
PlotFourierTransform(sm, Fs, 'b');

Apèndix: Funció Auxiliar

Aquesta funció es pot descarregar directament d’Atenea.

function PlotFourierTransform( x , fs , color )

narginchk(2, 3);

if nargin == 2
color = 'b';

end

x = x(:).';
Nfft = 2^ceil(log2(length(x)));
X = fft(x,Nfft) / (length(x));
faux = (0 : Nfft-1)/Nfft*fs;
freq = [faux(Nfft/2+1 : Nfft)-fs faux(1 : Nfft/2)];
Xshift = [abs(X(Nfft/2+1 : Nfft)) abs(X(1 : Nfft/2))];

figure,
subplot(2,1,1), plot(freq, Xshift, color);
xlabel('Frequency [Hz]'); ylabel('Fourier Transform [linear]');
subplot(2,1,2), plot(freq,10*log10(abs(Xshift)),color);
xlabel('Frequency [Hz]'); ylabel('Fourier Transform [dB]');

end
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Pràctica 4 — Demodulació, filtratge i eficiència espectral

Resum i contextualització teòrica

La recuperació d’un senyal modulat requereix revertir el desplaçament espectral introduït per la
modulació: multiplicar el senyal rebut per la mateixa portadora (demodulació coherent) retorna
una còpia de l’espectre original a la banda base, alhora que en genera una altra al voltant del doble
de la freqüència portadora. Un filtre passabaixes permet eliminar aquesta darrera component.
Substituint una de les portadores cosinus per una sinus s’obté un esquema de banda lateral (SSB)
que redueix l’ample de banda ocupat pel senyal multiplexat, tot i introduir solapament espectral
parcial entre els dos senyals.

Figura 2: Esquema Desmultiplexador.

Objectius

• Recuperar un senyal a partir del seu senyal multiplexat mitjançant demodulació coherent i
filtratge passabaixes.

• Analitzar l’efecte de l’ordre del filtre passabaixes sobre la qualitat del senyal recuperat.

• Comparar l’eficiència espectral d’un esquema de modulació DSB clàssic amb una variant
que estalvia ample de banda.

Treball Previ

Considereu dos senyals qualssevol x(t) i y(t), la Transformada de Fourier dels quals és X(f) i
Y (f). Si el senyal multiplexat és

sm(t) = x(t) cos(2πf1t) + y(t) cos(2πf2t),

es demana:

1. Trobar Sm(f), és a dir, la Transformada de Fourier del senyal modulat sm(t).

2. S’assumeix que f1 > B, f2 > B i f2 > f1 + 2B. Si X(f) = Π
(

f
2B

)
i Y (f) = Λ

(
f
B

)
,

dibuixar el mòdul de Sm(f).

3. Si es vol recuperar x(t), és a dir, r(t) = x(t):

(a) Proposar el senyal c(t) necessari i trobar l’expressió de V (f), és a dir, la Transformada
de Fourier del senyal v(t).

(b) Dibuixar el mòdul de V (f).

(c) Com hauria de ser el filtre H(f) per tal que r(t) = x(t)? Dibuixeu-lo.

4. Comentar com hauria de canviar el senyal c(t) i el filtre H(f), per tal de recuperar y(t), és
a dir, per tal d’obtenir r(t) = y(t).
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Activitats

1. A partir del senyal multiplexat obtingut a la pràctica anterior, demodular-lo amb la portadora
adequada per a recuperar x(t) i visualitzar el mòdul de la seva Transformada de Fourier.

c = ????;
v = sm .* c;
PlotFourierTransform(v, Fs, 'r'); title('Senyal entrada del filtre');

2. Filtrar el senyal demodulat amb un filtre passabaixes d’ordre 30, proposant una freqüència
de tall adequada, i escoltar el resultat.

ordre = 30;
Ftall = ????;
r = LowPassFilter(ordre, v, Ftall, Fs);
PlotFourierTransform(r, Fs, 'r'); title('Senyal recuperat');
soundsc(r, Fs);

3. Repetir el filtratge amb un filtre d’ordre 100 i comparar la qualitat del senyal recuperat
amb el cas anterior.

ordre = 100;
r2 = LowPassFilter(ordre, v, Ftall, Fs);
soundsc(r2, Fs);

4. Repetir les activitats 1 i 3 per tal d’obtenir y(t).

c = ????;
v = sm .* c;
PlotFourierTransform(v, Fs, 'g'); title('Senyal entrada del filtre');
ordre = 100;
Ftall = ????;
ry = LowPassFilter(ordre, v, Ftall, Fs);
PlotFourierTransform(ry, Fs, 'g'); title('Senyal recuperat');
soundsc(ry, Fs);

5. Modificar l’esquema de modulació substituint cos(2*pi*f2*t) per sin(2*pi*f1*t), i
tornar a visualitzar el mòdul de la Transformada de Fourier de xm(t), ym(t) i sm(t),
comparant l’ample de banda ocupat amb el cas original.

xm2 = x .* cos(2*pi*f1*t);
ym2 = y .* ????;
sm2 = xm2 + ym2;
PlotFourierTransform(xm2, Fs, 'r');
PlotFourierTransform(ym2, Fs, 'g');
PlotFourierTransform(sm2, Fs, 'b');
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6. Repetir la demodulació i el filtratge (amb un filtre d’ordre 100) sobre el nou senyal multiplexat
per recuperar x(t); proposar el canvi necessari en el senyal demodulador per recuperar y(t),
i comparar el resultat amb el senyal original.

c_x = cos(2*pi*f1*t);
v2x = sm2 .* c_x;
r3x = LowPassFilter(100, v2x, Ftall, Fs);
soundsc(r3x, Fs);

c_y = ????; % demodulador per recuperar y(t)
v2y = sm2 .* c_y;
r3y = LowPassFilter(100, v2y, Ftall, Fs);
soundsc(r3y, Fs);

Apèndix: Generació del Senyal Multiplexat

Si no es disposa del senyal multiplexat a la pràctica anterior, cal descarregar els fitxers senyal1.wav
i senyal2.wav i utilitzar el següent codi:

[x, Fs] = audioread('senyal1.wav');
[y, Fs] = audioread('senyal2.wav');
f1 = 6000;
f2 = 17000;
n = 0:length(x)-1;
t = n'/Fs;
xm = x.*cos(2*pi*f1*t);
ym = y.*cos(2*pi*f2*t);

Apèndix: Funcions Auxiliars

Aquestes funcions es poden descarregar directament d’Atenea.

function PlotFourierTransform( x , fs , color )

narginchk(2, 3);

if nargin == 2
color = 'b';

end

x = x(:).';
Nfft = 2^ceil(log2(length(x)));
X = fft(x,Nfft) / (length(x));
faux = (0 : Nfft-1)/Nfft*fs;
freq = [faux(Nfft/2+1 : Nfft)-fs faux(1 : Nfft/2)];
Xshift = [abs(X(Nfft/2+1 : Nfft)) abs(X(1 : Nfft/2))];

figure,
subplot(2,1,1), plot(freq, Xshift, color);
xlabel('Frequency [Hz]'); ylabel('Fourier Transform [linear]');
subplot(2,1,2), plot(freq,10*log10(abs(Xshift)),color);
xlabel('Frequency [Hz]'); ylabel('Fourier Transform [dB]');

end
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function y = LowPassFilter( filterOrder , x , cutoffFreq , fs )

narginchk(4, 4);
y = filter( fir1(filterOrder,2*cutoffFreq/fs) , 1 , x );

end
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Pràctica 5 — Senyals periòdics i Sèrie de Fourier

Resum i contextualització teòrica

Tot senyal periòdic de període Tp es pot expressar com una suma d’exponencials complexes
harmòniques de la freqüència fonamental fp = 1/Tp, mitjançant el seu Desenvolupament en Sèrie
de Fourier (DSF):

x(t) = x(t+ Tp) =
+∞∑

k=−∞
ake

j2πkfpt.

Els coeficients ak es poden obtenir a partir de la Transformada de Fourier del senyal bàsic
xb(t), un únic període del senyal considerat com a senyal aperiòdic, mostrejada a les freqüències
harmòniques:

ak =
1

Tp
Xb(f)|f=kfp

.

La reconstrucció del senyal periòdic a partir d’un nombre finit d’harmònics dona lloc, en presència
de discontinuïtats, al fenomen de Gibbs.

Objectius

• Determinar el període, la freqüència fonamental i les freqüències harmòniques d’un senyal
periòdic.

• Obtenir els coeficients del Desenvolupament en Sèrie de Fourier a partir de la Transformada
de Fourier del senyal bàsic.

• Reconstruir aproximadament un senyal periòdic a partir dels seus coeficients de Fourier i
observar el fenomen de Gibbs.

Treball Previ

Considereu els següents senyals periòdics:

Figura 3: Tren de Polsos Rectangulars Figura 4: Tren de Polsos Triangulars

Per cadascun d’ells, determinar:

• El període Tp.

• La freqüència fonamental fp.

• Un senyal bàsic xb(t) i la seva Transformada de Fourier Xb(f).

15
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Activitats

1. Per al tren de polsos rectangulars de la Figura 1, calcular i representar gràficament la
Transformada de Fourier del senyal bàsic.

Tp = ????; fp = 1/Tp;
L = 30;
f = -L*fp : 0.0001 : L*fp;
Xb = ????;

2. Obtenir els coeficients de Fourier ak mostrejant la Transformada de Fourier del senyal bàsic
a les freqüències harmòniques, i representar-los conjuntament amb Xb(f).

k = -L:L; fk = k*fp;
Xb_k = ????;
ak = ????;
figure, stem(fk, abs(ak)); hold on;
plot(f, abs(Xb)*fp);
xlabel('k'); legend('|a_k|', '|X_b(k)|'); grid on;

3. Aproximar el senyal periòdic amb els coeficients de Fourier obtinguts i representar-lo
gràficament, comprovant si es reconeix el senyal original.

t = -5*Tp : 0.0001*Tp : 5*Tp;
x = zeros(size(t));
for nk = 1:2*L+1

x = x + ???? * exp(1j*2*pi*fk(nk)*????);
end
figure, plot(t, real(x));
xlim([-0.55 0.55]); grid on; grid minor;

4. Repetir el procediment anterior per al tren de polsos triangulars i comparar la velocitat de
decaïment dels coeficients de Fourier respecte al cas rectangular.

Tp = ????; fp = 1/Tp;
L = 30;
f = -L*fp : 0.0001 : L*fp;
Xb = ????;
k = -L:L; fk = k*fp;
Xb_k = ????;
ak = ????;
figure, stem(fk, abs(ak)); hold on;
plot(f, abs(Xb)*fp);
xlabel('k'); legend('|a_k|', '|X_b(k)|'); grid on;
t = -5*Tp : 0.0001*Tp : 5*Tp;
x = zeros(size(t));
for nk = 1:2*L+1

x = x + ???? * exp(1j*2*pi*fk(nk)*????);
end
figure, plot(t, real(x));
xlim([-1.5 1.5]); grid on; grid minor;
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Pràctica 6 — Transformada de Fourier en Temps Discret (TFTD)

Resum i contextualització teòrica

La Transformada de Fourier en Temps Discret (TFTD) d’una seqüència x[n] es defineix com

X(F ) =
+∞∑

n=−∞
x[n]e−j2πFn,

on F és la freqüència normalitzada. La TFTD X(F ) és una funció contínua i periòdica de període
1. MATLAB no incorpora cap funció que calculi directament la TFTD, ja que aquesta requereix
avaluar-la per a un conjunt (finit, però tan dens com es vulgui) de valors de F triats per l’usuari.

Objectius

• Programar una funció que calculi la TFTD d’una seqüència discreta per a un conjunt de
freqüències normalitzades donat.

• Validar la implementació comparant-la amb el resultat teòric d’un pols rectangular causal.

• Interpretar el mòdul i la fase de la TFTD, i la seva periodicitat.

Treball Previ

Trobar la TFTD de la seqüència

x[n] =

{
1 0 ≤ n < 7

0 altre valors de n
,

i representar, aproximadament, el seu mòdul en l’interval 0 ≤ F < 1. Cal especificar el valor
màxim de |X(F )| i els passos per zero.

Activitats

1. Programar una funció XF=my_trF(x,n,F) que calculi la TFTD de la seqüència x[n] per a
cada freqüència normalitzada continguda al vector F .

function XF = my_trF(x, n, F)
XF = zeros(size(F));
for i = 1:length(F)

????;
end

end

Orientacions i ajuda: El senyal discret x[n] s’emmagatzema a MATLAB fent ús de dos
vectors n i x, on n conté els índexs n = [n1, . . . , nK] i x conté els valors corresponents amb
aquests índexs x = [x[n1], . . . , x[nK]]. Per exemple, el senyal discret

x[n] =

{
1, per 0 ≤ n < 4

0, altres valors de n
,

que es correspon amb un pols rectangular causal de 4 mostres es descriuria a MATLAB
amb un vector x de valors x = [1, 1, 1, 1] i un vector n amb els índexs n = [0, 1, 2, 3]. La
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funció XF=my_trF(x,n,F) calcula, per tant, la Transformada de Fourier del senyal discret
contingut al vector x amb índexs n a les freqüències contingudes a F = [F1, . . . , FK]. Per
exemple, per al valor k del vector F:

XF =

length(n)∑
i=1

x(i)e−j2πF (k)n(i).

Aquesta operació s’ha de repetir per tots els valors de freqüències normalitzades continguts
al vector F, és a dir, per k = 1, . . . , length(F).

2. Validar la funció amb el senyal x[n] = 1 per a 0 <= n < 7, comparant el mòdul i la fase
obtinguts amb el resultat teòric extret de la taula de transformades.

n = 0:6; x = ones(1,7); F = linspace(-2, 2, 3001);
XF = my_trF(x, n, F);
Xt = ????; % expressio teorica
figure, subplot(221), plot(F, abs(XF)); title('|X(F)| programada');
subplot(223), plot(F, unwrap(angle(XF))); title('Fase programada');
subplot(222), plot(F, abs(Xt)); title('|X(F)| teoric');
subplot(224), plot(F, unwrap(angle(Xt))); title('Fase teorica');

3. Repetir l’anàlisi anterior modificant la llargada del pols (per exemple, a 4 mostres) i
comentar com varia l’amplada del lòbul principal de |X(F )|.

n2 = 0:3; x2 = ones(1,4);
XF2 = my_trF(x2, n2, F);
Xt2 = ????; % expressio teorica
figure, subplot(221), plot(F, abs(XF2)); title('|X(F)| programada');
subplot(223), plot(F, unwrap(angle(XF2))); title('Fase programada');
subplot(222), plot(F, abs(Xt2)); title('|X(F)| teoric');
subplot(224), plot(F, unwrap(angle(Xt2))); title('Fase teorica');
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Pràctica 7 — Transformada Z: pols, zeros i estabilitat

Resum i contextualització teòrica

La Transformada Z d’una seqüència es defineix com:

X(z) =
+∞∑

n=−∞
x[n]z−n,

on z és una variable complexa. De la seva definició, es dedueix que la Transformada Z és una
generalització de la Transformada de Fourier en Temps Discret (TFTD): si es substitueix z = ej2πF

a l’expressió anterior, s’obté la definició de TFTD. A diferència de la TFTD, que només existeix
per a seqüències absolutament sumables, la Transformada Z admet una regió de convergència
(ROC) més àmplia: el conjunt de valors de z per als quals el sumatori convergeix. Cal tenir en
compte que dues seqüències diferents poden donar lloc a la mateixa expressió algebraica de X(z).
Per tant, l’expressió de X(z) ha d’anar acompanyada sempre de la ROC corresponent, ja que
permet identificar unívocament la seqüència temporal corresponent.

La Transformada Z de la resposta impulsional d’un sistema lineal i invariant en el temps (SLI)
es coneix com a funció de transferència H(z). La funció de transferència permet determinar
completament el comportament del sistema. Considerem un SLI genèric amb retroalimentació, és
a dir, que la sortida a l’instant y[n] depèn de les mostres passades i de la mostra actual del senyal
d’entrada i de les mostres passades de la sortida:

La sortida d’aquest SLI es pot escriure com

y[n] =

M∑
m=0

bmx[n−m]−
N∑
k=1

aky[n− k],

la Transformada Z de la qual és

Y (z) =

M∑
m=0

bmz−mX(z)−
N∑
k=1

akz
−kY (z) =⇒

(
1 +

N∑
k=1

akz
−k

)
Y (z) =

(
M∑

m=0

bmz−m

)
X(z).

Si operem aquesta expressió, podem obtenir la funció de transferència com el quocient de dos
polinomis amb variable independent z:

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

∑M
m=0 bmz−m

1 +
∑N

k=1 akz
−k

=
B(z)

A(z)
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Les arrels del numerador B(z) s’anomenen zeros del sistema, mentre que les arrels de denominador
A(z) s’anomenen pols del sistema. Donat que z és una variable complexa, els pols i els zeros es
poden representar al pla complex i la seva posició caracteritza el comportament d’un sistema
lineal i invariant.

Per a un sistema causal, la ROC s’estén cap enfora a partir del pol de mòdul més gran, i el
sistema és estable si, i només si, tots els pols es troben dins del cercle unitari (equivalentment, si
la ROC inclou el cercle unitari). La resposta en freqüència H(F ) s’obté avaluant H(z) sobre el
cercle unitari, i la seva forma està fortament condicionada per la proximitat dels pols i zeros a
aquest cercle: un pol proper al cercle unitari produeix un pic pronunciat de |H(F )| a la freqüència
corresponent al seu angle, mentre que un zero proper (o situat exactament) sobre el cercle produeix
una atenuació, o fins i tot una anul·lació, a la freqüència del seu angle.

Com a darrer detall, cal mencionar les diferències entre els SLI amb resposta impulsional finita
(FIR) i els SLI amb resposta impulsional infinita (IIR). En un sistema FIR, la resposta impulsional
h[n] té un nombre finit de coeficients i compleixen A(z) = 1. Això implica que els sistemes
FIR no tenen retroalimentació (només tenen pols a l’origen z = 0) i són estables. En canvi, els
sistemes IIR tenen resposta impulsional h[n] amb un nombre infinit de coeficients i sempre tenen
retroalimentació. Per tant, els sistemes IIR tenen pols i zeros, o només pols (all-pole filters).

Objectius

• Representar el diagrama de pols i zeros d’un sistema a partir de la seva funció de transfe-
rència.

• Determinar la ROC i l’estabilitat d’un sistema causal a partir de la posició dels seus pols.

• Relacionar la posició dels pols amb la forma de la resposta en freqüència del sistema.

Activitats

1. Representar el diagrama de pols i zeros del sistema H(z) = 1
1−0.5z−1 i determinar si la seva

ROC (per al cas causal) inclou el cercle unitari.

b = 1;
a = [1 -0.5];
figure; zplane(b, a); title('Diagrama de pols i zeros'); grid on;

2. Calcular i representar gràficament la resposta en freqüència |H(F )| del sistema, i relacionar-
ne la forma amb la posició del pol.

[H, w] = freqz(b, a, 512);
figure; plot(w/(2\pi), abs(H)); xlabel('F'); ylabel('|H(F)|'); grid on;

3. Repetir l’anàlisi anterior desplaçant el pol a 0.9 i, després, a 0.99, i comentar com varia la
selectivitat freqüencial del sistema a mesura que el pol s’apropa al cercle unitari.

for pol = [0.5 0.9 0.99]
a_p = ????; b_p = ????;
[Hp, wp] = freqz(b_p, a_p, 512);
figure; plot(wp/(2\pi), abs(Hp)); xlabel('F'); ylabel('|H(F)|'); grid on;

end
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Pràctica 8 — Disseny i aplicació de filtres digitals IIR

Resum i contextualització teòrica

Un filtre digital IIR (Infinite Impulse Response) queda descrit per una equació en diferències amb
realimentació,

y[n] =

M∑
m=0

bmx[n−m]−
N∑
k=1

aky[n− k],

que es tradueix en una funció de transferència racional

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

∑M
m=0 bmz−m

1 +
∑N

k=1 akz
−k

=
B(z)

A(z)
,

amb pols (arrels de A(z)) que, a diferència dels filtres FIR, no es troben necessàriament a l’origen
del pla complex. Aquesta llibertat en la posició dels pols permet obtenir, amb un ordre (grau del
polinomi A(z)) reduït, respostes en freqüència molt selectives: com s’ha vist a la pràctica anterior,
l’apropament d’un pol al cercle unitari concentra molt l’energia de la resposta al voltant de la seva
freqüència associada. A MATLAB, aquesta equació en diferències s’implementa directament amb
la funció filter(b,a,x), on b i a són els vectors de coeficients del numerador i el denominador
de H(z), respectivament.

Un filtre elimina-banda estret (notch) es pot dissenyar situant un parell de zeros conjugats sobre
el cercle unitari, a la freqüència que es vol eliminar, i un parell de pols conjugats a la mateixa
freqüència però amb un mòdul lleugerament inferior a 1. Aquesta configuració anul·la exactament
la component freqüencial indesitjada, alhora que limita, gràcies als pols, l’amplada de la banda
afectada al voltant d’aquesta freqüència.

Objectius

• Analitzar el diagrama de pols i zeros i la resposta en freqüència de dos filtres elimina-banda
donats.

• Justificar, a partir d’aquesta anàlisi, el tipus de filtre i la freqüència que elimina cadascun.

• Aplicar els filtres en sèrie sobre un senyal de veu interferit i avaluar-ne l’efecte, tant
auditivament com espectralment.

Activitats

1. Carregar el senyal d’àudio interferit pr8_audio.wav, reproduir-lo i visualitzar el mòdul de
la seva Transformada de Fourier per identificar les freqüències dels tons interferents.

[x, Fs] = audioread('pr8_audio.wav');
soundsc(x, Fs);
PlotFourierTransform(x, Fs, 'b');

2. Analitzar el primer filtre proposat (a1, b1): representar-ne el diagrama de pols i zeros i la
resposta en freqüència, i justificar de quin tipus de filtre es tracta.

a1 = [1 -1.3687 0.81];
b1 = [1 -1.5208 1];
figure; zplane(????, ????); title('Diagrama de pols i zeros'); grid on;
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[H, w] = freqz(????, ????);
figure, subplot(2,1,1), plot(w/(2\pi)*Fs, 20*log10(abs(H)),'b-');
xlabel('Freq. [Hz]'); ylabel('|H(f)|'); grid on;
subplot(2,1,2), plot(w/(2\pi)*Fs,(unwrap(angle(H))),'b-');
xlabel('Freq. [Hz]'); ylabel('Fase H(f)'); grid on;

3. Repetir l’anàlisi anterior amb el segon filtre proposat (a2, b2).

a2 = [1 0.9405 0.81];
b2 = [1 1.0450 1];
figure; zplane(????, ????); title('Diagrama de pols i zeros'); grid on;
[H, w] = freqz(????, ????);
figure;
subplot(2,1,1), plot(w/(2\pi)*Fs, 20*log10(abs(H)),'b-');
xlabel('Freq. [Hz]'); ylabel('|H(f)|'); grid on;
subplot(2,1,2), plot(w/(2\pi)*Fs,(unwrap(angle(H))),'b-');
xlabel('Freq. [Hz]'); ylabel('Fase H(f)'); grid on;

4. Aplicar els dos filtres en sèrie sobre el senyal d’àudio original, escoltar el resultat i comparar-
ne l’espectre amb el del senyal original.

y1 = filter(b1, a1, x);
y = filter(????, ????, y1);
soundsc(y, Fs);
PlotFourierTransform(x, Fs, 'r');

Apèndix: Funció Auxiliar

Aquesta funció es pot descarregar directament d’Atenea.

function PlotFourierTransform( x , fs , color )

narginchk(2, 3);

if nargin == 2
color = 'b';

end

x = x(:).';
Nfft = 2^ceil(log2(length(x)));
X = fft(x,Nfft) / (length(x));
faux = (0 : Nfft-1)/Nfft*fs;
freq = [faux(Nfft/2+1 : Nfft)-fs faux(1 : Nfft/2)];
Xshift = [abs(X(Nfft/2+1 : Nfft)) abs(X(1 : Nfft/2))];

figure,
subplot(2,1,1), plot(freq, Xshift, color);
xlabel('Frequency [Hz]'); ylabel('Fourier Transform [linear]');
subplot(2,1,2), plot(freq,10*log10(abs(Xshift)),color);
xlabel('Frequency [Hz]'); ylabel('Fourier Transform [dB]');

end
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Pràctica 9 — Fonaments de la DFT

Resum i contextualització teòrica

La Transformada Discreta de Fourier (DFT) de longitud N d’una seqüència x[n] es defineix com

XN [k] =
N−1∑
n=0

x[n]e−j2πn k
N

per a k = 0, . . . , N − 1. A diferència de la TFTD, que és una funció contínua de la freqüència
normalitzada F , la DFT només pren N valors discrets.

Quan N és igual o superior a la llargada de la seqüència, la DFT es pot interpretar com un
mostratge, a N punts equiespaiats, de la TFTD d’aquesta seqüència, és a dir,

XN [k] = X(F )|F= k
N
.

En cas contrari, es produeix aliasing temporal en calcular la transformada inversa, IDFT. Una
conseqüència important d’aquesta relació és que la DFT assumeix implícitament que tant la
seqüència temporal com el seu espectre són periòdics, de període N mostres: x[n] i XN [k] es
poden entendre com un període d’una seqüència periòdica infinita, encara que la seqüència original
x[n] no ho sigui.

Augmentar N (zero-padding) millora la interpolació visual de l’espectre, és a dir, permet observar
amb més detall la forma de la TFTD subjacent. Aquest detall és especialment rellevant en
seqüències x[n] de longitud finita coneguda, ja que permet obtenir-ne una representació espectral
més nítida quan N > Lx (essent Lx la llargada del senyal). Si, en canvi, la seqüència x[n] s’obté
com un fragment d’un senyal de més llargada (per exemple, una sinusoide enfinestrada), tot i que
el zero-padding també permet millorar la representació visual, no aporta cap informació addicional:
no afegeix informació nova ni millora la resolució freqüencial real, que depèn exclusivament de la
llargada del fragment considerat. A la pràctica, la DFT es calcula de manera eficient mitjançant
l’algorisme FFT (Fast Fourier Transform), que en redueix dràsticament el cost computacional
quan N és una potència de 2. MATLAB incorpora les funcions fft i ifft, que permeten calcular
la DFT i la IDFT, respectivament.

Objectius

• Comprendre la relació entre la DFT de N punts i la TFTD d’una seqüència.

• Analitzar l’efecte del nombre de punts de càlcul (incloent-hi el zero-padding) sobre la DFT
i la seva inversa.

• Estimar la freqüència i l’amplitud d’un senyal sinusoidal enfinestrat a partir del mòdul de
la seva DFT.

Treball Previ

1. Donada la seqüència x[n] = {1, 0, 1, 0} de N = 4 mostres:

• Calcular els valors de la seva DFT X4[k] per a k = 0, 1, 2, 3.

• Quin valor pren la component contínua X4[0]? Es compleix la simetria X4[1] = X4[3]?

2. Es considera una seqüència x[n] de durada Lx = 6 mostres, quin és el nombre mínim de
punts N que ha de tenir la DFT per poder recuperar x[n] intacta mitjançant la IDFT? Què
passaria si s’utilitzés N = 4?
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Activitats

1. Generar un pols rectangular causal de 6 mostres, dibuixar-ne la TFTD i calcular-ne la DFT
per a N = {6, 12, 128} punts, comentant l’impacte del nombre de punts.

x = ones(1,6); n = 0:5;
F = linspace(0,1,3001);
figure, plot(F,abs(aux_TF(x,n,F)),'b-','LineWidth',1.5);
xlabel('Normalized Frequency F'); ylabel('DTFT Magnitude');
title('Discrete-Time Fourier Transform (DTFT)');

Ns = [6 12 128];
style = {'k-','r-','g-'};
figure,
for i = 1 : length(Ns)

N = Ns(i);
X = fft(????, ????);
subplot(3,1,i); stem(0:N-1,abs(X),style{i},'LineWidth',1.5);
xlabel('Frequency Bins k'); ylabel('DFT Magnitude'); xlim([0 N-1]);
title(['Discrete Fourier Transform (DFT) with ', num2str(N),' points']);

end

2. Calcular la IDFT de la DFT obtinguda amb N = {6, 12} punts i comprovar si es recupera
la seqüència original; repetir l’exercici amb N = 5 i interpretar el resultat.

Ns = [6 12 5];
style = {'k-','r-','g-'};
figure, subplot(4,1,1); stem(n,abs(x),'b-','LineWidth',1.5); xlabel('Samples n')
for i = 1 : length(Ns)

N = Ns(i); X = fft(x, N);
xr = ????(X);
subplot(4,1,i+1); stem(0:N-1,real(xr),style{i},'LineWidth',1.5);
xlabel('Samples n')

end

3. Generar un cosinus enfinestrat de 5 períodes, freqüència 100 Hz i amplitud 3 (amb freqüència
de mostratge fm = 1000 Hz), i calcular-ne la DFT amb N = 128 punts, estimant-ne la
freqüència i l’amplitud a partir del mòdul de la DFT.

fm = 1000;
f0 = 100;
A = 3;
periodes = 5;
n = 0 : periodes*fm/f0 - 1;
x2 = A * cos(2*pi*f0*n/fm);
N2 = 128;
X2 = fft(????, ????);
k = 0:N2-1;
figure; stem(k, abs(X2));
[X2max, k2max] = max(abs(X2(1:N2/2)));
f_est_128 = ????;
A_est_128 = ????;
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4. Repetir l’estimació anterior amb N = 1024 punts i comparar la millora obtinguda respecte
al cas amb N = 128.

N3 = 1024;
X3 = fft(x2, N3);
figure; stem(0:N3-1, abs(X3));
[X3max, k3max] = max(abs(X3(1:N3/2)));
f_est_1024 = ????;
A_est_1024 = ????;

Apèndix: Funció Auxiliar

Aquesta funció es pot descarregar directament d’Atenea.

function Y = aux_TF( x , n , F )

narginchk(3, 3);

E = transpose(exp(-1j * 2 * pi * n(:) * transpose(F(:))));
Y = E * x(:);

end
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Pràctica 10 — DFT: finestres, resolució espectral i convolució
circular

Resum i contextualització teòrica

Analitzar un segment finit d’un senyal equival, matemàticament, a multiplicar-lo per una finestra
w[n]. Com que multiplicar en el domini temporal equival a convolucionar en el domini freqüencial,
l’espectre observat X(F ) no és l’espectre ideal del senyal, sinó el resultat de convolucionar-lo amb
la Transformada de Fourier de la finestra, W (F ).

L’amplada del lòbul principal de W (F ), que determina la capacitat de distingir dues components
freqüencials properes, depèn exclusivament de la durada de la finestra: com més llarga és la
finestra, més estret és el lòbul principal i millor la resolució freqüencial real. En canvi, el nombre
de punts N utilitzats per calcular la DFT només afecta la densitat amb què es mostreja aquest
espectre (més o menys interpolació), però no la seva forma ni la seva resolució. Quan dues
sinusoides tenen freqüències molt properes, els lòbuls secundaris d’una component es poden
confondre amb el lòbul principal de l’altra, dificultant l’estimació correcta d’amplitud i freqüència.

D’altra banda, com que la DFT assumeix que les seqüències són periòdiques de període N , el
producte de dues DFT’s, en antitransformar-lo, no es correspon amb la convolució lineal de les
seqüències originals sinó amb la seva convolució circular (mòdul N):

yc[n] = x[n]⊛N h[n] =
∑
m

x[m]h[(n−m) mod N ].

Aquesta convolució circular només coincideix amb la convolució lineal si N és igual o superior a la
llargada de la convolució lineal, és a dir, Lx + Lh − 1; en cas contrari, les mostres que haurien de
caure fora del rang 0, . . . , N − 1 es pleguen (s’hi sumen) per l’efecte de la periodicitat, produint
un resultat incorrecte respecte al cas lineal.

Objectius

• Analitzar l’efecte de la mida de la finestra d’anàlisi sobre la resolució espectral de dues
sinusoides properes.

• Distingir l’efecte d’augmentar N (zero-padding) de l’efecte d’allargar la finestra real d’ob-
servació.

• Comparar la convolució lineal i la convolució circular de dues seqüències, i determinar la
condició sobre N perquè coincideixin.

Treball Previ

1. Es volen separar dues sinusoides de f1 = 110 Hz i f2 = 120 Hz mostrejades a fm = 1000 Hz.

• Quin nombre mínim de mostres M de finestra es necessiten (∆f ≈ fm
M )?

• Si només s’obtenen M = 50 mostres i s’afegeixen molts zeros (zero-padding a N = 1024),
s’aconsegueix separar els dos pics? Justificar-ho breument.

2. Siguin dues seqüències de longituds Lx = 3 i Lh = 2. Quin és el nombre mínim de punts
N de la DFT/IDFT necessari perquè la convolució circular x[n]⊛N h[n] sigui exactament
igual a la convolució lineal x[n] ∗ h[n]?
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Activitats

1. Generar 1 període de la suma de dos cosinus d’amplituds 1 i 2 i freqüències 110 Hz i 120
Hz, calcular-ne la DFT amb N = 200 punts, i estimar-ne les amplituds i freqüències.

fm = 1000;
f1 = 110; f2 = 120; A1 = 1; A2 = 2;
n = 0 : 1*fm/gcd(f1,f2) - 1;
x = A1*cos(2*pi*f1*n/fm) + A2*cos(2*pi*f2*n/fm);
N = 200;
X = fft(????, ????);
figure; stem(0:N-1,abs(X));
f1_est_200 = ????;
A1_est_200 = ????;
f2_est_200 = ????;
A2_est_200 = ????;

2. Repetir l’estimació anterior amb N = 1000 punts i comentar si millora respecte al cas amb
N = 200.

N2 = 1000;
X2 = fft(????, ????);
figure; stem(0:N2-1,abs(X2));
f1_est_1000 = ????;
A1_est_1000 = ????;
f2_est_1000 = ????;
A2_est_1000 = ????;

3. Repetir l’anàlisi utilitzant una finestra de 5 períodes de cada cosinus, i comparar la millora
de l’estimació respecte als dos apartats anteriors.

N3 = 1000;
n_llarg = 0 : 5*fm/gcd(f1,f2) - 1;
x_llarg = A1*cos(2*pi*f1*n_llarg/fm) + A2*cos(2*pi*f2*n_llarg/fm);
X3 = fft(x_llarg, ????);
figure; stem(0:N3-1,abs(X3));
f1_est_1000_llarg = ????;
A1_est_1000_llarg = ????;
f2_est_1000_llarg = ????;
A2_est_1000_llarg = ????;

4. Calcular la convolució lineal d’un pols rectangular causal de 6 mostres amb ell mateix;
calcular-ne també la DFT amb N = 6 punts, multiplicar-la per ella mateixa i antitransformar
el resultat, comparant-lo amb la convolució lineal.

p = ones(1,6);
ylin = conv(p, p);
Xp = fft(p, 6);
ycirc = ifft(Xp .* ????);
figure; subplot(3,1,1), stem(ylin);
subplot(3,1,2), stem(real(ycirc));
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5. Repetir l’apartat anterior calculant la DFT amb N = 11 punts, i comentar per què ara la
convolució lineal i la circular coincideixen.

Xp11 = fft(p, ????);
ycirc11 = ifft(Xp11 .* Xp11);
subplot(3,1,3), stem(real(ycirc11));
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