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RESUMEN

El método de bandas finitas se emplea para determinar cargas de bifurcacién de ldminas plegadas
prismdticas apoyadas en diafragmas en sus extremos. La formulacidn de estabilidad es de tipo energé-
tico y permite tratar tanto cargas sélidas como liquidas, incluyendo la influencia del movimiento de
un liquido en modos de inestabilidad torsional. Se presentan ejemplos numéricos para evaluar conver-
gencia de la solucién y aplicaciones a problemas de inestabilidad torsional de vigas de pared delgada.
Estudios paramétricos realizados sobre un ejemplo permiten comparar distintas formas de seccidn
transversal en su corfiportamiento en pandeo.

SUMMARY

The finite strip method is used to evaluate bifurcation loads in prisinatic plate assemblies suppor-
ted on end diaphragms. The stability formulation is based on an energy principle and can take into
account solid and liqliid-type loading, including the influence of the movement of a liquid in torsional
instability modes. Numerical examples are presented to evaluate convergence of the solution, and
applications to probiems of torsional instability of thin-walled beams are discussed. For a particular
example, parametric studies are carried out to compare the buckling behaviour of different beam
cross sections. '

INTRODUCCION

En el contexto del presente trabajo, la denominacién de placas plegadas prismdticas
se aplica a todo conjunto o ensamblaje de elementos planos cuya superficie media es
prismética y cuyo espesor es pequefio frente a las dimensiones generales. Esta designa-
cién incluye aquellos casos en que por las proporciones entre las dimensiones geomé-
tricas de la seccién y la longitud total podrian ser tratadas por la teoria de vigas de
pared delgada, pero que serdn aqui analizadas por el método mds general de bandas
finitas! La determinacién de cargas criticas de inestabilidad de placas plegadas prism4-
ticas es de sumo interés en muitiples situaciones de disefio, tanto para el estudio de
fenémenos globales como localizados de inestabilidad, y serd formulado siguiendo las
lineas generales formulados en 2. Como es caracterfstico del método de bandas finitas,
las funciones de aproximacion cubren la totalidad del dominio en el sentido de. las
aristas del prisma, mientras que en la direccidon transversal sélo cubren el ancho de la
banda considerada, constituyendo una forma de combinacion de las modalidades
‘locales y globales del método de Ritz. La formulacién variacional que se desarrolla
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permite la identificacién de modos locales y globales de inestabilidad, y la diferencia
entre ellos no proviene del procedimiento de andlisis usado sino de la forma misma del
modo critico.

Una resefia reciente de las aplicaciones de bandas finitas en problemas de inestabili-
dad puede encontrarse en 2. Las primeras aplicaciones del método para determinar
cargas de bifurcacion bajo cargas laterales se deben a Graves Smith y Sridharan®,
quienes consideraron inestabilidad en modos flexionales. La inestabilidad en modos
torsionales bajo cargas laterales, empleando el método de bandas finitas, fue tratado
originalmente por los autores en*: ®, en donde el problema estd tratado por medio de
una condensacién.

A partir de una formulacién general, en el presente trabajo se investiga el fenémeno
de inestabilidad torsional de placas plegadas bajo cargas gravitatorias de tipo sélido y
liquido, poniéndose de manifiesto la significativa diferencia .en cargas criticas entre
ambos casos. En los ejemplos numéricos que se desarrollan en este trabajo se utilizé
s6lo la primera componente arménica de las funciones de interpolacién, de manera que
se limita la posibilidad de detectar modos locales que podrian surgir del acoplamiento
entre los distintos arménicos en el sentido longitudinal. Sin embargo, esta restriccién
no limita la validez de los resultados obtenidos debido a que el.acoplamiento de los
diversos armdnicos no modifica significativamente el modo critico estudiado.

FORMULACION DEL PROBLEMA DE ESTABILIDAD

Se considerard una estructura de paredes delgadas constituida por K ldminas delgadas,
como se ilustra en la Figura 1. Los ejes globales coordenados se designan por X, (r=1,3),
mientras que para cada ldmina componente se adoptardn ejes locales’,. En particular,
el anglisis considerard estructuras cuya seccién segun el plano Xz X, no varia en sentido
X, ;y apoyadas en los extremos X; = 0y X; = L

X4 (U‘ ) {bi

Figura 1.— Ejes coordenados y dimensiones consideradas.
(a) En una estructura tipica. (b) En una banda finita.
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El cambio de energfa potencial total # entre un estado sin tensiones ni deformacio-
nes, y un estado arbitrario deformado, puede escribirse como

K t )
T= 2 37//(1% €5 T Myxy) dxg dx,

k=1

- f//@i“i““ ps uz) dx; dx2-—f/[PlU1]XI=L .dng

X1=O
ij=1,2 (1

donde ny;, my; representan los esfuerzos y momentos resultantes en el espesor ¢ de la
ldmina; €; y Xy las deformaciones y cambios de curvatura;u, ug los desplazamientos;
Di, P; las componentes de cargas distribuidas; y- Py las cargas axiales aplicadas en los
extremos x; = 0y x; = L. Las cargas lineales de arista ‘pueden ser incluidas en la
ecuacion (1) sin dificultades. _

Para describir deformaciones de las ldminas se distinguird entre las componentes
lineales y no lineales en desplazamientos, resultando:

€ = €ij + €} (2)
donde
1 [3uy au,-)
h=—|— + — 3
) (axj o, 3
. 1 ou, ou,
— (4)

i =—2_ a axj

Sin embargo, no todos los términos en €fj son significativos en estructuras largas. Ern
efecto, los términos no lineales asociados a u; son despreciables, y términos no lineales
que contribuyen significativamente son &

" 1 laus 2 auz 2

en =75 T\~
2 [\0x; 0xy
1 /o

ety = (243)2 )
2 6x2

o _i duz dug

2T \oxy o

Los cambios de curvatura se describen a través de relaciones lineales de los despla-
zamientos en la forma

_ 8& _ 82313
Xis = —a_x_j axi an

6)

donde §, es el giro de la normal a la superficie media.

Para un material eldstico, isétropc y homogéneo, las ecuaciones constitutivas se
escriben como
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E? v
Tl (e + - (N
513

paral = 1, 2, en donde E es el médulo eldstico v es el coeficiente de Poisson del mate-
rial, y 8y es la delta de Kroenecker.
Supoéngase conocida una trayectoria fundamental de equilibrio de la estructura,
y las variables asociadas a la misma identificadas con el superindice ( ). En la vecindad
de un estado de bifurcacién a partir de la trayectoria fundamental, los desplazamientos
en la trayectoria secundaria, identificados con el superindice ( )*, podrdn escribirse
como:
w=u tuy
9

uj = uf +us

donde u;, uz son desplazamientos incrementales, medidos a partir del estado funda-
mental.

Si la trayectoria fundamental de equilibrio se considera lineal en «f (lo que es una
muy buena aproximacién en muchaos casos), pero la trayectoria secundaria se supone

no lineal en desplazamientos incrementales, las deformaciones y esfuerzos en la trayec-

toria secundaria resultan

¢ = N e + o)
X5 = NX§ + Xy (1n
ny = Nl +my + 12
ms = Ami+ mj (13)

El pardmetro de carga, A, empleando en las ecuaciones (10-13) permite disting‘uirA

entre distintos niveles de carga sobre la trayectoria fundamental. Se supone que las
cargas actuantes se incrementan a través de un unico pardmetro A para-toda la estructura.
Para el caso en que las fuerzas no dependen de las deformaciones, pueden expresarse
en la forma
-3
pi=Ap; (14)
p3= A s

Reemplazando las (9 - 14) en 1a (1), se puede reescribir la energia potencial tal como
T=Fy + Ay + A t+ W +'?(4 (15)

donde m, representa la ecuacién de energia potencial total (1) escrita en el estado
fundamental. Los términos que dependen linealmente de desplazamientos incrementa-

les se agrupan en my, que resulta

K .
m =k2=1 3)\1‘/ (ny s +mi x5 — pf 1 — pi us) dx dng (16)
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Debido a que los esfuerzos y cargas en el estado fundamental se encuentran en equilibrio,
la expresion de w; deberd ser nula para cualquier estado incrementado que sea cinema-
ticamente admisible, resultando

8m =0 17

Los términos que son cuadrdticos en desplazamientos incrementales se agrupan en
My, ¥ puede escribirse en la forma

t A
—2'//("11'1 & +myy xi;) dxy dxg +’§"//(n’ifi e+ €)) dxg dxp¢ (18)

K
o = 2
k=1

73 ¥ 7y contienen los términos que dependen en forma cubica y cudrtica de desplaza-
mientos incrementales. En Ia vecindad de un punto de bifurcacioén, los desplazamientos
incrementales pueden considerarse arbitrariamente pequefios, desprecidndose los
términos de orden superior. Equilibrio de la trayectoria secundaria en el punto de
bifurcacion puede obtenerse de la expresion

dme =0 (19)

Noétese que en base a la hipbtesis que las cargas exteriores son independientes de los
desplazamientos asociados al modo critico (i, us), €l funcional 7y de la ecuaciéon (18)
no contiene términos. provénientes de las cargas exteriores, salvo aquéllas del tipo
Mty ey M €.

Cuando la carga exterior proviene del peso de un ligquido contenido en la seccion,
como se indica en la Figura 2, el giro de la seccién debida al modo critico de deforma-

1. b N
L

Figura 2.— Influencia de una carga de liquido.
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cién produce un cambio en la intensidad de la presidn hidrostédtica en cada punto de la
misma. La ecuacién (14) puede ser escrita ahora en la forma’

pi=0
' 20
ps = \p§ + p3 (20)
El cambio de presién hidrostdtica en cada punto estd dada por
Py =Yy .00 =17, B Xy @2n

donde7,, es el peso especifico del l{quido, 64 es el cambio de altura del liquido debido
a la rotacién 3, de la ldmina alrededor del eje global X; . El cambio de presion p3 origina
un término adicional en el potencial 7, de la forma

L=— 3 //Bzxzuadxldxz ' (22)

2 k=1

El factor 1/2 en la (22) corresponde al hecho que pg varia linealmente con ug, y por
lo tanto su energifa potencial deberd ser expresada en funcién del valor total de despla-
zamiento u;. La integracidon de la (22) se extiende a la parte de la estructura sobre la
que presiona el liquido; por lo tanto los limites de las integrales dependen del nivel de
carga A

Una forma mds simple de la (22) puede logarse si se incluye la hipotesis adicional
que el desplazamiento incremental us proviene de un giro 8 de la seccion transversal sin
cambio de forma. En este caso, se obtiene

Uz =0 +xy " cOSW

23
8, 6 (23)

en donde « es el dngulo de inclinacién de la ldmina, como se indica en la Figura 3.
Remplazando las (23) en la (22) se obtiene

1=——7212/0/x§dx1dx2 (24)
X1 x9

Para secciones transversales prismdticas, integrando en el intervalo X, = [ -b/2,b/2]
donde b es el ancho de la seccion del liquido indicado en la Figura 2, se tiene

Vw 3
zf,‘:__/ 62 idxl (25)
2 Jxq 12

La variacién 81, da origen al término especial dado en las ecuaciones (8) y (11) de *
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Figura 3.— Inestabilidad de una seccién dngulo bajo carga tipo peso propio. A
(a) Dimensiones de la estructura. (b) Momento critico para distintos valores de «-

D =Et3/12(1v?).

DISCRETIZACION POR BANDAS FINITAS

Los aspectos basicos de la formulacién del método de bandas finitas para determinar
cargas criticas en ldminas plegadas bajo cargas axiales o transversales fueron presentados
por Graves Smith y. Sridharan en 19782 El campo de desplazamientos incrementales
en cada banda usado en ? y en el presente trabajo es el denominado LO2 por Cheung?,
y definido por la expresiones

M
X
= T ¢ cosm —-
m=1 L
b X
up= X ¢3 senm L (26)
m=1 L
M
X
ug= X ¢ senm L
m=1 . L
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en donde las funciones polinémicas ¢™ estdn dadas por

— ; 2
¢11n" Nluim+N2u1m
— 1
¢x2n‘_Mu2m+N2u§m
¢ = N®ug™ + N*ug™ + N° B}™ + N° p2e
siendo
N=1-9q Nt=1q
N3 = 1-3p2+29% N*=39® - 279°
l 2 3 1 3-A 2
N5=;(n—2n+n) N“=a—(n-—n)
X2
n=—
a

Enx; = 0y x; = L, se satisfacen las condiciones de borde

32 Uz

u2=u3= :O

2
ox;3

(27)

(28)

(29)

(30)

mientras que en las uniones entre placas se satisface la condicién de compatibilidad
entre desplazamientos. Los grados de libertad del elemento en el sistema coordenado
local resultan amplitudes de desplazamientos y rotaciones de la normal sobre los lados

del elemento, y para cada modo m considerado.

m im ,,1m im im 2m 2m g
u - gal yuz rus ’ ﬁz 'ul “2 ;a 8

GD

Reemplazando las (26) en la (19) se exprésa la condicién de bifurcacidén como un
problema de vectores y valores propios. Si. la carga aplicada es tipo peso propio, el

sistema resulta

(K-AKg)U=0

(32)

donde K es la matriz de rigidez de la estructura (primer término de la ecuacién 18);
y K es la matriz de carga - geometria (segundo término de la 18). Las integrales nece-
sarias para obtener las matrices se han eéfectuado en forma numérica, pero podrian

-explicitarse sin demasiado esfuerzo analftico.

Para inestabilidad lateral-torsional bajo carga de liquido que aumenta, el problema

de autovalores es.en general no lineal y de la forma

[K-AKs —KgM)]U=

(33)
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donde Ky es una matriz asociada al efecto desestabilizante del liquido, obtenida de la
integral (22). La ecuacidn (33) presenta la particularidad que el término del liquido
depende de manera no explicita del pardmetro A. Sin embargo, el problema puede ser
transformado en una ecuacién lineal de autovalores sujeta a una restriccion. En efecto,
consideremos una estimacién A; a los efectos de evaluar Ky ; la ecuacién (33) resulta

[(K-Ky(M))—AKg]U=0 (B34
de la cual se obtiene el valor minimo de A. La restriccién en este caso es que

vale decir que la carga critica mfnima A debe coincidir con la supuesta para evaluar
Ky . Los resultados que se presentan en la seccidén siguiente estdn basados en las
ecuaciones (34 - 35) para carga l{quida.

RESULTADOS NUMERICOS

Con el fin de ilustrar el empleo de las técnicas descritas en las secciones anteriores se
presentan a continuacién varios ejemplos, comparando resultados cuando es posible
con otras soluciones teéricas y experimentales.

Inestabilidad de una seccion dngulo bajo carga tipo peso propio

Como primer ejemplo, se determinardn cargas criticas para un caso para el que existen
soluciones analiticas aproximadas en la literatura. La Figura 3.a muestra las caracterfs:
ticas de una viga de pared delgada de seccién dngulo, bajo la accidn de una carga tipo
peso propio. El momento critico de la seccién central se ha dibujado en la Figura 3.b
para distintos valores del dngulo « de las placas respecto de la horizontal;y se comparan
los resultados numeéricos obtenidos empleando 1 modo y 7 elementos en la presente”
formulacién, con los analfticos dados por Meck” La comparacién resulta satisfactoria,
y la diferencia entre ambas soluciones estd asociada a la naturaleza distinta de las
cargas consideradas (la solucion de Meck es para un estado con momento constante en
X;), y con las simplificaciones introducidas en 7 que no fueron realizadas en la
presente formulacién. Tal como lo menciona Meck, existe un rango importante de
estructuras para el que el momento critico es independiente de la longitud de la viga.
Por ejemplo, si se reduce la longitud en un 40%, el momento critico sélo aumentaen 6%.

- Inestabilidad de una seccién trapézoidal bajo carga de liquido

Para este problema no existen resultados en la literatura aparte de los obtenidos por
los autores, y serd estudiado en detalle en esta seccion. Considérese, en primer lugar,
el estado fundamental de tensiones para el problema de la Figura 4. La Tabla I muestra
los valores de esfuerzos resultantes en la placa inferior, obtenidos para distintos estados
de carga (peso propio, carga uniforme sobre la placa inferior, y peso propio mds carga
hidrostética) cuya resultante en la seccidn transversal es unitaria. Las diferencias que se
observan en esfuerzos ni; son de 0,2%, mientras que nb, presenta diferencias mayores,
pero su valor es mucho menor que #f, . Dos conclusiones importantes pueden obtenerse
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Figura 4.-- Inestabilidad de una seccién trapezoidal bajo carga de liquido.
(a) Discretizaciones empleadas. {b) Convergencia de la solucién. Datos en Tabla I.

Carga ni, [kN/m] nhe [kN/m]

Peso propio 164.45 0.90

Peso propio mds liquido

en toda la seccidon 164.15 1.10

Carga uniforme en ia

placa inferior 164.48 0.90

Tabla I. Estado fundamental para una estructura con £=2.17 107 kN/mz; v=0.15; L=250m;
t=006m;H=065m; B=2.50m; B, =040 m ;resultante de carga en la seccién transversal,
‘ g = 1 kN/m en todos los casos. Discretizacién: 10 elementos, 1 modo.
(Variables definidas en la Figura 5.a)

de los resultados anteriores: en primer lugar, la influencia de »}; es mucho mayor que
nhs, v podria eventualmente despreciarse nb,, para el problema de estabilidad en este
caso. En segundo lugar, para la determinacién de ni; es irrelevante qué estado funda-
mental de carga se considere, pudiendo emplearse el correspondiente a peso propio.
Estudios de convergencia de la solucién empleando las discretizaciones que se
muestran en la Figura 4. a han sido dibujados en la Figura 4. b. Al aumentar el nivel de
liquido %, el efecto desestabilizante asociado al movimiento del liguido produce una
caida en la carga critica, al resolver la ecuacién (34). En la figura se muestra ademds la
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Figura 5.— Influencia de la forma de la seccién transversal.
(2) Pardmetros considerados. (b) Determinaci6n de cargas criticas.
(c) Comparacién de cargas criticas para sélido y liquido.
(d) Factores de reduccidn por carga liquida.

curva de carga para la seccién considerada; el valor critico para carga de liquido debe
satisfacer la ecuacién (35), y se alcanza cuando las dos curvas se intersectan, en cuyo
caso el nivel de carga disponible es suficiente para producir inestabilidad lateral-torsio-
nal. Se observa que no se ha empleado la condicién de simetrfa de la seccién porque
se supone desconocido el centro de corte de la misma. Los resultados para 32 y 52
grados de libertad (mallas B y C respectivamente) son pricticamente coincidentes,
mientras que la diferencia entre las soluciones obtenidas para 24 y 52 grados de libertad
son de sélo 6%.
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Para una seccion semejante a la de la Figura 4, resultados experimentales® obtenidos
para dos estructuras con carga de agua mostraron inestabilidad torsional para valores de
carga 8 -17 % inferiores a los obtenidos por bandas finitas.

Influencia de 1a forma de la seccidn transversal

En lo que sigue, se presenta una aplicacién del modelo desarrollado en este trabajo
al disefio de vigas de pared delgada. Con referencia a la Figura5.a, se estudian distintas
secciones transversales con el mismo ancho total B, altura H y longitud entre apoyos L.
Como casos extremos, se consideran una seccioén dngulo, V, y una seccién U. En todos
los casos, la placa inferior mide el doble que cada ala lateral, y se ha definido un par4-
metro de forma de la seccién, ¢, dado por.

2B,
B

9 =

(36)

que toma valores entre Oy 1.

Los resultados de la Figura 5.b, normalizados con respecto al peso propio g, mues-
tran que los valores inferiores de carga critica g considerando el efecto del l1fquido
corresponden a la seccién dngulo (¢ = 0), y crecen al aumentar ¢ . En la Figura 5.c
se muestran cargas criticas para carga tipo peso propio y para carga lfquida, obtenidos
para distintos valores de ¢ . Se observa que en ambos casos hay una dependencia
aproximadamente lineal entre ¢/g y el pardmetro ¢ , y s6lo para ¢ > 0,6 se apartan
los resultados de una relacién lineal. En todo caso, para carga l{quida la relacion es
lineal para 9 < 0,80. :

Los resultados de la Figura 5.c se han normalizado definiendo un pardmetro n , dado
por

q
n=— 37
ds

donde g, es la carga critica para liquidos y g para carga tipo peso propio. Para valores
de © pequefios, la relacién de carga critica n es pequefia, y crece con ¢ . En la Figura
5.d se dibuja la relacién n/n,, donde n, corresponde a la seccién dngulo, & = 0. Se
observa que la disminucién de n/n, con @ es practicamente lineal, pudiendo ser aproxi-
mada por

= 1-=29 (38)

De la Figura 5.d se concluye que si se conocen las cargas criticas para una seccié
4ngulo, se pueden estimar los valores correspondientes a otras secciones relacionada
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CONCLUSIONES

Se ha presentado una formulacién de bandas finitas para determinar cargas de bifur-
cacidon de placas plegadas prismdticas apoyadas en timpanos en sus extremos. La
formulacién permite tomar en cuenta tanto inestabilidad flexional como inestabilidad
lateral-torsional, incluyendo el caso en que la carga proviene de un liquido. A diferen-
cia de un trabajo previo de los autores, en que la inestabilidad para carga liquida era
tratada condensando el problema a un grado de libertad (el giro de la seccién transver-
sal sin cambio de forma), en la solucidn presente se resuelve un problema de valores
propios en todos los grados de libertad del sistema discreto. Eso permite eventualmente
detectar no solo la menor carga de bifurcacién, sino otras que ocurran en su proximi-
dad.

Los resultados numéricos presentados corresponden a-una componente arménica
en direccidon longitudinal debido al tipo de inestabilidad que se desea modelar; sin
embargo, el método de bandas finitas es mas general y permite también detectar modos
locales a través del acoplamiento de armdnicos. Se muestra ademds que para obtener
buenos resuitados sélo es necesario emplear un ntmero reducido de grados de libertad,
aun para carga liquida. Debido a ello, las soluciones pueden ser obtenidas empleando
un microcomputador.

Los ejemplos de interés en ingenieria estructural que ilustran el uso del método
ponen en evidencia la reduccién de cargas de bifurcacién en modos torsionales cuando
la carga es de tipo liquido, comparados con cargas sblidas. Esa reduccidén depende de
la forma de la seccién transversal, como se ilustra en los estudios paramétricos, corres-
pondiendo las menores reducciones a la seccidén dngulo.
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