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Abstract 

Today the use of arithmetic operators is present in all fields of electronics and is used by a 

very wide range of technologies. Typically, these arithmetic circuits have always stood out 

for having high time response and for using a large amount of logic elements of 

microcontrollers and FPGAs. Since there are many applications that require improving 

these characteristics, the need of finding new architectures of approximate operators has 

become very relevant in electronic research. 

All along this thesis we will explain how five approximate adders and five approximate 

multipliers works, we will study the committed error in each of these circuits and  an 

exhaustive comparison will be done. In addition, these approximate arithmetic circuits will 

be used in a more complex system in order to evaluate their response. Specifically, a low-

pass FIR filter will be implemented and the impulse response, spectrum and time response 

of the filter will be analysed. 

Resum 

Avui dia l'ús dels operadors aritmètics està present a tots els besants de l'electrònica i 

s'utilitza per a un ventall de tecnologies molt ampli. Típicament, aquests circuits aritmètics 

sempre han destacat per tenir temps de resposta elevats i per consumir una gran quantitat 

dôelements lògics als microcontroladors i FPGAs. Donat que existeixen moltes aplicacions 

que requereixen millorar aquests aspectes, va néixer la necessitat de trobar noves 

arquitectures d'operadors aproximats per tal de satisfer les necessitats existents. 

 

Així doncs, al llarg d'aquesta tesi s'explicarà el funcionament de cinc sumadors aproximats 

i cinc multiplicadors aproximats, s'estudiarà quin és l'error comès en cadascun d'aquests i 

es farà una comparativa exhaustiva. A més, es faran servir aquests circuits aritmètics 

aproximats en un sistema més complex per tal d'avaluar la seva resposta. En concret, 

sôimplementarà un filtre FIR passa baixes i s'analitzarà la resposta impulsional, l'espectre 

i la resposta temporal del filtre. 

Resumen 

Hoy en día el uso de los operadores aritméticos está presente en todas las vertientes de 

la electrónica y se utiliza por un gran número de tecnologías. Típicamente, estos circuitos 

aritméticos siempre han destacado por tener tiempos de respuesta elevados y por 

consumir una gran cantidad de los elementos lógicos en microcontroladores y FPGAs. 

Dado que existen muchas aplicaciones que requieren mejorar estos aspectos, nació la 

necesidad de encontrar nuevas arquitecturas de operadores aproximados para satisfacer   

las necesidades existentes.                                                                                      

 

Así pues, a lo largo de esta tesis se explicará el funcionamiento de cinco sumadores 

aproximados y cinco multiplicadores aproximados, se estudiará cuál es el error cometido 

en cada uno de ellos y se realizará una comparativa exhaustiva. Además, se utilizarán 

estos circuitos aritméticos aproximados en un sistema más complejo para evaluar su 

respuesta. En concreto, se implementará un filtro FIR pasa bajas y se analizará la 

respuesta impulsional, el espectro y la respuesta temporal del filtro. 
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1. Introducció 

1.1. Contextualització i objectius 

Amb el creixement de tecnologies com les xarxes d'aprenentatge profund, el big data o la 

intel·ligència artificial, que són processos que treballen amb volums de dades molt elevats, 

ha nascut la necessitat d'investigar i fer avenços a la branca dels circuits aritmètics per tal 

de millorar les mancances que tenen. 

Els sumadors i multiplicadors digitals, són circuits aritmètics compostos de molts 

components lògics que en unir-los permeten obtenir resultats exactes en format binari. El 

senyal que es propaga a través del sistema, ha de travessar multitud d'elements lògics 

que tenen un paper fonamental per assolir resultats precisos a la sortida. Això suposa que 

els operadors aritmètics siguin circuits amb temps de resposta molt elevats i que 

consumeixin una quantitat molt gran de recursos i energia. Si es combinen molts d'aquests 

circuits per tal de fer un processament de dades alt, tal com fan les tecnologies 

anteriorment esmentades, cal utilitzar computadores específiques que permetin suportar 

una càrrega de treball tan elevada, que per norma general, acostuma a ser una solució 

clara. 

Per tal de resoldre aquest problema, es va començar a fer recerca sobre els circuits 

aritmètics aproximats. Quan estem parlant de realitzar tal nombre de càlculs per tractar la 

informació, les característiques que prenen més valor és que el sistema respongui de la 

forma més ràpida possible, fent servir el mínim de recursos i sense comprometre el bon 

funcionament. Així doncs, el fet d'obtenir resultats totalment exactes va quedar en segon 

pla i va donar lloc a estudiar de quines formes es podia fer que els operadors aritmètics 

obtinguessin resultats d'una forma més ràpida i optimitzada tot i estar cometent un error. 

Seguint aquest raonament, aquesta tesi pretén estudiar els diferents circuits aritmètics 

aproximats que s'han desenvolupat en els últims anys per tal de comparar-los i poder triar 

per a quines aplicacions és més convenient emprar un operador o altre. 

A la literatura existeixen infinitat d'operadors aproximats així que s'ha hagut de fer una 

recerca i tria dels més interessants. Més concretament, s'estudiaran cinc sumadors 

aproximats i cinc multiplicadors aproximats que estan explicats a l'article [1]. A banda 

d'aquest article, s'ha hagut de fer una recerca exhaustiva a la literatura per tal de contrastar 

i entendre de forma adequada el funcionament de les diferents arquitectures plantejades. 

Un cop entès el funcionament i l'arquitectura de cadascun d'aquests sumadors i 

multiplicadors, s'han implementat per tal de simular el seu comportament. En primer lloc, 

s'ha fet una anàlisi exhaustiva de l'error comès estudiant diverses propietats 

probabilístiques dels operadors. Mitjançant aquestes mètriques s'ha pogut determinar 

quins són els punts forts i febles d'aquests operadors i s'ha pogut comparar les similituds 

i divergències que tenien les diferents arquitectures. 

Després de veure com es comporten els diferents circuits de forma independent en un 

estudi quantitatiu de l'error, s'ha volgut provar els operadors desenvolupats en un sistema 

més complex que requereixi realitzar un nombre de càlculs més elevats. En aquesta tesi 

hem optat per implementar un filtre FIR passa baixes que faci us dels circuits aritmètics 

aproximats seguint unes especificacions de disseny. El processat de senyal és un àmbit 

delicat, ja que molts cops cal garantir complir requisits molt estrictes per tal que el senyal 

obtingut tingui la qualitat desitjada. És per aquest motiu que serà interessant veure com 

afecta el fet de treballar amb aproximacions en la resposta filtre FIR. 
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1.2. Requeriments i especificacions 

Requisits: 

¶ Explicar el funcionament dels circuits aritmètics aproximats escollits. 

¶ Obtenir resultats que caracteritzin els operadors aproximats. 

¶ Fer ús dels operadors aproximats implementats en una aplicació més complexa i 

analitzar la resposta del sistema. 

¶ Fer una comparativa que determini els punts forts i febles dels operadors. 

Especificacions: 

¶ Desenvolupar els codis que simulin el comportament dels operadors. 

¶ Generar els algoritmes que ens permetin obtenir resultats de l'error comès. 

¶ Implementar un filtre FIR exacte. 

¶ Implementar els filtres FIR aproximats. 

1.3. Metodologia i procediments 

Aquest projecte agafa el testimoni de tots els investigadors i investigadores que han fet 

recerca en l'àmbit dels circuits lògics aproximats. Al llarg de la tesi s'estudiaran diferents 

multiplicadors i sumadors que han estat ideats per enginyers, científics i grups de recerca. 

Més endavant, s'explicaran els mètodes i estratègies que s'utilitzen per fer una 

aproximació que optimitzi el funcionament d'aquests operadors aritmètics. També, es farà 

una comparativa d'aquests un cop s'hagin obtingut i analitzat els resultats. 

El codi d'alguns d'aquests operadors han estat implementats de forma prèvia a la 

realització del projecte [2] i es fan servir en l'obtenció de resultats. 

Pel que fa al disseny del filtre FIR i el seu entorn de simulació, s'ha recuperat una pràctica 

de l'assignatura "Sistemes Hardware de Processament de la Informació". Al llarg d'aquesta 

pràctica s'estudiava com implementar un filtre FIR en una FPGA per fer processats de 

senyals digitals. A més s'explicava la importància d'utilitzar tècniques com el 

downsampling o el filtratge antialiàsing per tal de reduir l'ordre del filtre i optimitzar el seu 

funcionament. 

1.4.  Eines de Software 

Com hem explicat anteriorment, l'obtenció de resultats és una de les parts més importants 

d'aquest projecte per tal de poder fer una comparativa completa dels diferents circuits 

aritmètics aproximats. Per a fer-ho, en el treball s'han utilitzat les següents eines de 

software: 

¶ Matlab: típicament utilitzada per la generació de codi i impressió de resultats. 

o Implementació dels circuits aritmètics aproximats, 

o Desenvolupament dels algoritmes probabilístics 

o Representació de gràfiques característiques dels mòduls estudiats. 

¶ Model Composer: eina que incorpora entorns com Matlab, Simulik o Vivado i fa ús 

de llibreries dissenyades específicament per a l'ús dels seus components en 

FPGAs. Nosaltres hem fet servir principalment l'entorn de Simulink i algunes de les 

llibreries. 

o Generació del senyal a filtrar 

o Implementació del filtre FIR i filtres FIR aproximats 
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o Representació de la resposta impulsional, temporal i espectral a la sortida 

1.5. Pla de treball 

Aquest projecte està dividit en quatre paquets de treball i cadascun dôaquest t® les seves 

tasques pròpies tal com es mostra a la Figura 1.1. Aquestes parts sôexplicaran m®s avall 

mitjançant el diagrama Gant de la taula 1.5. 

 

Figura 1.1. Pla de treball 

 

WP1: Recerca 

Data inici: 21/02/2022 

Data estimada de final: 20/04/2022 

Data final: 20/06/2022 

IT1.1: Identificació dels diferents operadors aproximats 

IT1.2: Tria dels operadors aproximats a analitzar 

IT1.3: Comprensió dels diferents operadors aproximats. 

Taula 1.1. Work Point 1 

WP2: Anàlisi dels operadors aproximats 

Data inici: 21/03/2022 

Data estimada de final: 17/04/2022 

Data final: 15/08/2022 

IT2.1: Programar el comportament dels operadors aproximats 

IT2.2: Desenvolupament dels algoritmes per obtenir les mètriques per a la comparació 
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IT2.3: Comparativa de les simulacions dels operadors aproximats. 

Taula 1.2. Work Point 2 

WP3: Implementació dels operadors aproximats 

Data inici: 18/04/2022 

Data estimada de final: 08/05/2022 

Data final: - 

IT3.1: Descripció hardware dels operadors aproximats 

IT3.2: Comparativa i anàlisi de la resposta del sistema 

Taula 1.3. Work Point 3 

WP4: Desenvolupament de lôaplicaci· 

Data inici: 09/05/2022 

Data estimada de final: 02/06/2022 

Data final: 15/08/2022 

IT1.1: Desenvolupar el software necessari 

IT1.2: Anàlisi dels resultats del sistema 

Taula 1.4. Work Point 4 

 

WP/IT 

MES 

02 03 04 05 06 07 08 09 

WP1   

IT1.1   

IT1.2    

IT1.3   

WP2    

IT2.1    

IT2.2    

IT2.3    

WP3   X 
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IT3.1   X 

IT3.2 X 

WP4    

IT4.1    

IT4.2    

Taula 1.5. Diagrama de Gant 

1.6. Desviacions del pla de treball inicial 

El punt de partida del projecte va ser investigar els diferents operadors aproximats més 

destacats en l'actualitat i fer una tria dels que tinguessin unes característiques més bones. 

Un cop triats, es volia fer una anàlisi qualitativa de l'error comès i aplicar aquests operadors 

implementats en un sistema més complex. 

En un primer moment l'aplicació a la qual s'anaven a provar els diferents circuits 

aproximats no estava clara. Es volien utilitzar aquests en un sistema que requerís diverses 

operacions per tal de veure com l'error comès afectava la funcionalitat del sistema. 

Finalment, es va optar per provar aquests operadors aproximats en un filtre passa baixes 

tal com s'ha explicat. 

Tal com indica el WP3 de la taula 1.3, per tal de fer una comparativa més completa, en un 

primer moment es va plantejar també implementar aquests filtres en descripció hardware 

per a fer-los servir en una FPGA i així obtenir resultats concrets de camí crític, recursos 

consumits o energia emprada. Tot i que es va començar a treballar en el WP3 i hi havia 

alguns resultats satisfactoris, finalment es va decidir eliminar aquesta part de l'abast del 

projecte per complexitat i perquè el temps per executar el projecte és limitat. Desenvolupar 

en llenguatge VHDL alguns dels operadors que estiuarem podrien suposar un projecte de 

final de carrera o màster per si sols. Aquest canvi s'indica al Gant de la taula 1.5 amb una 

"X", que indica el moment on es va deixar de fer aquesta tasca i, per tant, no va tenir data 

de finalització. 
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2. Arquitectura i funcionament de circuits aritmètics 

aproximats 

2.1. Sumadors aritmètics aproximats 

Al llarg d'aquesta tesi, s'estudiaran un total de 10 operadors aproximats dels quals 5 són 

sumadors i 5 són multiplicadors. Per tal de poder entendre i interpretar els resultats que 

anirem veient al llarg de la tesi, primer cal conèixer com funcionen aquests operadors, 

quina és la causa de l'error comès i quines estratègies utilitzen per estalviar recursos, 

energia o disminuir el temps de resposta. 

Posteriorment, s'estudiarà cadascun d'aquests circuits de forma independent per tal 

d'analitzar si el comportament descrit a la literatura correspon amb els resultats a les 

simulacions. A més, farem servir aquests operadors lògics aproximats en un filtre FIR 

passa baixes per veure com es comporten en un sistema més complex. 

2.1.1. Truncated Adder (TrA) 

Amb l'objectiu de reduir el camí crític d'un sumador o reduir els recursos amb el que aquest 

està implementat, l'aproximació més senzilla que es pot realitzar és la que proposa el 

sumador truncat. Aquesta consisteix directament a truncar els bits menys significatius dels 

operands d'entrada i fer una suma exacta amb els bits més significatius. 

A la Figura 2.1 es pot observar el funcionament d'aquesta arquitectura. 

 

Figura 2.1. Arquitectura TrA 

Aquest operador permet ajustar la seva precisió per tal d'adaptar-lo a l'aplicació en què 

s'utilitza. Durant aquest article anomenarem Q a la variable que indica el nombre de bits 

de precisió amb els que volem operar. Si estem treballant amb operands de N bits, la 

variable Q mai podrà ser superior a N. En un cas on la Q sigui molt petita, estarem 

estalviant molts recursos i com a conseqüència el camí crític es reduirà notablement. Per 

contra l'error comes en la suma serà elevat. En el cas oposat, on la Q sigui pròxima a la 

N, el resultat serà molt precís però els recursos i el temps de resposta molt similars a un 

sumador ideal. Per aquest motiu, per a cada aplicació cal estudiar quina és la Q òptima 

per tal d'obtenir els resultats desitjats. 
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2.1.2. Lower Part OR Adder (LOA) 

El sumador LOA té un comportament molt similar al sumador truncat amb la diferència que 

es realitza un ajust als bits menys significatius per tal de millorar la precisió intentant 

comprometre al mínim el temps de resposta del circuit aritmètic. 

L'arquitectura divideix el càlcul en dues parts, els bits d'entrada més significatius (MSB) i 

els bits d'entrada menys significatius (LSB). Aquesta partició es du a terme mitjançant el 

paràmetre Q de la mateixa forma que el sumador truncat, i, per tant, caldrà avaluar per 

quin valor el circuit té una millor resposta a l'aplicació en què s'utilitzarà. 

Els MSB de sortida, que tenen un resultat exacte, s'obtenen mitjançant una suma comuna 

implementada amb full adders, on el primer tindrà un carry d'entrada resultant de passar 

el bit anterior dels dos operands per una porta lògica AND. Els LSB es calculen de forma 

simultània mitjançant una porta OR tal com es mostra a la Figura 2.2. 

 

Figura 2.2. Arquitectura LOA 

2.1.3. Almost Correct Adder (ACA_I) 

Quan es realitza un sumatori exacte, en general la propagació del carry no acostuma a 

recórrer tot el circuit. Per aquest motiu, els sumadors segmentats fan una aproximació 

dividint el circuit en sumadors de menys bits que treballin de forma independent. D'aquesta 

forma s'aconsegueix reduir el camí crític del sumador. 

Per tal de millorar l'error comès, aquests subsumadors superposen els bits d'entrada de la 

forma mostrada a la Figura 2.3. Així doncs, els bits intermedis de la paraula d'entrada 

passaran per més d'un subsumador tot i que aquests operin en paral·lel. El sumador que 
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treballa amb els LSB traurà Q bits de sortida. La resta posaran a la sortida el MSB calculat 

en el subsumador corresponent. 

 

Figura 2.3. Arquitectura ACA_I 

Cal destacar que aquest tipus de circuit té un consum de recursos molt elevat, ja que cada 

bit travessa diversos sumadors. Això té implícit un consum energètic gran perquè tots 

aquests recursos utilitzats han d'estar alimentats. 

La resposta d'aquest circuit aritmètic serà variable en funció dels bits amb els quals treballi 

cada subsubsumador. El paràmetre Q ens permetrà ajustar les dimensions de cada 

subsumador i així poder estudiar quins són els casos òptims per a la nostra aplicació. 

2.1.4. Acuracy Configurable Adder (ACA_II) 

El funcionament d'aquest sumador és molt similar al ACA_I, ja que és un sumador 

segmentat i utilitza el mateix principi per a reduir el temps de resposta. Per aquest motiu, 

la resposta temporal dels dos sumadors serà similar. De la mateixa forma que el sumador 

anterior, els bits d'entrada intermedis passaran per més d'un subsumador. En aquest cas 

el subsumador que opera amb els LSB també traurà Q bits a la sortida. En canvi, la resta 

de subsumadors trauran Q/2 bits amb els seus pesos corresponents tal com es mostra a 

la Figura 2.4. 

Aquest circuit aritmètic fa servir menys recursos que l'anterior, ja que necessita menys 

subsumadors per obtenir el resultat final tot i que aquests continuen essent força elevats. 

Amb aquesta arquitectura estem perdent precisió perquè el carry es propaga en menys 

combinacions de bits. Per tant, caldrà valorar si l'estalvi de recursos és prou perquè valgui 

la pena cometre un error més gran. 
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Figura 2.4. Arquitectura ACA_II 

2.1.5. Error Tolerant Adder (ETAII) 

Un altre possible implementació de sumador segmentat és l'ETAII. Aquest divideix el circuit 

aritmètic en sumadors de menys bits, que s'ajusten amb el paràmetre Q i redueixen el 

camí crític. A diferència dels dos circuits anteriors, en aquesta arquitectura no se 

superposen els bits d'entrada amb els que s'opera, sinó que aquests passen només per 

un subsumador. D'aquesta forma, la quantitat de recursos serà menor que en el ACA_I i 

ACA_II però similar a un sumador convencional. A la Figura 2.5 podem veure una 

representació gràfica de la seva arquitectura. 

 

Figura 2.5. Arquitectura ETAII 
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2.2. Multiplicadors aritmètics aproximats 

2.2.1. Truncated Multiplier (TruM) 

De la mateixa forma que el TrA, aquest multiplicador realitza l'aproximació de forma prèvia 

a aquest càlcul.  

En aquesta aproximació, les xifres d'entrada del sumador es trunquen quedant-nos només 

amb el Q bits més significatius. Aquest truncament redueix el nombre de bits amb el que 

haurà de treballar el multiplicador. 

Com es podria esperar, quan el paràmetre Q és petit, els recursos i el temps de resposta 

es redueixen notablement. En canvi, si la Q és propera a N, l'estalvi de recursos i la 

reducció del camí crític és poc significatiu respecte un multiplicador ideal. La resposta del 

sistema on s'aplicarà aquest sumador pot variar de forma considerable en variar la Q, és 

per això que cal triar el valor òptim. 

2.2.2. Error Tolerant Multiplier (ETM) 

L'ETM utilitza el mateix principi que el multiplicador truncat amb una millora que permet 

tenir una mica més de precisió en els LSB resultants de la multiplicació. 

Igual que amb la resta d'operadors, el paràmetre que marca la precisió amb la qual 

treballarem és la variable Q. En aquest cas els MSB es calculen com una multiplicació 

exacta, però amb l'avantatge que s'han de fer servir menys bits gràcies a la truncació. Per 

a la part LSB, es comença avaluant els bits de més pes. Si els dos bits d'entrada son 0 es 

posarà un 0 a la sortida i es procedirà a avaluar els següents bits de menys pes. Quan es 

deixi de complir aquesta condició, la resta de bits de sortida es posaran a 1. La Figura 2.6 

mostra un exemple del seu funcionament. 

 

Figura 2.6. Funcionament ETM 

2.2.3. Under Designed Multiplier (UDM) 

Aquest multiplicador realitza l'aproximació en la generació dels productes parcials. Per a 

fer-ho, la multiplicació es fragmenta en petits blocs de 2x2, és a dir, que agafen dos bits 

de l'operand A i dos bits de l'operand B. Fent un el petit canvi del sistema que s'indica a la 

Figura 2.7 s'aconsegueix una important reducció de recursos  del generador de productes 

parcials 2x2. Aquest canvi consisteix a modificar únicament el cas on les entrades A1 i A0 
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i les entrades B1 i B0 valen "11". A la sortida en comptes de posar "1001" tal com 

correspondria en el cas d'un multiplicador exacte, es posa un "111" 

De la mateixa forma que una multiplicació, per tal d'obtenir tots els productes parcials s'han 

de realitzar totes les combinacions possibles dels operands d'entrada, en aquest cas amb 

el bloc UDM 2x2. Un cop aconseguits, s'ha de dur a terme una acumulació dels productes 

parcials per obtenir el resultat del producte aproximat. A la Figura 2.8 es representa de 

forma gràfica el descrit. 

A diferència d'altres circuits aritmètics aproximats, aquest multiplicador no permet fer un 

ajust de la precisió, ja que en cap cas s'està reduint el nombre de bits amb què es realitza 

el càlcul, simplement es fa una simplificació de la lògica interna. A més, amb aquest 

algoritme ens resulta molt difícil quantificar els recursos o el temps de resposta que estem 

emprant. 

 

 

Figura 2.7. Mapa de Karnaugh UDM 2x2 

 

Figura 2.8. Funcionament UDM 

 

2.2.4. Broken Array Multiplier (BAM) 

El multiplicador BAM es basa en l'estructura Carry Save Adder Array d'un multiplicador 

exacte. Si tenim un operand d'entrada de N bits i l'altre de M bits el multiplicador estarà 

format per una matriu de cel·les CSA NxM col·locades de forma estratègica per respectar 

els pesos dels productes parcials. 

Cadascuna de les cel·les de la matriu conte una porta AND que s'encarrega de generar el 

producte parcial, i un sumador que acumula el producte parcial amb el carry i suma 

generada en blocs anteriors. A la sortida de cada cel·la es genera un carry de sortida i una 
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suma que es propagarà a altres blocs per tal de completar la multiplicació. Finalment, tenim 

una estructura de sumador RCA per acabar d'acumular els carrys i les sumes generades 

i adaptar-ho al format binari. 

En aquest cas l'aproximació consisteix a eliminar una fila i una columna de la matriu, tal 

com es mostra a la Figura 2.9, que vindran determinats pels paràmetres HBL i VBL. HBL=1 

vol dir que no hi ha cel·les CSA omeses en l'hortzontal. Augmentar HBL implica reduir la 

precisió de la multiplicació, però augmenta la velocitat de resposta i redueix el nombre de 

blocs utilitzats. De forma similar VBL=1 vol dir que no hi ha cel·les CSA omeses en la 

vertical. En augmentar la VBL cada cop es comet un error major, però la resposta temporal 

i l'àrea emprada disminueixen. 

 

Figura 2.9. Arquitectura BAM 

A unes simulacions realitzades a l'article [3] s'observa com l'error comès augmenta de 

forma més ràpida en incrementar HBL que VBL (Figures 2.10 i 2.11). El motiu que això 

passi, és que en augmentar VBL els bits immediatament afectats a la sortida són els LSB 

mentre que en augmentar HBL l'aproximació afecta tots els bits de sortida. 
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Figura 2.6. Probabilitat d'error BAM 

 

Figura 2.7. Error relatiu mitjà BAM 

2.2.5. Logaritmic Multipliers(LMs) 

Aquest multiplicador utilitza les propietats dels logaritmes per a convertir la multiplicació 

en una suma i així estalviar temps, energia i recursos. Per a fer-ho el primer que fem és 

reinterpretar els operands d'entrada perquè tinguin la següent forma: 

ὃװ ςװ ρ ὼ  

ὄװ ςװ ρ ὼ  

On ki és el pes del bit més significatiu amb valor igual a ó1ô. Xi segueix la seg¿ent expressi·: 

ὼװ װ ὤ
װ

װ
ςװ ρװέὲװװװװ ὼ πװίὭװὯ Ὦ 

 

Un cop escrits els números amb aquest format podem realitzar la multiplicació i aplicar la 

propietat dels logaritmes: 

ὓװ װὃװ װὄװ ς ρ ὼ ρ ὼ  

ÌÏÇὓװ Ὧװ Ὧ װ ÌÏÇρ ὼ ÌÏÇρ ὼ  

Com que k sempre serà més gran o igual a i, el valor de xi serà 1ÒxiÒ0 i, per tant, podem 

fer la següent aproximació: 

ÌÏÇὓװ Ὧ Ὧ ὼ ὼ 

Un cop obtinguda la suma, només cal invertir el logaritme. 

Aquesta arquitectura no permet ajustar l'exactitud del resultat de sortida, ja que estem 

realitzant una aproximació matemàtica mitjan­ant lôalgoritme de Michellôs i, per tant, no 

podem retallar els bits en la realització del càlcul. A més, amb aquest algoritme ens resulta 

molt difícil quantificar els recursos o el temps de resposta que estem emprant. 
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3. Resposta dôun operador i filtre FIR ideals 

Ara que ja coneixem el principi de funcionament dels diferents circuits aritmètics 

aproximats, analitzarem de forma empírica cadascun dels sumadors i multiplicadors per 

tal d'obtenir resultats que els caracteritzin. Amb aquesta informació podrem comparar-los 

i determinar quins són els punts forts i punts febles de cada sistema. 

Aquest estudi tindrà dues parts. A la primera, s'analitza quin és l'error comès de cada 

arquitectura. Les mètriques utilitzades per aquesta anàlisi seran la probabilitat d'error (EP), 

la distància de hammig (HD), l'error absolut mitjà (MAE), l'error quadràtic mitjà (MSE), 

l'error relatiu (MRE) i l'error en el pitjor cas de les mostres simulades (WCE i WCRE). A 

la Figura 3.1 es descriuen els algoritm¯s que segueixen cadascun dôaquests par¨mentres 

probabilístics. 

 

Figura 3.1. M¯triques dôerror 

 

Cadascun dels operadors aritmètics aproximats treballa amb nombre positiu de 46 bits 

dels quals 32 són decimals en coma fixa. Cadascun dôaquests nombre sôha obtingut 

utilitzant la funció randi() que retorna enters pseudoaleatoris distribuïts de forma uniforme. 

A la Figura 3.2 es mostren els resultats aconseguits per un operador exacte per tal 

de, més endavant, poder comparar-los amb els diferents circuits aritmètics aproximats. 
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Figura 3.2. Error relatiu i recta característica d'un operador ideal 

A la primera figura, es pot observar que l'error relatiu de tots els experiments realitzats es 

troben a la franja d'error menor a 5%, ja que per a un operador ideal, tots els resultats 

obtinguts son igual a 0. La segona gràfica correspon a la recta d'error d'un circuit aritmètic 

exacte. Per aquest motiu, tots els valors de l'eix Multiplicació Exacte corresponen amb els 

valors de l'eix Multiplicació Aproximada, és a dir, l'operador segueix la recta y=x. 

A la segona part, s'utilitzaran els operadors aproximats en un filtre FIR passa baixes per 

tal de veure com afecta l'error d'aquests circuits en un sistema que requereixi realitzar 

vàries operacions. Per veure les imperfeccions que introdueixen els sumadors i 

multiplicadors aproximats en la simulació, primer explicarem el funcionament del filtre FIR 

ideal i representarem els senyals aconseguits al llarg del sistema. A continuació s'detallarà 

com s'ha dissenyat el simulador i de quins elements fem ús per tal de poder assolir els 

resultats. 

El sistema està compost de quatre parts diferenciades: generació del senyal, filtrat 

antialiàsing, filtrat passa baixes i representació dels resultats. 
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Figura 3.3. Sistema complet 

Lôobjectiu del bloc de generaci· del senyal és obtenir un senyal digital compost de dues 

sinusoides de freqüències 1kHz i 25kHz per poder-lo filtrar i quedar-nos amb la component 

freqüencial de 1kHz. Per fer-ho sôutilitza un circuit que fa ús la funció gamma, comparadors, 

downsamplers i sumadors exactes entre altres blocs. 

 

Figura 3.4. Generació del senyal 
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Figura 3.5 Sinusoide de freqüències 1kHz i 25kHz 

 

Figura 3.6. Espectre sinusoide de freqüències 1kHz i 25kHz 

 

 

Per tal de simplificar la implementació dels diferents circuits aritmètics aproximats, un cop 

obtingut aquest senyal, se li suma una constant de valor 2. Per aquest motiu, a la resta de 

simulacions el senyal tindrà una component freqüencial a 0Hz, però aquesta no ens 

impedirà estudiar si els filtres aproximats funcionen correctament. 
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Figura 3.7. Sinusoide de freqüències 1kHz i 25kHz de nombres positius 

 

Figura 3.8.Espectre sinusoide de freqüències 1kHz, 25kHz i component contínua 

 

Amb l'objectiu de reduir l'ordre del filtre i simplificar el seu disseny, cal reduir la freqüència 

de mostreig de forma prèvia al filtrat pas baix. Per poder fer aquesta decimació, cal realitzar 

també un filtratge antialiàsing per eliminar el soroll a altes freqüències i els senyals no 

desitjats que puguin aparèixer a la nostra banda de treball a causa de l'efecte d'aliàsing. 

Per fer això existeixen diverses estratègies com poden ser el filtre Moving Average o el 

filtre Integrator-Comb. En aquesta tesi hem optat per utilitzar un filtre Hogenauer o també 

conegut com a filtre CIC, ja que no utilitza multiplicadors i es pot implementar amb lògica 

distribuïda i, per tant, aconseguim reduir el cost computacional del sistema i el temps de 

resposta. 
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Figura 3.9. Arquitectura filtre de Hogenauer o CIC 

 

Figura 3.10. Senyal POST filtratge antialiàsing 

 

Figura 3.11. . Espectre POST filtratge antialiàsing 
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Un cop s'ha filtrat el senyal pel filtre CIC, ja podem realitzar el filtrat pas baix. Per dissenyar 

el filtre, s'ha utilitzat l'eina del Model Composer anomenada FDA Tool que calcula els 

coeficients necessaris perquè el filtre es comporti de la forma desitjada. En aquest cas 

volem que el filtre FIR es quedi amb la component freqüencial de 1kHz i elimini la de 25kHz. 

Per aquest motiu hem triat una freqüència de pas de 1.5kHz i una freqüència de tall de 

20kHz. A més, com hem fet una decimació del senyal d'entrada, treballarem amb una 

freqüència de mostreig de 100kHz per tal de reduir l'ordre del filtre FIR. Així doncs, hem 

obtingut un filtre d'ordre 12, és a dir, necessitarem 12 delays, 13 multiplicadors i 12 

sumadors. 

 

Figura 3.12. Disseny filtre amb FDA Tool 

El filtre FIR dissenyat consta de 12 blocs de retard, 13 multiplicadors i 12 sumadors. 

Cadascuna de les mostres retardades els multiplica amb el seu coeficient corresponent. 

El resultat del producte es va acumulant fins a obtenir el senyal filtrat a la sortida. 

 

 

Figura 3.13. Arquitectura filtre FIR 

Finalment, obtenim un senyal a la sortida amb només una sinusoide de freqüència 1kHz i 

on la component freqüencial a 25kHz està atenuada 64dB respecte a la freqüència greu.. 
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Figura 3.14. Senyal temporal a la sortifa del filtre FIR ideal 

 

Figura 3.15. Senyal espectral a la sortifa del filtre FIR ideal 

 

Tot i que amb aquesta simulació podem veure si el senyal d'entrada s'ha filtrat 

correctament, ens és difícil determinar si la característica del filtre s'assembla a l'ideal 

segons els paràmetres de disseny que hem especificat. Per obtenir-la, estimulem el filtre 

amb un esglaó d'una mostra a la entrada, ja que és un senyal que té un espectre constant. 

La resposta en magnitud resultant ens mostra que a la banda de pas tenim un lòbul central 

amb un ample de banda (BW) de 12.3kHz i a la banda d'atenuació tenim lòbuls més petits 

atenuats 64dB respecte a la banda de pas amb zeros a les freqüències 20.3kHz, 21.1kHz, 

27.8kHz, 33.6kHz, 40kHz i 46,7kHz. 
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Figura 3.16. Resposta impulsional filtre FIR ideal 
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4. Resultats 

4.1. An¨lisi dôerrors 

Al llarg d'aquest apartat analitzarem l'error que cometen els diferents multiplicadors i 

sumadors que s'han desenvolupat. Per a fer-ho, mesurarem a probabilitat d'error (EP), la 

distància de Hamming mitjà (MHD), l'error absolut mitjà (MAE), l'error quadràtic mitjà 

(MSE), l'error relatiu mitjà (MRE) i l'error en el pitjor cas de les mostres simulades (WCE) 

i l'error relatiu del pitjor cas (WCRE). A més, representarem un histograma de l'error relatiu 

comès i una dispersió de punts del resultat aproximat respecte a l'ideal. 

Per als circuits que permetin un ajust de la precisió, es realitzaran diverses simulacions 

per veure com afecta l'error comès. Cadascuna d'aquestes simulacions conte 1.000 

mostres. 

4.1.1. Sumadors aritmètics aproximats 

Per tal d'interpretar aquests resultats de forma idònia, cal considerar que estem treballant 

amb nombres d'entrada positius de 46 bits dels quals 14 son de part entera i 32 de part 

decimal. Per naturalesa dels sumadors, a la sortida tindrem 47 bits dels quals 32 són de 

coma fixa. Això vol dir que el mai veurem nombres a la sortida més grans de 65.536. 

4.1.1.1. Truncated Adder (TrA) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

8 1 19.78 63.52 4.6e+03 0.0049 124.04 0.098 

6 1 21.00 257.18 7.7e+04 0.022 510.46 0.60 

4 1 22.05 1.0e+03 1.2e+06 0.082 1.9e+03 1 

2 1 22.67 4.1e+03 1.9e+07 0.2996 7.9e+03 1 

Taula 4.1.Anàlisi d'errors TrA 

A l'annex 8.1.1.1 podeu trobar les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

Quan triem un Q=8 es pot observar que, tot i que la retallada que hem fet ha estat de 38 

blocs full adder bit a bit, la resposta obtinguda és pràcticament idèntica al sumador exacte. 

Aquesta conclusió la deduïm analitzant que a la taula 4.1 els valors de MAE, MRE i WCE 

són molt petits respecte als nombres amb els quals treballem. Evidentment, sí que s'està 

cometent un error tal com ens ho indica el paràmetre EP=1, però el seu error relatiu sempre 

és menor al 5% tal com es pot veure la Figura 8.2. 

En truncar les xifres d'entrada, ràpidament el paràmetre EP pren valor 1, ja que en el fons 

estem operant amb xifres diferents. Per aquest mateix motiu, ràpidament veiem un nombre 

elevat de bits, no correspon amb el resultat exacte, tal com ens mostra el MHD. 

Q=6 és el cas llindar, on realment es comença a apreciar a les gràfiques la retallada de 

bits realitzada amb els operands d'entrada tot i que les seves característiques continuïn 

sent molt bones. Ara ja tenim casos on el error relatiu supera el 5% tot i que siguin una 
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minoria. Es poden veure aquests resultats a la Figura 8.2. A més el WCRE ja val 1 tot i ser 

casos molt aïllats. 

A mesura que reduïm la precisió del sumador, l'error comès va augmentant de forma 

proporcional a l'ordre dels bits que trunquem i es veu reflectit en els paràmetres MAE, MSE, 

MRE i WCE de la taula. A la recta característica del sumador aproximat (Figura 8.4) 

comencem a apreciar que en truncar els bits d'entrada, el sistema es comporta com un 

ADC. 

Finalment per Q=2 veiem que l'error relatiu es dispersa molt més tot, i a la recta 

característica del sumador truncat els esglaons cada cop són més pronunciats. Es pot 

veure representat a la Figura 8.5 

Cal destacar que aquest operador sempre subestima els resultats, és a dir, l'error relatiu 

sempre és negatiu i a la recta els valors que cometen error sempre estan per sota de la 

diagonal. Això es deu al fet que en truncar les dues xifres d'entrada el resultat aproximat 

sempre serà inferior a l'exacte. 

Un cop vist tots els resultats, podem concloure que el sumador truncat té un comportament 

molt satisfactori, ja que ens permet treballar amb sumadors que treballin amb molts menys 

bits i tenir una resposta bastant bona. Caldrà valorar a l'aplicació fins a quin valor de Q, 

l'error comès és admissible. 

4.1.1.2. Lower Part OR Adder (LOA) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

8 1 18.66 11.58 242.46 9.6e-04 32 0.018 

6 1 20.15 49.61 4.3e+03 0.0045 

 

128 0.22 

4 1 21.25 193.08 6.6e+04 0.016 511.99 

 

0.32 

2 1 21.88 731.73 9.9e+05 0.053 2.0e+03 0.44 

Taula 4.2. Anàlisi d'errors LOA 

A l'annex 8.1.1.2 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

Aquest sumador també consisteix en un truncament dels bits d'entrada però amb un ajust 

en la precisió dels LSB. Comparant les taules del LOA i el TrA veiem clarament que 

l'evolució en reduir la precisió és similar, però els valors obtingut son sempre bastant més 

bons pel LOA, tal com ens mostren els indicadors MAE, MSE, MRE, WCE a la taula 4.2. 

Comparant les gràfiques ens trobem el mateix resultat, el TrA té una resposta molt menys 

precisa. 
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Tot i que el nombre de vegades que el resultat aproximat correspon amb l'exacte és 

pràcticament nul, l'error a la sortida és tan petit que no es veu reflectit a les gràfiques fins 

que no hem retallat 40 bits de les paraules d'entrada. 

Amb una precisió de 4 bits (Figura 8.9), pràcticament no notem l'error que estem cometent 

a les gràfiques. No és fins que Q=2 (Figura 8.10) comencem a veure diferències 

destacables respecte a l'ideal. 

La principal diferencia que presenta aquest circuit del TrA és que en aquest cas tenim un 

error relatiu centrat a zero. Això és una conseqüència de l'aproximació amb portes OR que 

es fa dels LSB 

Aquest sumador te resultats encara més bons, ja que ens permet retallar full adders bit a 

bit que suposaran un estalvi de temps en la resposta i energia, només afegint algunes 

portes OR pels bits menys significatius. 

4.1.1.3. Almost Correct Adder (ACA_I) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

8 0.088 0.17 116.79 1.5e+06 0.0075 16384 0.99 

6 0.27 0.60 189.65 1.8e+06 0.014 16384 0.99 

4 0.76 2.42 933.64 1.1e+07 0.06 

 

16896 0.98 

2 1 10.80 4.2e+03 5.2e+07 0.24 2.1e+04 0.99 

Taula 4.3. Anàlisi d'errors ACA_I 

A l'annex 8.1.1.3 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

El ACA_I és un sumador segmentat que presenta una arquitectura completament diferent 

del LOA i TrA i utilitza un nombre de recursos força elevat que el fa cometre menys erros. 

La primera evidència d'això, la trobem en comparar l'EP i MHD (Taula 4.3) de l'ACA_I amb 

els sumadors analitzats anteriorment. Això vol dir que fent servir aquesta arquitectura el 

nombre d'encerts és molt més elevat. Per contra, els casos en què un experiment és erroni, 

aquest és molt més llunyà al resultat exacte. Uns bons indicadors d'això són el MAE, MSE, 

WCE i WCRE que sempre prenen valors més alts que el TrA o LOA. 

Comparant les gràfiques de l'annex 8.1.1.3 es pot veure clarament que en reduir la Q els 

pocs errors comesos estan molt més dispersos respecte a l'error relatiu zero o respecte a 

la recta d'un sumador ideal. 

Cal destacar que aquest sumador sempre que comet un error està subestimant el resultat, 

ja que cadascun dels sumadors amb els quals treballa l'operador aritmètic té un carry 

d'entrada posat a massa. Això fa que en cap cas el resultat aproximat pugui ser superior 

a l'exacte. 
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Observem que en reduir la precisió, es comencen a formar petites línies sempre per sota 

de la recta característica. En cas de tenir dos operants d'entrada que generarien un carry 

molt llarg en un sumador exacte, en tallar la cadena, aquest cometrà un error més o menys 

llunyà a la recta ideal en funció l'ordre del bit que hem trencat el carry. A més les sortides 

consecutives més properes estaran també cometent un error del mateix ordre, ja que la 

majoria dels bits de sortida són els mateixos. Això es tradueix en les línies que veiem 

representades. 

Així doncs, caldrà veure com afecta tenir un MSE elevat en el filtre FIR aproximat per tal 

de veure si aquesta arquitectura és efectiva en aquesta aplicació. 

4.1.1.4. Acuracy Configurable Adder (ACA_II) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

8 0.21 0.46 28.23 2.8e+04 0.0022 1040 0.19 

6 0.43 1.02 507.68 4.0e+06 0.03 8448 0.99 

4 0.81 2.96 1.0e+03 8.0e+06 0.074 9218 0.99 

2 0.99 10.70 1.9e+03 1.1e+07 0.13 1.0e+04 0.99 

Taula 4.4. Anàlisi d'errors ACA_II 

A l'annex 8.1.1.4 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

El sumador segmentat ACA_II es comporta de forma similar al ACA_I, ja que comparteixen 

una arquitectura semblant. Els resultats obtinguts són pràcticament ideal fins que reduïm 

la precisió fins a Q=8. Per aquest valor el sistema continua tenint una resposta molt bona, 

però comencem a apreciar a la recta característica (Figura 8.17) que alguns experiments 

ja no estan situats en aquesta, però continuen estant molt propers. Tot i això, tots els valors 

tenen un error relatiu menor al 15%. A mesura que reduïm la precisió el nombre de mostres 

errònies serà cada cop més evident. 

Els avantatges que presenta aquest sumador sobre el LOA i el TrA són les mateixes que 

el ACA_I, ja que són operadors del mateix tipus. 

La principal diferencia entre l'ACA_I i ACA_II és que el segon utilitza molta menys àrea 

efectiva per implementar la seva circuiria. A conseqüència d'això veiem comparant les 

dues taules 4.3 i 4.4 que l'ACA_II té uns resultats pitjors en les mesures d'error EP i MHD. 

Pel que fa al MSE, ACA_II té una millor resposta, ja que quan estem cometent un error, el 

carry es propaga per menys bits que el ACA_I 

Per Q=6 (Figura 8.18) comencen a aparèixer les línies d'error de la mateixa forma que 

hem explicat per l'ACA_I. Aquestes, en reduir la precisió, creixen d'una forma més 

progressiva i ordenada, ja que el carry no s'està propagant al llarg de tants bits. 
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Aquest sumador també subestima els resultats, és per això que totes les mostres errònies 

que trobem a les simulacions estan per sota de la diagonal. 

4.1.1.5. Error Tolerant Adder (ETAII) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

8 0.16 0.36 34.24 3.4e+04 0.0025 1040 0.24 

6 0.38 0.95 480.47 3.8e+06 0.033 8.4e+03 0.98 

4 0.79 

 

2.76 1.0e+03 8.0e+06 0.069 9.2e+03 0.98 

2 0.99 10.80 2.0e+03 1.2e+07 0.13 1.0e+04 

 

0.99 

Taula 4.5. Anàlisi d'errors ETAII 

A l'annex 8.1.1.5 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

En reduir la precisió, el sumador l'ETAII mostra una evolució pràcticament idèntica a 

l'ACA_II tot i tenir una estructura de sumador segmentat completament diferent. Tant els 

valors de la taula 4.5 com les gràfiques resultants a l'annex 8.1.1.5 són molt similars. 

Com la resta de sumadors segmentats, la resposta de les mètriques EP i MHD és molt 

millor que en el LOA i el TrA. En canvi, les mètriques MAE,MSE,WCE i WCRE donen 

pitjors resultats. Això ens indica que tot i que el nombre d'experiments erronis és menor, 

quan cometem un error aquest s'allunya molt més del desitjat. 

De nou, veiem que aquest sumador subestima els resultats a causa del truncament del 

carry. 

 

4.1.2. Multiplicadors aritmètics aproximats 

Per tal dôinterpretar aquests resultats de forma id¸nia, cal considerar que estem treballant 

amb nombres dôentrada positius de 46 bits dels quals 14 son enters i 32 son decimals. Per 

naturalesa dels multiplicadors, a la sortida tindrem 92 bits dels quals 64 son de coma fixa. 

Això vol dir que el mai veurem nombres a la sortida més grans de 268.435.455. 

4.1.2.1. Truncated Multiplier(TruM) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

12 1 21.08 3.2e+04 1.4e+09 0.0023 9.9e+04 0.3 

8 1 21.20 5.3e+05 4.0e+11 0.030 1.8e+06 1 
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6 1 21.18 2.0e+06 6.2e+12 0.094 7.3e+06 1 

4 1 21.037 8.1e+06 9.3e+13 0.26 2.8e+07 1 

2 1 21.26 2.8e+07 1.2e+15 0.66 1.1e+08 1 

Taula 4.6. Anàlisi d'errors TruM 

A l'annex 8.1.2.1 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

La primera característica que trobem en fer les simulacions és que de seguida el paràmetre 

EP=1 (Taula 4.6). Això és perquè en truncar les xifres d'entrada, en molt pocs casos el 

nombre inicial serà igual al truncat i, per tant, el resultat quasi mai és el mateix que en un 

multiplicador exacte. Pel mateix motiu, el MHD pren un valor molt elevat perquè estem 

descartant una gran quantitat de bits. També es pot veure que les mètriques MAE, MSE, 

WCE prenen valors força elevats, però caldrà comparar-los amb la resta de multiplicadors 

per poder extreure conclusions 

Si observem les simulacions, aquestes no comencen a ser diferents de l'ideal fins a Q=12 

(Figura 8.27). En aquest cas en concret passem de tenir una multiplicació amb 2116 blocs 

CSA a tenir 144 blocs CSA. Aquesta aproximació genera una reducció de l'àrea efectiva 

utilitzada enorme i, per tant, el consum disminuirà notablement. Tot i la important retallada, 

veiem que els resultats continuen sent molt bons, ja que la majoria d'experiments erronis 

tenen un error relatiu menor al 5%. A més la recta característica del multiplicador no 

presenta imperfeccions substancials. 

En reduir la precisió, els errors cada cop es fan més visibles. A la gràfica d'error relatiu 

(Figura 8.30) apreciem que aquest sempre està per sota de zero. Això és així pel fet que 

en truncar, sempre s'està fent una multiplicació amb nombres més petits o iguals que els 

originals. Aquest fenomen també s'intueix a la gràfica de la recta característica del TruM, 

on l'error sempre creix, per sota de la recta, d'una forma proporcional a l'ordre del bit de 

truncament. 

De la mateixa forma que el TrA, per Q=2 (Figura 8.31) veiem que el multiplicador es 

comporta com un ADC a causa de l'efecte de truncament. 

4.1.2.2. Error Tolerant Multiplier (ETM) 

Q EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

46 0 0 0 0 0 0 0 

12 1 21.20 3.2e+04 1.4e+09 0.0028 1.1e+05 0.99 

8 1 21.12 5.3e+05 3.9e+11 0.025 1.58e+06 0.99 

6 1 21.13 2.0e+06 5.7e+12 0.086 6.8e+06 0.98 

4 1 21.32 7.5e+06 8.5779e+13 0.3446 2.7805e+07 1 

2 1 21.27 1.8e+07 6.3e+14 1 9.8e+07 1 

Taula 4.7. Anàlisi d'errors ETM 
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A lôannex 8.1.2.2 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

El multiplicador ETM presenta una arquitectura molt similar al TruM amb un ajust per als 

LSB que en principi hauria d'atorgar-li un menor error a la sortida. Comparant les dues 

taules 4.6 i 4.7, veiem que les diferències que tenen son difícilment palpables. Comparant 

les simulacions obtingudes ens adonem que la resposta és pràcticament idèntica. 

L'única diferència evident a les simulacions és el cas Q=2 (Figura 8.37). A l'ETM veiem 

que l'error relatiu pren valors tant positius com negatius. Això es deu al fet que en truncar 

bits d'entrada molt petits, el producte de la part MSB en molts casos és 0. Amb aquesta 

arquitectura, a més estem fent una aproximació del producte dels LSB tal com s'ha explicat 

a l'apartat 2, i això provoca que en aquests casos el resultat aproximatsigui superior a 

l'exacte. 

4.1.2.3. Under Designed Multiplier (UDM) 

EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

0.99 19.11 4.1e+06 1.2e+14 0.035 5.6e+07 0.22 

Taula 4.8. Anàlisi d'errors UDM 

A l'annex 8.1.2.3 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

A diferència d'altres circuits aritmètics aproximats, aquest multiplicador no té cap 

paràmetre que permeti variar la seva precisió, ja que aquest treballa sempre amb el mateix 

nombre de bits i fa l'aproximació en la generació dels productes parcials. 

El primer que ens trobem és que el EP a la taula 4.8 es força elevat. Això és deu a què la 

probabilitat que els dos nombres d'entrada tinguin dos 1s consecutius és molt elevada i, 

per tant, a la gran majoria de casos s'estarà realitzant l'aproximació en el resultat. També 

veiem que tot i tenir un MAE i un MSE elevats el MRE i el WCRE són força petits. Aquest 

comportament s'explica pel fet que en cometre molts errors l'error acumulat en el MAE i 

MSE pujar ràpidament tot i que de forma relativa aquest error no sigui tan gran. 

Observant les gràfiques (Figura 8.38) tenim que tots els errors comesos són inferiors a un 

22.5% i que aquest operador subestima el resultat. Això és perquè en l'aproximació de 

productes parcials es posa un 7 en comptes d'un 9 a la sortida quan tenim dos "11" a 

l'entrada, i per això el resultat aproximat sempre serà inferior. La recta característica ens 

mostra que mentre més petits siguin els nombres d'entrada, menys error cometrem. A 

partir d'un cert llindar, la majoria de sortides segueixen una línia subestimada diferent de 

la ideal. 

4.1.2.4. Broken Array Multiplier (BAM) 

HBL VBL EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

1 1 0.12 0.23 1.2e-09 2.3e-17 1.8e-17 2.9e-08 2.1e-16 

40 1 1 20.94 5.4e+05 5.1e+11 0.024 2.0e+06 1 

45 1 1 21.11 1.7e+07 5.0e+14 0.41 6.1e+07 1 
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1 40 1 4.89 5.8e-07 9.9e-13 2.2e-13 3.7e-06 1.5e-10 

1 80 1 21.10 1.1e+05 1.5e+10 0.010 2.7e+05 1 

1 88 1 21.32 1.2e+07 2.2e+14 0.3 4.0e+07 1 

40 40 1 21.45 5.1e+05 4.7e+11 0.023 1.9e+06 1 

45 45 1 21.12 1.6e+07 5.0e+14 0.40 6.6e+07 1 

Taula 4.9. Anàlisi d'errors BAM 

A l'annex 8.1.2.4 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

Aquest operador ens permet realitzar l'ajust mitjançant dues variables: Horizontal Break 

Level (HBL) i Vertical Break Level (VBL). Aquest multiplicador es basa en l'estructura Carry 

Save Adder en Array i, per tant, HBL correspon al nombre de files eliminades de la matriu 

CSA mentre que VBL correspon al nombre de columnes eliminades de la matriu CSA. 

Tot i que no està reflectit a les simulacions de l'annex, el paràmetre EP no és sempre 1. 

Quan tenim una HBL o VBL prou petita, el nombre d'experiments encertats és molt més 

elevat perquè el carry s'està propagant al llarg de molts més blocs. Per la resta de 

combinacions, l'EP de seguida pren com a valor 1. 

Observant la taula 4.9 corroborem els resultats que s'explicaven a l'article [3]. En 

augmentar HBL a 40 i 45 els paràmetres MAE, MSE,WCE, creixen de forma molt més 

ràpida que en augmentar VBL A 40, 80, i 88. Això no només és perquè s'estan retallant 

més blocs CSA sinó que a més, en augmentar HBL s'estan retallant tant bits poc 

significatius com bits molt significatius. En canvi, en augmentar VBL, l'efecte immediat 

d'aquesta retallada només es veu reflectit als bits menys significatius. 

Analitzant les gràfiques, veiem que en augmentar HBL (Figura 8.41) els resultats de 

magnitud més gran s'allunyen molt de l'error relatiu zero o de la recta característica ideal. 

En canvi, en augmentar VBL no trobem alteracions destacables fins que aquesta val 88 

(Figura 8.44). Tot i que s'identifica clarament a la gràfica que estem cometent un error, 

aquest és molt menor que a la Figura 8.41. Una altre mostra que lôefecte de VBL en 

lôaproximació es menor es que a les Figues 8.45 i 8.46 també podem observar que no han 

canviat gens respecte les Figues 8.40 i 8.1 tot i haver mantingut HBL i augmentat VBL de 

forma considerable. 

En aquest cas on tenim dues variables, caldrà ajustar de forma adequada aquests valors 

per tal d'aconseguir una bona resposta a la nostra aplicació. 

4.1.2.5. Logaritmic Multipliers(LMs) 

EP MHD MAE MSE MRE WCE WCRE 

1 21.099 4.8e+06 4.5e+13 0.0763 1.7e+07 0.11 

Taula 4.10. Anàlisi d'errors LMs 

A l'annex 8.1.2.5 podeu veure les simulacions a la que ens referim en aquest apartat. 

Aquest multiplicador presenta una molt bona resposta pel que fa al MRE i el WCRE (Taula 

4.10). La resta de paràmetres MHD, MAE, MSE i WCE entren dintre de la normalitat 
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comparant amb la resta de multiplicadors. La mètrica que ens dóna pitjors resultats és EP, 

ja que ens indica que mai s'està encertant el resultat de sortida a causa de l'aproximació 

feta. 

La resposta a les gràfiques és molt satisfactòria (Figura 8.47). Pel que fa a l'error relatiu, 

estem sempre cometent un error inferior al 15%. A la recta característica, tot i que podem 

apreciar una petita curvatura, el resultat és molt similar al desitjat. 

Com que l'aproximació feta té una naturalesa matemàtica, per aquest operador se'ns fa 

molt difícil deduir quin és l'estalvi de recursos que estem fent o quin son els motius de les 

mètriques obtingudes. Així doncs, tampoc podem determinar quin és el temps de resposta 

del circuit, ja que per saber-ho caldria implementar el sistema en una FPGA. Aquest tipus 

d'aproximació també provoca que no puguem fer un ajust de l'error de sortida. 

4.2. Anàlisis dels senyal de filtres FIR aproximats 

Per tal d'entendre els resultats de les simulacions i les mètriques fetes, cal descriure en 

què consisteix cadascuna d'elles de forma prèvia. 

Les simulacions que es capturaran seran: 

¶ Resposta temporal del senyal filtrat: En un cas ideal hauria de correspondre a una 

sinusoide digital de freqüència 1kHz. 

¶ Resposta espectral del senyal filtrat: En un cas ideal haurien d'aparèixer dues 

components freqüencials principals. Una de 1kHz predominant i un altre de 25kHz 

atenuada 64dB respecte l'anterior. En els filtres aproximats serà molt habitual 

trobar la presència de soroll introduït al senyal i reduccions en l'atenuació del senyal. 

¶ Resposta impulsional del filtre: En un cas ideal tindríem un lòbul principal a la banda 

de pas centrat a 0Hz i una banda atenuada amb zeros a freqüències 20.3kHz, 

21.1kHz, 27.8kHz, 33.6kHz, 40kHz i 46,7kHz. En els filtres aproximats, aquests 

zeros canviaran i modificaran de forma clara la resposta en magnitud. Això també 

afectarà directament a l'espectre del senyal filtrat anteriorment descrit. 

Les mesures fetes seran: 

¶ Banda de pas (dB): Punt màxim de la gràfica de la resposta impulsional. Per norma 

general aquest punt estarà situat a 0Hz. 

¶ Banda atenuada (dB): Amplitud que tenen les freqüències filtrades a la gràfica de 

la resposta impulsional. Per norma general aquest valor sempre ha de ser inferior 

a la banda de pas. 

¶ L(dB): Atenuació entre la banda de pas i la banda atenuada de la gràfica de 

resposta impulsional. Aquest valor s'obté de restar les dues mètriques anteriors. 

¶ BW-3dB(kHz): Ample de banda a -3dB. Aquesta mètrica correspon a mesurar quines 

freqüències intersequen el valor de la banda de pas ï 3dB i la gràfica de la resposta 

impulsional. 

¶ A1kHz(dB): Correspon a mesurar l'amplitud a 1kHz de la gràfica de resposta 

espectral del senyal filtrat. 

¶ A25kHz(dB): Correspon a mesurar l'amplitud a 25kHz de la gràfica de resposta 

espectral del senyal filtrat. 

¶ ȹL(dB): Atenuació de la component freqüencial de 25kHz respecte la de 1kHz. 

Aquest valor s'obté de restar les dues mètriques anteriors. 
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4.2.1. Sumadors aritmètics aproximats 

4.2.1.1. Truncated Adder (TrA) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) 

 

ȹL(dB) 

46 6.826 

 

-57.28 

 

64.10 12.156 6.665 -57.696 64.362 

16 6.92 -56.97 63.94 11.16 54.51 -8.047 62.56 

6 5.41 -25.84 31.84 13.52 54.22 28.53 25.69 

Taula 4.11. Mesures resposta impulsional i espectral TrA 

A l'annex 8.2.1.1 podeu veure les simulacions a les que ens referim en aquest apartat i a 

la Taula 4.11 les mesures que sôhan realitzat sobre les simulacions. 

Un cop realitzades totes les simulacions, podem analitzar el seu comportament. Per Q>16 

els resultats són idèntics als ideals (Figures 8.48, 8.49 i 8.50). Tot i tenir resultats perfectes, 

quan Q<46, realment estem fent una reducció de recursos, energia utilitzada i velocitat de 

resposta. 

En el cas Q=16 (Figures 8.51, 8.52 i 8.53) veiem que el filtre aproximat introdueix una mica 

de soroll a les freqüències més atenuades, tot i que continuem tenint uns resultats molt 

satisfactoris, tal com ens mostra el sinus de sortida (Figura 8.51). Triant aquesta precisió, 

hem reduït 30 dels blocs de carry look ahead respecte a un sumador ideal, cosa que 

suposa una reducció del consum i del camí crític força elevat. 

Per a QÒ6 (Figures 8.54, 8.55 i 8.56) els resultats comencen a diferir molt m®s del que 

desitgem, ja que el filtre introdueix un soroll molt més gran i l'atenuació, tant a la resposta 

espectral com la impulsional, és molt menor a la de disseny. A més els zeros que teníem 

inicialment ja no es poden identificar amb claredat. Així doncs, el sinus obtingut a la sortida 

ja no és de 1kHz sinó que està ple d'imperfeccions. El causant dôaquesta resposta tan 

dolenta es lôaproximaci· que sôest¨ fent en truncar. 

4.2.1.2. Lower Part OR Adder (LOA) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) 

 

ȹL(dB) 

46 6.826 -57.28 64.106 12.156 6.665 -57.696 64.362 

16 6.826 -57.28 64.10 12.156 6.666 -58.322 64.988 

6 13.085 -29.26 42.34 11.30 55.18 15.97 39.21 

2 11.09 -7.74 18.83 11.92 44.36 34.81 9.54 
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Taula 4.12. Mesures resposta impulsional i espectral LOA 

A l'annex 8.2.1.2 podeu veure les simulacions a les que ens referim en aquest apartat i a 

la Taula 4.12 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

A causa de les similituds en l'arquitectura amb el TrA, els resultats obtinguts del LOA tenen 

força semblances. Per Q>16 (Figures 8.57, 8.58 i 8.59) la resposta és igual a la d'un 

sumador perfecte. Tot i això, els recursos utilitzats es redueixen notablement en reduir la 

precisió tal com hem explicat en l'apartat anterior. A diferència del TrA, en aquest cas es 

fan servir portes OR per a aproximar el resultat i això provoca que la quantitat de recursos 

utilitzats augmentin lleugerament. 

Emprant un sumador que opera amb 16 bits (Figures 8.60, 8.61 i 8.62) veiem que el senyal 

comença a tenir soroll adherit a la sortida, però la resposta en magnitud correspon a la 

d'un filtre FIR exacte. Tot i la presència de soroll, el filtratge és bo i aconseguim un senyal 

temporal a la sortida que correspon a una sinusoide de 1kHz. 

Per QÒ6 (Figures 8.63 ï 8.68) veiem que el comportament del sistema comença a 

empitjorar de forma clara. Les atenuacions (Taula 4.12) són molt més petites que 

l'especificada en el disseny, la majoria de zeros han desaparegut o s'han modificat i el 

soroll al senyal de sortida cada cop és més problemàtic. Tot això ho veiem reflectit al sinus 

de sortida, on l'ona, és ja molt diferent de la que voldríem obtenir (Figura 8.63 i 8.66). El 

causant dôaquesta resposta tan dolenta es lôaproximació que sôestà fent en truncar. 

4.2.1.3. Almost Correct Adder (ACA_I) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) BW-3dB 

(kHz) 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) ȹL(dB) 

46 6.826 -57.28 64.106 12.156 6.665 -57.696 64.362 

16 6.826 -57.28 64.10 12.156 6.666 -58.322 64.988 

6 13.11 -50.52 63.64 11.4 54.45 32.50 21.95 

2 9.59 -9.67 19.26 14.03 47.38 42.96 4.41 

Taula 4.13. Mesures resposta impulsional i espectral ACA_I 

A l'annex 8.2.1.3 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.13 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

De la mateixa manera que els sumadors TrA i LOA, per Q>16 (Figures 8.69, 8.70 i 8.71) 

el resultat correspon amb un filtre FIR ideal. 

A diferència dels resultats que hem obtingut amb els darrers sumadors, quan Q=16 

(Figures 8.72, 8.73 i 8.74) pràcticament no tenim soroll sumat a la sortida del filtre. Si 

s'observa amb atenció la resposta espectral, es poden apreciar petites imperfeccions, però 

aquestes no impedeixen el correcte funcionament del sistema. Així doncs, podem 

concloure que amb aquesta precisió, el sumador segmentat té una resposta molt menys 

sorollosa que el TrA o el LOA. 
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Quan el circuit aritmètic comença a treballar amb subsumadors de 6 bits (Figures 8.75, 

8.76 i 8.77), la resposta resultant es comença a distorsionar a causa que estem propagant 

molt menys el carry. Tot i que els zeros es mantenen bastant i l'atenuació del filtre 

pràcticament no s'ha reduït, el soroll introduït comença a ser elevat i així ho veiem al sinus 

de la sortida. 

Finalment, veiem com per Q=2 (Figures 8.78,8.79 i 8.80) ni la resposta temporal, ni 

l'espectre, ni la resposta en magnitud corresponen amb l'especificat en el disseny. 

4.2.1.4. Acuracy Configurable Adder (ACA_II) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) 

 

ȹL(dB) 

46 6.826 -57.28 64.106 12.156 6.665 -57.696 64.362 

16 6.826 -57.28 64.10 12.156 6.666 -58.322 64.988 

6 12.97 -47.38 60.35 12.05 55.32 0.95 54.36 

2 9.67 -9.68 19.35 13.74 47.38 42.96 4.41 

Taula 4.14. Mesures resposta impulsional i espectral ACA_II 

A l'annex 8.2.1.4 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.14 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Els operadors ACA_I i ACA_II són els dos sumadors segmentats i es basen en una 

arquitectura molt similar. És per aquest motiu que les simulacions obtingudes tenen un 

aspecte molt semblant. 

De nou, per Q elevades (Figures 8.81, 8.82 i 8.83) tenim una resposta idèntica als filtres 

implementats amb circuits aritmètics exactes. 

A diferència del ACA_I, quan treballem amb subsumadors de 16 bits (Figura 8.84, 8.85 i 

8.86), el soroll afegit a l'espectre de sortida és molt més elevat, ja que estem treballant 

amb menys subsumadors i el carry del sumador es propaga per menys blocs. A pesar 

d'això, la resposta continua sent prou bona. 

Per Q=6 (Figures 8.87, 8.88 i 8.89), en general el ACA_II té unes característiques pitjors 

que l'ACA_I pels motius que acabem de descriure. Tot i això, el sinus de sortida presenta 

menys imperfeccions, ja que ha coincidit que un dels zeros de la resposta impulsional cau 

a 25kHz. Cal fer èmfasi a dir que si la freqüència a filtrar tingués un altre valor això ja no 

passaria. 

A l'última simulació (Figures 8.90, 8.91 i 8.92) es pot observar com la precisió ja és massa 

petita i els resultats s'allunyen molt dels que tindríem amb operadors exacte perquè el 

carry es propaga per molt pocs blocs. 
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4.2.1.5. Error Tolerant Adder (ETAII) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) 

 

ȹL(dB) 

46 6.826 -57.28 64.106 12.156 6.665 -57.696 64.362 

16 6.826 -57.28 64.10 12.156 6.666 -58.322 64.988 

6 13.12 -47.23 60.35 11.15 55.32 0.95 54.36 

2 9.63 -9.64 19.28 13.61 47.38 42.96 4.41 

Taula 4.15. Mesures resposta impulsional i espectral ETAII 

A l'annex 8.2.1.5 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.15 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Les arquitectures del ACA_II i el ETAII corresponen a la família dels sumadors segmentats, 

per¸ tot i aix¸, el funcionament aritm¯tic dôaquests sumadors té moltes diferencies. 

Tot i que els funcionament intern sigui diferent, les simulacions obtingudes (Figures 8.93 

ï 8.104) son pràcticament iguals a les del ACA_II (Figures 8.81-8.92). A lôapartat on 

sôanalitzava lôerror com®s de cadascun del sumadors ja ens hem trobat que la resposta 

era ben be idèntica així que podíem sospitar que en utilitzar aquests operadors en el filtre 

FIR els resultats obtinguts serien molt similars. 

Així doncs podem concloure que utilitzar subsumadors que solapin els bits amb els que 

treballen no t® una millora a la sortida prou significativa respecte a lôarquitectura que 

planteja el ETAII. Per tant, fent una predicci· del carry dôentrada de cada subsumadors 

podem obtenir resultats igual de bons i estarem fent us de menys recursos. 

4.2.2. Multiplicadors aritmètics aproximats 

Al llarg de les properes simulacions, cal tenir en compte que caldrà multiplicar el senyal 

que es propaga per els coeficients del filtre. Aquests coeficients son valors sempre mes 

petits a 1 aix² que sôha dôanar amb compte en lôajust de la precisi· perquè sinó el que 

estarem fent es multiplicar el senyal per zero. Es per això que el nombre mínim de bits 

amb que podem treballar es 18 per tal dôobtenir resultats coherents a la sortida. 

4.2.2.1. Truncated Multiplier(TruM) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

A1kHz 

(dB) 

A25kHz 

(dB) 

ȹL(dB) 

46 6.826 -57.28 64.106 12.156 6.665 -57.696 64.362 

20 40.60 18.42 21.77 15 52.26 32.09 20.17 

18 36.72 27.32 9.39 20 48.52 -15.45 63.984 
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Taula 4.16. Mesures resposta impulsional i espectral TruM 

A l'annex 8.2.2.1 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.16 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Aquest operador aproximat té una resposta molt similar a un filtre FIR exacte quan triem 

valors de Q elevats (Figures 8.105, 8.106 i 8.107). Tot i que en aquests casos el nombre 

de bits amb el que treballa l'operador és molt menor, el resultat no es veu empitjorat. 

En reduir la precisió fins a Q=20 (Figures 8.108, 8.109 i 8.110) veiem que la sortida els 

resultats comencen a ser menys satisfactoris. La resposta en magnitud ha perdut els zeros 

de disseny i l'atenuació del filtre ha disminuït considerablement (Taula 4.16). A més 

s'observa com el lòbul central ha augmentat i, per tant, el BW ha crescut. També veiem 

això reflectit a l'espectre del senyal de sortida on els components freqüencials de 1kHz i 

25kHz estan a una altura molt més propera. Tot això es tradueix a la sortida temporal en 

un sinus replet d'imperfeccions. El causant d'aquestes males característiques del filtre és 

l'aproximació que es fa en la truncació. 

Tot i tenir una resposta en magnitud molt pitjor per una precisió de 18 bits (Figures 8.111, 

8.112 i 8.113), aquesta te un zero a la freqüència de 25kHz. Això provoca que tant la 

resposta espectral com el senyal temporal siguin pràcticament iguals a un multiplicador 

exacte. Tot i això, aquest és un cas molt concret i si la freqüència a filtrar fos 30kHz, el FIR 

ja no estaria funcionant de forma idònia. 

Així doncs, podem concloure que fer ús de subsumadors que superposin els bits amb què 

treballen no té una millora a la sortida prou significativa respecte a l'arquitectura que 

planteja l'ETAII. Per tant, fent una predicció del carry d'entrada de cada subsumadors 

podem obtenir resultats igual de bons i estarem fent ús de menys recursos. 

4.2.2.2. Error Tolerant Multiplier (ETM) 

Q Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) BW-3dB 

(kHz) 

A1kHz 

(dB) 

A25kHz 

(dB) 

ȹL(dB) 

46 42.80 -21.15 63.96 12.04 54.51 -8.21 62.72 

20 41.36 10.20 31.16 14.67 52.92 -21.43 74.36 

18 36.96 27.57 9.46 19.42 48.52 -15.45 63.98 

Taula 4.17. Mesures resposta impulsional i espectral ETM 

A l'annex 8.2.2.2 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.17 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Tot i compartir moltes semblances d'arquitectura amb el TruM, el ETM ens ofereix una 

resposta més ajustada a causa de l'aproximació que es fa pels bits menys significatius. 

Per valors elevats de Q (Figures 8.114,8.115 i 8.116), els dos multiplicadors aproximats 

es comporten de forma similar, però en reduir la precisió fins a Q=20 ja trobem millores 

evidents (Figures 8.117,8.118 i 8.119). A banda de tenir una atenuació major (Taules 4.16 

i 4.17), en aquest cas ens trobem els zeros que hi ha s'assemblen molt més al cas ideal. 

A més, un dels zeros cau justament a 25kHz (Figura 8.118) i això provoca que la sinusoide 



 

 49 

de sortida sigui pràcticament perfecte. Cal fer èmfasi en què si la freqüència que volem 

eliminar tingués un altre valor, la resposta no seria tan bona. Aquesta millora en la resposta 

impulsional, correspon a què ETM realitza una aproximació pels LSB que millora l'error 

comès respecte al TruM. 

Quan Q=18 (Figures 8.120, 8.121 i 122), ens trobem que TruM i ETM tenen una resposta 

idèntica, ja que en treballar amb tan pocs bits, el deteriorament en la resposta impulsional 

els afecta de la mateixa manera. 

4.2.2.3. Under Designed Multiplier (UDM) 

Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) ȹL(dB) 

1.095 -63.15 64.25 11.5 54.46 -7.15 61.63 

Taula 4.18. Mesures resposta impulsional i espectral UDM 

A l'annex 8.2.2.3 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.18 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Amb aquesta arquitectura, aconseguim una resposta molt bona (Figures 8.123, 8.124 i 

8.125). Si ens fixem en el senyal de sortida temporal, veiem que s'identifica clarament una 

sinusoide digital d'1kHz. A l'anàlisi espectral d'aquest senyal veiem que la component 

freqüencial a 1kHz i la component contínua estant molt per sobre de la resta de freqüències, 

per tant ens indica que s'està fent un bon filtratge. Per contra, aquest filtre introdueix un 

soroll important, a causa de l'aproximació que es fa dels productes parcials, que ens 

impedeix veure els zeros del filtre FIR amb claredat. 

Pel que fa a la resposta en magnitud del filtre, veiem que és pràcticament idèntica al senyal 

ideal, per tant, estem fent un molt bon filtratge. 

4.2.2.4. Broken Array Multiplier (BAM) 

HBL VBL Banda 

de Pas 

(dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

 

A1kHz 

(dB) 

A25kHz 

(dB) 

 

ȹL(dB) 

1 1 6.68 -57.13 63.81 12.1 54.51 -8.21 62.78 

1 28 6.68 -57.13 63.81 12.1 54.51 -8.21 62.78 

1 73 0.39 -17.055 17.44 19.81 51.31 22.39 28.92 

18 1 6.68 -57.13 63.81 12.1 54.51 -8.21 62.78 

28 1 3.28 -19.35 22.63 16.59 51 -65.40 116.41 

28 28 3.42 -19.05 22.47 17.79 51 -65.41 116.42 

Taula 4.19. Mesures resposta impulsional i espectral BAM 
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A l'annex 8.2.2.4 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.19 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Tal com hem vist en l'anàlisi de l'error comès del BAM, HBL introdueix un error en el 

sistema de forma molt més ràpida que VBL. Observant la taula 4.19, veiem que el cas 

HBL=28 i VBL=1 te pràcticament el mateix comportament que HBL=28 i VBL=28. Veient 

les Figures 8.140 i 8.143 podem treure la mateixa conclusió. Així doncs, augmentar HBL 

sempre té més pes que augmentar VBL. 

Una característica destacable d'aquest filtre aproximat és que aquest rarament introdueix 

soroll a la sortida. De les simulacions fetes només trobem una resposta sorollosa pel cas 

HBL=1 i VBL=73 (Figura 8.133). En canvi, quan posem una HBL elevada, la resposta es 

veu modificada respecte a l'ideal, però aquest no conte soroll (Figura 8.139). 

Al treballar amb menys bits, quan augmentem els valors de HBL o VBL l'atenuació es 

redueix de forma notable (Figures 8.134 i 8.140). A més els zeros canvien completament 

i el filtre deixa de comportar-se de la forma desitjada. També podem observar que en reduir 

la precisió, el lòbul central augmenta i la BW creix (Taula 4.19). 

Cal matisar que tot i que utilitzar un operador aproximat que pot modificar completament 

la resposta del filtre, en alguns casos la freqüència que volem eliminar s'atenua de totes 

formes. Un exemple d'això són els casos on HBL=28 (Figures 8.138 + 8.143), ja que tot i 

que ara només tenim un zero en comptes de 6, aquest cau justament a 25kHz i provoca 

que tinguem una resposta inclús millor que l'ideal. Tot i això, si la freqüència que volem 

eliminar fos 35kHz aquest filtre ja no estaria funcionant de la forma adequada. 

4.2.2.5. Logaritmic Multipliers(LMs) 

Banda de 

Pas (dB) 

Banda 

Atenuada 

(dB) 

L(dB) 

 

BW-3dB 

(kHz) 

A1kHz(dB) A25kHz(dB) 

 

ȹL(dB) 

0.67 -35.70 36.38 13.75 53.98 18.87 35.11 

Taula 4.20.Mesures resposta impulsional i espectral LMs 

A l'annex 8.2.2.5 podeu veure les simulacions a les quals ens referim en aquest apartat i 

a la Taula 4.20 les mesures que s'han realitzat sobre les simulacions. 

Com es pot observar a les gràfiques (Figura 8.144, 8.145 i 8.146), tot i tenir a la sortida 

una sinusoide de 1kHz amb poques imperfeccions, la resposta en magnitud del filtre 

aproximat es força diferent d'un filtre FIR exacte. Hem passat a tenir un únic zero en 

comptes de 6 i l'atenuació respecte a la banda de pas és molt menor (Taula 4.20). A més, 

l'aproximació que planteja el LMs introdueix un soroll destacable a la sortida. 
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5. Presupost 

Aquesta tesi no ha tingut cap cost pel que fa a material, ja que no s'ha hagut de fer cap 

prototip ni construir res físicament. Tot el treball s'ha desenvolupat mitjançant eines de 

software que en aquest cas he pogut utilitzar gratuïtament gràcies a les llicències de la 

UPC. La universitat també m'ha deixat fer ús il·limitat d'un ordinador prou potent com per 

utilitzar aquestes eines. 

Pel que fa a hores dedicades al projecte estimo que he dedicat unes 600 hores. En aquesta 

estimació de costos considerarem que el preu per hora és el mínim establert a les 

pr¨ctiques de la UPC, ®s a dir, 9ú/hora. 

Si suposem que hem hagut de finançar el cost de l'ordinador i les llicències utilitzades, el 

pressupost final obtingut és el següent: 

 

Concepte Quantitat Cost Cost Total 

Ordinador 1 1.500ú 1500ú 

Pantalla 1 200ú 200ú 

Teclat 1 10ú 10ú 

Ratolí 1 8ú 8ú 

Llicencia Matlab 1 2.300ú 2300ú 

Hores de treball 600 9ú 5.400ú 

TOTAL 9.418ú 

Taula 5.1. Costos 

  

Tot i que és una inversió molt elevada, fer ús de les facilitats que et proporciona fer recerca 

en una universitat redueix els costos de forma dràstica. Així doncs, donat que l'objectiu 

d'una universitat és no només formar estudiants, sinó que també és fer recerca, crec la 

inversió econòmica no és res comparat amb els avenços tecnològics que es poden arribar 

a fer en la investigació sobre els circuits aritmètic aproximats.  
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6. Impacte ambiental 

Avui dia vivim en un món on els aparells electrònics formen part de la nostra vida 
quotidiana. Tothom fa ús d'aquests dispositius i això provoca que el consum energètic hagi 
augmentat de forma exponencial els últims anys. Tota aquesta electrònica s'ha tornat 
imprescindible per a les persones, ja que millora la nostra qualitat de vida i, per tant, s'ha 
tornat crucial investigar sobre de quines formes es pot aconseguir que aquests dispositius 
siguin més eficients energèticament. 

A la branca de l'electrònica digital, ha aparegut una branca d'investigació que estudia els 
circuits aritmètics aproximats. Aquests permeten tant reduir el temps de resposta d'un 
operador com reduir la quantitat de recursos que aquest necessita. En necessitar menys 
àrea efectiva de la FPGA suposa que hi ha menys components consumint energia. 

A l'escala amb què treballem, la quantitat de recursos que utilitzem i l'energia estalviada 
son pràcticament menyspreables, ja que les FPGAs i els microcontroladors són integrats 
de dimensions molt petites i amb un consum molt optimitzat. Tot i això, si aquesta 
tecnologia s'apliqués a tots els dispositius que contenen una FPGA o un microcontrolador 
del món l'estalvi energètic seria enorme. A més també es reduiria notablement el consum 
de silici i altres materials que formen els chips. 

Així doncs, els avenços en la investigació sobre els circuits aritmètics aproximats podrien 
suposar un pas de gegant en el camí per reduir la petjada ecològica global. 

  



 

 53 

7. Conclusions:  

Un cop hem vist com es comporten les diferents arquitectures de circuits aritmètics 

aproximats hem de comparar-les per tal de poder triar quin és el millor operador en funció 

de l'aplicació en què s'utilitzarà. Abans d'això, primer definirem alguns conceptes que 

farem servir en l'estudi comparatiu. 

¶ Fiabilitat: Que un operador aproximat tingui una probabilitat d'encert elevada. 

¶ Precisió: Que un operador aproximat cometi errors pròxims al resultat ideal. 

¶ Ajust precisió: Que un operador aproximat permeti modificar el nombre de bits amb 

el que es treballa i, per tant, permeti ajustar l'error comès a la sortida. 

¶ Estalvi de recursos: Que un operador aproximat utilitzi menys àrea efectiva que un 

operador exacte. Els operadors no han estat implementats en una FPGA i, per tant, 

no tenim resultats reals, però a partir de l'arquitectura descrita en el punt 2 podem 

deduir en alguns casos si s'estan fent servir més o menys recursos. 

¶ Estalvi energètic: Que un operador aproximat consumeixi menys energia que un 

operador exacte. Els operadors no han estat implementats en una FPGA i, per tant, 

no tenim resultats reals, però a partir de l'arquitectura descrita en el punt 2 podem 

deduir en alguns casos si s'està fent servir més o menys energia. 

¶ Millora en el temps de resposta: Que un operador aproximat posi un resultat vàlid 

a la sortida amb un temps menor que un operador exacte. Els operadors no han 

estat implementats en una FPGA i, per tant, no tenim resultats reals, però a partir 

de l'arquitectura descrita en el punt 2 podem deduir en alguns casos si s'està 

reduint el camí crític. 

¶ Filtrat FIR: Si la resposta en magnitud del filtre aproximat s'assembla a l'ideal i, per 

tant, s'està fent un bon filtrat segons les especificacions de disseny. 

¶ Soroll: Si un operador introdueix soroll al senyal de sortida del filtre FIR aproximat 

a causa de l'aproximació que planteja la seva arquitectura. 

Per tal d'avaluar cadascun d'aquests paràmetres, utilitzarem el següent codi de colors: 

¶ Vermell: Quan la característica avaluada en el nostre operador té una resposta 

dolenta. 

¶ Taronja: Quan la característica avaluada en el nostre operador no té una resposta 

ni molt bona ni molt dolenta. 

¶ Groc: Quan la característica avaluada en el nostre operador té una resposta bona. 

¶ Verd: Quan la característica avaluada en el nostre operador té una resposta molt 

bona. 

¶ Blanc: Quan la característica avaluada en el nostre operador no es pot determinar 

com es comporta amb les simulacions fetes, ja que caldria implementar 

l'arquitectura en una FPGA. 
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En primer lloc, farem una comparativa dels diferents sumadors que hem vist al llarg de la 

tesi. 

Sumador TrA LOA ACA_I ACA_II ETAII 

Fiabilitat      

Precisió      

Ajust 

precisió 

SI SI SI SI SI 

Estalvi de 

recursos 

     

Estalvi 

energètic 

     

Millora 

temps de 

resposta 

 

     

Filtrat FIR      

Soroll       

Taula 7.1. Comparativa sumadors aproximats 

Tenint en compte tots els paràmetres que s'han avaluat, podem veure que els sumadors 

TrA i LOA són els que tenen una pitjor resposta en el filtrat passa baixes. Això és una 

conseqüència del truncament que es fa dels bits on si ens excedim amb el nombre de bits 

retallats, la pèrdua d'informació serà molt important. Tot i ser els operadors pitjor puntuats 

en aquesta escala, triant un valor de Q adequat podem reduir la quantitat de recursos 

utilitzats i el camí crític de forma molt significativa sense comprometre el correcte 

funcionament del filtre. 

Com es pot observar, els sumadors segmentats tenen una resposta una mica més bona 

en el filtratge FIR, ja que fan ús de molts més recursos que el TrA o el LOA. Les 

característiques de tots els segmentats són molt similars, però en un filtratge FIR és molt 

rellevant que la resposta obtinguda sigui el mínim sorollós possible. És per aquest motiu 

que d'entre aquest 3, la primera posició se l'emporta l'ACA_I. 
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A continuació realitzarem la comparativa  dels multiplicadors aproximats que hem analitzat 

en aquest treball. 

Sumador TruM ETM UDM BAM LMs 

Fiabilitat      

Precisió      

Ajust 

precisió 

SI SI NO SI NO 

Estalvi de 

recursos 

     

Estalvi 

energètic 

     

Millora 

temps de 

resposta 

 

     

Filtrat FIR      

Soroll       

Taula 7.2. Comparativa multiplicadors aproximats 

Després de tenir una perspectiva global de lès característiques que té cada multiplicador 
aproximat veiem que el que té clarament les pitjors característiques es el LMs. El punt 
dèbil dôaquest operador ha estat la resposta que ha mostrat al filtre ja que aquesta es 
sorollosa i modifica força la forma de la resposta impulsional. A més, aquest operador no 
permet fer un ajust de lôerror per tal dôintentar millorar la seva resposta en el sistema. Es 
deduir quins han estat els condicionant dôaixò ja que, en no haver-lo implementat en una 
FPGA sens fa difícil saber com es comporta la seva circuiria interna. 

La primera posició es per lôETM ja que presenta una resposta espectral sense soroll i 
una resposta impulsional prou bona. A més aquest multiplicador es permet ajustar 
el nombre de bits que trunquem i això implica poder millorar la resposta del filtre 
segons convingui. 

Cal destacar que cada aplicació en la que es podrien utilitzar aquest circuits aritmètics 

aproximats es un mon i poden arribar a tenir prioritats completament diferents. Es per això 

que caldrà triar de forma acurada el operador aproximat que sôutilitzar¨ per tal de satisfer 

les necessitat del sistema. 

Tot i que en aquest projecte no hi ha hagut prou temps per implementar aquests circuits 

aritmètics aproximats per a utilitzar-los en una FPGA, aquest es un bon punt de partida 

per realitzar futures investigacions i descobrir quants recursos consumeixen i quina 

resposta temporal tenen els diferents operadors aritmètics. A més també es podria realitzar 

la descripció hardware del filtre FIR o dôaltres aplicacions per tal dôampliar els 

coneixements sobre com es comporten aquests circuits aritmètic aproximats.   
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8. Anexos 

8.1. An¨lisi dôerrors 

8.1.1. Sumadors aritmètics aproximats 

8.1.1.1. Truncated Adder (TrA) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.1. Error relatiu i recta característica Q=46 TrA 
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Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.2. Error relatiu i recta característica Q=8 TrA 

Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.3. Error relatiu i recta característica Q=6 TrA 
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Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.4. Error relatiu i recta característica Q=4 TrA 

Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.5. Error relatiu i recta característica Q=2 TrA 
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8.1.1.2. Lower Part OR Adder (LOA) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.6. Error relatiu i recta característica Q=46 LOA 

Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.7. Error relatiu i recta característica Q=8 LOA 
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Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.8. Error relatiu i recta característica Q=6 LOA 

Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.9. Error relatiu i recta característica Q=4 LOA 
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Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.10. Error relatiu i recta característica Q=2 LOA 
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8.1.1.3. Almost Correct Adder (ACA_I) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.11. Error relatiu i recta característica Q=46 ACA_I 

Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.12.  Error relatiu i recta característica Q=8 ACA_I 

 



 

 65 

Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.13.  Error relatiu i recta característica Q=6 ACA_I 

Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.14. Error relatiu i recta característica Q=4 ACA_I 
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Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.15. Error relatiu i recta característica Q=2 ACA_I 

8.1.1.4. Acuracy Configurable Adder (ACA_II) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.16. Error relatiu i recta característica Q=46 ACA_II 
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Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.17. Error relatiu i recta característica Q=8 ACA_II 

Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.18. Error relatiu i recta característica Q=6 ACA_II 
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Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.19. Error relatiu i recta característica Q=4 ACA_II 

 

Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.20. Error relatiu i recta característica Q=2 ACA_II 
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8.1.1.5. Error Tolerant Adder (ETAII) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.21. Error relatiu i recta característica Q=46 ETAII 

Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.22. Error relatiu i recta característica Q=8 ETAII 
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Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.23. Error relatiu i recta característica Q=6 ETAII 

Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.24. Error relatiu i recta característica Q=4 ETAII 
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Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.25. Error relatiu i recta característica Q=2 ETAII 

8.1.2. Anex 1.2. Multiplicadors aritmètics aproximats 

8.1.2.1. Truncated Multiplier(TruM) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.26. Error relatiu i recta característica Q=46 TruM 
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Gràfiques Q=12 

 

Figura 8.27. Error relatiu i recta característica Q=12 TruM 

 

Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.28. Error relatiu i recta característica Q=8 TruM 
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Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.29. Error relatiu i recta característica Q=6 TruM 

Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.30. Error relatiu i recta característica Q=4 TruM 
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Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.31. Error relatiu i recta característica Q=2 TruM 

 

8.1.2.2. Error Tolerant Multiplier (ETM) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.32. Error relatiu i recta característica Q=46 ETM 
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Gràfiques Q=12 

 

Figura 8.33. Error relatiu i recta característica Q=12 ETM 

Gràfiques Q=8 

 

Figura 8.34. Error relatiu i recta característica Q=8 ETM 
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Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.35. Error relatiu i recta característica Q=6 ETM 

 

Gràfiques Q=4 

 

Figura 8.36. Error relatiu i recta característica Q=4 ETM 
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Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.37. Error relatiu i recta característica Q=2 ETM 

 

 

8.1.2.3. Under Designed Multiplier (UDM) 

 

Figura 8.38. Error relatiu i recta característica UDM 



 

 78 

8.1.2.4. Broken Array Multiplier (BAM) 

Gràficas HBL=1 i VBL=1 

 

Figura 8.39. Error relatiu i recta característica HBL=1 i VBL=1 BAM 

Gràficas HBL=40 i VBL=1 

 

Figura 8.40. Error relatiu i recta característica HBL=40 i VBL=1 BAM 
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Gràficas HBL=45 i VBL=1 

 

Figura 8.41. Error relatiu i recta característica HBL=45 i VBL=1 BAM 

Gràficas HBL=1 i VBL=40 

 

Figura 8.42. Error relatiu i recta característica HBL=1 i VBL=40 BAM 
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Gràficas HBL=1 i VBL=80 

 

Figura 8.43. Error relatiu i recta característica HBL=1 i VBL=80 BAM 

Gràficas HBL=1 i VBL=88 

 

Figura 8.44. Error relatiu i recta característica HBL=1 i VBL=88 BAM 
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Gràficas HBL=40 i VBL=40 

 

Figura 8.45. Error relatiu i recta característica HBL=40 i VBL=40 BAM 

Gràficas HBL=45 i VBL=45 

 

Figura 8.46. Error relatiu i recta característica HBL=45 i VBL=45 BAM 
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8.1.2.5. Logaritmic Multipliers(LMs) 

 

Figura 8.47. Error relatiu i recta característica LMs 

8.2. Anàlisis del senyal de filtres FIR aproximats 

8.2.1. Sumadors aritmètics aproximats 

8.2.1.1. Truncated Adder (TrA) 

 

Simulacions Q=46 

 

Figura 8.48. Resposta temporal Q= 46 TrA 
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Figura 8.49. Resposta espectral Q=46 TrA 

 

Figura 8.50. Resposta impulsional Q=46 TrA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 84 

Simulacions Q=16 

 

Figura 8.51. Resposta temporal Q= 16 TrA 

 

Figura 8.52. Resposta espectral Q=16 TrA 
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Figura 8.53. Resposta impulsional Q=16 TrA 

Simulacions Q=6 

 

Figura 8.54. Resposta temporal Q= 6 TrA 
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Figura 8.55. Resposta espectral Q=6 TrA 

 

Figura 8.56. Resposta impulsional Q=6 TrA 
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8.2.1.2. Lower Part OR Adder (LOA) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.57. Resposta temporal Q= 46 LOA 

 

Figura 8.58. Resposta espectral Q=46 LOA 
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Figura 8.59. Resposta impulsional Q=46 LOA 

Gràfiques Q=16 

 

Figura 8.60. Resposta temporal Q= 16 LOA 
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Figura 8.61. Resposta espectral Q=16 LOA 

 

Figura 8.62. Resposta impulsional Q=16 LOA 
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Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.63. . Resposta temporal Q= 6 LOA 

 

Figura 8.64. Resposta espectral Q=6 LOA 
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Figura 8.65. Resposta impulsional Q=6 LOA 

Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.66. Resposta temporal Q= 2 LOA 
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Figura 8.67. Resposta espectral Q=2 LOA 

 

Figura 8.68. Resposta impulsional Q=2 LOA 
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8.2.1.3. Almost Correct Adder (ACA_I) 

Gràfiques Q=46 

 

 

Figura 8.69. Resposta temporal Q= 46 ACA_I 

 

Figura 8.70. Resposta espectral Q=46 ACA_I 
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Figura 8.71. Resposta impulsional Q=46 ACA_I 

 

Gràfiques Q=16 

 

Figura 8.72. Resposta temporal Q= 16 ACA_I 



 

 95 

 

Figura 8.73. Resposta espectral Q=16 ACA_I 

 

 

Figura 8.74. Resposta impulsional Q=16 ACA_I 
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Gràfiques Q=6 

 

Figura 8.75. Resposta temporal Q= 6 ACA_I 

 

Figura 8.76. Resposta espectral Q=6 ACA_I 
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Figura 8.77. Resposta impulsional Q=6 ACA_I 

Gràfiques Q=2 

 

Figura 8.78. Resposta temporal Q= 2 ACA_I 
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Figura 8.79. Resposta espectral Q=2 ACA_I 

 

Figura 8.80. Resposta impulsional Q=2 ACA_I 
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8.2.1.4. Acuracy Configurable Adder (ACA_II) 

Gràfiques Q=46 

 

Figura 8.81. Resposta temporal Q= 46 ACA_II 

 

Figura 8.82. Resposta espectral Q=46 ACA_II 
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Figura 8.83. Resposta impulsional Q=46 ACA_II 

 

Gràfiques Q=16 

 

Figura 8.84. Resposta temporal Q= 16 ACA_II 

 


































































