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Presentacio

Aquest llibre ha sorgit de la necessitat d’oferir als estudiants de primer curs de les Escoles
d’ Arquitectura un bon grapat d’exercicis que els ajudin a assimilar els conceptes que es treballen a les
assignatures de matematiques.

Alguns enunciats han estat seleccionats entre les proves que s’han fet als estudiants durant els darrers
anys dins I’assignatura de Matematiques 1 del primer curs dels estudis d’arquitectura de ’ETSAB.
També hi ha alguns exercicis classics que es proposen a les assignatures de matematiques d’un primer
curs universitari. Hem intentat, pero, orientar aquest recull d’exercicis cap a enunciats relacionats amb
arquitectura i disseny, incloent-hi construccions tipiques de dibuix técnic, disseny d’objectes
geometrics 1 altres aplicacions més o menys relacionades amb els coneixements basics que se suposa
que ha de tenir un futur arquitecte.

Es clar que el mercat ens ofereix una amplia oferta de llibres d’exercicis per a primers cursos
d’algebra i de geometria. Pero creiem que faltava omplir un espai, fins ara buit, amb exercicis pensats
per a aplicacions més arquitectoniques, entre d’altres 1’estudi de les proporcions, les construccions
amb regle i compas, o el disseny d’objectes geométrics que involucren certs tipus de simetries, com
ara les rosasses, les sanefes o els mosaics. El llibre també conté una col-leccié de problemes per
treballar amb les coniques, com a primeres corbes facils de tractar de cara al disseny i construccid en
arquitectura.

Per al seguiment d’aquest llibre, se suposa que el lector esta familiaritzat amb el vocabulari i els
conceptes matematics d’un primer curs universitari. Tot i aixi, cada capitol s’inicia amb un petit resum
teoric per refrescar els conceptes necessaris per a la bona comprensié dels exercicis. Cada capitol
consta d’una col-leccié de problemes resolts i uns quants problemes proposats, aquests darrers amb la
solucid, o bé amb alguna indicaci6 per a la seva resolucid, al final del llibre.

Els autors del llibre volem agrair a tot el professorat de la Seccio de Matematiques i Informatica de
I’ETSAB la seva collaboracié a I’hora de cedir-nos enunciats de problemes originals per a
I’elaboracio d’aquest recull.
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1 Construccions amb regle i compas

1.1 Coneixements basics

1.1.1 Definicions

Una construccio amb regle i compas és un dibuix geométric fet amb circumferéncies i rectes. Per
construir una recta es necessiten dos punts. Per construir una circumferéncia cal conéixer-ne el centre i
el radi.

Representarem per R, ; la recta que passa pels punts 4 i B i per Cy(r) la circumferéncia de centre O

iradir.
1.1.2 Construccions elementals

Sén construccions amb regle i compas que es consideren conegudes pel lector i que no es detallaran a
I’hora de fer una construccié més complexa. Son les segiients:

Mediatriu d’un segment:

Bisectriu d’un angle:

Fig. 1.2
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Recta perpendicular a una altra per un punt P donat:

Fig. 1.3

Recta paral-lela a una altra per un punt P donat:

Fig. 1.4

Rectes tangents a una circumferéncia des d’un punt exterior:

Fig. 1.5
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1.1.3 Teorema de Tales

Si un sistema de rectes paral-leles es talla per dues rectes qualssevol, aleshores els segments que
aquestes hi determinen son proporcionals.

HH
o5
HD@|

@

B
%
%
Q

Fig. 1.6

1.1.4 Triangles semblants. Criteris de semblanca

Dos triangles son semblants si tenen els angles iguals i els costats corresponents proporcionals

A=1,B=5,C=C i 28 _B8C _AC
A'B'" B'C' AC'

AN

Fig. 1.7

Criteris de semblanga. Qualsevol de les condicions segiients €s suficient perqué dos triangles siguin
semblants:
1. Que tinguin els angles iguals:

~

A=A4", B =

)

"1 C =

%)

2. Que tinguin els costats proporcionals:

1B BC AC

A'B'" B'C' AC'

3. Que tinguin un angle igual i els costats corresponents proporcionals:

s
o]

iy _AC
AIBV AICV



14 Matematiques per a l’arquitectura. Problemes resolts

1.1.5 Punts notables d’un triangle

Baricentre (B): Interseccio de les medianes. Aquest punt €s el centre de gravetat del triangle i parteix

cada una de les medianes en dos segments de longituds un doble que [’altre.
Incentre (J): Interseccid de les bisectrius. Es el centre de la circumferéncia inscrita al triangle.

Circumcentre (C): Interseccid de les mediatrius. Es el centre de la circumferéncia circumscrita al

triangle.
Ortocentre (T): Interseccio de les altures.

Fig. 1.8

1.1.6 Teoremes classics per a triangles rectangles

=a’+b’> Teorema de Pitagores
a b 2_ , .
a =xc Teorema d’Euclides o del catet

W =xy  Teorema de laltura

Fig. 1.9

1.1.7 Poténcia d’un punt respecte d’una circumferéncia

Per a qualsevol recta que passi per un punt P i que talli una circumferéncia C en dos punts 4 i B,
ocasionalment iguals A=B=T, el producte dels segments PA- PB és constant i igual a d*> —r? on d és

la distancia de P al centre de la circumferéncia i 7, el radi d’aquesta. Aquesta constant rep el nom de
poténcia de P respecte de C.
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Pot(P,C)= PA-PB=PT =d*—1>

Fig. 1.10

L’eix radical de dues circumferéncies és el lloc geometric en que els punts tenen la mateixa poténcia
respecte de les dues circumferéncies. L’eix radical és una recta perpendicular al segment que uneix els
centres de les dues circumferéncies.

Fig. 1.11

El centre radical (CR) de tres o més circumferéncies és el punt del pla que té la mateixa poténcia
respecte de totes les circumferéncies. El centre radical és la interseccio dels eixos radicals.

Fig. 1.12
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1.1.8 Angles en una circumferéncia

Lo

B

— ] —
Angle inscrit APB :EAOB

Angle interior ARB _w Angle exterior 1B = AOB-B'04

Fig. 1.13

1.1.9 Arc capacg

L'arc capa¢ d’angle « sobre un segment AB és el lloc geomeétric dels punts d’un dels semlplans que

determina la recta que conté AB i que formen un angle « amb els extrems del segment AB.

AOB =2a
APB=a

Fig. 1.14
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1.2 Problemes resolts

Problema 1

Siguin 7 i r'dues rectes paral-leles i 4 la distancia entre elles. Sigui ABC un triangle isosceles situat
com indica la figura i P un punt qualsevol del segment CB. Si pel punt P es tracen les perpendiculars
al costats iguals del triangle.

a) Demostreu que P_P1 + P_P2 =h.

b) Demostreu que hi ha una circumferéncia que passa per A, P, AiP,.

¢) Com es pot construir un triangle isosceles entre dues rectes paral-leles com el de la figura si només
es coneixen els punts 4 i P?

r A P, B
P
h
r' P,
C
Fig. 1.15

Resolucio

a) Si descomponem el triangle ABC en dos: ABP i APC i calculem 1’area de tots tres, tenim:

4B+ = AB-PE + AC-PE, = AB- PP, + AB-PP, = AB-( PP + PB,)= h = PP, + PP,

b) L’arc capag de 90° sobre ﬁpassa per 4, P, FiP,.
¢) Sigui C I’arc capag de 90° sobre AP. Si

P=CnriP=CnCp(h-PP)
llavors, els altres dos vertexs del triangle son

— L —
C=RypNr' i B=R.,Nr.

Problema 2

Donada una circumferéncia C, de centre O i radi r, i donat un angle «,

a) Determineu el lloc geométric dels punts des dels quals es veu C sota un angle « i descriviu un
metode per obtenir-lo. (Es defineix 1’angle sota el qual un punt veu una circumferéncia com 1’angle
que formen les dues tangents a la circumferéncia des del punt.)

b) Construiu un triangle ABC, circumscrit a C, donats l’angleg, l'altura 4, i el punt P en el qual el

costat a és tangent a C. Discutiu per a quins valors de /4, el problema té solucio.
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Resolucio

a) Suposem el problema resolt. Si un punt Q veu la circumferéncia C sota un angle ¢, aleshores

sina/2=;
O

i, per tant, O és un punt de la circumferéncia C,(r') de centre O iradi »'=0Q = a2
sin

Fig. 1.16

Per construir aquesta circumferéncia, només necessitem trobar un d’aquests punts Q. Per aixo,

considerem una tangent, ¢, qualsevol a C. En un punt E de la recta ¢ col-loquem ’angle E=a/2
com indica la figura. Si per O tracem una paral-lela al costat s de 1’angle E, aleshores la seva

interseccié amb la recta 7 és un punt Q de la circumferéncia C,(r') on r'=

sin /2’

b) Sigui ¢ la tangent a C en el punt P i sigui s la paral-lela a ¢ a una distancia %,. Per ’apartat anterior,

si AesnC, (r/ sin(Z / 2)i fem per A4 les dues tangents a C, llavors les seves interseccions amb ¢

ens donen els altres dos vértexs B i C del triangle buscat.

El problema té solucioé si C, (ﬁj Ns #,0 el que és equivalent, si 2r <h, <r+ r/sin(;l\ /2) .
sin
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Problema 3

Sigui ABC un triangle amb 1’angle B=120°=120°. Si AE, BD i CM son les seves bisectrius,
demostreu que:
a) DE i DM son les bisectrius dels angles BDC 1 ADB respectivament i que ’angle MDE = 90°.

b) Construiu aquest triangle si, a més de 1’angle B =120° coneixeu els segments DE i DM.

Resolucio

a) Com que 1’angle§ =120° i BD és la seva bisectriu, es té que BC és la bisectriu de I’angle que

formen BD ila perllongament del costat 4B, i com que el punt £ esta en aquesta bisectriu i també

en la bisectriu AE , la seva distancia a cadascun dels costats d’aquests angles és la mateixa, en
particular

d(E,Ryc)=d(E, Ry p)

i, per tant, el punt £ esta en la bisectriu de ’angle BDC. Analogament per a DM.

D'altra banda,
ADM + MDB + BDE + EDC = 180°
i com que ADM = MDB i BDE = EDC es té
MDE = MDB + BDE = 90°

b) Si coneixem I’angle B =120° i els segments DE i DM, per obtenir el triangle ABC, fem la
construccio segiient:

1. Tracem dos segments perpendiculars de longituds DE i DM respectivament.

2. Fem un arc capag de 60° sobre DE i un altre sobre DM. La interseccio d’aquest arcs ens dona
el vértex B del triangle.

3. Amb el mateix vértex D dupliquem 1’angle BDE amb costat comtt DE i prolonguem 1’altre
costat fins a trobar les interseccions amb les rectes Ry i Rp,,, aixi obtenim els altres dos

vertexs 4 i C del triangle buscat.
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Problema 4

Donat un triangle ABC i la seva circumferéncia circumscrita, C, considerem el punt P obtingut com a
interseccio de la mediatriu M, i la circumferéncia C. Si P' és el punt d’interseccié del segments

BCi AP,

O

BQ&‘VC

P

Fig. 1.19

a) Demostreu que el segment AP’ és la bisectriu, b,, de I’angle 4.

b) Construiu un triangle ABC donats: I’altura /4, , la bisectriu b, ila mitjana m,, .
Resolucio

a) Com que M, ésla mediatriu del segment BC , aleshores I’arc BP és igual a I’arc PC 1, per tant,

els angles inscrits BAPi PAC sén iguals.

b) Construccio:

1. Sigui r una recta i 4 un punt tals que d (4, r) = h,,.

2. De les interseccions de les circumferencies C,(b,) 1 C4(m, ) amb r ens quedem amb els punts
P' i M respectivament.

3. Fem la perpendicular, M,, per M a la recta r. La intersecci6é de M, amb la recta R, p- ens dona
el punt P.

4. Per I’apartat a) els punt 4 i P sén dos punts de la circumferéncia circumscrita al triangle
demanat, per tant, el centre d’aquesta circumferéncia sera la interseccio de M, i la mediatriu

del segmentﬁ.
5. La interseccié d’aquesta circumferéncia amb la recta » dona els altres dos vertexs B i C del
triangle buscat.
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Problema 5

Donat un triangle qualsevol ABC:
a) Traceu la circumferéncia C; inscrita i la circumferéncia C, tangent a CB i als perllongaments dels

costats AC i AB.
b) Proveu que hi ha una circumferéncia que passa per B, per C i pels centres de C; i C,.

Fig. 1.21

Resolucio:

a) El centre de C; és el punt O, interseccid de les bisectrius del triangle ABC. Aixi mateix, el centre
de C, és el punt O,, interseccio de la bisectriu de I’angle 4 1 la bisectriu de qualsevol dels angles

que forma el costat CB amb els perllongaments dels costats AC i AB. Fent les perpendiculars des
de O, 1 0O, alarecta R, 3, obtenim els radis de les dues circumferéncies demanades.

b) La suma dels angles A/CB1 + 0/169 + @ + O/ZC\H =180°, i com que
ACO,=0,CB i BCO,=O,CH .
aleshores,
0,CO, = 0,CB+ BCO, =90°.

Analogament 0/11_352 =90°, per tant, B i C sén dos punts de I’arc capag de 90° sobre el segment
0,0,.
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Problema 6

Donades tres rectes paral-leles 7, s 1 ¢, construiu un triangle equilater amb els vértexs situats cada un
damunt d’una de les tres rectes.

Resolucio

Suposem el problema resolt i sigui ABC un triangle equilater amb els seus vértexs 4, B i C sobre les
rectes r, s 1 ¢ respectivament.

Sl
: o/

~.60°

Fig.1.23

Observem que si fem un gir de 60° amb centre el punt 4, el vértex B € s es transformar en C, per tant,
si apliquem aquest gir a la recta s, la seva transformada, s', passara per C. Aix0 ens permet fer la

construccio segiient:

1. Fixem un punt 4, qualsevol, de la recta r.
2. Per girar 60° la recta s al voltant del punt 4, en girarem dos punts P i (0, i per aix0, només cal

construir dos triangles equilaters APP" i AQQ’ de costats AP i @ respectivament. La recta
girada, s', serala passaper P'i Q.

3. Lainterseccid de s' amb ¢ sera el vértex C del triangle.

4. Finalment fent un arc amb centre 4 1 radi Z?, la seva interseccidé amb s ens dona el tercer vertex
B del triangle.

Fig. 124
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Problema 7

Donat un quadrilater ABCD i el segment EF que uneix els punts mitjos dels costats ABiCD

a) Demostreu que si CC' és paral-lel a BD i de la mateixa longitud, aleshores AC' és paral-lel aEF
i AC'=2EF (vegeu fig. 1.25).

b) Construiu un quadrilater ABCD coneguts els quatre costats i el segment EF que uneix els punts
mitjos dels costats AB i CD.

Fig. 1.25

Resolucio

a) Tenint en compte les hipotesis del problema, el quadrilater BCC’D és un paral-lelogram i, per tant,
les seves diagonals BC'i DC es tallen en el punt mig, es a dir a F. Per altra banda, com que E és el
punt mig de AB, es t¢ que els triangles ABC' i EBF son semblants i la raé de semblanga és 2, per

tant, AC’és paral-lel a EF i i =2.
EF

b)

Construcci6:
1. Fem el triangle ADC" de costats: AD, DC'=BC i AC'=2EF.
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2. Sigui C" el punt mig de AC'. Per I’apartat a) AEFC" és un paral-lelogram, i per tant,
C"F=AE=AB/2

F €C..(4B/2)nC,(DCR2).

3. Fem per 4 la paral-lela a larecta R.., iportem a partir de 4 la longitud AB per obtenir B.

4. Finalment, fem per C’ una paral-lela a DB . La intersecci6 d’aquesta amb la recta R, ens

dona el quart vértex, C, del quadrilater.

Problema 8

Construiu una circumferéncia que passi per dos punts 4 i B i que sigui tangent a una recta r. Discutiu
el problema segons les posicions dels punts 4 i B.

Resolucio

Evidentment, el problema no té solucio si els dos punts estan sobre la recta » o no estan al mateix
costat de r.

Cas 1. El segment AB és paral-lel a la recta .

Construccio:

1. Fem la mediatriu m del segment AB.
2. Lainterseccid de m amb la recta » ens dona el punt 7" de tangéncia.

3. Fem la interseccio de m amb la mediatriu de A7 i obtenim el centre O de la circumferéncia
buscada.

Cas 2. El segment AB 1o és paral-lel a la recta 7.

Suposem el problema solucionat (vegeu la figura 1.28). Si C és la circumferéncia buscada, T el punt de
tangencia de C i, i P el punt d’interseccié de » amb la recta R, ,, per les propietats de la poténcia

d’un punt respecte d’una circumferéncia, tenim
PA-PB=Pot(P, C)=PT>

Per tant, hem de trobar un punt 7 € r, tal que
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PA-PB=PT?
1 per aixo, fem la construccid segiient:

1. Fem una circumferéncia auxiliar, C', que passi per 4 i B.
2. Des del punt P, intersecci6 de larecta R, ; ir, fem una tangent a C'. Si T'és el punt de tangéncia

PT" =Pot (P, C')= PA-PB

(Observeu que la recta R, 5 és I’eix radical de les dues circumferéncies.)
3. Fem la circumferéncia de centre P i radi PT'. La interseccié d’aquesta circumferéncia amb la
recta r, ens dona el punt 7 de tangéncia que busquem.

4. Finalment, la intersecci6 de les mediatrius de 4B 1 AT és el centre de la circumferéncia que ens
demanen.

Fig. 1.28

Cas 3. Un dels punts ¢és de la recta .

Si Aer i Ber, aleshores la interseccié de la mediatriu de 4B ila perpendicular a » des de 4, ens dona
el centre O de la circumferencia buscada.

Fig. 1.29
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Problema 9

Traceu una circumferéncia tangent a dues rectes, paral-leles o no, i que passi per un punt donat P.
Resoluci6

Segons la posicio de les rectes donades tenim els casos segiients:

Cas 1: Les dues rectes, 7 1 s, son paral-leles.

En aquest cas, el centre de la circumferéncia buscada es troba en la recta m, paral-lela a r i s i que
equidista d’ambdues.

Construcci6:

Fem una circumferéncia centrada en el punt P i de radi la distancia entre » i m. La interseccio
d’aquesta amb la recta m son els centres O; 1 O; de les dues circumferéncies solucio.

Cas 2: Les dues rectes, r i s, no son paral-leles.

Ara el centre de la circumferéncia buscada es troba sobre la bisectriu, b, de les dues rectes 71 s.

Construccid:

1. Fem una circumferéncia auxiliar, C', centrada en algun punt de la bisectriu b i que passi pel punt P.
Per simetria, aquesta circumferencia també passa pel punt, P’, simetric de P respecte de b. Per tant,
la recta Rpp és ’eix radical de la circumferéncia C'i de la circumferéncia buscada, i talla la recta s
en un punt que anomenem Q.

Fig. 1.31

2. Fem una tangent a la circumferéncia auxiliar C' des del punt Q i obtenim el punt H de tangéncia.
Aleshores, la interseccid de la circumferéncia de centre Q i radi OH amb la recta s ens doéna els

dos punts de tangencia, 7)1 7> de les dues circumferéncies, C; i C,, que sén solucié del problema
plantejat: la circumferéncia C; que passa per P, P’ i T i la circumferéncia C, que passa per P, P’ i
1.
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Problema 10

Donats una circumferéncia C de centre O i radi r, una recta / exterior a C i un punt P de /, construiu,
amb regle i compas, una circumferéncia amb centre en algun punt de /, que passi per P i que sigui
tangent a C.

Fig. 1.32

Resolucié

Suposem que tenim el problema resolt.

Si la circumferéncia C' de centre O’ i radi 7' és una soluci6 del problema plantejat aleshores, la
circumferéncia de centre O'iradi »' + r talla la recta / en un punt P' tal que

d(P,P")=r i d(P',0")=d(0,0")

per tant, O'sera un punt de / situat en la mediatriu m’ del segment P'O, i podem fer la construcciod
seglent:
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1. Portem la longitud » sobre / a partir de P i obtenim P"'.
2. La intersecci6 de la mediatriu, m, del segment OP' amb la recta / ens dona el punt O'.

3. La circumferéncia de centre O' 1radi OP’ és una solucio.

Observacions:
a) Si portem la longitud » a I’altre costat de P, obtenim el punt P" i fent el mateix procés es té una
segona circumferéncia, solucié del problema.

b) Si la mediatriu del segment OP' o la del segment
una solucio.

¢s paral-lela a /, aleshores només hi ha

Fig. 134

Problema 11

Donats una circumferéncia C i dos punts 4 i B, traceu una circumferéncia tangent a C i que passi per 4
iB.

Resolucio

Segons sigui la posicié del punts A i B respecte de la circumferénica C, hem de considerar els casos
seguents:

Cas 1. Els dos punts 4 i B son exteriors a la circumferéncia.

Suposem el problema resolt i sigui C; la circumferéncia tangent a C que passa per 4 i B. Aleshores, la
tangent comuna de C i de C; és el seu eix radical, per tant, si trobem un punt d’aquest eix fent la
tangent des d’ell a la circumferéncia C trobarem el punt de tangéncia de C i C;, la qual cosa ens
permetra construir la circumferéncia C;.

Construccioé:

1. Fem una circumferéncia auxiliar, C', que passi pels punts 4 i B i que talli la circumferéncia donada
en dos punts M i N.

2. Si P=R, 5 "Ry, aleshores P és el centre radical de les circumferéncies C, C'i la que busquem. En
efecte:

Pot (P, C)= PA-PB =Pot (P,C')=PM- PN =Pot (P, C)

En particular, P és un punt de l'eix radical de Ci C, com voliem.

3. Des de P fem una recta tangent, ¢, a la circumferéncia C, el seu punt de tangéncia, 7, és també el
punt de tangencia de les dues circumferéncies, la donada, C, i la que busquem C;.

4. Finalment, fem la circumferéncia C; que passa per 4, Bi T.
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Fig. 1.35

Es clar, que si fem l'altra tangent a C des de P, tindrem un altre punt, 7", de tangéncia, el de l'altra
circumferéncia solucio, C,, la que passa per 4, Bi T".

Observacio:
A T’hora de fer aquesta construccio pot passar que la recta R, ; sigui paral-lela a la recta R, ,. En

aquest cas, la mediatriu del segment AB passa pel centre de C i de la circumferéncia buscada i, per
tant, la interseccié d'aquesta mediatriu amb C seran els punts 71 T° de tangéncia amb C de les dues
circumferéncies solucio C; i C,.

Fig. 1.36

Cas 2. Si els dos punts son interiors a la circumferéncia cal seguir exactament els mateixos passos per
trobar les solucions.

Cas 3. Si un dels punts és exterior i I’altre interior, el problema no té solucio.

Cas 4. Si un dels dos punts pertany a C, aquest sera el punt de tangéncia i, si tots dos punts es troben
damunt de C, aquesta sera la soluci6 al problema.
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Problema 12

Donada una circumferéncia C i dues rectes s; i s, que es tallen en un punt P de C, trobeu una
circumferéncia tangent a C i a les dues rectes que sigui exterior a C.

S

$2

Fig. 1.37

Resolucio

Suposem el problema resolt, i sigui O' el centre i 7' el radi de la circumferéncia solucido que
anomenarem C'. Si O és el centre de C i r el seu radi, aleshores la circumferéncia C" de centre O' i
radi » + 7' passara pel punt O i sera tangent a dues paral-leles a s, i s, respectivament, situades a una
distancia r. T ara, per ser C' i C" dues circumferéncies concéntriques, la interseccié del segment
OO' amb C ens dona el punt, 7, de tangencia de C amb la circumferéncia buscada.

S .

“‘
O

0 .
RAETTE L

Fig. 1.38

Construccio:

1. Siguin s;'1 5" dues paral-leles a s i s,, respectivament, situades a una distancia .
2.

Sigui C" una circumferéncia tangent a s;' i 55' i que passi per O, (vegeu problema 9) i sigui O' el
seu centre.

Si T=CnR,,, aleshores la circumferencia de centre O' i radi OT és una solucio.
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Problema 13

Traceu una circumferéncia que passi per un punt 4, i que talli ortogonalment a una circumferéncia C
amb centre un punt O # A1 radi r.

Nota. Es diu que dues circumferéncies es tallen ortogonalment si les seves tangents son ortogonals als
punts comuns.

Resolucio

Suposem que tenim el problema resolt i sigui C' la circumferéncia que busquem, aleshores
Pot (0, C')=OH  =r>
on H és un dels dos punts d’interseccio de C' i C. Perod també
Pot (O, C')=04-04"
on A’ és el punt d’intersecci6 de la recta Ry, 4 amb la circumferéncia buscada. Per tant,
r2=04-04..

Aixi doncs, el problema quedara resolt si podem construir aquest punt 4’. Un punt A’ que satisfaci
aquesta condicié s’anomena el simeétric de A respecte de C.

Construccio:

Cas 1. A és un punt exterior a la circumferéncia.
1. Fem una recta tangent a C des del punt 4 i sigui 7 el punt de tangéncia.
2. Si projectem ortogonalment el punt 7 sobre la recta Rp 4 el punt A’ és el que busquem. En efecte,
pel teorema del catet

r?=04"-04

!

. . : - . A4
3. La circumferéncia buscada té el seu centre en el punt mig del segment A4'4 iradi -
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Cas 2. El punt 4 ¢s interior a la circumferéncia.
1. Fem la recta Rp4 1 una perpendicular a aquesta per 4. Sigui 7 la interseccid6 d’aquesta
perpendicular amb la circumferéncia.
2. Fem la recta tangent a la circumferéncia en el punt 7. Tallem aquesta tangent amb la recta Rp,4 i
aixi trobem el punt 4’.

3. Igual que abans, la circumferéncia buscada té¢ el centre en el punt mig del segment AA' i radi
AL
5

Fig. 1.40

Cas 3. A és un punt de la circumferéncia C.
Si fem la tangent, ¢, a C per 4 llavors, qualsevol circumferéncia amb centre en un punt, P € ¢ i radi

PA és ortogonal a C.

Fig. 1.41
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1.3 Problemes proposats

Problema 1

Indiquem per ABC el triangle de costats a, b, c. Si h,, hp, h. sOn les altures sobre els costats a, b, c; m,,
my, m. les medianes respectives, b,, b,, b. les bisectrius, i 4, B, C els angles interiors, construiu un
triangle ABC coneguts:

a) a b, c e) a h, A

b) he b, c f) b, b A

c) mub, c g) Mg, mp, m
d) mg, b, C h) ha; hb’ hc
Problema 2

Considerem tres circumferéncies tangents dues a dues i 7;,7, 1 7, els tres punts de tangencia.
a) Demostreu que el centre radical d’aquestes tres circumferéncies és un punt notable del triangle de
vertex 7,7, 1 7,1, al mateix temps, també és un altre punt notable del triangle que formen els

centres de les tres circumferéncies.
b) Construiu tres circumferencies tangents dues a dues coneguts els tres punts de tangeéncia 7;,7, 1 T; .

Expliqueu i justifiqueu els passos detalladament.

Problema 3

Proveu que els punts mitjos dels costats d’un quadrilater qualsevol formen un paral-lelogram.

Problema 4

Donats dos rectangles, doneu dues maneres diferents per comprovar quin té€ 1’area més gran fent s

només del regle i el compas.

Problema S

Construiu un triangle equilater amb un vertex en un punt, P, donat del pla, sabent que els altres dos

estan sobre dues circumferéncies donades.

Problema 6

a) Construiu un quadrilater ABCD del que coneixem el costat AB, la diagonal@ i ’angle Z, si
sabem que I’angle C és suplementari del A4 i que les diagonals es tallen perpendicularment.

b) Quina relacio hi ha entre els angles B i D ?

Problema 7

Donada una circumferéncia C i dos radis no colineals, traceu una circumferéncia tangent a C i als dos
radis.
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Problema 8

Siguin 4 i B els extrems d’un diametre d’una circumferéncia C. Sigui ¢ la tangent a C en B i P un punt
de ¢ diferent de B. Considerem A4’ el punt d’interseccid del segment AP amb la circumferéncia C i P’
el punt d’interseccié de la recta ¢ amb la paral-lela al segment AP que passa pel centre de la
circumferéncia, 0. Demostreu que A'OB =2P'OB.

Fig. 1.42

Problema 9

Feu la circumferéncia circumscrita a un triangle acutangle. Per a cada un dels arcs que queden sobre
cada costat, feu-ne 1’arc simétric.

a) Justifiqueu que aquests arcs s6n concurrents en un punt P.

b) Demostreu que P és I’ortocentre del triangle.

Problema 10

a) Traceu una circumferéncia tangent a una circumferéncia donada, C, i a una recta » en un punt fixat
Per.

b) Traceu una circumferéncia que passi per dos punts donats, 4 i B, i que talli a una altra
circumferéncia donada, C, en punts diametralment oposats.

Problema 11

Donada una circumferéncia i un punt P, traceu una recta que passi per P i talli a la circumferéncia en

dos punts 4 i B de manera que AP =2BP . Discutiu les possibles solucions segons la posicio del punt
P respecte de la circumferéncia.
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2 Teoria de la proporcio

2.1 Coneixements basics

2.1.1 Proporcié d’un rectangle

Donat un rectangle de costats a i b, es defeneix la proporcio p(a,b) d’aquest rectangle com el nombre
real positiu

_ max (a,b)

pla,b) =

min (a,b)

Fig. 2.1

2.1.2 Propietats de la proporcio

a) p(a,b)=>1
b) p(a,b)=1<= a=>b

¢) p(a,b) = p(b,a)
d) p(ka,kb)= p(a,b) peratot k positiu.

2.1.3 Rectangles reciprocs

Donat un rectangle qualsevol ABCD, els rectangles CDEF i BCGH reben el nom de rectangles
reciprocs del rectangle ABCD i s’obtenen tracant una perpendicular a una de les diagonals del
rectangle ABCD 1 trobant les seves interseccions amb els perllongaments dels costats del rectangle
donat, com es veu a la figura:

E F
p—£G
4 BH

Fig 2.2
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El rectangle CDEF es diu reciproc major i el rectangle BCGH reciproc menor. Aquests dos rectangles
tenen la mateixa proporcié que el rectangle ABCD. En efecte, pel teorema de ’altura

CB?= AB-BH i DC*=AD-DE,

per tant,

— — BC BC 4B

BC,BH _— = == ==

g S E T

AB
i la del reciproc major

__ pcr
p(DE,DC)-2£ - 4D _DC_AB
DC DC AD BC

2.1.4 Rectangles de proporcio Jn

A partir del quadrat de costat 1 i de la igualtat

Jn=y{Wn-1)?+1

es poden construir rectangles de proporcid Jn.

Aquests rectangles son els unics que es poden dividir en » rectangles iguals de la mateixa proporcid
que el primer:
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n

X =

i p(l,x)=§=%=\/;

Fig.2.4

2.1.5 El namero d'or

Donat un segment d'extrems 4 i B i un punt C d'aquest segment, es diu que el punt C divideix el

segment AB en seccio auria si

SIS

Alsl
Il

35l
N
a
S~

Com que AB=AC+CB, tenim

AC+CB_AC
AC  CB
1, per tant,
CB AC
l+—=—
AC CB

. ., AC
Si anomenem x la proporcio Yok aleshores

1+l=x©x2—x—1=0 (*).

Aquesta equacio té per solucions

perd x = AC és positiu, per tant
CB 9 9

Ac_ 1+45 =1,61803398874989484820458683436564...

CB 2

aquest numero rep el nom de numero d'or i es denota per @. Aixi doncs,
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aquest namero rep el nom de numero d'or i es denota per ¢. Aixi doncs,

¢=1+\/§

2

iper ()

F=griog =g

2.1.6 Divisié auria d'un segment

Donat el segment d'extrems 4 i B, fem dues circumferéncies: la primera, C,, tangent al segment ABen

el punt Bideradi r= - i la segona, C,, de centre en 4 i radi AF ,comes veua la figura segiient:

Fig. 2.5

Si C és el punt d’interseccié de C, amb AB, per les propietats de la poténcia d’un punt respecte d’una
circumferéncia, tenim que

Pot(4, C,)= AB>= AF-AD = AF-(AF + FD) = AF *+ AF “AB = AC *+ AC-AB

1 per tant,

AB-(AB-AC)=AC < AB-CB=AC e A8 _AC
AC CB

d’on es dedueix que el punt C divideix el segment AB en secci auria.
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2.2 Problemes resolts
Problema 1

a) Demostreu que en un pentagon regular la diagonal i el costat estan en proporcid auria.

Fig. 2.6

b) Comproveu que dues diagonals del pentagon es tallen en un punt que correspon a la divisié auria
de la diagonal.
¢) Construiu un pentagon regular partint de la seva diagonal, d.

Resolucié

a) Tenint en compte que en un pentagon regular cada diagonal és paral-lela a un dels costats del
pentagon, resulta que els triangles ABC 1 EFD sén semblants, i per tant, els seus costats son
proporcionals. En particular

iC D _AC _ED

AB E AB EC_FC

i com que ABCF ¢és un paral-lelogram FC=AB=c ila igualtat anterior es pot reescriure aixi:

c¢) Construccio:
1. Fem la divisi6 auria d’un segment AD de longitud d.
2. Si F és el punt del segment AD que fa la seva divisio auria, llavors ¢ = AF és el costat del
pentagon.

3. Ara només hem de fer un triangle isosceles de costats d, d i ¢, 1 sobre cada un dels dos costats
iguals fer-hi un altre triangle isosceles de costats ¢, c i d.
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Problema 2

Donat un trapezi de vértexs 4, B, D i E, sigui F la interseccio de les dues diagonals i C, G i L els punts
de la figura:

AG LE GB
a) Demostreu que — =—-= .
GB DL AG

b) Demostreu que CG és una mediana del triangle ABC.
Resolucio

a) Els triangles AFG i LFE sén semblants aixi com els triangles FGB i DLF’, per tant,

AG FG GB  AG LE

T

1E LF DL

Analogament, de la semblanca dels triangles ACG 1 CDL i del triangles CGB 1 CLE deduim

iG_CG_GB_ IE_Gb
DL  AG

DL CL LE L
b) Per I’apartat a)

4658 UG -GF = G-3B.
G AG
per tant, el segment CG és una mediana del triangle ABC.

Problema 3

Quina proporci6 té un rectangle d'area +/2 si un costat té per longitud el nimero d’or, ¢ . Quant val la
seva diagonal?

Fig 2.8
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Resolucio:

Si E:¢ i ’area és +/2, aleshores
$5C= 2 BC=2.
¢
Per tant, la proporcié d’aquest rectangle sera

AB ¢ F  (+gn>2

BC 2/ 2 2

i la seva diagonal

AC = /¢2+%=,/¢+1+2(¢—1)2 = -39 +3+2¢4> = -3 +3+2(1+¢) =/5-¢.

Problema 4

Demostreu que un rectangle té proporcid /3 si i només si aquest rectangle s’obté com a reuni6 de tres
vegades el seu rectangle reciproc menor.

Resolucio

Considerem el rectangle ABCD de proporcid J3i sigui BHGC el seu reciproc menor

D C G
A B H
Fig. 2.9
Pel teorema de ’altura
— BC?
B -3¢
AB

Per tant, si la proporcio p(E, B_C) = g=g =3

AB AB AB’ B
—_——— — = 32:3
BH BC?/ AB BC> (v3)

i podem afirmar que el rectangle ABCD ¢s la reunio de tres rectangles iguals al BHGC.
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. AB
Reciprocament, si — =3, llavors
BH

2
4B=3BH =325 4B =3BC
AB

1 per tant

Problema 5

Si G és el baricentre d’un triangle ABC, demostreu que 1’area del triangle AGB ¢s un ter¢ de la del
triangle ABC.

Resolucio

Recordem que el baricentre €s el punt on es tallen les tres medianes.

Com que els triangles ABG 1 ABC tenen la mateixa base BC, el problema quedara demostrat si
provem que 1’altura % del triangle ABG és un ter¢ de I’altura H del triangle ABC. Per aix0, observem

que els triangles CDF i GDE so6n semblants perqué tenen dos angles iguals: el D per comu i el
E=F=90°.

Fig. 2.10
Per tant,
@ _»n
cD H

o == . : .
i tenint en compte que GD = gCD (propietat de les medianes d’un triangle), resulta
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Problema 6

D’un trapezi de veértexs 4, B, C i D, se sap que ’area del triangle ABC és tres vegades l'area del
triangle BCD.

D -
P

Fig. 2.11

a) Quina relacio hi ha entre les bases d’aquest trapezi?

b) Demostreu que les altures PR i PQ dels triangles ABP i1 PCD també satisfan aquesta relacio. Aixo
també €s veritat per a les arees?

¢) Feu la construccid d’aquest trapezi si se’n coneixen 1’altura i les dues diagonals.

Resolucio

a) @ és I’altura del triangle ABC sobre la base AB i també I’altura del triangle BCD sobre la base
CcD , per tant
AB

—=3.

2 2 CcD

D'altra banda,

‘ iBPR 3D
Area ABP 2 B 2 _9(Area PCD) 9_ 13
Area PCD  Area PCD  Area PCD Area PCD

i podem afirmar que la relaci6 de l'apartat a) no és certa per a les arees.

Nota: En general, si dos triangles son semblants amb proporcid p, les seves arees tenen proporcio
2
P

¢) Construccio:
Si & és I’altura del trapezi i d, i d, les seves diagonals,
1. Dibuixem un segment de longitud /i el dividim en quatre parts iguals (per exemple, per Tales).

2. Siguin ry, r i r3 tres rectes paral-leles tals que d (7,7, ) =% id(r,n)=h.
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3. Fixem un punt 4 de ;. La interseccid de la circumferéncia amb centre 4 i radi d; amb la recta 7,
ens dona el vértex C del trapezi.

4. La intersecci6 del segment AC amb la recta ry és el punt P.
5. La interseccio de la circumferéncia amb centre P i radi Tz amb la recta r; dona el vértex D.

6. Finalment, la interseccio de la recta que passa per D i P amb la recta r; ens dona el quart vertex,
B, del trapezi.

"

D -

.fa

rs3

Fig. 2.12

Problema 7

Volem partir un terreny que té forma de trapezi amb una tanca paral-lela als costats paral-lels del

terreny 1 de forma que la part de la base gran tingui area doble que l'altra.

a) Calculeu la longitud de la tanca i expliqueu com es pot construir aquesta longitud amb regla i
compas a partir de les mesures del terreny.

b) Doneu les distancies de la tanca als costats paral-les del terreny.

Resolucio
b
h!
B!
H
h
» B <
B-B' B-b

2 2

Fig. 2.13

Per la condici6 del problema

B+B h:Z{B—er(H—h)}
2 2

o el que és equivalent

B+B' H

2(B'+b) h
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D'altra banda, de la semblanca dels triangles rectangles d'altures H i 4 respectivament, tenim

H _(B-b)2 _B-b
h (B-B)2 B-B'

Per tant,

B+ B' B-b B+ B' B'-b
= le = =
2(B'+b) B-B' 2(B'+b) B-B'

2 2
B':—"B;zb\/§

Fig. 2.14

¢) Les distancies de la tanca als costats paral-leles del terreny son les altures 4 i /' de les dues parts en
que queda dividit el terreny

h=n2=8 h':H—h:Hl;—_b.
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Problema 8

Donat un pentagon regular de vértexs 4, B, C, D i E, es considera el punt, P, d’interseccié dels
prolongaments dels costats 4B i ED

A B

Fig. 2.15

a) Demostreu que A4 és la divisi6 auria del segment PB.
b) Demostreu que el triangle PBE ¢€s isOsceles.

Resolucié

a) En un pentagon regular, la diagonal DB és paral-lela al costat EA , per tant els triangles APE i
BPD so6n semblants i

A més, com que la diagonal i el costat del pentagon tenen proporci6 auria (Problema 1)
BD PB
_=0) > ==
AE ¢ PA ¢

1, per tant, 4 divideix al segment PB de forma auria.

b) Per demostrar que el triangle PBE ¢és isOsceles provarem que els costats EBi PE sén iguals. En
efecte, com que EB és una diagonal del pentagoni AB un costat, tenim

EB — =
—=¢ < EB=A4B-
— 7 ¢
i per ’apartat a)
PE=PA = AB-§.

Aixi doncs, EB = PE i el triangle PBE és isosceles.
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Problema 9

Considereu el triangle rectangle ABC de costats AB = 4, BC=3iAC=5. Sigui O la intersecci6 de la

bisectriu de I’angle C amb AB iPi O les interseccions d’aquesta bisectriu amb la circumferéncia de
centre O que passa per B.

A
B’
0
St
R
P
B C
Fig. 2.16

a) Justifiqueu que aquesta circumferéncia és tangent a la hipotenusa del triangle ABC en el punt B’ i
que la divideix en dos segments de longituds 2 i 3.

b) Calculeu el radi d'aquesta circumferéncia.
¢) Calculeu les proporcions:A=O i B—_C
OB CP

Resolucio

a) Per ser O un punt de la bisectriu de I'angle C , la distancia de O al costat BC és igual a la distancia
de O al costat AC, per tant, la circumferéncia de centre O que passa per B ¢s tangent als dos

costats de l'angle 6‘, en particular a la hipotenusa del triangle ABC. A més,
B'C=BC=3i AB'=AC-B'C=5-3=2.

b) Els triangles AOB' i ABC sén semblants (tenen els angles iguals), per tant,

OB=0B'= 825222
AB T4 2
¢)
A0 _4-0B _4-32 5 . BC 3 3 2 1+J§_¢

— = — ] —m=——= = =
OB OB 32 3 CP OC-0P 45 3 5-1 2

2 2
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Problema 10

Siguin 4 i B dos punts d’una circumferéncia i P un punt de la recta R, , des del qual la recta tangent a
la circumferéncia compleix la igualtat

d(4,B)=d(P,T)

on T és el punt de tangéncia.

a) Calculeu les proporcions segiients:

—_—, = 1 —

b) Doneu una relacié entre el radi, , de la circumferéncia, la longitud del segment AB 1 la distancia de
P al centre, O, de la circumferéncia.

¢) Donada una circumferéncia i una recta, r, secant a la circumferéncia en dos punts, 4 i B,

determineu un punt Per, tal que si 7 és el punt de tangéncia dune de les tangents a la
circumferéncia des de P, aleshores

d(A,B)=d(P,T).
Resolucio
a) Per les propietats de la poténcia d'un punt respecte d'una circumferéncia
PA-PB = PT? (*)

1, per tant,

PT_PB _ PT_PA+AB _PT_PA ., PT_,

4 PT A PT PA PT PA

D'altra banda, per (*)
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_ _ —\\2
PB PT® (PT s
_— == —— = :1—|— .
A [PAJ ’ /

Finalment, com que els triangles PBT i PTA so6n semblants (tenen els angles iguals)
B _7E_PT_,
AT PT PA
b) Sabem que la poténcia d'un punt respecte d'una circumferéncia és igual a la diferéncia entre el
quadrat de la seva distancia al centre de la circumferéncia i el quadrat del radi. Per tant,
AB’=d(A,B)* =d(P,T)* = PT *= Pot(P,C) = d(P,0)* — .
¢) Si d =d(P,0), per l'apartat anterior
d>=r*+ 4B’
d'on resulta que d és la hipotenusa del triangle rectangle de catets 7 i AB, ien conseqiiéncia, el
punt P es pot obtenir fent la interseccio de la circumferéncia de centre O i radi d amb la recta R, .
Problema 11

Siguin Ci C' dues circumferéncies tangents interiors en un punt P i tals que el radi de C és el doble
del radi deC'. Proveu que qualsevol recta que passi per P, diferent de la tangent comuna a Ci C',
determina en aquestes circumferéncies dues cordes que tenen proporcio 2.

Resolucio

Fig. 2.18

Com que el radi de la circumferencia C és el doble del radi de C' i aquestes dues circumferéncies son
tangents interiors, aleshores el centre O de C és un punt de la circumferéncia C', d'on s'obté que els
triangles POR i PQ'O sén semblants (tenen 1'angle P igual per comu i els angles @ = Q '=90°)1, per
tant,
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2.3 Problemes proposats
Problema 1
Construiu amb regle i compas un trapezi rectangle si es coneix la base gran B i se sap que

B

d
d_h_¢

on d és una diagonal i 4 I’altura del trapezi.

Problema 2

Construiu un rectangle de proporcid auria que tingui un perimetre de 20 cm i calculeu-ne 1’area.

Problema 3

Estudieu la proporcio entre els perimetres, les arees i les diagonals dels rectangles reciprocs d’un
rectangle de costats a i b.

Problema 4

Donat un pentagon regular ABCDE, considereu el punt P d’interseccid de la bisectriu de I’angle BAC
amb el costat BC .

Fig. 2.19

a) Doneu una relacio entre les arees dels triangles APC i ABP i els segments PCiBP?
b) Com divideix el punt P al costat BC del pentagon?

Problema 5

Dividiu un triangle rectangle en dues parts d'area igual,
a) Per una recta perpendicular a la hipotenusa.
b) Per una recta perpendicular a un catet.
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Problema 6

Considereu un pentagon regular i el que determinen les seves diagonals:

Per a aquests dos pentagons, calculeu la proporcio entre:
a) Els seus costats.

b) Les seves diagonals.

c) Les seves arees.

Problema 7

Calculeu quina proporcié té un rectangle de costats a i b, tal que quan li retallem un quadrat maxim i
al rectangle que queda li tornem a retallar un altre quadrat maxim, obtenim un rectangle que té la
mateixa proporcio que |’inicial, si

a) 2a<b<3a

b) a<b<2a

Problema 8

Considereu el triangle ABC i siguin 4’, B’ i C’ els punts mitjans dels seus costats.

Fig. 2.21

Raoneu si els enunciats segiients son falsos o vertaders:

a) Els triangles ABC i A’B’C’ s6n semblants i la rad de proporcid entre els seus costats és 2.
b) Els dos triangles tenen el mateix baricentre.

¢) L’ortocentre d’un d'ells coincideix amb el circumcentre de I’altre.
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Problema 9

a) Demostreu que dues diagonals d’un pentagon regular concurrents en un vértex divideixen 1’angle
intern del pentagon en tres angles iguals.

Fig. 2.22
b) Calculeu en funcio del costat, ¢, I’area de les tres regions en que queda dividit el pentagon

Problema 10

Siguin ABCD i A'BCD' dos rectangles amb AD = AA'

D pc

Fig. 2.23

Justifiqueu que si les dues diagonals AC i BD' son perpendiculars, aleshores la proporcioé d’aquests
dos rectangles és auria.

Problema 11

Donat un segment AC, construiu un quadrilater ABCD inscriptible en una circumferéncia, tal que les

seves diagonals siguin perpendiculars, % =¢ il'angle D =45°.
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3 Matrius. Determinants. Espais vectorials

3.1 Coneixements basics

3.1.1 Matrius

Una matriu mxn és un conjunt de m-n nombres reals distribuits en m files i n columnes que
escriurem de la forma:

an ap ay,
ay Aaxp dop
aml am2 amn

Diem que una matriu €s quadrada si té el mateix nombre de files que de columnes: m =n . En una
matriu quadrada, els elements a; formen la diagonal principal de la matriu. La matriu quadrada

nxn en que els elements a la diagonal principal sén 11 0 a la resta s’anomena matriu identitat o bé
matriu unitat:

10 -« 0
01 0
d,=|. .
0 0 1

Donada una matriu mxn, A, la seva matriu transposada és la matriu nxm, que s’obté d’intercanviar

files per columnes, i la designarem A':

a  adp a, a4y A1

dyr dp a, t dip Ayt Ay
A — . n —> A = . . . m

A1 A2 Ay ay, Ay o Ay

Una matriu quadrada es diu simétrica quan A= A'.
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3.1.2 Suma de matrius

Donades dues matrius mxn, 4 1 B, la seva suma és una nova matriu mxn, A+ B, els elements de la

qual s’obtenen sumant els dos elements corresponents a les matrius inicials, tal com s’indica a
continuacio:

ay G 4 by by - by, ay +by  ap+by, o oa,thy,
4+ B= a.21 a?z a%n N b?l bgz bZ.n _| J.Fb21 ay ‘."bzz ayy _.Fb2n
Al Qua 0 Ay bml bm2 bmn A +bm1 () +bm2 Tt Ay +bmn

Propietats

La suma de matrius:
1. Esassociativa: A+(B+C)=(A4+B)+C
2. Es commutativa: 4+ B=B+ 4
3. Té element neutre, que és la matriu 0, que té tots els elements iguals a 0, i satisfa que
A+0=0+4=4
4. Té element oposat, és a dir, si 4 €s una matriu qualsevol, podem prendre —A4, formada pels
oposats de cada un dels elements de la matriu A4, que satisfa 4+ (—A) =0

3.1.3 Producte d’un escalar per una matriu

Donada una matriu mxn, 4, i un escalar 1 €R, el producte de ’escalar per la matriu, 4- 4, és una
matriu mxn, els elements de la qual s’obtenen de multiplicar cada element de la matriu A4 per
I’escalar A, tal com s’indica a continuacio:

/1-a11 /1“112 ﬂ"aln
AA=1. /1"021 /1‘.022 /1"‘12n
ﬂ“'aml ﬂ"am2 ﬂ"amn

Generalment, si no hi ha confusio, el punt que indica el producte d’un escalar per una matriu es pot
ometre.

Propietats

El producte d’un escalar per una matriu:
1. Es associatiu respecte als escalars: A - ( 7z A) = (iu) -A
2. Té element neutre: 1- 4= A4
3. Es distributiu respecte a la suma de matrius: A - (A + B) =A1-A+A-B
4

. Es distributiu respecte a la suma d’escalars: (/1 + y) cA=A1-A+u-A4
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3.1.4 Producte de matrius

Donades una matriu mxn, A4, i una altra matriu n x k, B, el producte d’aquestes dues matrius, 4- B,
és una matriu mxk, on cada element de la fila i i la columna j s’obté de sumar els productes dels
elements de la fila i de la matriu 4 amb els elements de la columna j de la matriu B. Es a dir:

app Q. o gy by by o by i1 G2 o Ok

ary dyp 4y by by - by G G o Oy
A-B=| . R R . =l . o |=C

aml amZ T amn bnl bn2 e bnk cml cm2 e ka

on ¢; =ayb; +apby; +---+ayb, peracada i=1L...m1i j=L.. k.

ij in~'nj

Propietats

El producte de matrius satisfa les propietats segiients, tenint en compte que cada matriu ha de tenir el
nombre de files i columnes convenient per poder realitzar els productes:

1. 4-(B-C)=(4-B)-C
2. A(B+C)=A4-B+A4-Ci(B+C)-A=B-4+C-4

Cal destacar que, en general, el producte de matrius no €s commutatiu. Si no hi ha confusio, el punt
que indica el producte de matrius es pot ometre.

3.1.5 Determinant d’una matriu quadrada 2x2 i 3x3

a ap

Donada una matriu 2x2, A:(
dy1 A4y

j, el seu determinant es defineix per 1’expressio

a0y, — ajHay,, 1€l denotarem per det 4 o bé |A , de manera que:

arr dn

detA=|A|= =a)1ay; — 10y

ar

Es convenient observar que el valor del determinant s’obté com a diferéncia dels productes dels
elements de la matriu triats de la manera segiient:

a ap

ar ay

4 Gy 43
Donada una matriu 3x3, A=|a,; ay a,; |,elseudeterminant es defineix com:

a3 4z 433

det 4= |A| = Q1 Ay sz + Apan3ds) + Ay3051A3) — Ay30A31 — Q130,133 — dy1A)303)
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Aquesta formula per al calcul del determinant és coneguda com a regla de Sarrus. Es convenient
observar que el determinant s’obté a partir dels productes que s’assenyalen a continuacid, sumant els
de I’esquerra i restant els de la dreta:

3.1.6 Menor complementari i adjunt

a4 i3

Donada una matriu 3x3, A=|a,; a, ay; |, s"anomena menor complementari ¢;; d’un element
43; 4z A3y

a;; el determinant 2x2 que s’0bté quan se suprimeixen els tots elements de la fila i i la columna j de

la matriu 4.
Exemple:

El menor complementari del terme a5, és:

o % a3
32 =
dyp a3
i+j

El resultat de multiplicar el menor complementari de I’element a; per (—1) s’anomena adjunt

d’aquest element, i el denotarem per 4;. Aixi, tenim 4 =(-1)"/ @; i, seguint amb I’exemple

anterior, I’adjunt del terme a3, és:

3+2 a3
4, :(—1) U3 =~
dy; axp
Propietats
1. det(A-B)=det A-detB, essent 4 i B son dues matrius quadrades 2x2 o 3x3.

det A" =det A, on A és una matriu quadrada 2x2 o 3x3.

detld, =1 pera n=2,3.

Si una matriu t€ dues files o dues columnes iguals, el valor del seu determinant ¢€s 0.

Si intercanviem dues files o dues columnes, el valor del determinant canvia de signe. Ho escrivim
per una matriu 3 x3 intercanviant la segona i la tercera columnes:

nkhwn

a 413 4 a4 a3
dy1 Qyz dp|=—|dy; dy dy3

sz 433 d3 sz 4z dsg
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6. Si multipliquem una fila, o una columna, per un escalar, el valor del determinant també queda
multiplicat per aquest escalar. Per exemple, per a una matriu 2x 2, en multiplicar la segona fila

per AeR:

ap i | (%1 912

Aay,  Aay, dy; Ay
7. El valor d’un determinant no varia si substituim una fila, o una columna, per ella mateixa més un
multiple d’una altra fila, o una altra columna. Per exemple:
a1 G i3 an a3 a3

dyy dyp dx|= a1 ay ays
ay;  ayp  as| |ay +tAay ap t+Aan  aptAdags

8. El valor d’un determinant d’una matriu 3x3 és igual a la suma dels productes dels elements
d’una fila, o una columna, pels seus adjunts corresponents. Per exemple:

a4 ap
det 4 =|A| =lay Gy ayn|=apdy +apdn +asds

a3 4z 433

3.1.7 Rang d’una matriu

En una matriu mxn, A, s’anomena menor d’ordre k de la matriu A cada un dels determinats de les
matrius quadrades que resulten de suprimir n —k files i m—k columnes de A.

Exemple:

1 2 3 4
Si considerem la matriu 4 = s 6 7 8/ només li podem considerar menors d’ordre 1 i 2, ja que

aquesta matriu només té dues files. Els seus menors d’ordre 2 son:
3 4 12 4 2 31 |1 4 (1 3. |1 2
b b 2 b 1
7 8 16 8 |6 7|5 8 |5 7 |5 6

Diem que el rang d’una matriu mxn, A, és r si existeix un menor d’ordre  diferent de zero i tots els

menors d’ordre superior que s’obtenen orlant aquest menor, €s a dir, menors que continguin aquest
menor d’ordre r, son zero.

3.1.8 Matriu inversa

Donada una matriu quadrada nxn, A, es diu que admet inversa si existeix una matriu, que

anomenarem A, tal que

A-A" =4 4=1d,
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La matriu inversa d’una matriu 4 es pot calcular sempre que el determinant de A4 sigui diferent de zero.
Aixi tenim que, si det 4 # 0, aleshores:

Ay Ay o Ay

a1 Ay Ay Ay,
detd| : ’ :

Aml Am2 o Amn

3.1.9 Espai vectorial

Un conjunt E#& té estructura d’espai vectorial sobre el cos dels nombres reals, R, si hi ha
definides dues operacions, una d’interna anomenada suma que representem per “+” i una altra
d’externa anomenada producte que representem per “-”, definides per:

+ ExE—> E - RxE—> E
(x,y)>x+y (4, y) > Ax

1 que satisfan les propietats segiients:

(x+y)+z=x+(y+z)peratots els elements x, y, 7 de E.
xX+y=y+x atots els elements x,yc E.

1

2

3. Existeix un element 0 € £ talque x+0=0+x=x.

4. Peracada x € E, existeix un element —x € £ tal que x+(—x)=0.

Per tenir aquestes quatres propietats amb 1’operacié suma, el conjunt £ té estructura de grup
abelia.
A(x+y)=A-x+A-y peratots x,ye E iperatot AeR.

5
6. A+py)-x=A-x+u-xperatot xeE iperatot A, ueR.
7. (Au)-x=A-(u-x) peratot xe £ iperatot A, ueR.

8

l-x=x peratot xeE.

A partir d’ara els elements de E els anomenem vectors. Si no hi ha confusi6, el punt que indica el
producte d’un escalar per un vector es pot ometre.

Exemples:

El conjunt R" ={(x,,X,,...,X,) / X,X,,....X, € R} amb les operacions

- Suma (xp, X505 X,) + (V1 V250005 V) = (04 + Y1, X + Yo Xy + 1)
- Producte per escalars A(x;,X,,...,X,) = (Ax},Ax,,...,Ax,)
o El conjunt de polinomis amb coeficients reals de grau igual o més petit que un determinat
natural 7.
El conjunt C dels nombres complexos.
o El conjunt de les matrius d’ordre m x n.

En els tres darrers exemples, les operacions suma i producte per escalars son les habituals en
aquests conjunts.
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3.1.10 Subespai vectorial

Un subconjunt /' d’un espai vectorial £ és un subespai vectorial de £ si F # i si F té estructura
d’espai vectorial amb la suma i el producte induits per £ en F.

En general, un subconjunt ' — E és un subespai vectorial de £ si i només si

o Fz.
e x,yeF=>x+yelF peratotselselements x,yeF.
e xeF, A eR=>AxeF peratot xeF iperatot AeR.

Exemples:

1. Ei {0} sempre son subespais vectorials de £ i reben el nom de subespais impropis o subespais

trivials de E. Qualsevol subespai vectorial diferent d’aquests dos es diu que és un subespai propi
de E.

2. A R?, el conjunt {(x,O) /xe R} €s un subespai vectorial de R?. En general, si (a,b) eR?, el
conjunt {xi(a,b) /A€ R} ¢€s un subespai vectorial de R>.
3. A R3, si (a,b,c), (a',b',c") ER3, el conjunt {i(a,b,c)Jr/I’(a',b',c')//?v,/l'e]R} és un subespai

vectorial de R”.

3.1.11 Combinacio lineal. Generadors

Si E és un espai vectorial i v;,v,,...,v; € E, qualsevol expressio de la forma:
v+ A4y o+ A4 v €eE on 4,4, 4 €R

es diu que és una combinacio lineal dels vectors v;,v,,...,v;. El conjunt de totes les combinacions
lineals de v;,v,,...,v, € E:

(A + vy + ot Ay [ 20, 2, Ay € RY

es representa per <v1 V) ,...,vk> i és un subespai vectorial de £ que rep el nom de subespai generat pels

vectors v|,v,,...,V, , anomenats vectors generadors del subespai. Aquest subespai també s’anomena
envolupant lineal dels vectors v,v,,...,v;.

Exemples:

1. A R?, el vector (6,—1) és combinaci6 lineal del vectors (3,1) i (0,3)
(6’_1) = 2(35 l) - 1(03 3)
2. En tot espai vectorial E, el vector 0 és sempre combinaci6 lineal de qualsevol nombre de vectors
Vi, Vy,..,V, €L

0=0v,+0v, +...4+ 0V,
3. Si <v1,v2,...,vk>=E, aleshores, per tot w € E, també <v1,v2,...,vk,w>=E

X=AV + v, + A4y, S x=4y + Ly, +.+ v, F0W
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3.1.12 Vectors linealment independents i vectors linealment dependents

Siguin v;,v,,...,v, vectors d’un espai vectorial £. Es diu que v,,v,,...,v, son linealment independents
si qualsevol combinacid lineal d’ells igual al vector 0 només és possible si tots els escalars son zero:

Si Av; + A4, +...+ 4 v, =0, amb no tots els escalars iguals a zero, aleshores es diu que els vectors

V|, Vy,...,V; sOn linealment dependents.

Propietats:

1. v,v,,...,v, soOn linealment dependents si 1 només si un d’aquests vectors és combinaci6 lineal

dels altres.
2. Sil0e {vl,vz,...,vk} , aleshores v,,v,,...,v, son linealment dependents.

Si v;,v,,...,v, son linealment dependents, aleshores v;,v,,...,V;,V;.,....,¥;, amb k </, també son

linealment dependents.

4. Si v,v,,..,v;, son linealment independents, aleshores v,v,,..,v;, amb j<k, també son

Jj?
linealment independents.

3.1.13 Base i dimensié d’un espai vectorial

Una base d’un espai vectorial £ és una familia de vectors de 1’espai que genera E i que sén linealment
independents. Aixi, {e|,e,,...,e,} ésuna base de E si

1. e,e,,....,e, son linealment independents.
2. <e1 185,005, > =F.

Propietats

1. Totes les bases d’un espai vectorial tenen el mateix nombre de vectors. Aquest nombre comu
s’anomena dimensio de ’espai vectorial.

2. S1 B= {el,ez,...,en} ¢€s una base de E, llavors qualsevol vector x € E es pot expressar de manera

unica com a combinacio lineal dels vectors de la base:
x=Ae +Le, +..+e,.

Aquests escalars Unics, 4,4,,...,4,, son els components o les coordenades del vector x a la base

{e.ey,....e,} i ho representem per x=(4,4,...4,),. Si no hi ha confusi6, simplement

e,
escrivim x=(4,4,,...4,).

3. Si dim £ = n, les proposicions segilients son equivalents:
a) {el,ez,...,en} és una base de E.
b) e.e,,....e, generen I’espai E, és a dir, <el,e2,...,e,,> =F.

c) e,e,,..,e, son linealment independents.
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4. Si F és un subespai vectorial de F, aleshores dimF <dimFE. I tenim que dimF =dimFE, si i
només si F =F.

5. v,v,,...,v; soOn linealment independents, si i només si el rang de la matriu que té per files o per
columnes les coordenades d’aquests vectors és k.

D’ara endavant, només considerarem el cas de E=R". En el cas particular de
R*={(x,y) / x,yeR} i R®={(x,»,2) / x,y,z€R}, les bases naturals per treballar amb ells sén

{e, =(1,0),e; =(0,1)} i {e, =(1,0,0),e, =(0,1,0),e5 =(0,0,1)}, respectivament. Aquestes dues bases
s’anomenen bases canoniques.

Canvi de base en un espai vectorial
Siguin B, ={e,e,} i B, ={v,v,} dues bases de I’espai vectorial R* amb la relacio
v, =6 + e,
v, = pe + pre;
Si xeR?,i x= xe +x,e, 1 x=x'", v, +x',v,, aleshores:
x=x"\v+x,v, =x" (e +aye,)+x', (Sie + fre, ) =
=X aje + X' aye, + X, fleg + XY frey = (x oy + x5 B e + (¥ + X, By ) ey
i per la unicitat dels components d’un vector en una base:
x=x'o+xhf
Xy =x'ay+x'y f

Aquestes equacions es poden escriure matricialment de la manera segiient:

' T T T
[xl J = [al % ](x'l j osimplement | x| =|v, », X
X2 a, P )\x', l Il N

1 32981 BZ
on|x| 1 |x| sonlescoordenades del vector x en les bases B, 1 B, , respectivament, escrites en
Bl Bl
columna. La matriu | v, v, esta formada pels vectors de la base B,, expressats en la base B, i
BZ’BI

s’anomena matriu del canvi de base. La seva matriu inversa proporciona la matriu del canvi de base
invers.

En general, si B, ={e1,e2,...,e2} i B, ={v1,v2,...,vn} son dues bases de 1’espai vectorial R” i
xeR", llavors:
T T T T

X =

\

v, x

\ \

B B,.B, B,

=
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3.2 Problemes resolts

Problema 1

Feu les operacions indicades a cada apartat amb les matrius:

2 =2
1 2 3
A= ,B=[ 3 1
0 -3 4
-5 4
a) AB+B'A
b) BA
c) det(AB)
d) det(BA)
Resolucio

a) Calculem el primer producte:

gl 23 i _12_ 1-:2+2-3+3-(=5) 1(-2)+2:1+3:4 \ (-7 12
0 -3 4) A l0-24(=3)-3+4-(=5) 0-(-2)+(-3)-1+4-4) |29 13

Ara observem que B'A' =(AB)' i, per tant, tenim:

ce [T 12 -7 =29 -14 -17
AB+B A = + =
-29 13 12 13 -17 26

b) Calculem el producte:

2092) gy [PIEED0 2242 () 23+ 4) (2 10 2
BA=|3 1 (0 5 4}: 3.1+1.0  3-2+41.(=3)  3-3+1-4 |=[3 3 13
-5 4 (=5)-1+4-0 (=5)-2+4-(=3) (=5)-3+4-4) (-5 —22 1

Observem que, efectivament, el producte de matrius no és commutatiu, ja que en aquest cas
AB # BA.

¢) Calculem el determinant:

7 12) |7 12
det(4B) = det = =-7-13-12-(-29) =257
29 13) |29 13

d) Calculem el determinant:
2 10 =2 2 10 =2
det(BA)=det| 3 3 13|=|3 3 13|=
-5 22 1 -5 22 1
=2-3-1+10-13-(-5)+(-2)-3-(-22) = (-2)-3:(-5)-2-13-(-22)-10-3-1=0
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Problema 2

Calculeu els determinants segiients:

4 1 1/2 1/4 1 2 3 A 1 1
a) s 6‘ b2 1 1/2 o4 5 6 |1t 12 1
4 2 1 7 8 9 1 1 A

Resolucio

a) Apliquem la definicié de determinant 2x 2 i tenim:

-5 6

-1 4‘
=(-1)-6-4-(-5)=14

b) Apliquem directament la regla de Sarrus:

112 1/4
2 1 1/2[=1+1+1-1-1-1=0
4 2 1

¢) Fem el calcul fent Gs de les propietats dels determinants. En primer lloc, substituim la segona fila
per ella mateixa i li restem la primera, i fem el mateix amb la tercera fila, a la qual també li restem
la primera. En el segon pas, traiem 3 com a factor comt de la segona fila i 6 de la tercera.
Finalment, obtenim un determinant que té dues files iguals i, per tant, el seu valor és 0.

1 2 3 ]1 23 1 2 3
4 5 6/=[3 3 3=3-6/1 1 1|=0
7 8 9 |6 6 6 111

També es pot fer aplicant directament la regla de Sarrus:

1 2 3
4 5 6/=45+96+84—-(105+48+72)=225-225=0
7 8 9

d) Fem servir les propietats dels determinants:

Y2 S | A A1
12 1=[l-2 2-1 0 |=(1-2)’|]l -1 o0|=
112 -2 0 a-1 10 -1
A1
=(1-2 1 -1 o=(1-2) R
- B 1+4 1|
144 1 0
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Problema 3

Calculeu el rang de les matrius segiients:

1 2 3 1
1 20 -5 13

a) M = by N=[-2 1 -1 -3
21 2 -3 7

2 0 2 -2

Resolucio

a) Veiem que hi ha un menor d’ordre 2 que ¢és diferent de zero:

2
=5=0
-2 1

1, per tant, el rang M = 2, ja que no és possible fer menors d’ordre més gran.

b) Observem que el menor d’ordre 2 assenyalat és diferent de zero:

1 2 3 1
N=||-2 1| -1 3
20 2 2

1 2 3 1 1 2 3 |1
-2 -1 -1 -3|i||-2 1] -1 |-3
2 0 2| =2 2 0 2 |2
i calculant aquests menors tenim:
1 2 3 1 2 1
-2 -1 -l=01i|-2 1 =-3|=0
2 0 2 2 0 =2

Amb aix0 podem assegurar que la matriu N no té cap menor d’ordre 3 diferent de zero i, per tant, el
seu rang és 2.
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Problema 4

Calculeu, si és possible, les matrius inverses de les matrius segiients:

, 2 2 - 14 -4 -5
a)Az(a d} b)B=|1 2 5 0C=-3 1 1
¢ 30 4 7 2 -3

Resolucio

a) Només podem calcular la inversa de la matriu 4 per aquells valors de a, b, ¢ i d que fan que el

) a
determinant
c

=ad — bc sigui diferent de zero. Per aquests valors tenim:

oL (d =Y _ 1 (d b
“ad—bc\-b a) ad—bc\-c a

b) El determinant d’aquesta matriu €s zero i, per tant, no admet inversa. El fet que aquest determinant
sigui zero es justifica pel fet que la tercera fila d’aquesta matriu és la suma de la primera i la segona
files.

¢) La matriu C admet inversa ja que detC =—1+0. Fem el calcul i tenim:

11 3 1] =3 1Y
2 3 |7 3 |7 =2 [
-1 =2 -1 1 2 -1
L1 4 -8 e -5 14 -4
cl=—| - - -2 7 o0l={27 -1
1| |2 3 |7 3 |7 =2
1 1 2 1 0 -2
4 -5 |14 -3 |14 —4
11 T I A
Problema 5

Estudieu quins dels subconjunts segiients de R? o de R*son subespais vectorials i, en cas que ho
siguin, doneu-ne una base i la dimensio.

a) A={(x,y) / 5x-2y=0}

b) B:{(x,y) / xz—yzzl}

c) C={(2x—y,3x—5y) | x,yeR}

d D= {xy, xy,zeR}
{xx+2y, / x,yeR}
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Resolucio

)/xe R} - <(1%)>

) . Aixi, una base de 4 és: {(1,%)} o també

N |

a) Az{(x,y) / 5x—2y=0}={(x,y) / y=%x}={x(l,

[

A és el subespai vectorial de R? generat pel vector (1,

{(2.5)} i dimA=1.

b) B= {(x,y) | xX*—y?= 1} no és un subespai vectorial de R? ja que, per exemple, (0,0) & B.
C) C= {(Zx_ y93x_5y) / X,y € R}:{X(Z,s) +y(_1a_5)/xay € R} = <(2a3)9(_1a_5)>

C és el subespai vectorial de R? generat pels vectors (2,3) i (—1,—5). Com que aquests vectors

2 -1 2 3
son linealment independents (observeu que rang(3 5} =2 o també que —1 * —5), resulta

que {(2,3),(—1,—5)} és una base de C, i la seva dimensi6 ¢és 2, d’on es dedueix que C =R?.

d) Dz{(x,y,zz) / x,y,zeR} no és un subespai vectorial de R’, per exemple (1,1,1)e D, perd
ALLL) e D peratot AeR amb 4<0.

) E={(x.x+2y,x) / x,yeR}={x(111)+y(0,2,0) / x,yer}=((LL1),(0,2,0))

E és el subespai vectorial generat pels vectors (1,1,1) i (0,2,0) que, a més, soén linealment

independents; per tant, una base de £ és {(1,1,1),(0,2,0)} i la seva dimensi6 és 2.

Problema 6

a) Expresseu el vector (1,1,1) com a combinaci6 lineal dels vectors (1,—-1,-1), (0,1,0) i (0,1,1). Es pot
expressar de dues formes diferents?

b) Doneu un exemple d’un vector de R que es pugui expressar de dues formes diferents com a
combinaci6 lineal d’un conjunt de vectors de R>. Qué es pot dir d’aquest conjunt de vectors?

Resolucié
l=c a=1
a) (1’191):a(l,_la_l)+ﬂ(05150)+7/(031,1)@ 1=—0{+ﬂ+7®,3=0
l=—a+y y=2

per tant, el vector (1,1,1) només es pot expressar d’una manera com a combinacid lineal dels
vectors (1,—1,-1), (0,1,0) 1 (0,1,1):

(LD =1(1,~1,-1)+0(0,1,0)+2(0,1,1)
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En realitat, qualsevol vector de R’es pot expressar de manera tinica com a combinacié lineal
d’aquests vectors ja que formen una base per ser tres vectors linealment independents en un espai
vectorial de dimensio 3.

b) Per exemple, si considerem el conjunt de vectors {(1, -1,-1), (0,1,0), (1,0,— 1)} i el vector
(2,0,-2):
(23 05 _2) = 1(13 _13 _1) + 1(0, 1’ 0)+1(1 503 - 1)
i també:
(2a Oa _2’) = 3(13_15_1) + 3(()’1’ 0) - I(I’Oa - 1)

A diferéncia de I’apartat a), aqui els vectors (1,—1,—1), (0,1,0), (1,0,—1) no sén linecalment
independents, (1,0,—1)=1(1,-1,-1)+1(0,1,0).

Problema 7

Determineu si els vectors d’aquests subconjunts de R? i R® s6n o no linealment independents. Si son
linealment dependents, doneu-ne la relacié de dependéncia. Calculeu-ne també la dimensié i doneu
una base de I’espai generat pels vectors de cada un d’aquests conjunts.

a) A={(0,-1),(2,3),(-3,-5)}
b) B={(4,3),(4,1)}

©) C={(2.1.3).((14.3,.(3.2.D}
d) D={(1,-11),(3,2.1)}

Resolucié

a) Com queR’és un espai vectorial de dimensié 2, no hi pot haver un subconjunt de tres vectors

linealment independents i, com que el menor =20, I’espai generat pels tres vectors de 4

¢és el mateix que generen els vectors (0,-1),(2,3):

((0,-1),(2,3),(=3,-5)) =((0,-1),(2,3))
1 aquest subespai té dimensio 2 per tant, sera tot ]Rz, 1 una base és {(O,—l),(2,3)}.
Trobem la relacié de dependéncia dels vectors (0,—1),(2,3),(-3,-5):

3
28-3y=0 B=3r
=

a(0,~1)+ 5(2,3) +7(=3,-5)=(0,0) & {—a +35-57=0

1

a=3f-5y=——

B=Sy==37
Aixi,pera y=2=a=-1, =3

~1(0,—1) +3(2,3) + 2(=3,-5) = (0,0).

b) Ara tenim un conjunt de dos vectors a R*. N’hi ha prou que comprovem que el determinant de la
matriu formada pels vectors de B és diferent de zero:
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4 4
=4-12=-8%0
301

Aixi, podem afirmar que aquests dos vectors de R* son linealment independents i que el conjunt B
és una base de I’espai generat pels seus elements. Aquest subespai, com que t& dimensio 2,

coincideix amb tot R?.

¢) Veiem que el rang de la matriu formada pels vectors de C és 3, ja que el determinant d’aquesta
matriu és diferent de zero:

21 3
1 4 2|=-26%0
3 3 1

Aixo ens permet afirmar que C =R i, per tant, la seva dimensio és 3.

1 3
3
d) Observem que el rang de la matriu | -1 2 | és 2, ja que 2‘ =5=%0. Aixi, els dos vectors que
11

formen el conjunt D son linealment independents i I’espai que generen té dimensio 2.

Problema 8

Considereu els subespais vectorials de R’ , 1= <(O,1,2),(2,03)> iF= <(1,0,—1)>.
a) Calculeu-ne la dimensid i doneu-ne una base de F; i F,.

b) Demostreu que el conjunt F + F, = {x1 +x, | x ef,x,e Fz} és un subespai vectorial de R .

Doneu-ne una base 1 la seva dimensio.
¢) Comproveu que F, ={(x,y,z) /| x=—-z, y=0}.

Resolucio

a) Els dos vectors que generen F, son linealment independents; per tant, {(0,1,2),(2,03)} ¢és una base
de F, i dimF, =2 . Respecte a F,, és un subespai vectorial format per tots els multiples del vector
(1,0,—1); aixi, una base de F, és {(1,0,~1)} ila seva dimensié és 1.

b) Si (x;+x,)e F{+F, i(y +y,)€F +F,, aleshores:

(X +x)+(n+3)=(x+ )+ (0 +3)e F+F (%)
1, per a qualsevol A1 eR:

Ax +xy)=Ax +Ax, e F+F, (%)

De (*) i (**) es dedueix que F| + F, és un subespai vectorial de R*. Calculem-ne la dimensio. Si

X, +Xx, € [ + F, , aleshores:

x; =(0,1,2)+ £,(2,03) i x, =y,(1,0,-1)
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per determinats ¢, 5, 1 y, € R; per tant:
x +x, =,(0,1,2)+ £,(2,03) + y,(1,0,-1) = F, + F, ((0,1,2),(2,03),(1,0,—1)>
Analogament, si ¢,(0,1,2)+ £,(2,03) + 7,(1,0,-1) € ((0,1,2),(2,03),(1,0,—1)>

al(oalaz)+ﬂ1(2303)+7/2(1a07_1) = [al(0a1a2)+ﬁl(2703)]+72(170a_1) € Fi +F2 .

Aixi, doncs:
Fy + F, =((0,1,2),(2,03),(1,0,-1))
02 1
icomque |1 0 O0|#0,unabasede F +F, és el conjunt {(0,1,2),(2,03),(1,0,—1)} 1 la dimensid
2 3 -1

d’aquest subespai és 3=dimR?>; per tant, F+F = R,

Fy =((1,0,-1))={A(1,0,-1) / 1eR}={(4,0,-1) / 1eR}
z{(x,y,z) / xle,yzO,z:—/i,ﬂ,eR}z{(x,y,z) / xz—z,yzO}

Problema 9

Si el vector x e R® té components (2,1,3) en la base B = {el ,ez,e3}, trobeu les coordenades de x en

labase B'={v,v,,v;}, sisabeu que
v, =2e, +3e, —e;
V2 =el +482 +e3
vy =—e, +2e, +e;
Resolucio

En aquest cas:

T T (T 2 2 1 -1 («a
x| =lvy v, 3| |x| 1| = 3 4 2 p
¢B ¢¢¢B¢B, 3), (=11 1).\»),
i aixo es pot resoldre com un sistema d’equacions:
2 1 -1\ (« 2=2a+p-y a=-5/2
1| = 3 4 2 Ll &4 1=3a+44+2y < p=15/4
3)p \-L 1 1)\7), 3=—a+f+y y=—13/4
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o bé operant amb matrius:

2 21 -1 (& 21 -1\ (2) (e« 12—2620:
= 3 4 2 | | 3 4 2 1=ﬂ<:>—§—51—71=/3<:>
3), \-11 s\ g -1 1 1 3) \y 7 -3 5 N\3) |y
-5/2 a
| 15/4 (=1 B
-13/4 1%

Problema 10

Demostreu que els vectors (—1,—1,0), (—1,0,1) i (1,1,1) formen una base de R® . Trobeu les matrius de

canvi de base entre aquesta i la base canodnica i, fent-ne us, calculeu els components en [’altra base del
vector (1,2,3), expressat en la base canonica i (2,0,1) expressat en la nova base.

Resolucio
-1 -1 1

Observem que |—-1 0 1j=-1=0. Aixi, tenim que aquests tres vectors son linealment independents i,
0 1 1

per tant, By = {(—1,—1,0), (-1,0,1), (1,1,1)} és una base de R®. La matriu del canvi de base que passa

vectors de base nova, By, a base canonica, B, sera:

-1 -1 1 -1 -1 1 ) 0
-1 0 1 ,iesté|[-1 0 1 X =l x
0 1 1)y 0 1 1)y 5 J 5, J 5

I la seva inversa, que ens permetra passar de la base canonica a la base nova, sera:

1 -1 1N 1 2 1 1 2 1 0 0
-1 0 1 =-1 1 0 i, en aquest cas, | —1 1 0 x| =|x
0 1 1)y 5 0 -1 1), , 0 -1 1), , 5 ¢BN
Aixi, tenim que:
1 -2 1 0 -1 -1 1 2 -1
-1 1 0 20 =1 il-1 0 1 0| =|-1
0 -1 1 0 1
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Problema 11

Sigui B, ={e;,e,} labase canonica de R?, isiguin B, ={u,u,} i B, ={v,v,} dues bases de R*,
definides per

u =e +e, v, =3e, +4e,
Determineu els vectors de R? tals que:

a) les coordenades en la base canonica coincideixin amb les coordenades en la base B, .
b) les coordenades en la base canonica coincideixin amb les coordenades en la base B, .

c¢) les coordenades en la base B, coincideixin amb les coordenades en la base 5, .

Resolucio

Les matrius del canvi de base son:

x 1 -1 X x
a) Estem buscant els vectors ( j tals que L J ( j =[ ) . Resolent el sistema, tenim:
Y. U3 )y 5\ g,

X—-y=x }
x=y=0
x+3y=y

L’tnic vector que t¢é els mateixos components en una base i en 1’altra és el vector 0.

3 2
b) Analogament, busquem els vectors (xj tals que ( j {xj = (xj . Resolent el
YB3, 4 3y 5 Vg Vg,

sistema, tenim:

Ix-2y=x
4x-3y=y

Aixi, podem afirmar que tots els vectors del subespai vectorial <(1,1)> son vectors que tenen els

mateixos components en ambdues bases.
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v

»
»

tals que les seves coordenades en les dues bases B, i B,

X
¢) Finalment, busquem els vectors [ J
YJB.

siguin les mateixes i, per tant:

00306,
R

Resolent el sistema, tenim:

b3 50
= = .
I3 B,,B. B B, 4 -3 B,,B. B B,

e e
= <:>a=ﬂ=03 =
a+3p=4a-3p 3a-63=0 yBc b3 By.Bc

L’unic vector que té els mateixos components en les dues bases noves ¢és el vector 0.

o), 0o

1

Problema 12

a) Justifiqueu que el conjunt F = {(x,y,z) / 3x+y-3z=0,y-2z= 0} cR*® és un subespai
vectorial de R® i doneu-ne una base.

b) Comproveu que B = {(1,6,3),(—2,5,0),(0,3,1)} és una base de R® i doneu-ne les matrius de canvi
de base. Quines son les coordenades del vector w = (1,0,1) en la base B ?

c¢) Descriviu el subespai vectorial F en la base B.
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Resolucio

a) Observem que F={(x,y,z) / 3x+y—3z=0,y—22=0}={(t,6t,3t) / teR}=<(1,6,3)> i, per

tant, F' és un subespai vectorial de R* de dimensi6 1. El conjunt {(1,6,3)} és una base de F.

b) El conjunt B = {(1,6,3),(—2,5,0),(0,3,1)} és una base de R® ja que

1 20
6 5 3j=-120
30 1

Si anomenem C la base canonica, aleshores tenim que les matrius del canvi de base son:

1 -2 0 1 2 0 -5 -2 6
53 1 53 =-3 -1 3
1)pc 0 1), U5 6 -17),

Aleshores, les coordenades del vector w = (1,0,1) c en la base B son:

-5 -2 6 1 1
-3 -1 3 0] =/ 0
15 6 -17),\1). (-2,

¢) El conjunt F esta generat pel primer vector de la base B; per tant, podem expressar-lo molt
facilment en aquesta base:

F=((1,6,3).)=((1,0,0), ) ={(x.3.2), | y=0,2=0}

F

3(33

(1,6,3).=(1,0,0),

................................................................... 6 e,

1e1
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3.3 Problemes proposats

Problema 1
5 -2 3 -1 3 -1
Considereu les matrius A={2 -1 0 |1B=|0 5 =2
0 -1 -3 2 0 1

a) Comproveu que AB # BA
b) Calculeu det A, det 4, detA™", detB, detB’ i detB™
¢) Caleuleu 47", B™, (4B)™ i (B4)"

Problema 2

Estudieu per a quins valors del parametre 4 € R els determinants segiients valen 0:

1 1 A A 1 3 2 ~15-1 40 -14
2 | /1‘ by [1/A 1 A o 2 2 | -6 16-1 -6
/22 1Ya 1 3 14 4 -2 5 =3-2

Problema 3

Calculeu els rangs de les matrius segiients:

-1 7 1 1 0 -3 1 -2 -1 3 1
a) A=|-1 7 b)B=|2 3 1 5 c)C=(2 4 2 6 2

5 0 1 0 -1 2 0 1 1 2 4
Problema 4

Estudieu quins dels subconjunts segiients de R? 0 R*sén subespais vectorials i, en cas que ho siguin,
doneu-ne una base i la dimensio.

a) A={(x,y) / 2+5x-2y=0} f) F={(x,0,0) / xeR}

b) B={(2+s,3+1) |/ s,teR} g) G={(x,,2) | 2xy+5x=2z}

¢) C={(x,y) / 3x-2y=0| h) H= {(x,y,z) / 3x—2y=ﬁz}
d) D={( neRr? / yZO} i) I={(s+t,25-3t,s+1) | s,teR}

¢) E={(,-5eR’ | teR) » J=((2.3,5).(11,0),(4.7.15))
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Problema 5

a) Determineu els valors del parametre A pels quals el vector (5,1,4) pertany al subespai vectorial
F=((2,-1,0),(1,3,-1),(7,0,-1)) .

b) Determineu els valors del parametre o pels quals els vectors u; =(,a,1), u, =(a,1,1) 1
uy =(1,1,a) son linealment independents.

Problema 6

Considereu els subconjunts de R® segiients: A={(x,y,2)/ x+y+z=0} i B={(2,-3t,¢) /teR}.

a) Comproveu que son subespais vectorials. Doneu-ne una base i la dimensio de cada un d’ells.
b) Comproveu que el subespai vectorial 4 inclou el subespai vectorial B.

¢) Preneu la base del subespai vectorial 4 i completeu-la en una base de R>.

Problema 7

A R? considerem el conjunt B = {(1,7,-5),(0,1,-1),(6,8,3)}.

a) Comproveu que B és una base de R>.
b) Doneu les coordenades del vector w =(1,1,1) en la base B.

¢) Quines coordenades té cada un dels vectors de la base canonica en la base B?

Problema 8

Considereu a R” les bases B ={(1,0),(0,1)} i B'={(1,1),(0,1)}.

a) Trobeu el conjunt de vectors de R* que tenen iguals les dues coordenades en la base B'.
Interpreteu geometricament aquest conjunt.

b) Trobeu el conjunt de vectors de R? que tenen les mateixes coordenades en les dues bases.
¢) Quines son les coordenades dels vectors de la base B en la base B'

Problema 9

Demostreu que si {u,u,,u3} és un subconjunt de R i vi=u+uy, vy=wy+uy i v;=u +u,
aleshores {u;,u,,u;} ¢és una base de R? si, i només si, {v,v,,v;} és una base de R®. En aquest cas,

doneu les matrius de canvi de base.

Problema 10

a) Justifiqueu que el conjunt F = {(x,y,z) | 2x—y+6z= 0} —R? és un subespai vectorial de R® i
que {(1,2,0),(—3,0,1)} és una base de F.
b) Comproveu que B'= {(1,2,0),(—3,0,1),(—2,1,1)} és una base de R’ i doneu les matrius de canvi

de base. Quines son les coordenades del vector w = (1,1,0) en la base B'?
c¢) Descriviu el subespai vectorial F en la base B'.
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4 Aplicacions lineals. Diagonalitzacio d’endomorfismes

4.1 Coneixements basics

4.1.1 Aplicacions lineals

Siguin E 1 F dos espais vectorials sobre el cos R dels nombres reals. Una aplicacio /i E—F es diu que
és lineal si satisfa:

1. f(x+y)=f(x)+ f(»)per atots els elements x, y de E.
2. f(Ax)=Af(y)peratotxde Eiperatotide R.

Propietats

1. f(0)=0.
2. f(=x)=—f(x) per aqualsevol xe £
3. S1X1, X2y eees XmEE 1 A1, Ap,...,An€ R, aleshores

JSuxr A Xt o AXm ) = A f ()t Ao f ()t o+ A f (Xm)-

4. L’aplicacio6 f queda determinada de manera Unica per les imatges dels elements d’una base de E.
Aixi,si B={e), e, ...,e, } ésunabasede £, B’={ v, v,, ..., v, } unabasede F'i x € £ amb
xleel +X2 82 + ...+Xx.e

n-n

aleshores
f(x) = f(xlel +x2 € + "'+xnen) = xlf(el)+x2 f(e2)+ "'+xnf(en)'

Matricialment, aquesta ltima expressio es pot escriure com

0 r 1 0 i
f(x)|=| fe) fle,) ... fle) | 2|
l N Lo

X
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La matriu
) T )
Sfle) fle) ... f(e,)
J J J

¢€s una matriu d’ordre n xm anomenada matriu de [’aplicacio, i que d’ara endavant representarem
per (f )B,B"

Reciprocament, per a qualsevol matriu 4 d’ordre n x m, I’aplicacié g: E—F definida per

0 i
g(x) |= 4] 2

!
X

dir

4.1.2 Nucli i imatge d’una aplicacio lineal

Donada una aplicacio lineal f:E — F', es defineix el nucli de f com el conjunt de tots els vectors de

E que tenen per imatge el 0 i es representa per Ker f, i es defineix la imatge de f com el conjunt de
totes les imatges dels element de E i es representa per Im f. Aixi

Kerf={xeE/f(x)=0} Imf={f(x)eF/xekE}
Propietats
1. Ker fésun subespai de E.

2. Im fés un subespai de F. A més, si B={ ey, e, ..., e, } ésunabase de £iB'={ uy, u,, ..., u,, } una
base de F,, aleshores Im f'és ’espai generat per les imatges dels elements de B, és a dir

[mf: <f(el)’f(e2)9"'9f(en) >

i, per tant, la dimensi6 de 1’espai Im f'és igual al rang de la matriu associada a f
dim Im f = rang (f )B 5

3. L’aplicaci6 f'és injectiva si i només si Ker f= {0}.
4. L’aplicacio fés exhaustiva si i només si Im f=F.

Teorema de les dimensions. Si f és una aplicacio lineal entre els espais vectorials £ i F i si la
dimensio de E és n, aleshores

dim Ker f+ dim Im f = n.
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4.1.3 Canvi de bases en aplicacions lineals

Si f'és una aplicacio lineal entre els espais vectorials £ i F, By 1 B;' dues bases de £ i B, 1 B,' dues bases
de F, aleshores

() = ),y (), () gy -

Ey—L 5 Fy,

En particular, si E = F' i Bi B’ son dues bases de E, es té
E,—L—E,
P|ldE ldF IIJ_l N:P_IMP

EB,%)EB,

on M:(f)B,B ) Pz(idE)B',B i Nz(f)B‘,B' :

4.1.4 Diagonalitzacié d’endomorfismes
Definicions

- Donat I’espai vectorial E, qualsevol aplicacid lineal f: £ — E es diu que és un endomorfisme de
I’espai E.

- Un nombre real A és diu que és un valor propi d’un endomorfisme f'de E, si existeix un vector v de
E, v=0,tal que

f)=rv.
El vector v rep el nom de vector propi de fassociat a A.

- Un endomorfisme f és diagonalitzable si existeix una base de E formada per vectors propis. En
aquest cas, la matriu de f'en aquesta base €s una matriu diagonal.

- Una matriu quadrada d’ordre n és diagonalitzable si és la matriu associada a un endomorfisme
diagonalitzable d’un espai vectorial de dimensio 7.

Propietats

1. El conjunt dels vectors propis associats a un valor propi A, juntament al vector 0, s un subespai
vectorial de £ que coincideix amb el nucli de 'endomorfisme f —Aid

Ker(f—Nid)={v/f(v)=Av}
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2. Els valors propis de f'son les arrels reals del polinomi
P(A)=det(f-Aid).
Aquest polinomi és independent de la base de E i rep el nom de polinomi caracteristic de f.
3. Vectors propis de f'associats a valors propis diferents son linealment independents.

4. SiAiA'son dos valors propis de f'diferents, aleshores

Ker(f - Aid)nKer(f - 2'id) ={0}.

5. Si A és un valor propi de /" i és una arrel d’ordre m del polinomi caracteristic de f, aleshores

I<dimKer(f—-Aid Y<m

Teorema de diagonalitzacid. Sigui £ un espai vectorial de dimensio # i fun endomorfisme de E. Si
POY= (=" (A=) o=, )
és la descomposicio en factors del polinomi caracteristic de f, aleshores existeix una base B' de vectors
propis de f'si i només si
a) Totes les arrels A,A,,...A , del polinomi caracteristic son reals.
b) dim Ker (f—\;id)=m; ,i=1,2,..., p.
En aquest cas, si B; és una base del Ker( f —A,id ) i=1,2,..., p, aleshores

B'=B UB,U---UB,

¢és una base de £ de vectors propis i la matriu de f'en aquesta base és la matriu diagonal

Ao . 0

'.‘ml)

'.'mz)

., mp)
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4.2 Problemes resolts
Problema 1

Sigui B = {ey, e;} la base candnica de R* ifun endomorfisme de R* tal que

f(e)=2e +e,
f(e)) =e +2e,.

a) Doneu la matriu de /i I’expressio general de f(x, y).
b) Trobeu la imatges del quadrat de vertexs O =(0,0), A=(1, 0), B=(1, 1) i C=(0, 1) i del segment

GH amb G=(1,-1)i H=(2,-1).
Resolucio

a) La matriu de f'en la base B és

O SR
(o=l £le)  Fee) =(1 2}.
T

L’expressio general de f(x,y) I’obtenim a partir de I’equacioé matricial

' 2 1)\(x 2x+y
f(x,) =[1 2}[ J=[ J S f(xy)=2x+y, x+2y).
1 y x+2y
b) Per al quadrat OABC

f(0)=1(0,00=(0,00=0, f(4)=/f(10)=(@2,1)=4"
fB)=f(1,1)=33)=8" f(CO)=/(01)=(12)=C"

i per al segment GH
f(G)=f1-D=0-D=G", f(H)=/(2,-1)=G,0=H"
Per tant, la imatge del quadrat OABC és el paral-lelogram O'A4'B'C' de vértexs
0=(0,0),4'=(2,1),B'=(3,3)iC'=(, 2)
i la imatge del segment GH és el segment G'H' de vértexs
G'=(L-1)iH'=(3,0)

com es veu a la figura segiient



82

Matematiques per a l’arquitectura. Problemes resolts

Fig. 4.1

Problema 2

D’una aplicaci6 lineal £ R* — R? se sap que transforma els vértexs P =(1,1) i O = (3, 1) del quadrat
PORS en els punts P'=(1,2) i Q'=(2,1) respectivament.

Y Y
S R
,,,,,, P!
,,,,,, Q'
P 0
X X
Fig. 42

a) Doneu la matriu i ’expressio de f(x,y) en la base canonica.

b) Trobeu la imatge del quadrat PORS.
¢) Doneu una base i la dimensi6 del Ker fi de la Im f.

Resolucio

a) Si considerem la base canOnica de R* formada pels vectors e, = (1,0) i e, = (0,1), llavors

1 1
f(P):Pv} f(e +e,)=e +2e, } f(e)+ f(e,)=e, +2e, } f(e1)=5e1—5e2
<~ = =

f(O)=0" f(3e, +e,)=2e +e, 3f(e)+ f(e,)=2e +e, f(ez):%el+§e2

d’on s’obté que la matriu de f'en aquesta base és

1

_| 2
(f)B,B_ _l
2

|| —
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iperatot (x,y)eR?

1 1 1 5
X, y)=|—x+—y, ——x+—y|.
f(x,) (2 5V T3 2yj

b) Com que ja coneixem les imatges del punt P i O, per trobar la imatge del quadrat PORS només hem
de calcular les imatges dels altres dos vertexs R i S, aixi

R'=f(R)=f(3, 3)=(%3+%3, —%3+§3J=(3, 6)

S'=f8)=s(, 3)=£%1+%3, —%1+§3j=(2, 7)

i la imatge del quadrat PORS sera el paral-lelogram P'Q'R'S".

Y .
i 2
/
s R Y /
,,,,, pl |

€ P Q () Qr

e X e X

Fig. 43

1 1 1 5
c) Kerf—{(x,y)/f(x,y)—(0,0)}—{(x, y)/Ex-i—Ey—O, —Ex-}-zy—()}

Aixi doncs, hem de resoldre el sistema:

per tant,
Ker f={(0,0)} i dim Ker f=0.
Finalment, pel teorema de les dimensions

dimImf=2—-dimKerf=2 = Imf= R?

i una base de Im f'seria qualsevol base de R?, en particular la formada pels vectors

1 1 1 5
f(e) =5e1 _Eez’ f(ey) =Eel +Eez-
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Problema 3

Un endomorfisme f'de R’ transforma els vértexs de la piramide OABC en els vértexs respectius de la
piramide OA'B'C".

1 Y
Fig. 4.4
a) Calculeu I’expressio de f(x,y,z).
b) Quina és la imatge del paral-lelepipede de la figura
2
\C D
/
G / E
\ /7~ _1‘7 ) 3 Y
&£
X
Fig. 4.5

Resolucio

a) Siprenem com a base de R’els vectors e, =(1,0,0), e, =(0,1,0) i e; =(0,1,0), aleshores

J@=4"  f(1,1,00=(1,0,0)|  f(e, +e,)=¢, fle)+ f(ey)=e
f(B)=B"r< f(0,1,0)=(1,1,0) r = f(e;)=¢, +e, < fle)=e +e,
FO=C]  FALLD=(0,0,1) ]  fle +e,+e)=e;] [le)+f(ey)+[(e;)=ey

i resolent aquest sistema, obtenim
fle)=—e,, f(e,)=¢ +e,, f(e;)=—¢ +e,.

Aixi doncs, la matriu de I’endomorfisme f'en la base {ey, e, e;} és
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0 1 -1
-1 1 0|=f(xyz)=(y—z, —x+Y,2)
0 0 1

f(x’ Y, Z)Z(y—Z, —xt+y, Z)
per a tot (x, y,z) € R3.

b) Com que ja coneixem la imatge dels vértex O, 4, B i C del paral-lelepipede, només hem de calcular
la imatge de la resta de vertexs

fO)y=7r1,2,H)=1,1,H)=D" fE)=f2,3,H=2,1,)=E"
fE)Y=(1,2,00=2,1,0)=F" f(G)=f(2,2,1)=(1,0,1)=G"

Aixi, la imatge del paral-lelepipede de la figura 4.4 és el paral-lelepipede de la figura segiient:

VA
UC'
Y
G' D'
I
|
E' -0\ 1 2 3
- - N
1 B’
X
Fig. 4.6

Problema 4
Sigui /: R’ — R*una aplicacio lineal tal que

Sf(e,+e,)=v +2v,
S (e, +e)=2v,
S (e, +e)=-v.

on B = {e;, e;, e3} 1 B'= {v}, v;} son les bases canoniques de R*i R* respectivament.
a) Doneu la matriu de f'en aquestes bases.
b) Trobeu la imatge del tetraedre de vertexs O =(0,0,0), 4=(1,1,0), B=(1,0,1) 1 C=(0,1,1).

¢) Trobeu la dimensiod i una base del Ker i de la Im f.
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Resolucio

a) Resolent el sistema

(e, +e)=v +2v, Sf(e)+ f(e,)=v +2v, Sf(e)=v +2v,
f(e1+e3)=2v2 <:>f(el)+f(e3)=2v2 <:>f(e2)=0
S (e, +e)=-v f(e)+ f(e)=—v, S(e)=-v

Aixi doncs, si en R*es considerem la base Bien R* la base B', la matriu de fés

Deey oo )

b) La imatge dels vértex del tetraedre OABC soén els punts

0'= £(0,0,0)=(0,0), A'=f(A)=f(e, +e,)=v, +2v,=(1,2)
B'=f(B)=f(e,+e;)=2v,=(0,2), C'=f(C)=f(e,+e)=—v, =(-10)

per tant, la imatge del tetraedre OABC és el paral-lelogram O'4'B'C' de R*.

Fig. 4.7

c) La Im fés el subespai generat per les imatges dels elements d’una base, en particular
Im f = <f(e1),f(e2),f(e3)> = <V1 +2v,, 0,—v1> = < v +2v2,—v1>
i com que aquests dos vectors son linealment independents, podem afirmar que una base de Im f és

{vl +2v,, —vl} idimimf =2.
D'altra banda,

o =fe) )00 [ )

N X
I
TN
S O
——
I

={(52:2)/x-2=0, 2x=0}={(0,.0)/ v <R} =((0.1,0))

i una base del Ker f¢s {(0,1,0)} i la seva dimensi6 és 1.
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Problema 5

D’una aplicaci6 lineal /: R*— R? se sap que la imatge del quadrat OABC és el paral-lelogram OPOR,
i la imatge del triangle OAD, el triangle OPS.

Y
3 0
R

2

1 17 P

Y
0] 2 i3 X
-1
S

Fig. 4.8

a) Trobeu la matriu de f i Pexpressi6 genérica de f(x,y,z)si en R’ i R?considerem les bases
canoniques

By ={e,=(1,0,0), e;=(0,1,0), e;=(0,0,1)} i B, ={v, =(1,0), v, = (0,1)}

respectivament.
b) Doneu la matriu de f'si en R’ considerem la base B3'={Zﬂ, 55, 56‘}ien R?la base B,.
¢) Doneu la matriu de f si en R’considerem la base B3'={OT4, OD, R’} i en R* la base

B,'={OP, OR}.
Resolucio

a) El segment OA és un costat del quadrat OABC i també del triangle OAD, per tant, la seva imatge
ha de ser el segment OP que és el costat comu del quadrat OPQR i del triangle OPS, aixi si

considerem els vectors a;l =(1,0,0)=e¢ 1 &5 =(2,1)=2v, + v,, resulta

D'altra banda, com que la imatge del quadrat OABC és el paral-lelogram OPQR, i la del triangle
OAD, el triangle OPS, es té

f(0C)=0R @{f(e3)=vl+2vz @{f(e3)=vl+2vz
f(OT))=aS; S (e, +e,)=2v -, f(e)+ f(e,)=2v, —v,

f(e;)=v, +2v,
f(e)=2v,—v,— f(e)=2v,—v, = (2v, +v,)=-2v,.
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Aixi, si en R’ considerem la base B;= { e, e, e;} i eni R?labase B, = { v|, »,}, la matriu de f

sera
2 0 1
D1 53]

b) Si B3'={@, 55, 56} = { ey, €| + &5, &3}, la matriu del canvi de base de B;' a B; és

(id )33',33 =

[
S = =
- o O

isien R’considerem la base B;' i en R? la base B, , la matriu de f'és

(s, =i = ”1)313=f i

1 22
0 0 1

c) Si ara prenem en R*la base B,' = {ﬁ, ﬁ} = {2v1 +Vvy, Y+ 2v2}, la matriu del canvi de base de

Bz' a Bz és
) 2 1
(ld)Bz',Bz = (1 2} )

i si en R’considerem la base B3', la matriu de f'sera

(f)Bs',Bz' - (id)Bz,Bz"(f)BssBz'(id B;' 33

-1 11
2 1 2 01
= 01
1 2 1 22
00

-1
32 ,Bz) '(f)Bg,,Bz'(id)Bs',Bs -

0
1{(3 5 0

0|=— .
310 4 3

1

Problema 6

Estudieu detalladament la diagonalitzaci6 de les matrius segiients:

(2 3 bB_lO C_21
2) _[1 -1 ) _(4 1 2 _(4 -1

30 -2 -1 0 0 30 4
D=3 3 5| e E=|8 7 —4| DF=|5 1 -8
10 0 12 12 -7 10 1
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Resolucio

a) El polinomi caracteristic de la matriu 4 és

2-4 3

det(4A—-A1,) =
et( 2) ‘ 1 1-2

‘:,12—;”1.

Aquest polinomi no té arrels reals i, per tant, la matriu 4 no és diagonalitzable.
b) Calculem el polinomi caracteristic de la matriu B

1-2
det(B—AL,) =

0 =(1-14)°
1-4]

Aixi, A =1 és un valor propi amb multiplicitat 2. El subespai de vectors propis 1’obtenim resolent

G s

d’on s’obté que la dimensio del subespai de vectors propis de valor propi 4 =1 és 1, diferent de la
multiplicitat de A, per tant, la matriu B no és diagonalitzable.

c¢) Calculem els valors propis de la matriu C

2-4 1
4 -1-2

A=-2

det(C—/112)=‘ s

‘=12—1—6=(ﬂ,+2)(/1—3)=03{

Com que aquests dos valors propis son diferents, podem assegurar que la matriu C és diagonalitza-
ble i, per tant, hi ha una base de R? formada per vectors propis. Calculem aquesta base.

Pera A =-2

4 1 0
(4 IJ[XJ - [oj & y =—-4x = v =(1,-4) és un vector propi associata 1 =-2.
y

Pera A =3

-1 1 )\(x 0
= & y=x=u=(1,1) és un vector propi associata A4 =3.
4 —A4N\y 0

Aixi, la matriu diagonal associada a C en la base de vectors propis {(1,—4),(1,1)} és:

C_—zo
7710 3
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i la relacio entre C'i C,; ve donada pel canvi de base:

)

d) Els valors propis de la matriu D son:

3-4 0 -2 A=1
30 3-1 5 |=-2+647-111+6=(1-1)2-1)B-1)=0={1=2
1 0 0-4 A=3.

Com que son diferents dos a dos, podem assegurar que la matriu D és diagonalitzable. Calculem
una base de vectors propis.

Pera 1=1
2 0 2\«x 0
3 2 S5|y|=|0|ex=y=z=u=(1,1,1)8&s un vector propi associata A =1.
1 0 -1){z 0
Pera A=2
1 0 2)x
x=2z . .
31 =54»y|=|0 <:>{ = v =(2,—1,1) és un vector propi associata A4 =2.
y=-z
1 0 2)\z
Pera A=3

0 0 -2)\(x 0 0
30 -5|y|=|0|< {x : 0 = w=(0,1,0) és un vector propi associata 4 =3.
1 0 3)\z 0

Per tant, {u,v, w} ¢és una base formada per vectors propis i en aquesta base la matriu diagonal

associada a D és:

1

1 00 1 2 0} 231 2 0
D;,=10 2 0f=|1 -1 1 3 3 51 -1 1
0 0 3 1 1 0 01 1 0

e) Elaquest cas, els valors propis de £ son

-1-2 0 0
8§ 7-1 -4 :(/I+1)2(1—ﬂ,):O:{
12 12 -7-2

A =—1 amb multiplicitat m =2

A =1 amb multiplicitat m = 1.
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Per saber si la matriu £ és diagonalitzable, només hem de considerar el valor propi 4 =-1, que és
I’tnic que té multiplicitat més gran que 1, i calcular la dimensi6 del subespai de vectors propis
corresponent, o també, comprovar si per a aquest valor propi se satisfa la igualtat segiient

3 —rang (4 — Al;) = multiplicitat de 4.

En aquest cas,

0 0 O
3—rang (A—(-1)[;)=3-rang (A+[;)=3-rang | 8 & —4|=3-1=2=m
12 12 -6

1, per tant, la matriu £ és diagonalitzable. La base de vectors propis en qué diagonalitza la traurem
dels sistemes d’equacions:

0 0 O0\)\«x 0
u=(10,2) . )
8 8 HA|yi=|0|e2x+2y—z=0=> vectors propis associats a 4 =—1,

y=(0,1,2)
12 12 -6)lz) (o0

2 0 0)\(x 0 x=0
8 6 —4|y|=|0|e 2 = w=(0,2,3) vector propi associats a A =1.
12 12 8)lz) o) V737

Aixi, la matriu diagonal associada a E en la base {u,v,w} és:

-1 0 0 1 00 -1 0 0)1 0O
E,=/0 -1 0|=|0 1 2 8 7 4]0 1 2.
0 0 1 2 2 3 12 12 -7){2 2 3
f) El polinomi caracteristic de F' és
-3-14 0 4
5 1-4 -8 |=—(A+1)*(1-2)
-1 0 1-4

i els valors propis son A =—1amb multiplicitat m =2 i A =1 que és una arrel simple. En aquest
cas

-2 0 4
3—rang (F+1;)=3-rang | 5 2 —8|=3-2=1#2=m
-1 0 2

1 per tant, la matriu F no €s diagonalitzable.
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Problema 7

a) Quina és la imatge de la figura segiient per I’endomorfisme f'de R* que en la base canonica té per

(1 0
matriu ?
1 1

Fig. 4.9

b) Quins vectors son fixos per aquest endomorfisme?
c¢) fés diagonalitzable?

Resolucié

a) Calculem les imatges dels vertexs de la figura

o[ A e
ool ) el I
rao-( GG e )E)-G)
roos={y ) o)

Aixi, la imatge de la figura és el poligon de vertexs: (3,3), (1,2), (0,3), (-1,0), (-3,-3), (-1,-2),

Fig. 4.10
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b) Un vector (x, y) de R*és fix per I’endomorfisme f'si

L GC)=0s
f(X,y):(X,y)<:> = = <:>X:0.
L 1)y y x+ty=y

Per tant, tots els vectors de la recta x = 0 s6n vectors fixos per 'endomorfisme f.
c¢) Calculem primer el polinomi caracteristic de /i les seves arrels:

‘1 )
P(A) =

| /1‘ =(1-1)" =0 < A =1amb multiplicitat m =2

Ara bé, el subespai de vectors propis associats a 4 =1 ¢és el dels vector fixos per I’endomorfisme f,
i per ’apartat a), aquest subespai t¢ dimensidé 1 diferent de la multiplicitat de A=1, d’on es
dedueix que fno és diagonalitzable.

Problema 8

Donat I'endomorfisme f'de R* de matriu

1 -1 =2
1 -1 1
-1 a 1

a) Per a quins valors de a I’endomorfisme fno é€s injectiva .
b) Per a quins valors de a I’endomorfisme f'admet vectors fixos no nuls?
c) Esbrineu si f'diagonalitza o no per als valors precedents de a.

Resolucié

a) Sabem que

1 -1 -2 1 -1 -2
f ésinjectiva<> Ker f={0} <rang| 1 -1 1(=3<|1 -1 1|#zx0a=l.
-1 a 1 -1 a 1

Aixi doncs, 1"inic valor de @ pel qual fno és injectiva és a = 1.

b) Un vector x =(x, y,z) # 0¢&s un vector fix de f'si

f(x)=x
o el que és equivalent, si
I -1 2)\(x 0 -1 2)\«x 0 0o -1 =2
1 -1 1f|y|=ly|e] 1 -2 1 ||y|=|0|<det) 1 -2 1 =0©a=§
-1 a 1)z z -1 a 0)\z 0 -1 a O
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¢) Calculem els valors propis peraa =1

A=0
T WRE
P(}\‘): l _1_7\, l :_7\'3_'_}\‘2_'_37\‘:0@ )\':E—'— 2
-1 1 1-% . | \/E
2 2
) 5
Analogament, pera a = 5
A=1
1-A -1 -2 s
P(K):det 1 —1=A 1 =_k3+}b2+2)\‘_2=0® ZZE\/E .
A Y 22 ;
_ 5 B /I:_E\/E

Com que en tots dos casos, els valors propis de f'son reals i diferents, pel teorema de diagonalitzacio,
podem afirmar que per a aquests dos valors de a f'diagonalitza.

Problema 9

A R? considerem la figura segiient:

a) Estudieu quina és la seva transformacio pels endomorfismes /i g, que tenen per matriu en la base

canonica
2 -1 -1 2
-1 2 2 -1
respectivament.

b) Estudieu quina relacié hi ha entre la superficie d'aquesta figura i la de les seves imatges per aquests
dos endomorfismes.
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Resolucio

a) Calculant les imatges dels vértexs d’aquesta figura per cada un dels endomorfismes /i g, obtenim
que les imatges de la figura son les segiients:

Imatge de la figura per [’endomorfisme f Imatge de la figura per I'endomorfisme g

Fig. 4.12

Observeu que la diferéncia entre els dos endomorfismes ¢és simplement un intercanvi entre les
columnes de les seves matrius i, per tant, les imatges dels dos vectors de la base queden
intercanviades d’un endomorfisme a ’altre. Aquesta diferéncia es tradueix en que les imatges de la
figura per aquests dos endomorfismes soén simétriques respecte de la recta y =x, i el resultat és

que I’orientacio de la figura es manté per a I’endomorfisme f, perd queda canviada per a g.

b) Si prenem com a unitat d’area (u.a.) ’area del quadradet format pels dos vectors de la base
canonica, tenim que 1’area de la figura inicial és 7 u.a.

Fig. 4.13: Area de la figura

Dr’altra banda, aquest quadradet es transforma per 1’aplicaci6 fen el paral-lelogram que determinen
els vectors (2,—1)1 (-1, 2), per tant, I’area de la figura transformada per f sera 7 vegades I’area

d’aquest paral-lelogram.
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Fig. 4.14: Area de la imatge de la figura per l'endomorfisme f

Ara bé, com que I’area del paral-lelogram determinat pels vectors (2,—1)i (-1, 2)¢és el valor

absolut del determinant ,resulta que 1’area de la imatge de la figura per I’endomorfisme f

és
7(4-1)=21u.a.

1, per tant, 3 vegades 1’area de la figura original.

Es pot observar que el determinant anterior, a partir del qual s’obté I’area del paral-lelogram,
coincideix amb el determinant de la matriu de I’endomorfisme f.

A I’hora de calcular com ha variat ’area de la figura quan se li ha aplicat I’endomorfisme g, podem
procedir de manera similar, perd al calcular el determinant de I’endomorfisme g resulta que és
negatiu. Aquest signe ens indica el canvi d’orientacié dels objectes per la transformacio g. Per
aquesta ra6, la figura obtinguda per g ha quedat orientada negativament respecte de la figura
inicial. No obstant aix0, com en el cas de f, la seva area també ¢€s 3 vegades 1’area de la figura
inicial, ja que el determinant val —3.

X

Fig. 4.15: Area de la imatge de la figura per l'endomorfisme g
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Problema 10
Sigui £ R® — R’I’aplicacio lineal definida per

f(x,y,2)=02x,2x+2y+z,22).

a) Trobeu la imatge del tetracdre OABC.
b) Calculeu el volum del tetracdre OABC i el de la seva imatge.

Fig. 4.16

Resolucio

a) Per calcular la imatge del tetraedre O4ABC hem de calcular les imatges del vectors (1,0,0), (0,1,0) 1
(0,0,1)

/(1,0,0)=(2,2,0)= 4", (0,1,0)0=(0,2,0)=B" i f(0,0,1)=(0,1,2)=C".
Aixi, la imatge del tetraedre OABC és el tetraecdre OA'B'C'.

7 c

Fig. 4.17

b)
1, 111 1
Volum OABC =—area base - altura =——1=—
3 32 6

Volum OA4'B'C'= l2‘1rea base - altura = 122 = i
3 32 3

Observeu que el volum del tetraedre OA'B'C' és 8 vegades el volum del tetraedre O4BC 1 que aquest
factor de variacid, 8, coincideix amb el valor absolut del determinant de la matriu de f.
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Problema 11
a) Calculeu el terme general de la successio de Fibonacci que ve donada per la recurréncia:

a,=a, +a,, n=12..
amba, =liag =1.

a .
b) Demostreu que im —“ = ¢ ,on ¢ és el nombre d’or.
n—o d,

Resolucio

a) A partir de la successio de Fibonacci {a,}, definim una nova successié de terme general

an
u, =[ j n=0,1,2.. (%)
a

Aixi, tenim

(0 1Yo 1y (o1 _ !
T (S O

on

Si ara calculem la poténcia n-¢ssima de la matriu 4, podrem obtenir 1’expressio del terme general
a, a partir les dues expressions de u, obtingudes en () 1 (xx).
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Per realitzar el calcul de A", diagonalitzarem I’endomorfisme f'de R? donat per la matriu 4, i per a
aix0, calculem primer el polinomi caracteristic de /i les seves arrels:

o /1:1+2\/§:¢
det(A—/Ud)z‘l | l‘z—/t(l—)t)—lzﬁ—l—le@
1-/5
ey

i com que es tracta de dos nombres reals i diferents, podem assegurar que la matriu 4 diagonalitza.

Per obtenir una base de vectors propis en que f diagonalitzi, hem de buscar els subespais de vectors
propis associatsa ¢ i @:

K id) = [ L [F) [0

er(f—gid)={ (xR T u— Oj -
: , [—#x+y=0 3
_{(x,y)eR /{x+(1_¢)y=0}_

X=X
=J(x, R?/ ={(1,9)).
{(x V)€ {y=¢X} ((1,))

Analogament,

Ker(f—old)= <(1,(p)> .

Aixi, {(1,¢$),(1,¢)} és una base de R? formada per vectors propis, i podem escriure la relacio:

A—
i, pel‘tal’lt,

SR M ARIE
(0 P T L P S (A L
LU (P I P A = A

=;(l 1} ¢n¢ _¢n _ 1 ¢n¢_¢n¢ _¢n+¢n
¢—¢ ¢ 7 _(/7”¢ wn ¢_¢ ¢n+l(p_(pn+l¢ _¢n+l+¢n+l )

—
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Finalment,
L [an j: Anm _ 1 [ He-9"s 4"+ (lj _
n an+1 1 ¢ _¢ ¢I’l+1¢ _¢n+l¢ _¢n+l +¢n+1 1 ¢n¢ _¢n¢_¢n N wi’l
=a, = .
n n n n ¢_¢
_ 1 Po—p¢—¢ +¢
(/7_¢ ¢n+1¢_¢)n+l¢_¢n+1 +¢)n+1

I recordant que ¢ +¢@ = 1, tenim que el terme general, a,, de la successié de Fibonacci és

L V00" ¢"+9" _—4"(1-0)+¢"(1-¢) _¢"" —¢""
! p—¢ p—¢ p—o

0 humericament

) 1 1+\/§ n+l 1_\/3 n+l
“=Gl\z ) T2

b) Analogament,
¢n+2 _¢n+2

Ay =—
n+ ¢_¢

per tant,

Nota. Observeu que

¢
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4.3 Problemes proposats
Problema 1

Siguin {u; u> w3} i {v | v, v3} dues bases de R* i f/: R*— R’una aplicacio lineal. Si

v =u S(w)=u +u
v, =utu, S(uy)=2u +u,—u,
V; = U, S(uy) =u, —3u,

a) Doneu la matriu de f'en la base {u; u us}.
b) Doneu la matriu de f'en la base {v | v, v;}.
¢) Trobeu una base i la dimensi6 de Im f 1 Ker f.

Problema 2
Considereu £ R*— R’ definida per
f(x,y,z)=(x+y+z,ax+z, —x+Y).
a) Calculeu la matriu de f'en la base canonica.
b) Doneu bases de Ker f1 Im f'segons els diferents valors de a.

¢) Demostreu que vi=(1, 1, 1), v,= (1, 0, 1), vs= (1, 1, 0) formen una base de R’i per a = 1 doneu la
matriu de f'en aquesta base.

Problema 3
Sigui /1 R* — R?*I’aplicacio lineal definida per
f(xay):(zx_ya X+y).

Quina és la imatge per aquesta aplicaci6 de la figura OABCDE ?

3
SlE__ D
| 3
4
o 1 2 3 4
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Problema 4
Considereu les aplicacions lineals £ R*— R?ig: R* — R*donades per les matrius

1 0
1 20
M= , N=10 0

0 10
11

respectivament.
a) Demostreu que f'és exhaustiva i g injectiva.
b) Calculeu la matriu de go f en la base canonica. L’aplicacio go f és injectiva? I exhaustiva?
c¢) Per a quins valors de a els vectors
v, =(1,a,0), v, =(0, La)iv; =(1,1,0)

formen una base? Trieu un d’aquests valors i expresseu la matriude go f* enlabase {v| v, vs}.

Problema 5
Considereu la base canonica {e; e, e; } de R i els vectors
w=(0,0,1), u,=(0,1,1) i us5=(1,1, 1).
Si f'és ’endomorfisme de R’ definit per
fx,v,2)= (y—z, z—x, x+2y—=2)
a) Demostreu que {u,, u,, u;} formen una base de R’.
b) Doneu la matriu de f'en cada una de les dues bases.

¢) Doneu una base i la dimensio del Ker fide la Im f.
d) Calculeu f'(v) on v és el vector de coordenades (1, 2, 0) en la base canonica.

Problema 6

D’una aplicacio lineal /- R* — R, sabem que la seva matriu

1 0 a 1
21 -1 1
32 166

és de rang 2.
a) Calculeuaib.
b) Doneu una base del Ker f ide la Im f.
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Problema 7
Donada I’aplicaci6 f/: R?— R®definida per

f(xa ) Z) = (2X, 2}’: _ZX+y+Z)'

a) Demostreu que f¢és lineal i doneu-ne la matriu en la base canonica.
b) Trobeu els valors propis de /1 doneu una base de cadascun dels subespais de vectors propis.

¢) Demostreu que la reuni6 de les bases trobades a I’apartat anterior és una base, B’, de R’. Quina
relaci6 hi ha entre la matriu de f'en aquesta base B’ i I’obtinguda a ’apartat a)?

Problema 8
Donada I’aplicacio /> R’ — R’ definida per

f(x,y,2)=2x+z, 2y, 2x+z)
a) Demostreu que f¢és lineal i doneu-ne la matriu en la base canonica.

b) Trobeu una base del Ker f'i de Im f. Aquesta aplicacio és bijectiva?
¢) Trobeu els valors propis de /. Per queé podem assegurar que aquest endomorfisme diagonalitza?

d) Trobeu una base B’ de R* de vectors propis i doneu la matriu de f'en aquesta nova base. Quina
relacié hi ha entre aquesta matriu i la trobada a I’apartat a)

Problema 9
Sigui
-3 2 =2
0 3 0
4 0 3

la matriu d’un endomorfisme f'de R*en la base canonica.

a) Comproveu que els vectors v; = (1, 0, —=1), v, = (1, 0, =2) i v; = ( 0, 1, 1) sén vectors propis i
trobeu-ne els valors propis corresponents.

b) Doneu la matriu de f'en la base {v,, v,, v3}.

Problema 10

Estudieu detalladament la diagonalitzacié de les matrius seglients:

PR g2 6 o (41
G L T LS b

1 0 0 1 25 -25 -1 4 -4
dD=[110|eE=|—2 =2 1| HF=[-=25 -2
111 2 2 -3 0 0 3
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Problema 11
Fent Gs del polinomi caracteristic, proveu que tota matriu simétrica d’ordre 2,
a b
b ¢
diagonalitza.
Problema 12
D’un endomorfisme f'de R*se sap que transforma el vector u = (1, 2, 1) en el vector (2, 4, 2) i que els
vectors v = (1, —1, 0) i w = (3,0, —1) s6n vectors propis de f'associats a 1 i 0 respectivament.

Demostreu que {u, v, w} formen una base de vectors propis de /i doneu la matriu de f'en aquesta base
i en la base canonica.
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5 Transformacions ortogonals al pla i a I’espai

5.1 Coneixements basics

5.1.1 Definicions
Siguin x = (xl,xz,...,xn) iy= ( Vi Vaseees yn) dos vectors qualssevol de 1'espai vectorial R” .

- El producte escalar dels vectors x i y és el nombre real.

X Y=Xp Y +Xp Yyt t X,y

Propietats

x201 x-x=0<=x=0
y=yox
(y+2)=x-y+x-z
Ax)-y=A(x-y)

% =8 &

1.
2.
3.
4.

—~

- La norma del vector x és el nombre real positiu

o =y =2+ 252 kx|

Es diu que el vector x és unitari si la seva norma val 1.

Propietats

. |x|=0=x=0
2. x| = |||

3. e ol <]+ o]
4. eyl < el

- La distancia entre els vectors x iy €s el nombre real positiu

d(x’y):”x_ y”:\/(xl_y1)2+(x2_y2)2+"'+(xn _yn)2 .
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Propietats

1. d(x,»)201d(x,y)=0=x=y
2. d(x,y)=d(y,x)
3. d(x,y)<d(x,2)+d(y,2).

- L’angle entre els vectors x iy és

— X-

X, y = arccos ,
el

- Dos vectors no nuls, x i y € R”, son ortogonals si
x-y=0
o el que és equivalent, si I'angle que formen els dos vectors és de 90°.

- Una base {el,ez,...,en}de R”, es diu que és una base ortogonal si esta formada per vectors orto-

gonals dos a dos, és a dir:
e -e; =0sii#jperai,j=12,...,n

- Una base {e,,e,.....e,} de R" es diu que és orfonormal si és ortogonal i els vectors que la formen

sOn unitaris.

5.1.2 Transformacions ortogonals

Una transformacié ortogonal de R"és un endomorfisme f d'aquest espai que conserva el producte
escalar, és a dir

Jx) - f)=x-y
per a totx, y de R”".

Propietats

Sigui f un endomorfisme de R”.

1. Sifés una transformacio ortogonal, aleshores f conserva les normes, les distancies i els angles, és
a dir:

a) [ £ ()]l =l
b) d(f(x), f(») =d(x, y)
¢) f(X.S () =%y

2. f'és una transformacio6 ortogonal si i només si transforma bases ortonormals en bases ortonormals.
3. Si fés una transformacio ortogonal que admet algun valor propi, aquest només pot ser o +1 o —1.
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5.1.3 Matrius ortogonals

Una matriu quadrada, d'ordre n, es diu que és una matriu ortogonal, si és la matriu d'una transformacio
ortogonal de R” en una base ortonormal.

Propietats

- Si A és una matriu quadrada d’ordre n, aleshores son equivalents:
1. Aés ortogonal

2. 47 =4
3. A-A" = A"-A= I, (matriu unitat d'ordre n)

A més a més, si 4 és ortogonal, aleshores

detA=+1 o detA=-1.

- Les transformacions ortogonals que tenen determinant +1, es diu que conserven l'orientacio, i les que
tenen determinant —1, que canvien ['orientacio.

Tenint com a objectiu les aplicacions arquitectoniques de les matematiques, les transformacions
ortogonals més interessants son les dels espais euclidians R? i R>, per aixo farem la classificacio de
totes només en aquests dos espais.

5.1.4 Transformacions ortogonals de R?

Fixada una base ortonormal de R?, la matriu de tota transformacié ortogonal que en aquesta base
tingui determinant 1 s’escriu de la forma:

cosa -—sina
sinaa cosa

1 es correspon amb un gir centrat a l'origen d'angle o, que denotarem per g,.

gax) *

vk

Fig. 5.1
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Propietats dels girs

1. El seu determinant val +1 (conserven l'orientacio).
2. No tenen vectors propis, llevat del cas en qué @ =0° o a=180°.
- Si a=0° tenim la identitat.

- Si @ =180°tenim una simetria central, per la qual cosa tot vector de R? és vector propi de
valor propi —1.

Si la matriu de la transformacié ortogonal de R’té determinant —1, aquesta es pot escriure de la

forma:
cosa sina
sina —cosa
1 es correspon amb una simetria axial, on 1'eix de simetria €s la recta, , d'equacio:

y=tangx
2

1 que representarem o bé per s, , 0 bé per s, .

» e x
........ [
Fig.5.2

Propietats de les simetries
1. El seu determinant val —1 (no conserven l'orientacio).

2. Tenen com a valors propis A =+11A=—1.
3. Ladireccio de l'eix de simetria ve donada per a qualsevol vector propi associat a A = +1.

5.1.5 Transformacions ortogonals de R?

Per a I’espai euclidia R* tenim:

1. Les tniques transformacions ortogonals de R’ que conserven l'orientaci6 son els girs respecte de
rectes que passen per 1’origen.
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En una base ortonormal de R® on el primer vector de la base és un vector director de l'eix, r, de
gir, la matriu del gir es pot escriure com:

1 0 0
0 cosa -sina *)

0 sina cosa

on « és I’angle del gir. Aquest gir el representarem per g~ .

Fig.5.3
En general, la matriu, A, d’un gir en qualsevol base ortonormal no tindra ’aparenca de (*), pero si

que conservara el determinant i la traga, és a dir:

detA=+1
traca4d=1+2cosc

i en aquest cas, 1’eix de gir es pot determinar com la recta que passa per I’origen de coordenades i
que té per vector director qualsevol vector propi de valor propi A =+1.

En el cas particular en que « =0° tenim la transformacio identitat i (*) és la matriu unitat /5.

2. Les transformacions ortogonals de R? que no conserven ’orientacid son: les simetries especulars
(simetries respecte d’un pla que passa per I’origen) i les simetries rotacionals.

- La matriu d’una simetria especular en una base ortonormal on el primer vector és perpendicular
al pla, I, de la simetria és:

Aquesta simetria especular la representarem per Sp.
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{SH (x)

Fig. 5.4

En aquest cas, el pla de simetria es correspon amb el subespai de vectors propis de valor propi
A=+1.

En general, la matriu 4 d’una simetria especular, en una base ortonormal qualsevol, es podra
classificar pel valor del seu determinat i per ser 4 una matriu simétrica:

det A=—11 A" = A.

L’Gnic cas en qué aquests dos fets no es corresponen amb una simetria especular és per la
simetria central, que exposem en el paragraf segiient.

- Una simetria rotacional és la composicid d’una simetria especular amb un gir, o rotacio, respecte
de la recta perpendicular al pla de simetria i que passa per I’origen.
Si triem una base ortonormal on el primer vector sigui perpendicular al pla I1 de simetria, i per
tant, en la direccio6 de I’eix de gir, la matriu de la simetria rotacional és:

-1 0 0
0 cosa -sina

0 sina cosa

on «a és I’angle del gir. Aquesta simetria la representarem per Sp;.

Fig. 5.5
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La dimensié del subespai de vectors propis de valor propi —1 ¢€s 1, llevat del cas en qué o =180°,
en qué aquesta dimensio val 3 i es tracta d’una simetria central.

En general, la matriu, 4, d’una simetria rotacional (amb angle de gir o #180°) en una base
ortonormal qualsevol, es pot identificar pel valor del seu determinant i perqué A no €s simétrica

detA=-11 A # 4.
A més, ’angle del gir satisfa
traca 4 = —-1+2 cosa
Resum

Donada una matriu, 4, ortogonal d’ordre 3, podem fer-ne la classificacié observant-ne unicament el
determinant i, en cas de ser negatiu, mirant si la matriu és simétrica o no. Aix0 es resumeix seguint
I’algorisme segiient:

Si

— Gir
detA=+17?
Si . .
4,—' Simetria central
Si
> A=-13?
No d=4'2 [ —\N—O> Simetria especular

No
— Simetria rotacional

Fig. 5.6

Si A =15, la transformaci6 ortogonal és la identitat que es considera com un gir d’angle o =0°.
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5.2 Problemes resolts

Problema 1

Sigui f'un gir del pla de 150° respecte de l'origen i g una simetria respecte de la recta y=x. Justifiqueu que
go f és una transformacié ortogonal, digueu de quina es tracta i classifiqueu-la donant-ne els elements

caracteristics.
Resolucio

La composicioé de dues transformacions ortogonals és una transformacio ortogonal ja que

(gof) " =(1)(8) " =(/)"(g)" =(gs)"-

La matriu del gir sera:

N
() cos150° —sinl50°) | o 3
~sin150°  cos150° ) |

2 2

1 mirant quines son les imatges dels vectors (1,0) i (0,1) per la simetria g tenim la seva matriu:

Fent producte de matrius tenim la matriu de la composicio:

IR
(01 2 2 || 2
(gof)_[l Oj 1 Bl B

2 2 2

V3

2
1
2

Sabem que go f ¢s una transformaci6 ortogonal i com que el seu determinant, det( gof ) =-1, es tracta

d'una simetria respecte de la recta que t¢ la direccié que dona el subespai de vectors propis associats a
A=+1:

1 V3 13
2 T (o) 2
( ]:( j@ (equacions equivalents)
1

V33

. X2 x-2y=0
2 2 2 27

Aixi, l'equaci6 de la recta de simetria és:

x+x/§y=0.
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Problema 2

Trobeu la matriu, A, respecte de la base canonica, associada a una simetria de R~ que té per eix la recta
y =3x.

Resolucio

Hi ha diverses maneres de resoldre aquest exercici.
. . . . . ., a . a : .
Si I'angle que forma la recta de simetria amb I'eix d'abscisses és 2 tenim que tanE =3 ia partir de la

relacions trigonométriques

a l—-cosa . .
tan?—=——"" i cosza+sm2a=1,
2 l+cosa

podem deduir que cosa = 3 isina =§ . Aixi, podem afirmar que la matriu de la simetria és:

1(-4 3 «
< (*).
503 4
Una segona manera de donar aquesta matriu és calculant les imatges dels vectors (1,0) i (0,1) per la

simetria. Si (a,b) és la imatge del vector (1,0), aleshores el punt mig [%H,g) ¢és un punt de la recta

y=3xielvector (a—1,b) ésperpendicular a larecta y = 3x. Aix0 ens porta al sistema d'equacions:

3a—-b=-3 4 3
Sa=——,b=—.
a+3b=1 5 5

De manera analoga, es calcula la imatge del vector (0,1) i aixi tenim la matriu de la simetria (¥).

Finalment, una altra manera de resoldre aquest exercici consisteix a escriure la matriu de la simetria en
una base adequada i després fer un canvi de base. Considerem un vector director i un vector normal de la
recta, els prendrem unitaris per tal que formin una base ortonormal:

En aquesta base {v1 ,vz} la matriu de la simetria és:

1 en la base original sera:
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Problema 3

En D’espai euclidia R*, se sap que les Giniques transformacions ortogonals son els girs g, d’angle a, i
. . . s . . a . .
les simetries axials s, d’eix de simetria, la recta y = tanEx. Trobeu quines transformacions ortogo-

nals s’obtenen de les composicions segiients:
a) 8s5°8a

b) Sp12°Sqn

V) Sp12°8a

d) g 5 °Sas
Resolucio
Sabem que les matrius del gir g, i de la simetria axial s_,, en la base canonica son:
cosa -—sina) . cosa sina
(ga): . 1 (Sa/2)= .
sina  cosa sina  —cosa

respectivament, per tant:

a)
( ) (cosﬁ —sinﬁ'j(cosa —sinaj (cosﬂcosa —sinfsina  —cos fsina —sinﬁcosa}
gﬂoga = =

sinff cosf B sin fcosa +cos fsina  —sin fsina +cos fcosa

sina cosa

cos(a+f) -sin(a+p))
sin(fe+ ) cos(a+ ) _( ’”ﬁ)'

b)

( [cosﬂ sin 3 ][cosa sina] (cosﬂcosa+sinﬂsina cosﬂsina—sinﬂcosaj
S of = =

B2 a/2)

N sinff —cosf )\ sinad —cosa sin fcosax —cos Bsina  sin fsina + cos fcosa

cos(f—a) —-sin(f—a) _( )
sin(B-a) cos(B-a) ) ‘TP

c) Fent 0s dels apartats anteriors tenim:
Sp12°8a =Sp12°8p-(p-a) =Sp/2°Sp2°Sp-ays2 = Id o Sp-ay2 = S(p-a)2
d) De manera analoga:

8o °Spi2 = 8aspy-p °Sp12 = S@ep)yi2 °Spi2 °Spi2 = Saapy2 © ld = S(a+p)/2



Transformacions ortogonals al pla i a ’espai 115

Problema 4

Qué podem dir de la traca d’una matriu A4 ortogonal d’ordre 3? I si només en coneixem la traga, qué
podem dir de la transformaci6 ortogonal que representa?

Resolucié

Sabem que la traca de les matrius es conserva per canvis de base. Per tant, la traca de la matriu
Anomés pot ser:

"3si A=15.

= 1+2cosa si A éslamatriu d’un gir d’angle a.

= | si 4 éslamatriu d’'una simetria especular.

= —1+2cosa si A éslamatriu d’una simetria rotacional i I’angle del gir és a.

Ara bé, per a tot valor d’ & tenim
1+2cosae[-1,3] i —1+2cosa e[-3,1]
aixi, podem afirmar que tota matriu d’una transformacié ortogonal t¢ la traca compresa entre —3 i 3.

Observem que pels extrems d'aquests intervals tenim casos especials. En el cas d'un gir que tingui
traca igual a —1, l'angle de gir és 180° aquest cas es pot mirar com una simetria respecte d'un eix,
també anomenada simetria axial. Si la traga és 3, l'angle de gir és 0° que correspon a l'aplicacio
identitat. Linica simetria rotacional que té tragca —3 és la simetria rotacional d'angle 180°, també
anomenada simetria central, i si la traga és 1, I'angle de gir de la simetria rotacional és 0° i, per tant, es
tracta d'una simetria especular.

Ara podem afirmar que si d’una matriu 4 ortogonal d’ordre 3 en coneixem la traga, aleshores:

= Si traca 4 = -3, aleshores 4=—1;, és a dir, 4 és la matriu d’una simetria central.

= Si traca 4 € (—3,—1), aleshores A4 ¢és la matriu d’una simetria rotacional.

= Si traga 4 €[—1,1), A és la matriu d’un gir o bé la matriu d’una simetria rotacional.

= Si traca4=1, A és la matriu d’un gir d’angle 90° 0 270° o bé la matriu d’una simetria especular.
= Si traga 4 € (1,3), A només pot ser la matriu d’un gir.

= Si traca 4 =3, aleshores 4 =I5, és a dir, és la matriu de la identitat.

Problema 5

. 3 , .
Considerem un endomorfisme f de R que, en una certa base ortonormal, té per matriu:

1 -2 2
A=—-2 1 2
2 21

Justifiqueu que €s una transformacio6 ortogonal, classifiqueu-la i doneu-ne els elements caracteristics.
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Resolucio

f ésuna transformaci6 ortogonal ja que:

1 2 2 1 2 2 1 00
A’-Azl -2 1 2 % -2 1 2(=(0 1 0
2 2 1 2 2 1 0 01

i com que el det(4) =1 i4 és simétrica, A’ = A, podem afirmar que és una simetria especular. El pla
de simetria, IT, sera el subespai de vectors propis de valor propi 4 =+1

1., .2 2
3 33 rx) (o 1 -1 1)(x) (0
2 1 2

In= (x,y,z)/ -3 5—1 3 y|=|0|r= (x,y,z)/— -1 -1 1] »y|=|0
% 2 1_1 z 0 1 1 -1){z 0
3 3 3

d’on s’obté que I’equaci6 del pla 11 és

MM=x+y—-z=0.

Problema 6

Donada l'aplicacié lineal f : R*— R? que té per matriu en base canonica:

11 =2
A4 =klN2 2 2
NERENC

Calculeu els valors de k£ € R, pels quals aquesta matriu correspon a una transformaci6 ortogonal. Per
aquests valors classifiqueu-la i doneu-ne els elements caracteristics.

Resolucié

Imposant que la matriu 4 sigui ortogonal

1 -2 1 2 B) (1 oo
Aol =L oklV2 2 20kl 1 2 _f3|=[0 1 0|=6k*=1
VB3 0 2 2 o) oo

tenim dos possibles valors de &
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k:_—l i k'= !

% T

Pera k=—, el det A, =-1, i com que la matriu no és simétrica, podem afirmar que es tracta d’una

NG

simetria rotacional. Per trobar un vector normal al pla, I1, de simetria, calculem el subespai de vectors
propis associatsa 4 =—1

x) (0 1-J6 1 -2 )(x) (0
(20 2) (A +15)| v [=[ 0 [b = (x2)/ o= V2 26 2 | v|=|0]i=
0

:) o A VRN S

1-J6 1 2
= (x,y,z)/ 1 1-/3 1
1 -1 2

:<(1—\/§+\/€,1+x/§,—2+\/§)>-

N X
Il
(==

Aquest subespai és perpendicular al pla. Aixi doncs, es tracta d’una simetria rotacional respecte del pla
d'equacio:

(1—x/§+\/g)x+(l+\/§)y+(—2+\/§)z=0

seguit d’un gir respecte de la recta, r, que passa per ’origen i té la direccié del vector normal al pla

r

b Y z
1-2+446 1442 2443
L’angle de gir o satisfa

+2 _—1—\/§+\/€

1
—1+2cosa =——— <& cosa

J6 26

el sentit de I'angle es pot determinar a partir d'un vector de I1 i la seva imatge.

Per k'=—=, det4,. =1 i es correspon a un gir. Per trobar la direcci6 de l'eix de gir, r, cal estudiar el

J6

subespai de vectors propis de valor propi 4 = +1

X 0 1-/6 1 -2 |(x 0
(x,y,z)/(Ak,—13) y|=[0 (x,y,z)/% V2o 2-V6 2 y|=|0
: NIV E Y

=
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que dona el mateix sistema d’equacions que en el cas anterior, per tant

=

X __y z
1-V2+J6 1442 2443
L'angle de gir o es determina a partir de la igualtat

2 144246

1+
1+2cosa=——— < cosa =

J6 276

i d'un vector perpendicular a I'eix de gir i la seva imatge.

Problema 7

Si M és la matriu d'una transformacié ortogonal de I’espai R®, a quina transformacié correspon la
matriu M'? Ia quina la matriu M 29

Resolucié

Basicament, tenim tres casos diferents de transformacio ortogonal, si bé per a tots ells
M =M

Fem la resposta per a cada un dels casos:

Si M correspon a la matriu d'un gir d'angle « respecte d'una recta, M’ sera la matriu del moviment

invers, és a dir, un gir d'angle —« respecte de la mateixa recta. Mentre que la matriu M 2 correspon a un
gir d'angle 2« respecte del mateix eix.

Si M és la matriu d'una simetria especular, M’ és la matriu que correspon al mateix moviment, ja que en
aquest cas M’ = M, i pel mateix motiu tenim que M?* = Id.

Finalment, si M és la matriu d'una simetria rotacional, M és la matriu d'una altra simetria rotacional, on

el pla de simetria és el mateix i l'angle de gir canvia de signe. La matriu M % sera la matriu d'un gir
d'angle 2a.

Problema 8
Doneu la matriu d'una simetria rotacional respecte del pla 2x+ y +2z =01 angle de gir de 90°.
Resolucio

Considerem una base ortonormal en qué el primer vector de la base és un vector normal al pla de
simetria, per exemple:
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212 (1 2 =2 (—2 21
v|: R 9v2: Sy T 7v3: BT .
333 3’33 333

En aquesta base, la matriu de la simetria rotacional sera:

-1 0 0 -1 0 0
B=| 0 ¢c0s90° -sin90°|=| 0 0 -1
0 sin90° cos90° 01 O

Fent un canvi de base tindrem la matriu de la simetria rotacional en la base original:

2 1 =2y(-1 0 O 21 2 -4 -8 -1

Azl 1 2 2 0 0 -1 1 2|== 4 -1 =8
3 3 9

2 2 1 01 0 -2 2 1 -7 4 4

Problema 9

Demostreu que a R’ la composicié d'un gir d'angle o respecte d'una rectar i d'una simetria especular
respecte d'un plall que conté r», és una simetria especular. Doneu el pla de simetria de les seves

composicions.

Resolucio

Sigui g7 un gir d'angle « respecte de la rectar, i s, una simetria especular respecte de IT. Si
{vl,vz,v3} és una base ortonormal de R*on v, és un vector director de r, i per tant també del pla I1,

v,un altre vector director de I11i v, un vector normal d’aquest pla, aleshores les matrius d'aquestes
dues transformacions ortogonals en aquesta base son:

1 0 0 10
(gf‘)z 0 cosa —sina| i (sy)={0 1 0
0 sina cosa 0 0 -1
La matriu de la simetria seguida del gir sera:
1 0 0 1 0 0 1 0 0

(gaosn)z(gf‘)(sn): 0 cosa -sina||0 1 0|=|0 cosa sina

r

0 sina cosa IO 0 -1 0 sina -cosa

que, efectivament, correspon a la matriu d'una simetria especular, ja que el seu determinant és —1 i és
una matriu simétrica. El pla de simetria ve donat pel subespai dels vectors propis de valor propi
A=+1:
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1-1 0 0 X 0 .
) (cosa—1)y+sinaz=0 ) )
0 cosa—-1 sina yi=10|=1". (equacions equivalents).
. sinay—(cosa+1)z=0
0 sina  —cosa—1)\ z 0

Aixi, en la base que hem triat, I’equacié del pla de simetria de g os té per equacid
IM'=(cosa—1)y+sinaz =0.

Per donar la soluci6 relativa a les dades del problema, calculem I'angle que formen els dos plans IT i
IT'. Considerem el vector w =(0,cosa —1,sine) normal a I1' i calculem 1’angle que formen els dos

plans:

o~

(0,0,1)-(0,cosax —1,sinex) sin
VW = arccos

= arccos = arccos

V3 W
[vsw] \/(cosa— 1)? +sin’ V2-2cosa

S .2 .o a . o .
1 tenint en compte que 2sin 5 =l-cosa 1 sina = 2coszsm5 obtenim que:

V;W = arccoscos— =+—.
2
., ., , . . , .
Aixi, podem afirmar que la composicid g, osy €s una simetria especular respecte d’un pla que conté

larecta r i que forma un angle =< amb el pla 1. El signe dependra de I’orientacié de I’espai triada
q g > p g p

a I’hora de fer el gir.

Fig. 5.7

Si ara fem la composicio en ordre invers, s og”, tenim:
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1 0 0)1 0 0 1 0 0
(snogf‘)z(sn)(gf)z 0 1 0]0 cosa -sina|=[0 cosa -—sina
0 0 —-1){0 sina cosa 0 -sina -cosa

que torna a ser la matriu d'una simetria especular. Analogament al cas anterior, trobem l'equaci6 del
pla de simetria IT1"

IM"=(cosa—1)y—sinaz =0.

Aquesta simetria especular també ho és respecte d’un pla que conté la recta r, pero ara I’angle que

L _a
formen els dos plans sera 15.

Fig.5.8

Problema 10

Estudieu quina transformacié ortogonal s'obté de la composicié d'una simetria especular respecte del
pla d'equaci6é x =y iel gir axial de 60° respecte de la recta d'equacié x =y =z.

Resolucio

La matriu de la simetria en la base canonica {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} s'obté facilment observant les

imatges dels seus vectors, que son (0,1,0),(1,0,0) i (0,0,1), respectivament.

—
[

i

<
~

I
S = O
oS o =
- o O
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Pel gir, considerem la base ortonormal

(S5:8)2 S5 5.5)

3733 27 2 6 6 3

on el primer vector €s un vector director de I'eix, », de gir. En aquesta base la matriu del gir, gfo , €s:

10 0
0 12 -3/2
0 V32 12

1 en la base canonica

B33 22 efe (1 0 0 (33 B33 B3 > 1 2
(¢)=|\3/3 —\2/2 ef6 |0 Y2 —3/2(\2/2 —2/2 0 =§ 2 2 -l
B0 ef3llo 32 12 )6l ele —6/3 -1 2 2

. . ey 60° \
La matriu de la composicié s,_,0g, sera

01 0y (2 -1 2 2 2 -l
(sxzyogf‘)“):(sx:y)(gf‘)“): 1 0 0% 2 2 -l :% 2 -1 2
00 1)7\-1 2 2 1 2 2

que correspon a la matriu d'una simetria especular, ja que el seu determinant val —1 i és una matriu
simétrica. El pla de simetria, I, és el subespai de vectors propis de valor propi 4 =+1:

2-3 2 -1 \(x 0 -1 2 -1)\(x 0
% 2 -1-3 2 y|=10=2 4 2|y|=|0|=I=x-2y+2z=0
-1 2 2-3)\z 0 -1 2 -1){z 0
Per I’altra composicio, g®*" o Syy
. 2 -1 2)0 10 . -1 2 2
60° 60°
oS, |= Seey)==| 2 2 -1||1 0 O|==] 2 2 -1
(gr x—y) (gr )( x—y) 3 3
-1 2 2){0 0 1 2 -1 2

també ens dona una simetria especular i en aquest cas el pla de simetria, I1', sera:

(17302 2 (0] (42 2)(x) (0
3l 2 273 Sl|ly|=|of=] 2 Sl 1y |=|0 = T s2r-y-z =0,
2 -1 2-3)lz) (o 2 -1 -1){z) o
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Problema 11

Estudieu quina transformacié ortogonal s'obté de la composicié d'una simetria especular respecte del
pla d'equacié x=0 i el gir axial de 120° respecte de la recta d'equacio x = y =2z.

Resolucio

La matriu de la simetria és

oS O
S = O
— o O

En una base ortonormal on el primer vector sigui un vector director de 1’eix de gir, 7:
221)f2 1 23 12 2
3°3’3)\37 37 3)\ 3737 3

10 0
0 -1/2 —3/2
0 V32 -12

la matriu del gir és:

i la matriu del gir en la base canonica l'obtenim fent el canvi de base segiient:

2/3 2/3 -1/3)(1 0 0 2/3  2/3 1/3
(e7")=]2/3 -3 23 ||0 -2 —3/2| 23 -3 2/3|=
13 -2/3 =2/3)l0 32 -12 \-1/3 2/3 -2/3

1 4-J3 2423
=é 4+3 1 2-23
223 24203 =2

120°

Aixi, la matriu de la composicidos _,og,~ sera:
-1 0 0 1 4-3 24243
(scase)=(sn)(g)=| 0 1 0 4sE 1 22243
6
0.0 1)]2-243 2423 =2
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1 —4+3 2-23
=% 4+3 1 2-23
2-243 2423 2

que correspon a la matriu d'una simetria rotacional, ja que el seu determinant val —1 i no és una matriu
simeétrica. L’eix de gir és el subespai de vectors propis de valor propi 4 =—1:

“1+6 —4+3 2-23 )1\ (0
r= (x,y,z)/é 443 146  2-2W3 ||y |=|0 :<(J§,—1,2)>
2-23 2423 246 Jlz) \0

L'angle de gir sera un angle, «, tal que:

0 -1 1
—1+2cosa = traga(sx:() ogi20 ):> —1+2cosa =?:> cosa =§.

I el pla de simetria tindra per equacio:
V3x - y+2z=0.
Analogament, la composicid gizo“ oS5, o també dona com a resultat una simetria rotacional

1 4-3 2+23)/1
(8 esa) = (8" Jsva)=¢| 4+33 1 22243
2-24/3 2423 =2
1 4-3 2423

24203 2423 22

00
0 1 0]=
0 01

En aquest cas, 1’eix de gir és el subespai

-1 4-3 242\ (0
r= (x,y,z)/% 44— 1 2-28 1 y|=|0 :<(\/§,1,—2)><:>r5
2423 2423 2 [lz) \0

i el pla de simetria IT té per equacio
H=+3x+y-2z=0.

. . . . o . 1
Finalment, 1’angle del gir, o ,verificara —1+2cosa = trag:a( gizo ° szo) i per tant, cosa = 3
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5.3 Problemes proposats
Problema 1

Doneu la matriu del gir de 30° a R*. Quina és la imatge del triangle de vértexs (0,0), (2,0)i (1,2)?

Problema 2

Donat un endomorfisme de R* que, en una base ortonormal, té matriu

3/4 J1/4
J7/4 3/4

justifiqueu que és una transformacio6 ortogonal, classifiqueu-la i doneu-ne els elements caracteristics.

Problema 3

Considereu la simetria de R? respecte de la recta x = NG V.
a) Doneu-ne la matriu. Quins valors i vectors propis té aquesta transformacid ortogonal?
b) Calculeu la imatge de la recta que té per equacid y = NG

Problema 4
Si f és un gir de R? de 45°i g una simetria respecte de la recta y = x, calculeu i doneu la matriu de
les composicions go /', fogi flog.

Problema 5

a) Quins possibles valors pot prendre la traga d'una transformaci6 ortogonal de R*?
b) D'una transformacié ortogonal de R?, sabem que la seva traga és 0 i el seu determinant positiu.

Que¢ podem dir-ne?
Problema 6

Estudieu si les matrius segilients son ortogonals. En cas afirmatiu digueu a quina transformacio
ortogonal corresponen i doneu els seus elements caracteristics:

11 2 1 8 4 30 —4

D1 1 2 by L8 1 -4 oila 0 3
2 9 5

NN 4 -4 7 05 0
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Problema 7
Considereu el gir, a R?, respecte de la recta x =—y =z i d'angle 60°.

a) Doneu-ne la matriu.
b) Calculeu la imatge de la recta d'equacio6 vectorial (x,y,z)=(1,0,—1)+¢(0,-1,1).

Problema 8

Trobeu els valors d'a, b i c pels quals la matriu

1/9 4/9 a
4/9 7/9 b
8/9 —-4/9 ¢

és ortogonal. Classifiqueu les transformacions ortogonals que s’obtenen i doneu-ne els elements
caracteristics.

Problema 9

Calculeu la matriu associada a cada una de les transformacions segiients:
a) Simetria especular respecte del pla d'equaciéo x —8y+4z=0.

b) Simetria rotacional respecte del pla d'equacié 7x+4y+4z =0 iangle de gir 120°.

Problema 10

Estudieu quina transformacié ortogonal s'obté de la composicié d'una simetria especular respecte del
pla d'equacié x+ y =0, iel gir axial de 45° respecte de la recta que té per equacions x+y=01 z=0.

Problema 11

Estudieu quina transformacié ortogonal s'obté de la composicié d'una simetria especular respecte del
pla d'equacié 2x+2y—z =0, iel gir axial de 270° respecte de la recta d'equacions x = y =0.

Problema 12

Digueu si les afirmacions segiients son certes o falses i justifiqueu-ne la resposta.
a) A R’, la composicié de dues simetries respecte de dues rectes perpendiculars que passen per I’origen,
¢€s una simetria central.

. 2 . ., .
b) Les transformacions ortogonals de R que conserven l'orientacioé no tenen vectors propis.

c¢) Siuna transformacio ortogonal de R® t6 —1 com a valor propi, segur que no €s un gir.
d) La matriu d’una simetria especular és simétrica.

e) A R’, la composici6 d’una simetria rotacional amb una simetria especular és una simetria central.

f) Sila matriu d’un gir a R® és simétrica, aleshores I’angle de gir és de 0° o bé 180°.
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6 Isometries del pla i de 1'espai

6.1 Coneixements basics

6.1.1 Definicions

Una isometria o moviment rigid de ’espai euclidia R” és una aplicacié F : R" — R" que conserva les
distancies, és a dir,

|7 G =F =[x~

per a qualssevol x, y de R".

Com a conseqiiéncia d’aquesta definicio, es tenen les propietats segiients:
1. Si F1G so6n dues isometries, aleshores Go F és una isometria.

2. SiF és una isometria, F ! també és una isometria.
Exemple 1. Totes les transformacions ortogonals de R” son isometries.

Exemple 2. Si v és un vector de R”, I’aplicacio 7, : R" — R" definida per

T,(x)=x+v, xe R”

€s una isometria anomenada translacio de vector v. (Observeu que les translacions no son aplicacions
lineals)

En general, si v i w son dos vectors de R” :
1. 7,,07,=T,°T,="T,

w+y
2. (1,) ' =T,

Teorema. Les Uniques isometries de R" son:
1. Les transformacions ortogonals.
2. Les translacions.

3. Les composicions de transformacions ortogonals i translacions. En aquest cas, es prova que si F

¢s una d’aquestes composicions, aleshores F sempre es pot descompondre de la forma
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on f'¢és una transformaci6 ortogonal de R", que es dira associada a F, 17, la translacio de vector
v=F(0) iesté

F(x)= f(x)+F(0)

F(x)=F(»)=f(x=p)

per a qualssevol x,y € R".

Si B és una base ortonormal de R” i en aquesta base

()=l & i v=FO)=(er,)

ay ... a
(Fo) =]+ o |+

a, - a X v

per a tot x =(x1,...,xn) eR". Si ara afegim un 1 a la darrera coordenada dels elements de R” i els

identifiquem com a x = (x1 ,...,xn) = (x] yeees X, 1) , aquesta equacid matricial es pot escriure aixi

ar 4 | V1 [ M
t
F(xyenx,| 1)) =
( (XI X| )) iy Ay Va x_n
0 0 1 1
La matriu
ap Ay | M
: L] )y Y
aln ann Vn B
0 0 ‘ 1 0 ()| 1

s’anomena matriu de la isometria i es representa per (F ), o simplement per (F).
Si det( f ) , =11, es diu que F conserva l'orientacié de les figures o que és un moviment directe, i si
det( f ) , =1, es diu que F canvia l'orientacié o també que ¢s un moviment invers.

Reciprocament, fixada una base ortonormal, B, de R", si M és una matriu ortogonal d’ordre z i v un
element de R", llavors I’aplicacio F : R" — R" definida de forma matricial per
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(F(x)) = Mx' +v'

¢és una isometria que té com a transformacid ortogonal associada I’endomorfisme f'de R" definit en la
base B per la matriu M.

De les propietats de les isometries, es t€ que si F i G son dues isometries de R" amb transformacions
ortogonals associades f i g respectivament, aleshores,

1. (GoF),=(9),(F), igeof éslatransformacio ortogonal associadaa Go F.

2. (]—" - )B =(F ); i /7' és la transformaci6 ortogonal associadaa F .

Notacio. A partir d’ara, considerarem els elements ( Disees pn)eR” tant punts com vectors. Aixi,
escriurem P =( p,,..., p, ) si el prenem com un punt, i P=(p,,...,p,)si és com un vector. En aquest

cas, ( Diseeos Dy ) seran les coordenades de P en la base canonica

{e,=(1,0,..,0), &, = (0,1,..,0),..., e, = (0,...,1)}.

n

6.1.2 Isometries del pla

Sabem que les uniques transformacions ortogonals de R’sén els girs amb centre 1’origen de
coordenades i les simetries axials amb eix de gir una recta que passa per I’origen. Quan es fan totes les
composicions possibles entre aquestes transformacions i les translacions, les diferents isometries que
poden aparg¢ixer son:

»  Girs amb centre un punt qualsevol del pla.

= Simetries axials amb eix una recta qualsevol del pla.

»  Translacions.

» Lliscaments: simetria seguida de translacio de vector paral-lel a I’eix de simetria.

Girs

Els girs son els moviments del pla que només tenen un punt fix, que és el centre de gir.
Si Gf és el gir de centre el punt P=(p,, p,)iangle o, es té

Gp =T,°8,
on g, és el gir de centre ’origen i angle i 7, la translacié de vector v =G7 (0), per tant

Gp (x) = 8, (x)+Gp (0)

peratot x e R*.
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Com que el centre de gir és un punt fix
P =G (P)=g,(P)+Gy(0)

i podem escriure 1’expressio de G, en funcié de la seva transformacio ortogonal associada, g, , (gir

de centre ’origen i angle @) i de P
Gp (X) =g, (X)+ P—g,(P)=P+g,(x—P).

Finalment, si G5 (0)= (a, b)

cosa —sina | a
(gg)= sina  cosa | b
0 0 |1

és la matriu del gir G, . Els valors de a i b es poden determinar a partir de la propietat que el centre del

gir és un punt fix, és a dir, G, (P) = P.

Simetries axials

Una simetria axial, o simplement simetria, €¢s el moviment del pla que té tota una recta de punt fixos
anomenada eix de simetria. Si S, és la simetria d’eix la recta r, llavors

8. =T,os,

on s, ¢és la simetria axial d’eix la recta, r,, paral-lela a i que passa per 1’origen de coordenades, O, i
T, o

7, la translaci6 de vector u = S,(0). Per tant,
5,(x)=s, (x)+5,(0)

peratot x e R’
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// "o
/ r
0.5, (%)
X
/2
“a
S,.(0)

Si S,(0) = (a, b), aleshores

cosa sin a a
(S,)=|sina —cosa |b
0 0o |1

¢s la matriu de la simetria S,. Els valors de @ i b es poden obtenir imposant que la recta » quedi

invariant per aquest moviment.

Translacions

Les translacions son els moviments del pla que no tenen cap punt fix perd que tenen infinites rectes
fixes, totes les paral-leles al vector de translacio.
Si 7, és la translacio de vector v = (a, b)

7 T,(x)

Fig. 6.3

0fa
1|5
0]1

la seva matriu és:
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Lliscaments

Un lliscament al pla és la composicié d’una simetria axial amb una translacié de vector paral-lel a I’eix
de simetria. Els lliscaments no tenen cap punt fix, perd si que tenen una recta fixa que és 1’eix de la
simetria.

Si L,,, ésellliscament d’eix la recta r i vector de translacio w (paral-lel a r), aleshores

L.,=T,0°8

W w r

on S, és la simetria d'eix 717, la translacio de vector w.

L., ()
r
w ,
x
a2
Fig. 6.4
I, per tant, la matriu d’aquest moviment sera de la forma

cosa sina |c¢
(E,,w) =|sina -—cosa |d
0 0 |1

on «/2 és I’angle que forma la recta » amb 1’eix d’abscisses. Els valors de ¢ i d es poden determinar a
partir d'un punt qualsevol de 7 i de la seva imatge

xero L (x)=x+w.

6.1.3 Classificacio de les isometries del pla segons la seva matriu

Si F és una isometria del pla donada per la matriu
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on M és una matriu ortogonal d’ordre 2 i v € R?, aleshores:

1. Sidet M =1, Fés un moviment directe i tenim dos casos:
- SiM=1,, F ésunatranslacio si v # 0,1 ¢és la identitat si v=0.

- SiM=#1L,Fésungir El centre de gir és I’mic punt fix per aquest moviment i ’angle de
gir s’obté a partir dels termes de la matriu ortogonal M. En el cas particular que 1’angle de
gir sigui 7, el gir és una simetria central respecte del punt fix de F.

2. Sidet M =-1, estudiem I’existéncia de punts fixos de F:

- Si Fté punts fixos: simetria axial. L’eix de la simetria és el conjunt de punts fixos per F

Eix={x/F(x)=x}.

- Si Fno té punts fixos: /liscament. El vector v de la translacio es pot obtenir a partir de la
relacio

FoF =1T,,
i ’eix de simetria per la seva propietat de ser una recta invariant per F

Eix={x/F(x)=x+v}.

6.1.4 Isometries de I’espai

Sabem que a l'espai R® les tniques transformacions ortogonals sén: els girs d’eix una recta que passa
per l'origen, les simetries especulars respecte d’un pla que passa per 'origen i les simetries rotacionals
amb pla de simetria i eix de gir que passen per 'origen. Aleshores, tots els moviments de l'espai son, a
més dels que acabem de descriure, les translacions i totes les possibles composicions entre tots ells.

A continuacio, donem els moviments resultants d’aquestes composicions i les seves matrius en una
base ortonormal adequada relacionada amb la transformaci6 ortogonal del moviment.

Translacio: 7,

v T, (%)

S |- O O

0
1
0
0

Fig. 6.5
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Simetria especular i translacié: 7, o sy

Fig. 6.6

Segons la posicio del vector v de la translaci6 respecte del pla IT de simetria, aquest moviment sera:

- Una simetria especular. El pla I1' de simetria és un pla paral-lel a IT format pels punts fixos pel
moviment.

- Un lliscament: simetria especular composta amb una translacié de vector parallel al pla de
simetria. El pla I'T' de la simetria €s paral-lel a 11 invariant pel moviment.

Simetria especular (Tv oSy = Sn') Lliscament (Tv oSy = ’Cﬂw)

Fig. 6.7
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- o a
Gir i translaci6: 7,0 g;

cosa —sina
sind cosa
0 0 |

g;(x)+v

S|l o =
(=
(=)
— |0 o
—!?

Fig. 6.8

Segons la posicio del vector v de la translaci6 respecte de 1’eix de gir, », aquest moviment sera:
- Un gir. L'eix de gir és una recta paral-lela a r i esta formada per tots els punts fixos del moviment.
En el cas particular de « = 7 el gir s’anomena simetria axial respecte de la recta r.

- Un moviment helicoidal (gir compost amb una translaci6 de vector paral-lel a 1’eix de gir). En
aquest cas 1’eix de gir és paral-lel a 7 1 invariant pel moviment.

Gir (7,087 =G*)

r

Moviment helicoidal (Tv 0ogl= Hr,_w)

Fig. 6.9

Simetria rotacional i translacio: 7, o sg

-1 0 0 a
0 cosa —sina |b
0 sina cosa |c
0 0 0 1

Fig. 6.10
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Aquesta composicié 7, osg €s una simetria rotacional amb el pla de simetria i I’eix de gir paral-lels

als corresponents de la simetria sf.

Simetria rotacional: Sf. .

Fig. 6.11

6.1.5 Classificacio de les isometries de I’espai segons la seva matriu

Sigui

la matriu d’una isometria F de I’espai, on M és una matriu ortogonal d’ordre 3, i v = (vi, v,,v;) € R’

1. Si detM =1, F és un moviment directe. En aquest cas,
a) Si M= L, ens fixem en el vector v:
- Si v#0, F ésuna translacio.

- Si v=0, F és laidentitat.
b) Si M # I3, estudiem el punts fixos de F:

- Si Fté punts fixos: gir. L’eix de gir és la recta formada pels punts fixos de F:
Eix={x/F(x)=x}
il’angle de gir « satisfa la relacio
traca M = 1+2cosa *).

En el cas particular de o =7, F és una simetria axial respecte de la recta de punt fixos.
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- Si F no té punts fixos: moviment helicoidal (gir compost amb una translacié de vector v

paral-lel a I’eix de gir). L’eix de gir és una recta invariant per F que té la direccié del
subespai de vectors propis associats al valor propi A =+1 de la matriu M.

Eixdegir={x/F(x)=x+v}, ve{x/(M-L)x)=0}.
I igual que abans, I’angle & del gir ve donat per (*).

2. Si detM =-1, F és un moviment invers i n'estudiem els punts fixos.
a) Si Fté punts fixos, hi ha dues possibilitats:

- F té més d’un punt fix: simetria especular. El pla de simetria, I1, és el conjunt de punts

fixos
n={x/F(x)=x}.

- Fnomés té un punt fix. En aquest cas, tenim:
- Si M =— I5: simetria central. El centre de la simetria €s el punt fix .

- Si M #—I3: simetria rotacional. En aquest cas, el pla de simetria i 1’eix de gir passen
pel punt fix, P, i son invariants per aquest moviment. La direccio de ’eix del gir ve
donada pel subespai de vectors propis associats al valor propi A=-1 de la
transformaci6 ortogonal de matriu M.

Eixdegir={P+iv/ AeR }, ve {x/(M+5)(x)=0}.
Finalment, I’angle del gir, «, s’obté a partir de la relacio

traga M= — 1+ 2cos a.

b) Si Fno té cap punt fix: /liscament. El vector v de la translacié del lliscament es pot obtenir a
partir de la relacio

FoF =T,
i el plaIT de la simetria, com el conjunt de punts que només es traslladen.

M={x/F(x)=x+v}
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6.2 Problemes resolts

Problema 1

Estudieu graficament i analiticament quina €s la composicio en el pla de les isometries segiients:
a) Dues simetries.

b) Dos girs.

Resolucio

a) Siguin S, 1 S, dues simetries del pla d’eixos 7 i f respectivament.

Si les rectes r i ¢ son iguals:
S,08,=1d.

Si 71t son diferents, hem de considerar dos casos:
1. Lesrectes r 1 ¢ son paral-leles. Aleshores,

és la translacié de vector v perpendicular a les rectes r i ¢, de longitud el doble de la distancia
entre aquestes dues rectes i que té el sentit que vade ra ¢.
2. Les rectes i t no sén paral-leles. En aquest cas,

_pa _pa
StOSr_ tmr_gP

—

és el gir de centre el punt P =¢r 1angle de gir «, tal que %z r,t.

Fig. 6.12

b) Siguin G7 i gQﬂ dos girs del pla.

1. SiP=0,llavors GF o G% = GF*™* &s el gir de centre P i angle o+,
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Fig. 6.13

. Si els punts P i Q son diferents, sigui » la recta que passa per aquests punts. Si »'i 7" son les

rectes que passen per P i Q respectivament, i tals que els angles 17,\;’=a/2 i r,r"=p/2, per
I’apartat a)

Gf =8,08.1 Gf =808,

i es poden presentar dos casos:
» ' i7" no son paral-leles (a + f # 27 ), aleshores

gQﬁ ° gg: (Sr" ° Sr) O(Sr oSr') = Sr" °© (SI ° Sr) OSr‘ = Sr" oSr' = g;fz”;é' = ]gr+ﬂ

és el gir de centre el punt R =r"Nr' iangle de gir a+ S.

= 7' ir"s6n paral-leles, llavors a + =27 i, en aquest cas,

ggogg:(sr" OSV)O(SrOSV'):Sr”O(SroSr)OSr' :Sr"oSr' :IZ—V

¢€s una translaci6 de vector v com es veu a la figura segiient:

Fig. 6.14
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Problema 2

Estudieu graficament i analiticament la composicid en el pla de:
a) Un gir i una translacio.

b) Una simetria i una translacio.

¢) Un gir i una simetria. Es commutativa aquesta composicié?

Resolucio:

a) Siguin Gg el gir de centre el punt P i angle de gir & i 7, la translacio de vector v. Per estudiar el
moviment que resulta de les dues composicions: 7, 0G7 i Gf o7, considerem la recta r que passa
per P i que és perpendicular a v.

Enel cas de 7, oGy, sigui r' la recta que passa per P i que forma un angle « /2 amb la recta r, i ¢

la recta paral-lela a » a una distancia ||v/ 2|, de manera que el sentit de 7 a ¢ sigui el que marca el

vector v com es veu a la figura 6.15. Llavors,

T,0G8 =(5,08,)°(8,28,)=8,0(5,°85,)0 S, =S, 5, =G, = G5

v

ésel girde centre Q=tNr' iangle o
Analogament, per calcular Gp o7, considerarem la rectar"que passa per P i tal que l'angle
rr"=a/2 ilarecta ' paral-lela a » a una distancia ||v/2|| de manera que el sentit de ' a r és el

donat pel vector v. Aixi,
gg 07:) = (Sr” OS}’)O(SI‘ oSt') = Sr” O(Sr OSV)OSt' = Sr" oSt' = gra”r‘wt' = g]?

és el girde centre R=r"Nt' iangle « .

TooGr =% Gi o7, =Gy

Fig. 6.15

Finalment, com que els punts O=tnr'iR=r"M t'son diferents, podem afirmar que la
composicid de gir i translacié no és commutativa

7,°Gp #Gp o T,.
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b) Siguin 7,08, i S, 7, les dues composicions entre la simetria S, d’eix la recta r i la translacio 7,
de vector v.

- Si el vector v és paral-lel a la recta

T,08,=8,°T,=L,,

és el lliscament £, , d’eix la recta r i vector de translacio v.

Fig. 6.16

- Si el vector v és perpendicular a la recta r, aleshores

7—\2081‘28;" i SrOZ)ZSr”

son dues simetries d’eixos les rectes »' i7", paral-leles a » a una distancia ||v/ 2

, de manera que

el sentitde »a r' ide r" arés el que marca el vector v, respectivament.

Fig. 6.17
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- Si el vector v no és paral-lel ni perpendicular a la recta r, llavors v es pot posar com a suma
d’altres dos vectors:

v=v +vt
on v, és paral-lel alarectari v* perpendicular. D’aquesta manera:

1,08, =T, 1 o8,=(T, 0T,1)0S5, =T, o(7,. S,

S,°T,=8,°T, . :SVO(TVL OTV"):(S,,OTVL)OTV",

, de manera que el sentit de 7" a

Siarar'i r" son dues rectes paral-leles a » a una distancia HvL /2

ridera r'ésel que dona el vector v, com es veu a la figura 6.18, es té
7.5, =8180°7, =5,
1 per tant,
T,08, =T, o8, =L,
és el lliscament d'eix la recta 7’1 translacio v, 1

Sr ° 7-\/ = Sr” ° Tvr = ‘Cr",vr

el lliscament d'eix la recta " i translaci6 el vector v, .

Fig. 6.18
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¢) Si S, és la simetria d’eix la recta r i Gp el gir de centre el punt P i angle de gir «, tenim dues
composicions

S.0G% i GYoS.

Per calcular aquests dos moviments, hem de tenir en compte la posicié del punt P respecte de la
recta .

- Si Pgr, sigui ' la recta que passa per P i és parallela a r. En el cas de S, oG/, considerarem
també la recta ¢ que passa per P i tal que Lri=al2 i pera Gp oS, larecta ' que passa per P i tal

que I’angle r.t'=a/2. Sivés un vector perperdicular a » i 7', de modul el doble de la distancia
entre aquestes dues rectes i en la direccio de 7' a » com es veu a la figura 6.19, aleshores

Srogg:SVO(SV'OSI):(SVOSV')OSZ:7-1108t

gg O’Sr :(St' oSr')OSr = St' O(Sr' O’Sr) :St' 07:\/

Srogg:/z::OSt g;[OSr:St'OIZjv

Fig. 6.19

1 per I’apartat anterior, les composicions 7,0S, 1 S, o7_, seran un lliscament, excepte quan el
vector v sigui perpendicular a ¢ en el cas de S, -G;, 0 quan v sigui perpendicular a ¢' en el cas de

Gp oS, , pero llavors a =27 i
S.0Gp =GpS. =S,
- Si el punt Per, aleshores la recta 7' del cas anterior coincideix amb r i per tant,
S, 005 =85,0(S5,085,)=(S5,085,)0S,=1dS, =S,
Gp 0S8, =(S5,085,)085,=8,0(S,°G5)=8,,01d =S,

son dues simetries d’eixos les rectes ¢ i ¢, respectivament.
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S, oGy =S, GeoS, =8,

Fig. 6.20

Finalment, estudiem la commutativitat:

S,0Gp=Gg S, & §=S5, ©t=t'" < a=2r &Gf=Id

Problema 3

Siguin ;f/ i gé”/ 3 els girs del pla de centre el punt P = (2, 2) i O = (1, 2), respectivament.

a) Trobeu la matriu de gé”/ 3oGr3.

b) Quina seria la imatge de la circumferencia de centre I'origen i radi 1 per aquest moviment? Doneu-
ne l'equacio.

Resolucio:

a) Les matrius dels girs son

cosz/3 —sinz/3|a 112 —3/2|a

GI3 =|sinz/3 cosx/3 |b|=|3/2 1/2 |b

0 RE 0 R
cos5z/3 —sin5z/3]| c 172 32 ¢
gé”/3= sin5z/3  cos5z/3 | d|=|3/2 1/2 |d
0 0o |1 0 0 |1

on a, b, ¢ 1d es determinaran per les condicions:

GFP(P)=P i G (0)=0
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112 =372 a)(2\ (2
1-V3+a=2 [a=1+3
V3/2 12 | b|l2)=|2]e o
0 0 |l 1 ] B+1+b=2 b=1-+/3
172 37201 (1 Lo 1-2v3
1/2+3+c=1 T 5
—J3/2 12 |d||2|=]2|e o
. 17 |\T) (T 3/2+1+d =2 d:2+\/§
2
Per tant,
2 B2 |(1=2B)2) s A i) (1o e
(G572 05" )=| 372 w2 | (2+B)2||B3/2 w2 |1-4B =0 1|-3/2
3 0| 1 0 0o | 1 oof 1 |

que ¢és la matriu d'una translacio, 7,,, amb w = (—l/ 2,3/ 2) .

Una altra forma d'obtenir aquesta composicid de girs seria a partir de les seves transformacions
ortogonals associades: els girs g,,; 1g5,,3 de centre l'origen i angles n/3 i 57/3, respectivament.

Aixi:
(ggm o g”)(x)zgg””(gg”(x)): 5”/3(P+g,,/3(x—P))
= Q+g57z/3(P+g7r/3(x_P)_Q)
= Q+85,/3(P~Q)+ &5z /3:2/3(X—P)
= Q+g5,3(P-Q)+x—P

x+(Q-P)+gs.3(P-0)
=T, (x)

on 7, és la translacio de vector:
(0-P)+ (P-0) -1 . cos5z/3 —sin5z/3)(1 ~1/2

w = —_ —_ = =
Esr/3 0 sin57/3  cos5z/3 \0) | —/3/2
b) Si (x',y')z(gg”3 0 g/3)(x,y), aleshores
12 Yy (x-1/2

10
=10 1|=3/2]y|=|y-+3/2 @{
0 0 1 T 1

x'=x-1/2 x=x'+1/2
(*).

=
y'=y—\/§/2 y=y’+\/§/2

Per calcular la imatge de la circumferéncia de centre 1'origen i radi 1, considerarem la seva equacio
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X’ + y2 =1. Per les equacions (*), els punts (x',»') de la imatge satisfaran l'equacio
2
(x+1/2)" +(y++B3/2) =1

que correspon a la circumferéncia de centre el punt (—1/2, VLY 2)ideradil.

Problema 4

Considereu el lliscament d'eix la recta » = y = x +1 i vector de translacio w = (2, 2).

a) Trobeu la matriu d’aquest moviment.
b) Doneu la imatge del triangle de vértexs 4 = (0, 2), B= (0, 4), C=(1, 4).
¢) Doneu la imatge de I'el-lipse d’equacio

Resolucio

a) Sidenotem per L, ,, aquest lliscament, es t€
‘Cr,w = Tw © SI‘

on S, és la simetria d'eix la recta 7 i 7, la translacié de vector w.
La transformacio ortogonal associada a S, ¢és la simetria d'eix la recta y = x que forma un angle de
45° amb I'eix d'abscisses, per tant, la matriu del lliscament és

c0s90° sin90° | ¢ 0 1]|c
(£.,)=|sin90° —cos90°| d |=|1 0|d
0 0o |1 0 01

on els valors de ¢ i d els determinarem per la propietat que els punts de I’eix de simetria només es
traslladen. Aixi, si considerem les equacions parameétriques de 1’eix

x=t
=
y=t+1
tenim
t t 0 1|c) ¢ 1 0]2) ¢ _
(L) 1+1]=(T,)| 141 || 1 0] dl|[e+1]=]0 1]2] 41 9{2:3
1 1 0 ol 1) 1 0 0]1) 1 N

1 la matriu del lliscament és
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0 11
(£.,)=|1 0|3
0 01

b) La imatge del triangle de vertexs 4 = (0, 2), B =(0, 4), C =(1, 4) és el triangle de vertexs

A'=L,,(4)=33), B'=L,,(B)=(53), C'=L,,,(C)=(54).

/

Fig. 6.21
c)
X 0 1 |1})x y+1 x'
y=x'"-1
(Erw)y=103y=x+3=y’:>{
Z - J— — x=y'-3
1 0 011 1 1
2 2

Per tant, la imatge de 1'ellipse %+y7 =1, seral’el'lipse d’ equacio

=3, ()
9 4

Fig. 6.22
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Problema 5

a) Trobeu les matrius de les simetries del pla S, 1S, d’eixos les rectes r=x=11t=y =3x - 1,

respectivament.

b) Descriviu el moviment resultant de la composicié S, oS, i doneu-ne la matriu.

Resolucio

a) La recta » forma un angle /2 = 90° amb 1’eix d’abscisses, per tant, la matriu de la simetria S,

sera de la forma

cos180° sinl80° | a -1 Ofa
(S,)=| sin180° —cos180°| b |=[ 0 1|b
0 0 |1 0 01

Els valors de a i b queden determinats imposant que qualsevol punt de r sigui fix per aquest
moviment, per exemple el punt (1,0)

-1 0 |a)(1l 1 -1 0(2
—l+a=1 a=2

0O 1(6||0|=]0 = :>(Sr)— 0 110
— |— b=0 b=0

0 o011 1 0 O0f1

També podriem haver calculat aquests valors de a i b fent servir que (a, b) és el simétric de 1’origen
respecte de

(a,0)= 5.(0)=(2,0).

La matriu de la simetria S, és de la forma

on M és la matriu en la base canonica de la simetria axial d’eix la recta ¢, que passa per 1’origen i

que ¢és paral-lela a ¢.
En una base ortonormal del pla, {v; v, }, on el primer vector és un vector en la direccio6 de la recta ¢,

1 . 1 . : . . ,
per exemple: v, = T(1,3) iv, =—==(-3,1), la matriu de la simetria d’eix la recta ¢, és
10 \10
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Per tant,

3
13 5 5
1 =3)(1 0 1 3| 5 5
vl ! =l 3 3 =(8)=| 3 4
Jiolz 1 )lo —1)J10l-3 1 3 4 3 354
5 5 0

Si ara agafem un punt qualsevol de la recta ¢, per exemple el (1, 2), i imposem que aquest sigui fix
per aquesta simetria, resulta

_i E C 4 6 3 _i E E
55 1 1 4 —+c= c== 5 5|5
34| |2]=2]ed.? I =(S)=| 3 4|1
5 5|9 1)\ 3.8, 420 d=—— 5 505
00 > 5 0 01

4 314 3

5 5 D D —p+=p,—-1=p _

Ge(P)=P<| 3 4 1=l py | 3 @{pl_ = P=(1,2).
5 5 T) —%pl—i-%pz—i-l:pz P2 =
0 0

Finalment, I’angle de gir, ¢, s’obt¢ a partir de les relacions
4 . . 3

cosa=— 1 sina=—=.
5 5

Observeu que « ¢és un angle negatiu degut al fet que el sentit del gir determinat per I’ordre de les
simetries S, 1S, és el de les agulles del rellotge.

També es podria haver obtingut el punt P com la interseccio6 de les rectes 7 1 ¢ i I’angle « a partir
de I’angle que formen aquestes dues rectes

—~

o
~=rt
2
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Problema 6

a) Estudieu el moviment que resulta de la composicio del gir de 45° i centre el punt C = (1,1) amb la
simetria d’eix la recta  d’equacio y = 3.

b) Trobeu la imatge del quadrat de vertexs 4=(-1,-1), B=(1,-1), C=(1,1) i D =(—1,1) per aquesta
composicio.

Resolucié

a) La matriu d’un gir de 45° és

. V2 2|,
cos45° —sin45°| a 2 2
sin45°  cosd5° | b=\ 2 b
0 0 |1 2 2
0 0

En el cas de la simetria S,, la transformacié ortogonal associada és la simetria d’eix la recta

1 0
paral-lela a » que passa per ’origen i que en la base canonica té per matriu ( J, per tant
0 |c
(8)=|0 -1 |a
0 0 I

10 [e)(0) (0 iy 0 [0
0 —1]d|3|=|3 {c_ =(8)=|0 -1 |6
{7 a=6
o ol1)\1) 1 0 01

V2 o2 V2 V2|
1L 010} 2 2 2 2
S, oGF =10 -1]6 =
(’gc) ﬁﬁl_ﬁ _ﬁ_ﬁﬁ+5
0 0l1) 2 2 2 2
o o | 1 0 0o | 1
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Com que el determinant de la transformaci6 ortogonal associada a aquest moviment és —1, aquesta
fixos:

composicid o bé és una simetria 0 bé és un lliscament. Per veure quin és, estudiem-ne els punts

NG

7 —7 1 ¥ x [%—ljx—%yz—l

2 _ah2 il A

7 —7 \/5"‘5 T T _Qx_(ﬁ—i-l]y:—\/z_s
0 0 1 ? i

Aquest sistema és incompatible, per tant, S,oG*" no té cap punt fix i la composicié sera un
lliscament

S, oG =

c =L

- ~tu

El vector de la translaci6 d'aquest lliscament el determinem a partir de la igualtat

‘Ct,u © [‘t,u =Thu

2 2 2 _\2
N _N<& 1 N<& _N< 1
22 2 2 (1 0 -242
2 V2 sl 2 V2| gm0 1422 [=(T) e u=(—2.2-42)
22 2 2 Lo o] 1
o o0 |1 o 0 | 1

i I’equacio de I’eix de simetria, ¢, I’obtenim per la propietat que els seus punts només es traslladen,

V2 2
P GRERCRE
x=(xetel,®=T,0<| 2 2 Fas|l2l=|0 ! 2-2 v
2 2 1) 1o o] 1 |
0 o | 1

(V2-2)x-2y=-2-22
=(V2-2)x-+2y=-2-2J2.
Tl Vae(Ee)yeeaE (2=2)r
b) La imatge és el quadrat de vertexs:
£, (4)=(15+2V2) B'=L,,(B)=(142,5+2)

C'=£,,(0)=(15)  D'=£,,(D)=(1-+2.5+2)
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Fig. 6.23

Problema 7

Considereu la simetria respecte del plaIT=x+y+z=1de R’.

a) Trobeu-ne la matriu.
b) Doneu la imatge de la piramide de veértexs 4 = (0,0,0), B = (0,1,0), C = (0,1,0) 1 D =(0,0,1) per

aquesta simetria.

Resolucié

a) La matriu d’aquesta simetria sera de la forma

<
— 0 o Q

on M és la matriu en la base canonica de la simetria especular respecte del pla [ly=x +y+z=0,

paral-lel al pla I'T i que passa per |’origen.
Si prenem una base ortonormal deR?, {v,, v», »;}, on v; és un vector normal al pla II,, per

exemple {vl =%(1—1,0), v, =%(—1 -1,2)ivy = %(l,l,l)} ,esté
B L
M=-— — —||01 0||-—F— ——F&— —|=—|-2 1 =2
NEINIIN] Jo N6 o 3
0 0 -1 -2 2 1
o 2 L I
NN NN

i la matriu de la simetria Sp; és
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1 2 -2
- — —|a
3 3 3
2 1 227,

(Sp)=| 3 3 3
2 2 1
— — —|c
33 3
0 0 O]l

Els valors de a, b i ¢ els determinarem per la propietat de punts fixos dels punts del pla I1, en
particular si agafem el punt (0,0,1) eIl

1 =2 =2

3033 0) (0 1 -2 =212
= L 21 o |o -2 1 2|2
3 3 3 = C}a:b:c:—j(sn)z_

1] |1 3.2 2 12

22 4] r |
3 3 3 1)\ 0 0 0]3
0 0 0]t

b) La imatge del veértex 4 = (0, 0, 0) és el punt A4’ = (2/3, 2/3, 2/3) i la imatge del altres vértexs son

ells mateixos per ser punts del pla de simetria. Per tant, la imatge de la piramide de vértexs 4, B, C
i D és la piramide de vertexs 4, B, Ci D:

Piramide original

Piramide imatge

Fig. 6.24

Problema 8

x=1

a) Trobeu la matriu de la composicié a R® del gir, GZ, de 90° al voltant de la recta r = { |
y =

. . . Vi . . . . x=0
simetria rotacional, Sfj,, respecte del pla de simetria Tl =z = 2, eix de gir la recta ¢ =

y=1
angle de gir £ =90°.

b) Doneu la imatge del triangle de vértexs A=(0, 0, 0), B=(, 0,0)iC=(l, 1, 0) per aquesta
composicio.
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Resolucio

a) La matriu del gir sera de la forma:

@) "

— |0 o Q

on M ¢és la matriu de la seva transformaci6 ortogonal associada que en aquest cas ¢és el gir de 90°
respecte de I’eix Z, i que en la base canonica té per matriu

0 -1 0
M=1 0 0
0 0 1

Aixi doncs, la matriu del gir G

on a, b i ¢ queden determinats per la condicié de punts fixos dels punts de I’eix de gir r, per
exemple el punt (1,1,0)er

0
0
1
0

En el cas de la simetria rotacional SfZ,, la transformacio ortogonal associada és la simetria

rotacional respecte del pla z=0 i angle de gir & =90°, i per tant la matriu de Snﬂ’, és

els valorde a', b' ic' els podem obtenir a partir de la propietat de punt fix per aquest moviment
quetéelpunt P=I1nt=(0, 1, 2).
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0 -1 0| 1}0 -1 02 -1 0
o 1 0 of1y1 0 O0]0 0 -1 013
(sgtogfo)z -
’ 0 0 -1[41(l0 0 1|0 0 0 -114
0o 0 ol1)lo o ol1 0 0 ol1
Com que la matriu ortogonal associada a aquesta composicié és
-1 0 O
N=| 0 -1 0|=-I,=>detN=-1
0 0 -1

resulta que S5, 0 G**" és un moviment invers. Per classificar-lo estudiem-ne els punts fixos:

-1 0 O] I x X
0 -1 ol 3|yl |y 1 3
= Sx==,y=—,z=2.
0O 0 -1] 4}z z 2 2
o o of 1)ln 1

. o s 1 3 . .
Aixi doncs, Sl'lﬂ,t 0 G2 només té un punt fix: Q = ( PEEX 2)1 com que la seva matriu ortogonal

associada és N =—1, tenim que Sl'lﬁ,t oG és una simetria central respecte del punt Q.
b) La imatge és el triangle de vertexs: A'=(1,3,4), B'=(0,3,4)1 C'=(0,2,4)
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Problema 9

Es considera I’aplicacio F :R> — R> definida per

F(x z)—(%x—g+lz+l %x+l —%z lx+% +zz+aj
PET\ I TR TR TS 3Ty '

Demostreu que F és una isometria de 1’espai. Trobeu els punts fixos d’aquest moviment i classifiqueu-
lo segons els valors de a.
Resolucio

JF es pot expressar matricialment com

2 2 1y
3 3 3 x
2 1 2 ol y
L1z = =
(FyzD) =3 3 3
1 2 2 Z
3 3 3
0 0 011
Si considerem la seva matriu associada
2 21
3 3 3
u=2 1 _2
3 3 3
12 2
3 3 3

esté que M-M' =I,. Per tant, F és una isometria per a tot valor de a. A més, com que det M =1, F

sera un gir o un moviment helicoidal. Per determinar-ho, calculem els punts x = (x, y, z) fixos per F

22 1y

33 3 O (o

2 1 2 —x-2y+z+3=0

> 3 = oYY

Flx)=x<|3 3 3 = & 492x-2y-2z=0

z z

12 2 — |- x+2y—z+3a=0

<~ 5 Slaelt)

3 3 3

0 0 0]1

sistema compatible si i només si a =—1, i en aquest cas la solucio és

x=1+z

y=1.
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Aixi doncs, si a=-1,F és un gir d’eix la recta, », d’equacions paramétriques

x=1+41
r=qy=1
z=A
amb angle de gir o tal que
2
CosaztragaM—lzg, _l.
2 2 3

El sentit de rotacio 1’obtenim a partir d’un vector # perpendicular a la direccié de I’eix de rotacio i la
seva imatge per I’endomorfisme f de matriu M, per exemple:

)
’3 .

W | —

u=(0,1,0) if(u)z(_?z,

Fig. 6.26

Sia =-1, el sistema és incompatible i, en conseqiiéncia, F no té cap punt fix. Es tractaria doncs, d’un
moviment helicoidal H, ,, . La direccié del vector w ve donada pel subespai de vectors propis de valor

propi A =+1de la transformaci6 ortogonal associada a H, ,,

2., 2 1
32 3 32 X 0

o
Z -1 -z =0|< =S>w=(4,0, 4
et e we(a04)
12 2 |V
3 3 3

on /4 es pot determinar a partir de la propietat que els punts de I’eix de gir, », només es traslladen per
aquest moviment

22 1y 1
33 3 ) (10 04\ x) [b=50+
2
2 1 2
- — — |0y 01 0|0}y 1
xeroH ()=T,(x)<=|3 3 3 = Sqx==(-a)+z
: z 0 0 14| :z 2
122 |2 23
3 3 3 1 0 0 01 ){1 y=5(1—a)
0 0 0 |1
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D’on resulta que

W= (%(l+a), 0, %(Ha)j

i1’eix de gir » té per equacions parametriques

x=—l-a)+1
r= 1
——(1-
y 2( a)
z=A

Problema 10

Demostreu que la matriu

correspon a un moviment de 1’espai euclidia. Classifiqueu-lo i doneu-ne els elements caracteristics.

Resolucio

Si M és la matriu

V2 2

N2 XY=

2 2

M= 0 1 0 |[=>M'"M=1I,1 detM =-1,
2, 2
2 2

per tant, 4 representa la matriu d’un moviment invers que sera una simetria o un lliscament. Per
determinar-ho, calculem els punts fixos d’aquest moviment

V2 V2 2 ) A2
2 2 > >
0 1 0 1|y y ol
= y+l=y
R N 1 L
2 2 1) ——x—(—+lJ +1=0
0 0 o0 I1 2 2
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Com que aquest sistema €s incompatible, el moviment sera un lliscament: Ly ,,. El vector w de la

translacio el calculem a partir de la relacio Ly , o Ly, =7,

V2o 2|2 Y200} (4 g o] 2
2 2 2 2 2
0 1 0 |1 0 1 0 |1 010 2 ( 2 . 2_\/§J
= S>w=|—,1,
_ﬁ 0 _Q 1 N2 0 _ﬁ 1 0 0 1 _£+1 4 4
2 2 2 2 2
0 0 0 |1 0 0 o0 |1 0 0 0 1

V2o V2 Lo ool 2

2 2 X X

0 1 0 1|y 010 1 y

= =II= 2—2\/5 x—z=-1.

RN E 23 | 2 (2-22)
— 0 —— 1= 0 0 1 -

2 2 1 4 1

0 0 0 1 00 O 1

Problema 11
Un moviment F de I’espai transforma els punts
B =(1,0,0), A, =(1,1,0), P, =(-1,-1,-1) i P, =(1,0,—-1)

en els punts
R {%%gj R =(12,2), @{3,3,—3) i P=(0,21).

Comproveu que F és un moviment, trobeu-ne la matriu, classifiqueu-lo i doneu-ne els elements
caracteristics.

Resolucio
Si fés ’endomorfisme associat a F, es té
Fu)y—F(»)=f(u-v)

per a tots u i v de Iespai R’ per tant, si identifiquem els punts P = (x, y, z) de I’espai amb els
corresponents vectors P = (x, y, z) en la base {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, i tenim en compte que
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I)l _P4 :(0,051)’ 1)2 _1)4:(0’150) 1P4 _1)3 = (2’1a0)

resulta
SO0 =1(B-P)- f(R)—f(aFG"%%)
1010= 7(p=2)=7(R)-F(R)=[3.2.1)
f(2’1=0):f(P4—P3)=f(&)—f(lg)z[_%%jgj
d’on s’obté

£(1,0,0) = % £(2,1,0) —% £(0.1,0) :(_

i les matrius de f i F seran, respectivament,

2 2 1

2 2 1 —-— —  —a
—555 3 3 3
1 2 2

1 2 2| . - — —=1b
M=l3 3 —3| 1453 3 3
2 1 2

2 1 2 - = —e
555 3 3 3

0O 0 01

Calculem a, b i ¢ a partir d’un dels punts donats i la seva imatge, per exemple el punt P,

2 2 1 1
—_—— p— [e— a [e—
3 3 3 1 3
2 20,00l |4
3 3 3 0 =3 |=a=b=c=1
2 1 2 _ 5
3 3 3 3
0 0 0|1 1
1, per tant,
222 1y
3 3 3
12 2
(F)=| 3 3 3
212
3 3 3
0 0 0|1
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Per ser det M = -1, podem afirmar que F ¢és un moviment invers. Per determinar quin ¢és, en calculem
els punts fixos:

2 2 1
—_ — _ 1 _1
3 3 3 o (x x=2
1oz2yy 3 1 35
Fx)=x<| 3 3 3 7= Sly=——Sx=|—,——,—|.
z| |z 2 27272
2 1 2 2l |E
T 7 =) 5
3 3 3 225
0 0 O0]1

Com que només hi ha un punt fix, 7 és una simetria rotacional: Sfj,. El pla de simetria IT i I’eix de

gir » passen per aquest punt fix, i la direccioé de 7, i per tant la d’un vector normal all, és la del
subespai de vectors propis de valor propi A =-1 de I’endomorfisme f,

2 1
__+1 — _
3'1 2 3'2 g 0 3
= 241 =y |=lo]eTTTY
3 3 3 0 z=y
2 12 z
bl — 24
3 3 3
Aixi doncs,
X l—3/1
2
3
reqy=——+41
Y 2
z=—+A

Hz—3x—l+y+é+z—é =0.
2 2 2
Finalment, I’angle, ¢, del gir s'obté a partir de la relacid

1(2
traca M =—1+2cosa = cosa=—| —+1 =§.
2\3 6
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6.3 Problemes proposats

Problema 1

Calculeu graficament i analiticament la composicio en el pla de tres simetries:
S,085,08,,

on¢i t' son dues rectes paral-leles i 7 una recta perpendicular a aquestes.

Problema 2
Descriviu graficament la composicié aR? de
S, 0Gp S,

on P és un punt sobre la recta r.

Problema 3

Trobeu la imatge a R? de la circumferéncia de centre el punt (1, 0) i radi 2 pel gir de centre el punt
(3, 3) i angle 7/2.
Problema 4

Trobeu la imatge de I'el-lipse d’equacio:

per la simetria d’eix la recta x = y +2.

Problema 5

a) Trobeu les matrius de la simetria d’eix la recta y =2 i la del gir de centre el punt (1, 1) i angle de

gir /3.
b) Descriviu les dues possibles composicions d’aquests moviments i doneu-ne les matrius.

Problema 6
Quins moviments transformen 1’el-lipse de centre 1’origen i semieixos 3 1 2 en les direccions dels

vectors (1,0) 1 (0,1) en I’el-lipse de centre el punt (3, 4) i semieixos en les direccions dels vectors (1, 1)
i(1,-1) respectivament? Quina ¢és la seva equacio?
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Problema 7

Considereu el lliscament d’eix la recta » = x+ y =2 i translacié de vector v= (1, —1).

a) Calculeu-ne la matriu.
b) Doneu la imatge del quadrat de vertexs (1, 1), (-1, 1), (-1,-1)1(1,-1).
¢) Quina seria la imatge de la circumferéncia de centre 1’origen i radi 2?

Problema 8

Considereu la simetria especular respecte del pla x+2y—z=1.

a) Calculeu-ne la matriu.
b) Quina és la imatge de la recta x = y = z per aquest moviment?

Problema 9

A R3 considereu la simetria axial respecte de larecta x—1=y =z.
a) Calculeu-ne la matriu.

b) Quina és la imatge per aquest moviment de 1’esfera de centre 1’origen i radi 1? I la de I’esfera de
centre el punt (1,1,1) iradi 2?

Problema 10

Si

a) Demostreu que F és un moviment de 1’espai i doneu-ne la matriu.

b) Trobeu els punts fixos de F'i classifiqueu-lo.
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7 Grup de simetria d’una figura plana

7.1 Coneixements basics

7.1.1. Definicié de grup de simetria d’una figura

Donada una figura F del pla, considerem el conjunt, G, de totes les isometries del pla que deixen fixa
la figura F:

G, ={F isometria de R’ tal que 7(F)=F|.

Amb la composici6é d'isometries, aquest conjunt és un grup, és a dir, la composicié €s una operacid
internaiperatot 7,G 1 'H de G,, se satisfan les propietats:

a) Associativa: (HoG)oF =Ho(GoF).

b) Existencia d’element neutre Id € G (aplicacio identitat): Fold =1d o F = F.

¢) Existéncia d’element invers F ' e G talque Fo Fl=rFleF=mW.

En general, es diu que un grup G esta generat per un conjunt { 81,825 8n } c G, si qualsevol element

de G es pot obtenir com a composicié d’un nombre finit d’elements d’aquest conjunt o dels seus
inversos. En aquest cas escriurem

G :<g13g2""’gn>'

Un grup, G, es diu ciclic si esta generat per un sol element g € G. Si en aquest cas G té n elements,

sera Gz{]d,g,gz,...,g"_l} i escriurem G :<g>.

7.1.2 Grups de simetria puntuals o de Leonardo

Només hi ha dos tipus de grups de simetria d'una figura que son finits: els grups ciclics i els grups
diedrals, en ambdos casos tenen un punt fix i s'anomenen grups puntuals de simetria. Aquests grups
van ser estudiats per Leonardo da Vinci i per aixo també s’anomenen grups de simetria de Leonardo.

Els grups ciclics estan generats per un gir i es denoten per C, , on n indica el numero de girs del grup.

no’

Aixi tenim

Cn =<g(2)7z/n>:{g£ﬂ/n’ gﬁ/n’“"gé(n—l)ﬂ'/n,gémr/n :Id}
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Els grups diedrals son els que estan generats per un gir i una simetria. En un grup diedral, el nombre
de simetries coincideix amb el nombre de girs, aixi si aquest nombre és n, el grup es denota per D,,

de manera que

D, :<géﬂ/n’(51> _ {géir/n, éﬁ/n,“.,gé(n—l)ﬂ/n’gémr/n _ Id,Sl,SZ,...,Sn}

on S§.,S,,....,5,,15,s0n simetries respecte de rectes que es tallen en el centre de la figura,O, i

formen angles de 7/n d’una recta a la segiient.

Alguns exemples de figures amb grup de simetria ciclic o diedral son les segiients:

Fig. 7.1

que té per grup de simetria un grup ciclic: C, = <g52°°> = { Aol 3400,101},

Fig. 7.2

en aquest cas el grup de simetria és ciclic: C, = <g§°°> = {ggo",gggo",g;mi[d },

Fig. 7.3

el grup de simetria d’aquesta figura és diedral: D, = <g§,2°“,31> = {g(‘fon,gé“oo,ld ,S1,8,,8, }
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7.1.3 Sanefes

Un element decoratiu molt utilitzat en arquitectura és la sanefa. Es tracta del disseny d'una banda
produida per la repeticio infinita d'un cert patr6. L'as d'unes isometries determinades donara al conjunt
un cert ritme i disseny a la sanefa.
Per omplir una banda infinita només podem utilitzar les isometries del pla segiients:
= Translacions de vector v paral-lel a la direcci6 de la banda i modul la longitud del patro6.
= Girs de 180° amb centre de gir damunt de 1'eix central de la banda.
= Simetries, els eixos de les quals només poden ser:

- La recta que segueix la direccio de la banda i que hi esta centrada.

- Rectes perpendiculars a la banda.
= Lliscament, amb eix de simetria la recta central de la banda i vector de la translacio v/2.
Amb aquestes restriccions resulta que, a partir d'un motiu generador que no presenti cap tipus de
simetria de les esmentades anteriorment, es poden crear set tipus de sanefes amb grup de simetria
diferent.

A continuaci6 fem una descripcid dels set grups de simetria de sanefes mostrant un exemple de sanefa
per a cadascun. Cada grup de simetria de sanefes rep un nom format per quatre simbols establerts per

la Uni6 Internacional de Cristal-lografia i que estan relacionats amb les isometries que el formen.

Exemple. Prenem el motiu generador segiient:

=2

El nom del grup, els moviments i la sanefa corresponent a cada un dels set grups de simetria son:

RRRRRRRARCERE

- plml. Translacions i simetria respecte de 1'eix central de la banda.

EREEEHEEEEG

- pm11. Translacions i simetries respecte a rectes perpendiculars a 1'eix central de la banda.

[Z A Z AN Z A STZ A S Z AN

- plal. Translacions i lliscaments.

LLEEEEEES

- p112. Translacions i girs de 180°.

TEEE555555

- pl11. Translacions.
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- pmm?2. Translacions, simetries respecte a rectes perpendiculars a l'eix central de la banda, i també
simetria respecte de I'eix central de la banda.

SBEBEBES

- pma2. Translacions, simetries respecte a rectes perpendiculars a l'eix central de la banda i

lliscaments.

Donada una sanefa, podrem saber-ne el grup de simetria estudiant les isometries que deixen la sanefa
invariant. Una manera comoda de fer aquest estudi és seguir 1’algorisme segiient:

Hi ha S pmm2
S . : :
»| simetria Si
> ) |22 2
horitzontal? [NO > H_l ha N e
Hiha lliscament? | X0y 1]
simetria Si
vertical? St Hi ha simetria plml
i .
. . . »| horitzontal?
No Hi ha simetria orttzonta No » plal
> horitzontal o N S
; 2 o ... .
Iliscament? > Hi ha gir —— pll2
09
de 180 { No ) pl 11

7.1.4 Mosaics

De manera similar a les sanefes, es poden crear mosaics que s’obtindran a partir d’un motiu generador
i la utilitzacié d’algunes isometries del pla. Considerarem que un mosaic s’estén indefinidament a tot
el pla.

Es pot veure que les uniques isometries possibles per a la creacidé de mosaics son:

= Translacions: hi ha dues direccions principals per a les translacions.

= Girs: els tnics girs possibles son de 60°, 90°, 120° 1 180°.

= Simetries: hi pot haver diversos eixos de simetria.

= Lliscaments: hi pot haver diversos eixos de simetria pel lliscament.

Per crear qualsevol mosaic, es pren un motiu generador al qual s’apliquen simetries, girs o lliscaments
fins a crear un primer paral-lelogram, que anomenarem patrd, que s'estén per tot el pla mitjangant
translacions.

Estudiant detalladament els grups de simetria de tots els mosaics que es poden crear a partir d'un motiu
generador que no presenti cap tipus de simetria, es pot veure que només hi ha disset grups de simetria
per construir mosaics.

De forma similar a les sanefes, la Unid Internacional de Cristal-lografia ha establert una notacio per a
cada un dels 17 grups de simetria de mosaics. A continuaci6é detallem cada un dels 17 grups, indicant-
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ne el nom, els elements generadors i un exemple de mosaic per a cada grup que s’ha creat amb el
mateix motiu generador que els exemples de sanefes anteriors. En alguns casos es destaquen algunes
de les isometries del grup a part de les generadores o s’anomenen algunes isometries que no sén al

grup.

- pl. Unicament translacions. Dues direccions principals que configuren la malla fonamental del
mosaic. No hi ha girs, ni simetries ni lliscaments.

- p2. Translacions que configuren la malla del mosaic i girs de 180°. No hi ha simetries ni lliscaments.

oo VPY

- pm. Translacions que configuren la malla del mosaic i simetries en una sola direcci6. No hi ha girs ni
lliscaments (llevat de les composicions de les simetries amb les translacions que ja hem dit).

ZAZAIAY

CE-DDCL-DDCE-D
[Z AN 7 AN 7 AN

- pg. Translacions que configuren la malla del mosaic i lliscaments en una sola direccio. No hi ha
simetries ni girs.

oo

- cm. Translacions que configuren la malla del mosaic, simetries i lliscaments. No hi ha girs. Cal
observar que hi ha lliscaments que tenen eix diferent de I'eix de les simetries.

A R
ADER
ADERNADER
ADNERANER
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- pmm. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 180°, simetries en dues direccions
perpendiculars del mosaic. Cal observar que tots els centres de gir es troben damunt dels eixos de
simetria.

- pmg. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 180°, simetries en una sola direccio.
No hi ha lliscaments.

€70 X “a Y Za )

- pgg. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 180° i lliscaments. No hi ha simetries.

SLELE

a P

P
NDADID
ayvap

AV

- cmm. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 180°, simetries respecte de dues
direccions perpendiculars. Cal observar que hi ha centres de gir que no estan damunt dels eixos de

simetria.

- p4. Translacions que configuren la malla del mosaic i girs de 90°. No hi ha simetries ni lliscaments.
Cal observar que a I’haver-hi girs de 90°, també hi ha girs de 180° i de 270°.

o

rZ
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- p4m. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 90° i simetries. Cal observar que hi ha
quatre direccions per als eixos de simetria, 'angle que formen aquestes direccions és de 45° o 90°.

Igual que al cas anterior, hi ha girs de 180° 1 270°.
<
[
<

K

\ \

- p4g. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 90° i simetries. En aquest cas només hi
ha dues direccions per als eixos de simetria. Naturalment tamb¢ hi ha girs de 180° i 270°.

- p3. Translacions que configuren la malla del mosaic i1 girs de 120°. No hi ha simetries ni lliscaments.
També hi ha girs de 240°.

- p31m. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 120° i simetries. Hi ha centres de gir
fora dels eixos de simetria. També hi ha girs de 240°.

%% %
%%
PBslsEs%

- p3ml. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 120° i simetries. Tots els centres de
gir es troben damunt dels eixos de simetria. També hi ha girs de 240°.




172

Matematiques per a l’arquitectura. Problemes resolts

- p6. Translacions que configuren la malla del mosaic i girs de 60°. No hi ha simetries ni lliscaments.
Naturalment hi ha girs de 120°, 180° i 240° que s'obtenen com a composicid dels girs de 60°.

- pbm. Translacions que configuren la malla del mosaic, girs de 60° i simetries. Hi ha girs de 120°,
180° 1 240°.

Analogament al cas de les sanefes, podrem seguir I’algorisme segiient per congixer el grup de simetria
d’un mosaic:

Hi ha lliscament en un eix cm
0 Si_ | diferent dels de simetria? |N
0° | Hi ha > : 2> pm
simetria? [No J[pry Sty pg
lliscament?| No 1 )
P% | Els centres de gir estan | S1 pmm
Si tots damunt dels eixos No
Hi ha simetria en “—>| de simetria? > cmim
Si R . . 9
180° | Hi ha »| dues dlreccmns’. No , pmg
>| simetria? |No i ha Si peg
— lliscament? | No > 2
Quin ¢és i
L a’ngle t(.ite? gt Hi ha eixos de simetria > pdm
més petit’ . Si 00
90°_ [ Hi ha »| que es tallen a 45° No , pig
> . . o
simetria? [ No > pd
Si
S Els centres de gir estan tots [ > p3ml
, iy i imetria?
120° | Hi ha »| damunt dels eixos de simetria? | No > p3im
simetria? | No > 3
Si
60° |Hiha [~ %> POm
»| . o
simetria? | No R 6
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7.2 Problemes resolts

Problema 1

Feu la descripci6 del grup de simetria d'un rectangle i doneu-ne la taula de composicio.
Resoluci6

Considerem un rectangle, les dues rectes de simetria, »1 s, i el centre del rectangle, O.

Fig. 7.4

Identifiquem quines isometries deixen aquest rectangle invariant:
= Laidentitat /d.
= Lasimetria S, d'eix 7.

= Lasimetria S d'eix s.

= Elgir G,* de 180° de centre O.
Aixi, el grup de simetria del rectangle és:

G={1d,S,.S5,,G5""}.

i la seva taula de composicio és:

o Id S, S, g(1)80"
d | 1d | s |8 |G
S | S | M |g| s,
S | S g 4| S
GG S| S | M

on primer apliquem la isometria de dalt i després la de 1’esquerra. Observem que aquest grup de
simetria és finit, per tant, é&s un grup de simetria puntual o de Leonardo, concretament és el grup
diedral D,. A més a més, aquest grup és commutatiu i aixo es reflecteix en la simetria de la seva taula

de composicio.
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Problema 2

Estudieu el grup de simetria d'una quadricula suposadament infinita.

Fig. 7.5

Resolucio

Les isometries del grup de simetria d'aquesta quadricula son:

La identitat.

Translacions: qualsevol translacié que porti un vertex de la quadricula a un altre vertex de la
quadricula.

Girs:

- Qualsevol gir centrat en un vertex de la quadricula i angles 90°, 180° o0 270°.

- Qualsevol gir centrat al centre d'un quadrat de la quadricula i angles 90°, 180° 0 270°.

- Qualsevol gir centrat al punt mig d'un costat d'un quadrat de la quadricula d'angle 180°.
Simetries: totes les simetries que tenen per eixos una recta de la mateixa quadricula, una recta que
passa pels centres dels quadrats d'una mateixa fila o columna de la quadricula i, també, una recta
diagonal a un quadrat de la quadricula.

Lliscaments: aquesta quadricula admet molts lliscaments, es poden fer lliscaments on la recta de
simetria sigui qualsevol recta paral-lela a les rectes que hem descrit en el cas de les simetries, i a
continuacio, fer la composicié amb una translacio triant el vector que situi la quadricula al seu lloc.

Aquest grup té infinites isometries. Per no haver de donar tots els elements del grup, n'hi ha prou amb
donar-ne els generadors, que son:

Dues translacions de vectors linealment independents.

Tres simetries d’eixos: una recta de la mateixa quadricula, una recta que passi pels centres dels
quadrats d'una mateixa fila o columna de la quadricula i una recta diagonal a un quadrat de la
quadricula.

Com que aquesta figura recobreix tot el pla de forma periddica, el seu grup de simetria es correspon a
un grup de simetria de mosaics, concretament €s el p4m.

Problema 3

Estudieu el grup de simetria de les figures segiients:

a)

b) ©)

<

Fig. 7.6
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Resolucio

Les isometries que deixen invariants aquestes figures tenen el centre de la figura com a punt fix. Aixi
els seus grups de simetria seran grups de simetria puntual. En cada apartat cal assenyalar el centre de
la figura i mirar quins girs admet. Un cop tenim els girs, cal estudiar si la figura accepta simetries. Aixi
tenim que el grup de simetria de cada una d'aquestes figures és:

a) Diedral D,.

b) Ciclic C;.
¢) Ciclic Cs.

Problema 4

Utilitzeu el motiu segiient:

/%

per construir una figura que tingui per grup de simetria:
a) Un grup ciclic Cg.
b) Un grup diedral Dj.

Resolucio

a) Cal prendre el motiu generador i aplicar-hi girs de 60° successivament. Segons el centre de gir que
prenguem, obtindrem una figura o una altra. Un parell d'exemples poden ser:

(3 3F

Fig. 7.7

b) En aquest cas, cal aplicar una simetria al motiu generador i després girs de 60°. Un parell

d'exemples son:

Fig. 7.8
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Problema 5

Per a cada una de les sanefes segiients, doneu-ne el motiu generador i el grup de simetria.

" AVAVAVAVAVAVAVAY
" MMM

- QRERAERE

Resolucio

a) Aquesta sanefa s'ha generat a partir del motiu:

A

aplicant-hi una simetria vertical i un gir de 180°, aixi s’obté el patré que després es repeteix per
translacions de vector v. El seu grup de simetria és el pma?2.

ATATAVAVAVAVAVAY

b) En aquest cas, el motiu generador és:

al qual s’ha aplicat una simetria vertical per obtenir el patrd que es repeteix per translacions de
vector v. El grup de simetria obtingut és el pm11.

T Lo L L L L e
/.

En aquest cas s’ha aplicat una simetria vertical i una simetria horitzontal per obtenir el patr6. Amb
I’tis de translacions, s’ha acabat de construir la sanefa. El seu grup de simetria és el pmm?2.

¢) El motiu generador és:
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LI

d) Aquesta sanefa s'ha generat amb el mateix motiu que la sanefa de l'apartat b i utilitzant les
isometries del grup de simetria de 'apartat c, per tant, el grup de simetria torna a ser el pmm?2.

s =

Estudieu quines sanefes es poden construir amb la figura segiient:

M

Problema 6

Resolucio
Aquesta figura presenta una simetria respecte d'un eix vertical, per tant no és possible construir 7
sanefes amb grup de simetria diferents, sind que només es poden construir sanefes que tinguin dins del

seu grup de simetria aquest tipus d'isometria. D’aquests, només n'hi ha tres:

1. Fent unicament translacions, obtenim una sanefa el grup de simetria de la qual també conté
simetries verticals, per tant, és el pm11.

MVMIMMMM

2. Fent una simetria respecte d'una recta horitzontal i translacions, obtenim una sanefa que té grup de
simetria el pmm?2 que, naturalment, també conté simetries verticals.

MVMIMMVMIM
INIAIIAIIATIATIAL

3. Fent un lliscament i translacions, tenim una sanefa amb grup de simetria pma?2.

MVMIMMMIM
ININIAIIATIAIIAI
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Problema 7

Doneu el motiu generador i estudieu el grup de simetria dels mosaics segiients:

| | PAGAARAY

T
¥

&
&
R 4R

Fig. 7.9

Resolucio

a) Primer de tot, ens fixem en l'angle de gir minim que deixa aquest mosaic invariant. El gir és de
90°, aixi podem afirmar que el grup de simetria d'aquest mosaic és el p4, o el p4m, o bé el p4g. El
fet que admeti simetries descarta el p4, i com que l'angle que formen els eixos de simetria és de
45°, deduim que es tracta del grup de simetria de mosaics p4m.

Aquest mosaic s'ha generat a partir del motiu segiient:

PN

aplicant-hi les isometries esmentades.

d

) 4

Fig. 7.10
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b) El grup de simetria d’aquest mosaic no conté girs, perd si que conté simetries i lliscaments. Aixi
doncs, es tracta del grup anomenat cm. Les imatges segiients mostren algunes de les isometries que

deixen invariant aquest mosaic.

Simetries

PAQARAS

Translacions Lliscaments

Fig. 7.11

Per trobar el motiu amb qué s'ha generat el mosaic ens fixem en la malla de paral-lelograms
ideéntics formats amb els vectors de translacio:

eI

PN
INNAN N
WA

Fig. 7.12

Per tant, podem considerar un dels paral-lelograms com el patré6 amb el que s’ha format el mosaic.
Aquest patré presenta una simetria vertical i, per tant, el motiu generador d’aquest mosaic
coincideix amb la meitat d’aquest patro:

‘%\\
\QP’ ;\ X

Patro Motiu generador

Fig. 7.13

P

c) A partir del motiu

i girs de 120° s'ha creat el patrd
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fent Us de translacions s'obté la resta del mosaic. Aixi, el grup de simetria d'aquest mosaic té girs
de 120°, pero no té simetries. Es tracta, doncs, del grup de simetria anomenat p3.

d) El motiu generador d’aquest mosaic és

l’

i aplicant-hi una simetria i després girs de 60° successius obtenim el patrd

e

El grup de simetria d’aquest patr6 és el grup diedral Dy, aixi tenim girs de 60° i simetries, de
manera que el mosaic generat al fer translacions d'aquest patr6 té per grup de simetria el p6m.

Problema 8

Doneu dos exemples de mosaics que es puguin crear amb la figura segiient i que tinguin el mateix
grup de simetria.

N
U‘)W

Resolucio

El grup de simetria d’aquesta figura és el grup ciclic Cy. Sino li apliquem simetries, qualsevol mosaic

creat a partir d’ella tindra com a grup de simetria el p6. Dos exemples de mosaics construits amb
aquesta son:

N AN ANAN TN NA a0%a% a¥s a¥%a%%

U‘)V U‘)W U‘)W U‘)V U‘)W
) N\ als
U‘)W U‘)W U‘)W

NANANANANA

Uov U‘)W Uo@ 0‘59 0‘59 Ubv a‘}v U‘)v aow U‘)V Uov
alsalsals alsa05 2 s als
U‘)V 069 0‘59 U‘)V 069 U‘)V U‘)W U‘)V

N AN AN YN AN Qlsals als al%sals

U‘}W a‘p U‘)w 009 d‘p a‘p Uo@ U‘)V U‘BW U‘)V Ubv

Fig. 7.14
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7.3 Problemes proposats

Problema 1

Doneu el grup de simetria d'un triangle equilater i feu-ne la taula de composicio.

Problema 2

Doneu el grup de simetria del conjunt format per tots els punts del pla compresos entre les rectes
x=01x=1.

Problema 3

Digueu quin és el grup de simetria i feu la taula de composici6 de les figures segiients:

a) E b)X ¢) d) e)

Problema 4

Dibuixeu una figura en que el grup de simetria sigui:
a) Undiedral Ds.

b) Un ciclic C;.

Problema 5

Estudieu el grup de simetria de les sanefes segiients:
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Problema 6

A partir de cada un de les figures segiients, construiu totes les sanefes possibles amb grup de simetria
diferent. Tingueu en compte les simetries de cada figura.

"E"X"Y
Problema 7

Estudieu el grup de simetria de les sanefes segiients:
" FYYTIYYYYIYYYY Y
b) B T = — = ==

B0 00000000,

RN

TOPTTETTTTETTTTTE ..

%3

| —
—

Problema 8

Identifiqueu el grup de simetria dels mosaics segiients:

Wik 5

AAAYAA

| OO

e’
+%e%"*
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Problema 9

Estudieu el grup de simetria del mosaic segiient creat per M.C. Escher

a) Tenint en compte que hi ha diferents tons de gris.
b) Sense tenir en compte els diferents tons de gris.

Problema 10

Estudieu el grup de simetria dels segiients mosaics de I’ Alhambra de Granada, sense tenir en compte
els diferents tons de gris:
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8 Coniques

8.1 Coneixements basics

En fer la interseccio d'un con de revolucié amb un pla, obtenim una corba. Segons la inclinaci6 del pla
respecte de les generatrius del con, la corba pot ser una el-lipse, una hipérbola o una parabola, entre
d'altres. Les corbes obtingudes aixi s'anomenen coniques i, justament, les més significatives son les
tres que hem anomenat.

8.1.1. L’el‘lipse

Corba que s’obté en tallar un con de revolucio per un pla que talli totes les generatrius del con i que no
passi pel seu vertex.

Si considerem les dues esferes tangents al con i al pla simultaniament, tenim dos punts de tangéncia
d’aquestes esferes amb el pla. Aquests punts s’anomenen focus de 1’el-lipse. Aleshores els punts de
I’el-lipse coincideixen amb el lloc geometric dels punts del pla tals que la suma de distancies als dos
focus és constant (vegeu el problema 2).

Fig. 8.1
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Equacio de I’el-lipse
Siguin F i F' els focus, 2c¢ la distancia entre els focus, anomenada distancia focal, 1 2ala constant a
la qual es refereix la propietat del lloc geométric. Si prenem la recta que passa pels focus com a eix

d'abscisses i el punt mig dels focus com 1’origen de coordenades, aleshores per qualsevol punt
P =(x,y) de I’el-lipse tenim

d(P,F)+d(P,F") =2a < (a* —c*)x* +a*y* =a*(a* - ).
De la relacié PF'+ PF > FF', obtenim que 2a > 2¢, i per tant, podem prendre b > 0 tal que
a’ =b*+c.

Aixi, I’equacio de I’el-lipse es pot escriure com:

2
=1.

+
SN

Aquesta equaci6 és coneguda com 1’equacio reduida o canonica de ’el-lipse.

El punt mig dels focus s'anomena centre de l'el'lipse que en la referéncia triada és 1’origen de
coordenades. Els punts de tall de I’el-lipse amb els seus eixos, (a,0), (-«,0), (0,b) i (0,—b), son els

vertexs de l'el-lipse. El segment comprés entre els veértexs (a,0) 1 (—a,0) és 'eix major de ’el-lipse i
el compres entre (0,6) 1 (0,—b) l'eix menor. El valor a s’anomena semieix major i el valor b,
semieix menor.

El quocient
c
e=—
a

es coneix com a excentricitat de I’ellipse i és un numero positiu més petit que 1. Si e=0, aleshores
c=01a=>b,1il’el'lipse és una circumferéncia de radi a que té per equaciod

8.1.2. Definicio i propietats de la hipérbola

Corba que s’obté en tallar un con de revolucio6 per un pla que sigui paral-lel a dues generatrius del con
1 que no passi pel seu veértex.

Considerant les dues esferes tangents al con i al pla simultaniament, tenim dos punts de tangencia
d’aquestes esferes amb el pla. Aquests punts s’anomenen focus de la hipérbola. Aleshores, els punts de
la hipérbola coincideixen amb el lloc geométric dels punts del pla tals que la diferéncia de distancies
als dos focus és constant (vegeu el problema 4).
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Fig. 8.2

Equaci6 de la hipérbola

Siguin F 1 F' els focus, 2c la distancia entre els focus, anomenada distancia focal, i 2a la constant a
la qual es refereix la propietat del lloc geomeétric. Si es pren la recta que passa pels focus com a eix
d'abscisses i el punt mig dels focus com a origen de coordenades, aleshores per a qualsevol punt
P =(x,y)de la hipérbola

|d(P,F)—d(P,F')| =2a o (2 -a*)x? —a*y? =a*(* -d?)
i tenint en compte que

PF'-PF<FF'=2a<2c=c*—a*>0

2

si prenem b >0 tal que p? =c*—a?, I’equacio de la hiperbola es pot escriure com:

Aquesta equacio6 ¢és coneguda com 1’equacio reduida o canonica de la hipérbola.

La recta que passa pels focus €s /'eix real de la hipérbola i la mediatriu del segment que determinen els
dos focus, l'eix imaginari. L’eix imaginari no talla la hipérbola, mentre que 1’eix real la talla en dos

punts, anomenats vértexs de la hiperbola, que en la referéncia triada tenen coordenades (+a,0).

El punt mig dels focus és el centre de la hipérbola. El valor @ s’anomena semieix real de la hipérbola
iel valor b, semieix imaginari. Se satisfa la igualtat:

c? =a*+b%
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b . . .
Les rectes y =+ —x son les asimptotes de la hipérbola. En el cas que a =b es diu que la hipérbola és
a

equilatera i les asimptotes son dues rectes perpendiculars.

El quocient

c
e=—
a

es coneix com |’excentricitat de la hipérbola i, com que a <c, podem afirmar que I’excentricitat
d’una hipérbola sempre és més gran que 1.

8.1.3. La parabola

Corba que s’obt¢ en tallar un con de revolucid per un pla que sigui paral-lel a una Unica generatriu del
con i que no passi pel seu vertex.

Considerant 1’esfera tangent al con i al pla simultaniament, tenim un punt de tangencia, F, d’aquesta
esfera amb el pla. Aquest punt s’anomena focus de la parabola. L’esfera és tangent al con en una
circumferéncia i el pla que conté aquesta circumferéncia talla al pla que conté a la parabola en una
recta, d, que s’anomena directriu. Aleshores, els punts de la parabola coincideixen amb el lloc
geométric dels punts que equidisten del focus i de la directriu (vegeu el problema 6).

Fig. 8.3

Equacié de la parabola

Sigui F el focus, d la directriui p la distancia entre el focus i la directriu de la parabola. Si prenem

com a eix d’abscisses la recta paral-lela a la directriu que equidista del focus i la directriu, i com a eix
d’ordenades la recta perpendicular que passa pel focus, tenim que F =(0,p/2) i ’equacid de la

directriu és y =—p/2. Aleshores, si P=(x,y) és un punt de la parabola, tenim
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d(P,F)=d(P,d) < x* =2py.
Aquesta equacio €és coneguda com I’equacio reduida o canonica de la parabola.
La recta perpendicular a la directriu que passa pel focus és 1’eix de la parabola, i el punt de tall

d’aquest amb la parabola és el vertex de la parabola. Aquest veértex en la referéncia triada té de
coordenades (0,0).

8.1.4. Classificacid euclidea de les coniques
Tota conica té una equaci6 de segon grau. Aquesta equacié sera la reduida (o canonica) sempre que la

conica vingui donada amb uns eixos de coordenades tal com s’ha explicat anteriorment. En qualsevol
altre cas, la seva equacio sera de la forma:

a1 X% +2ay,xy +ayp Y +bx+byy+c=0

i el problema que tindrem sera determinar de quina conica es tracta i quina €s la seva posici6 al pla. A
continuacié expliquem una manera de resoldre'l.

En primer lloc, s'escriu I’equacio6 de la conica en forma matricial:

aip app | X X B ; B
(x y)[a j( j+(b1 bz)[ J+c-0®XAX+bX+c_0
12 A )\JV y

on

Ara els passos que es segueixen son els segiients:

1. Diagonalizatci6 de 4 (eliminacid del terme xy)
- det(4—A1,)=0= 4, 4, valors propis.

T 1
-B'= {vl,vz} base ortonormal de vectors propis, P =| v, v, |matriu del canvi de base (¢s una
Vol

matriu ortogonal: P! = P71).
- Fem el canvi:

X =PX"on X':[x’j
y

i I’equacio matricial que en resulta és:

1t pt 1 1 _ 11 ﬂ'l 0 1 ' _
X' PAPX'+bPX te=0o X1 X'+ (b by)PX'+c=0.

A
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I operant, arribem a una expressio de la forma:
x4 L,y 4 Lx+ Ly'+c=0

2. Eliminaci6 de termes lineals (completesa de quadrats)
Agrupem termes:

(xllx'2+le')+(ﬂ,2y'2+lzy')+c =0

a) Si 4, #2014, #0 es tracta de coniques amb centre. Completant quadrats, 1’equacid anterior es
pot escriure aixi:

1 si ara fem el canvi

" ' 1 ' " ll
x"=x"+ x'=x"-——
1 PN 22’1
/
"n_ V+L Vo2
y =Yy 2, y =y 2,
obtenim 1’equacio
ilxnz_i_izynz =k
Si k#0, prenem
a= L3 1b= |£|
A %

i segons el valor del signe de cada un d'aquests tres coeficients, s'obté una equacio de la forma:

2 "2
x"
ot
a b

Aixi tindrem les tres possibilitats seglients:

n2 n2
X y .
* — -+ =1 Ellipse.
a b
lez y"2 xﬂz y"2
= - =] 0bé ——+=—=1 Hipérbola.
a’ b* a’ b
n2 n2
X y _ . .
" —a—z—b—z =1 El conjunt buit, ¢ .

Si k=0, prendrem
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S
j’l

a=

i segons el signe de 4, 1 4,, arribarem a una de les dues possibilitats segiients:

"2 "2
. x—2+y—2=0 Un sol punt, ¢l (0,0) .
a b
x”2 yﬂz x" y" . x" y"
* —-—=5-=0 Unparell de rectes: —+-—=0 1 —-=—=0.
a b a b a b

b) Si 4, #014, =0, la conica no té centre. Completant quadrats s’arriba a I’equacio:

2
I
Al x'+——| +Ly'=k.
1( 2/11J 2)

Si [, #0, aleshores

i fent el canvi

" ' Zl ' " ll
x"=x'"+ x'=x"-—
A4 24
&
n_ g, " |v+ E
yo=y L y =y A
I’equacid que en resulta és:
=y = Ly" Parabola.
Si [, =0, s’obté una equacio de la forma
; 2
x'+——| =k'
i en aquest cas es fa el canvi
x"=x"+ 1 x'= n_l_l
| & 24
yH — yl yV — y"

obtenint ’equacio x"?

segiients:

=k' que, segons els valors de k', ens portara a una de les equacions
=  x"* =4? Dues rectes paral-leles: x"=a i x"=—a.

»  x" =0 Unarecta doble:x"=0.

»  x"?=—4? El conjunt buit, ¢.
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8.2 Problemes resolts
Problema 1

Trobeu I'equacio i feu les grafiques de les el-lipses segiients:

a) L'el'lipse de focus els punts F =(-2,0), F, =(2,0) i eix major igual a 6.
b) L'el'lipse de focus els punts F;, =(-2,1), F, =(4,1) i eix menor igual a 4.
c) L'el'lipse de focus els punts F; =(-2,0), F, =(2,2) i eix major igual a 6.

Resolucio
a) El centre de I'el'lipse és el punt mig dels focus

L+5

S2=0.0)

La distancia focal és 2c¢ =d(F},F,) =4 iper tant, ¢ =2. L’eix major val 6 i aixi a =3. Finalment,
de la relacio:

A =b 1+ =>b*=9-4=5=bh=4/5

i com que els eixos d’aquesta el'lipse coincideixen amb els eixos de coordenades, la seva equacid
sera

Finalment la grafica de I’ellipse és

NID@

Fig. 8.4

b) Analogament calculem el centre, els semieixos i la distancia focal:

_hth

C =(11) 2b=4=b=2

2c=d(F,F,)=6=c=3 a?=b+?=a*=4+9=13=a=4/13
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Els eixos de I’el-lipse son paral-lels als eixos de coordenades i el seu centre és el punt (1,1), per tant
la seva equacio és:

(x-D° (-1,
13 4

La grafica de I’el-lipse és:

Fig. 8.5

c) A partir de les dades de I’enunciat, calculem el centre, els semieixos i la distancia focal:

C =(0,1) 2a=6=a=3

_HR+F
2
2e=d(F,F)=J20=c=5 a*=b+*=b"=9-5=4=bh=2.

Els eixos de I’el-lipse no son paral-lels als eixos de coordenades i, per tant, haurem de considerar
I’el-lipse de centre I’origen i semieixos 3 i 2 que té per equacio

Xy
—+—=1 *
9 4 ©)
i aplicar-hi un gir respecte de 1’origen de coordenades d’angle, « , format per I’eix d’abscisses i el

vector FF, 1, després, una translacio de vector v = oC = (0,1). L'el-lipse aixi obtinguda sera la que
busquem.

Fig. 8.6
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La figura 8.6 representa les grafiques de les dues el-lipses. Com que

EF, 1

r| 5

(cosa,sina) =

(4,2)=%<2,1>

les equacions d’aquest moviment son:

1
- (2x'ty'-1
)1 (2 =1\ (x) (0) (x) 1(2 1)(x) (0 x= @D
JTG0 2 ) T T ) T B 2 ) T )T 1
y _
y=—m(xt+2y-2)
J5
i la imatge de I’el-lipse (*) tindra per equacio:

1 A
—(2x'+y'- I)J [(—x'—i— 2y'- 2))
65 5

9 4

2

=l 5x'2+8y'2—4x'y'+ 4x'-16y'-28=0.

Una altra manera de calcular aquesta equacio és utilitzant la definicio d'el'lipse com a lloc
geomeétric de punts pels quals la suma de les seves distancies als focus és constant i igual a 2a:

(x,y) eellipse & d((x,y),F,)+d((x,y),F,)=2a

@+ 2 +(x =22 +(y-2)* =6

< 5x7 +8y* —4xy+4x-16y-28=0

Problema 2

Justifiqueu la propietat d’el-lipse com a lloc geométric de punts a partir de la definicidé d’interseccio
d’un con per un pla. (Vegeu la figura 8.1.)

Resolucio

Sigui P un punt qualsevol de I’ellipse. La generatriu del con que passa per P és tangent a les dues

esferes en els punts M 1 N. El pla que conté 1’el-lipse també és tangent a les dues esferes i, per tant,

podem afirmar que d(P,M)=d(P,F) i d(P,N)=d(P,F"). Aixi tenim que:
d(P,F)+d(P,F"Y=d(P,M)+d(P,N)=d(M,N)

i aquesta ultima distancia és contant per qualsevol parell de punts, M i N, del con, situats a la mateixa
generatriu, i cada un d’ells en una de les dues circumferéncia de tangencia del con amb les esferes.
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Problema 3

Trobeu I'equacio de les hiperboles segiients:
a) La hiperbola de focus els punts F; =(=3,0) i F, =(3,0) i excentricitat e =% .

b) La hipérbola de vertexs els punts V; =(2,-3) 1V, =(2,1) iasimptotes y =3x—-7 1y =-3x+5.

c) La hipérbola de focus els punts F; =(2,2) 1 F, =(4,4) isemieix real de longitud %

Resolucio
a) El centre de la hipérbola és el punt

# =(0,0).

La distancia focal és 2c =d(F},F,)=6 1, per tant, c=3 que juntament amb ’excentricitat ens
permet calcular el semieix real

L’eix imaginari I’obtenim de la relacié: ¢? =a? +b> = b* =9-4=5.

Els eixos de la hipérbola coincideixen amb els eixos de coordenades i, per tant, la seva equacio és:

i la seva grafica

Fig. 8.7

b) A partir dels vertexs podem calcular el centre i el semieix real de la hipérbola.

_n+n
2

C =(2,-1)
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2a=d(V,,Vy)=4=a=2

Com que I’eix real d’aquesta hipérbola és paral-lel a 1’eix d’ordenades, podem calcular el semieix
imaginari a partir del pendent de les asimptotes

£=3:>b=%
b 3

Aixi, l'equaci6 de la hipérbola és:

+D)? (x-2)°
2 7 =1
(2/3)

i la seva grafica és:

Fig. 8.8

¢) Amb les dades del problema calculem el centre, la distancia focal i els semieixos de la hipérbola:

i+ F
2
2c=d(F,F)) =22 =c=+2

2
b? =cz—a2=2—(£j =

2

C= =(3,3)

3
>

En aquest, cas la hipérbola no té els eixos paral-lels als eixos de coordenades i, per tant, caldra
aplicar un moviment a la hipérbola d’equacio:

2 .2
LY (*)

/2 3/2

El moviment que cal aplicar-li és un gir de centre I'origen i angle el que forma el vector F{F, amb

l'eix d'abscisses, que en aquest cas és a =45° seguit de la translacié de vector v = oC = (3,3).
Aquest moviment té per equacions:
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2

(@‘@J@ ng<xv+y._ o

y=S ()

Per tant, si un punt (x, y) satisfa I'equacio (*), la seva imatge (x',y") ha de satisfer
2 2
2 V2
— (x'+y'-06) —(=x"+y")
2 2
1/2 3/2

=1 2x%+2y?=36x'-36)"+8x'y'+105=0  (**).
La figura 8.9 representa les grafiques de les dues hipérboles.

10

N 00

2 6 8 10

o & b UE

Fig. 8.9

Una altra manera de calcular ’equacié demanada ¢és fent s de la definicié d'hiperbola com a lloc
geometric de punts. En aquest cas, els punts (x, y) de la hipérbola son els punts tals que

(5 ). F) —d((x.y). )| = 20 N(x—z)z F (-2 —Ja- 9P +(y-47|=2
& 2x2 +2y? —36x-36y+8xy+105=0

que coincideix amb l'equacio (**).

Problema 4

Justifiqueu la propietat d’hipérbola com a lloc geometric de punts a partir de la definicié d’interseccid
d’un con per un pla. (Vegeu la figura 8.2.)

Resoluci6
Sigui P un punt qualsevol de la hipérbola. La generatriu del con que passa per P és tangent a les

dues esferes en els punts M i N. El pla que conté la hiperbola també és tangent a les dues esferes i,
per tant, podem afirmar que
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d(P,M)=d(P,F) id(P,N)=d(P,F".
Aixi, tenim que
ld(P,F)—d(P,F")|=|d(P,M)-d(P,N)|=d(M,N)

i aquesta Ultima distancia és contant per a qualsevol parell de punts, M i N, d’una mateixa generatriu
del con i cada un d’ells en una de les dues circumferéncies de tangéncia del con amb les esferes.

Problema 5

Trobeu I'equacio de les paraboles segiients:

a) La parabola de vértex el punt V' =(0,0) i focus el punt ' =(3,0).
b) La parabola de vertex el punt V' =(-1,1)i focus el punt F =(2,1).

c) La parabola de vértex el punt V' =(—1,1)1 directriu la recta y =2.

d) La parabola de vértex el punt V' = (—1,1)1 focus el punt F =(2,2).

Resolucio

a) Si el vértex és el punt V' =(0,0) i el focus el punt F =(3,0), aleshores p=2d(F,V)=6. L'eix de
la parabola coincideix amb I'eix d'abscisses i el seu vértex coincideix amb l'origen, per aixo
I'equaci6 de la parabola sera

2 =12x
ila seva grafica

Fig. 8.10

b) Com que el vertex d'aquesta parabola és el punt V' =(—1,1) i el focus el punt F =(2,1), I’eix de la
parabola és la recta y =1, que és paral-lela a 1’eix d’abscisses. La distancia entre el focus i la
directriu ens permet calcular p =2 d(F,V) =6, aixi I’equacio de la parabola és:

(y-1)?=12(x+1) < y* —12x -2y =11

ila seva grafica
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5
V oF
2\ 2 4 6 810

Fig. 8.11

¢) Si la directriu és la recta y =2, l'eix d'aquesta parabola sera paral-lel a I'eix d'ordenades i com que
el vertex queda per sota de la directriu i la distancia entre ambdos és 1, resulta que p=-2 i
l'equacio de la parabola és:

x+1)? =—4(y-D) e x’ +2x+4y =3

que té la grafica segiient:

Fig. 8.12

d) La directriu d'aquesta parabola és la recta perpendicular al seu eix i que passa per un punt P tal que

V:P+F

— P =2V —F =(-4,0).

Com que la direccid de 1'eix és la del vector VF = (3,1), I'equacio de la directriu sera

x—+14=§<:>3x+y+12=0.

Si ara considerem la parabola com el lloc geometric dels punts (x,)) que equidisten de la directriu
i del focus, n’obtindrem 1’equacio
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Bx+y+12]
V341!

Una altra manera d'obtenir aquesta equacio, seria considerar la parabola d'eix l'eix d'abscisses i
veértex I’origen de coordenades, i per a la qual

Jx=22 +(r-2)% & x> +9y? —6xy—112x— 64y — 64 =0,

p=2d(V,F)= 2\/(2 +1)2 +(2-1)% =2410.
Aquesta parabola té per equacio
y* =410x (*).
Si considerem l'angle, o, que forma el vector ﬁ?:(3,1) amb l'eix d'abscisses, resulta que la

parabola que busquem és la imatge de la parabola (*) pel gir de centre I'origen i angle « seguit de

la translaci6 de vector OV = (—1,1). Les equacions d'aquest moviment son:
1
x=—=0CBx+y'+2)

e e e Y (1 O

J1o

per tant, la parabola que busquem tindra per equacio
1 ? 1
—Gx+y+2) | =4J10| ——(-x+3y'-4) |
(qgerra] o[ gerar-o)

x?+9y?—6x'y'—112x'-64)'— 64 = 0.

La figura 8.13 representa les grafiques de les dues paraboles.

Fig. 8.13
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Problema 6

Justifiqueu la propietat de parabola com a lloc geométric de punts a partir de la definicio d’interseccid
d’un con per un pla. (Vegeu la figura 8.3.)

Resolucio
Sigui P un punt qualsevol de la parabola. La generatriu del con que passa per P és tangent a I’esfera
en el punt 4. El pla que conté la parabola és tangent a 1’esfera en el punt F i, per tant, podem
afirmar que d(P,A) =d(P,F). Aixi tenim que:

d(P,F)=d(P,A)=d(M,N)=d(P,Q)=d(P,d)
i obtenim la propietat esmentada de la parabola.

Problema 7

Volem moure 1'el'lipse d’equacio:

de manera que el seu centre sigui el punt (5,3) il'eix gran tingui la direccid del vector v = (1,3).

a) Doneu les equacions d'aquest moviment.
b) Trobeu l'equacié de la nova el-lipse.

Resolucio

a) Un moviment que porta aquesta el-lipse a la posicié demanada ¢és el gir de centre 'origen i angle el
que forma el vector v amb l'eix d'abscisses, seguit de la translacié de vector w = (5,3).

6
5
4
3
2
4 &«i 2 4 6

Fig. 8.14
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Com que v=(1,3) 1 ||v|| =410 , l'angle de gir « sera tal que (cosa,sina) = ﬁ(lﬁ) i les equacions

d'aquest moviment seran:

x'=L(x—3y)+5

(ks -

b) De les equacions anteriors s'obté

1
x=——(x'+3y'—14
10( y'=14)

ﬁ{—g TJ(CJ ) @J - y= %(n "+ y'+12)

TN
< =
-
I
—

2 2
Per tant, la imatge de I'el-lipse: % + yT =1 tindra per equacid

2

L) (1 o
[m(x—i—?)y 14)) +(\/ﬁ( 3x'+y +12)j

9 1

=l<

41x?+9y" = 24x"y'~338x'+ 66"+ 701 = 0.

Problema 8

Es vol fer una tanca el‘liptica al voltant del punt (4,3) de manera que la longitud dels eixos sigui 6 i 4
metres i que l'eix major sigui paral-lel al vector u = (1,1).

a) Quina ¢és l'equacio6 de I'el-lipse que forma la tanca?
b) On hem de posar els extrems d'una corda que serveix de guia per marcar 'el-lipse a terra? Quina
sera la seva longitud?

Resolucio

a) Es tracta de trobar els focus de l'el'lipse de centre el punt (4,3) i semieixos 3 i 2. Aquesta el-lipse

sera la que resulti de fer un gir de centre l'origen i angle 45° (angle que forma # amb I'eix
d'abscisses), seguit de la translacié de vector w =(4,3), a l'el-lipse de centre I'origen i semieixos 3 i

2 que té per equacio:
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Fig. 8.15

Les equacions d'aquest moviment son

NG

O HY W< Y (W5 A

=—(—x4+y'+1
y=—xy)

per tant, I'equacio6 de I'el-lipse que forma la tanca sera

2 2
(f(xur y'— 7)} [f(-ﬂ y'+ 1)}
J’_

=1l
3? 2?

13x"2+13y"=10x" y'= 74x'= 38y '+133 = 0.

b) Els focus de I'el'lipse de la tanca son les imatges, F;' i F,', pel moviment anterior dels focus
F, =(=¢,0), F, =(c,0) de l'el-lipse (*). Com que c¢=+v9—-4 = J5 , resulta

Ao,
w20 VIO
2
Jio
N S

Finalment, la longitud de la corda sera igual a la longitud de I'eix major de ’el-lipse, 1 per tant, la
corda tindra 6 metres.
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Problema 9
Trobeu I'equacio reduida de la conica

x*+9y? —6xy—112x— 64y —64 =0.
Dibuixeu-la i doneu-ne els elements caracteristics.

Resolucio

= Escrivim l'equaci6 matricial d'aquesta conica

[ Sz o]
(x ) +(-112 —64)| ~ |-64=0.
-3 9 )\ y

» Eliminaci6 del terme xy.
En calculem els valors propis:

A=10

-4 3
-3 9-1

‘:0@(1—/1)(9—1)—%0@{

Pera A =0, els vectors propis (x,y) son de la forma

1-0 -3 \(x 0
= & x=3y.
-3 9-0)y 0
Si prenem el vector v =(3,1), aleshores w =(—1,3) és un vector propi associata 4 =10. Per tant,
si fem el canvi

obtenim l'equacié de la conica:

RN L E PR TP i | E WPV,
@ N 10l )7 NTICEEY. U i

10" 400 . ﬁy'—m:o.

ENTRENT)

= Eliminacid de termes lineals:

2
10y’2—40\/ﬁx'—8\/ﬁy'—64=0<:>[(y’—%x/ﬁj _%}Mx'—%:o@
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(y"%/ﬁjz ~410x'-8=0 @(y'—%\/ﬁjz —4\@[“@} - 0.

5

Fent el canvi:

X =X+

v o, N10
5
n 1 2
y =y—gx/ﬁ

obtenim l'equacié reduida de la conica que en aquest cas és una parabola

yn2 :4\/5)6".

Observant els canvis que hem fet,

J10

baale SI)aele SI0Hs g el S

podem considerar que la parabola d'equacié x* +9y? —6xy—112x—64y —64=0 és la imatge de la

parabola y"* = 4J10x" pel moviment, F , d'equacions

e =ggls Sl

Com que el determinant de la transformaci6 ortogonal associada
det| -7 =1
et| — =1,
Jio\l 3

es tracta d'un gir de centre l'origen i angle o =arc cosﬁ, compost amb la translaci6é de vector
1

v=(-11).

Els elements caracteristics de la parabola X249 y2 —6xy—112x—-64y—64 =0 s'obtenen a partir

dels de la parabola y"2 = 4/10x ", aplicant-los el moviment F :

= Vertex: F(0,0)=(-1,1).
*= Focus: f(\/E,O) =(2,2).

* Directriu: d = F(d"),on d"= {x =10 és la directriu de la parabola y"* = 410x"
y " — t
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@jzﬁ[? _31][_\?}(_3@015 3x+y+12=0.

Les grafiques de les dues paraboles son:

/

[.®

202 4 6 81012 14
5

Fig. 8.16

Problema 10

Trobeu I'equacio6 reduida de la conica
x* +y2 —-6xy+6x+6y+9=0.
Dibuixeu-la i doneu-ne els elements caracteristics.

Resolucio

= Escrivim 'equaci6 matricial d'aquesta conica:

1 -3\(x X
ooy e of oo
- y y

= Eliminaci6 del terme xy.
Els valors propis son:

A=-2
3 1-2

-2 -3 ,
022 -21-8=0&

El vector v =(1,1) és un vector propi de valor propi 4 =-2 i el vector w=(-1,1) és un vector
propi de valor propi A =4, per tant, si fem el canvi

5036

obtenim l'equacié de la conica:
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(x' y')(_2 0}{;@}(6 6)L(1 _llj(xj+9=0<:>—2x'2+4y'2+6\/5x'+9=0.

0 4y V2 y
= Eliminaci6 de termes lineals:

W2) 9 32 Y
x4 4y 4 632319 =0 2 (x'_ . J -3 +4y'2+9:0<:>—2[x'— : J +4y”?+18=0.

Fent el canvi

XHZX'—%\/E

" '

yo=y
obtenim l'equacié reduida de la conica que en aquest cas correspon a una hipérbola
H2 H2

x4y =8t Y .
9 9/2

Observant els canvis que hem fet

(O e - )

podem considerar que la hipérbola d'equacié x* + y* —6xy+6x+6y+9=0 és la imatge de la

n2 "2

hipérbola %—y— =1 pel moviment, F , d'equacions

9/2
(Fx "))t 1 (1 =1)x" 3/2
x", =— +
PR 1 ) e
El determinant de la transformacio ortogonal associada al moviment F és 1, per tant, es tracta d'un

gir de centre l'origen i angle a=45°, ja que cosa=1//2 i sinazl/\/z, compost amb la
translacio de vector v =(3/2,3/2).




208 Matematiques per a l’arquitectura. Problemes resolts

|V2 "2
De la hiperbola XT —;}/—2 =1 podem dirque a=3, b= %\/E i, per tant, que ¢’ =9 +% = % , aixi

els seus veértexs séon els punts de coordenades (—3,0) i (3,0), els focus son els punts de

_3\/6
2

.| 346 2 . ..
coordenades ( ,OJ 1 (T\/_,OJ , les asimptotes son les rectes y" = i%x" 1 ’excentricitat és

e=—".

2

Els elements caracteristics de la hipérbola X+ y2 —6xy+6x+6y+9=0, s'obtenen a partir dels

H2 "2

de la hipérbola XT P A 1, aplicant-los el moviment F :

9/2

= Vertexs: F(-3,0)=

312 12
2 72

if(30):(31+ﬁ 1+ﬁJ
’ 2

,3
2

= Focus: f{—%,oj = (3(1—\6),3(1—\/5)j i ]—“[%,OJ =(%(1+J§),%(1+J§)j

2 2

. . . 2 , .
* Asimptotes: apliquem el moviment F a les rectes y"=i7x". Ara, ens convé tenir les

equacions del moviment en la forma:

W L

Substituim a cada una de les equacions anteriors i tenim les equacions de les asimptotes:

{(l+ﬁ)x+(1—ﬁ)y=3
(1-v2)x+(1++2)y=3.

Problema 11
Trobeu I'equacio reduida de la conica
4x% +7y% +4xy—32x—40y +64 =0
Dibuixeu-la i doneu-ne els elements caracteristics.
Resoluci6

= Escrivim l'equaci6 matricial de la conica

2 73} ()
(x ) +(-32 —40) +64=0.
2 7))y y
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Eliminaci6 del terme xy.

El polinomi caracteristic de la matriu és A*> —114+24 que té per arrels A=3 i 1 =38. Triem dos
vectors propis associats a cada un d’aquests valors propis: el vector v=(2,—-1) i el vector

w=(1,2), respectivament. Aleshores, si fem el canvi

x) 1(2 I)x
v) JIs(-1 2)(y!
obtenim l'equacié de la conica:

I S RS STt B A | AP
“ y)(o 8) )T )ﬁ(—l 2J y) T

2, 112

NG

3x?+8y" - y'+64=0.

= Eliminaci6 de termes lineals:

Fent el canvi

obtenim l'equacio reduida de la conica que en aquest cas €s una el-lipse:

n2 n2
Yo

2ot Y
IE

3x" 4+ 8y

Observant els canvis que hem fet
x_121x’_121x"+14_121x"+3
y) 5l-1 2y Ssl-1 2)|\y") J5\7 si-1 2){y") (2

podem considerar que 1’el-lipse d'equacid 4x% +7 y2 +4xy—-32x—-40y+64=0 ¢s la imatge de
HZ "2

l'el-lipse % +yT =1 pel moviment, F, d'equacions
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vrs=4(3 Y4

El determinant de la transformacié ortogonal associada és 1 i, per tant, es tracta d'un gir de centre

l'origen i angle «, tal que cosa =2/ J5 i sina=-1/4/5, compost amb la translacié de vector
v=(3,2).

Fig. 8.18

"2 H2

De I’el‘lipse %+y7=1 podem dir que a’>=8, b =3 1i, per tant, que > =8-3=5, aixi els

seus vertexs son els punts de coordenades (i\/g,O) 1 (O,i\/§ ) , els focus son els punts de coorde-

nades (—\/5,0) i (\/5,0) 1 ’excentricitat és ez\/gzﬂ.

4

L’excentricitat de Iel'lipse 4x” +7y% +4xy —32x—40y +64=0 és la mateixa e= mentre

=5
=

n2 n2

. . . x .
que la resta d’elements caracteristics s'obtenen a partir dels de 1’el-lipse Y +yT =1 aplicant-los

el moviment F :

= Vértexs: ]—"(i\/g,O):(i 4*25 +3,;@+2J i f(O,iﬁ):[iﬁw,iz*/E +2J.

5 5

= Focus: F(—/5,0)=(1,3) i 7(+/5,0)=(5,1).
Problema 12
Trobeu I'equacio6 reduida de la conica
2 2 -
2x° =2y =3xy—-x+7y-3=0.

Dibuixeu-la i doneu-ne els elements caracteristics.
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Resolucio

= Escrivim l'equaci6 matricial de la conica

2 -3/2\( x 17x 320
O I e B (N R

= Eliminaci6 del terme xy.

El polinomi caracteristic de la matriu és A°> —25/4 que té per arrels 21 =-5/2 i A=5/2. Triem
dos vectors propis associats a cada un d’aquests valors propis: el vector v=(1,3) i el vector

w=(-3,1), respectivament. Aleshores, si fem el canvi

x) 1 (1 =3)(x
y) o3 1)y
obtenim l'equacié de la conica:

N I S B B T£20 TN
0 s )T Pols 1[y'j__©

—%x'2+§y'2+ 2J10x'+ \/Ey'—3 =0.

= Eliminaci6 de termes lineals:

5 25

) 2
—5x'2+5y'2+4\/ﬁx’+2\/ﬁy'—6=0©—5Kx'—§\/ﬁj —%10}5 (yur—mJ 00 620
2 =Y Jio )
@—SKx'—gx/ﬁJ +5[y’+TJ =0

Fent el canvi:

., 2410
x —_— —

B 5

obtenim l'equacié reduida de la conica:

n2

—5x"2+5y =0 x"z—y"2 =0

que correspon a un parell de rectes que es tallen:

I""EX"+y"=0, S"Ex"_y"zo.
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Observant els canvis que hem fet,

e ) O e [ S S )

podem considerar que la conica d’equacio: 2x% =2 y2 —3xy—x+7y—-3=0 esta formada per dues

rectes » 1.5 que son les imatges de les rectes r" is" pel moviment, F , d’equacio
1 (1 =3)x" 1 X
F(x"y") =—— + =17
e =gy 3 0C)

El determinant de la transformaci6 ortogonal associada és 1 i, per tant, es tracta d'un gir de centre
l'origen i angle «, tal que cosa =1/+/10 i sina =3/+/10, compost amb la translacié de vector

v =(1,1). Si considerem les equacions parameétriques de les rectes r"i s".

aleshores,

x2y=-1
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8.3 Problemes proposats

Problema 1

Trobeu I'equacio, els elements caracteristics i feu les grafiques de les el-lipses segiients:
a) L'el'lipse de vertexs (i6,0) sobre el seu eix menor 1 excentricitat e =4/5.

b) L'ellipse de veértexs als punts (3,3), (=7,3), (=2,10) i (-2,—4).
¢) L'el'lipse de focus els punts F, =(—1,—1) i F, =(3,3) i excentricitat e=1/2.

Problema 2

Trobeu el lloc geométric dels punts tal que la suma de distancies als punts F, =(1,1) i F, =(2,1) és

constant igual a 6. Doneu l'equaci6 de la corba que s'obté, dibuixeu-la i doneu-ne els elements carac-
teristics.

Problema 3

Trobeu I'equacio, els elements caracteristics i feu les grafiques de les hipérboles segiients:
a) La hiperbola de focus els punts F; =(0,0) i F, =(6,0) i semieix real a = 2.

b) La hipérbola de vértexs els punts ¥, =(1,3) i ¥, =(3,1) i asimptotes d’equacionsx =2 i y =2.
¢) La hipérbola de semieix real a =3, excentricitat e =5/3, el centre en el punt (1,2) i eix real sobre

larecta y =2x.

Problema 4

Trobeu el lloc geométric dels punts tal que la diferéncia de distancies als punts F| = (1,1) 1 F = (4,1)

¢és constant igual a 1. Doneu l'equacié de la corba que s'obté, dibuixeu-la i doneu-ne els elements
caracteristics.

Problema 5

Trobeu 'equacio, els elements caracteristics i feu les grafiques de les paraboles segilients:
a) La parabola de focus el punt F =(0,3) i directriu la recta y =—1.

b) La parabola de vértex el punt V' =(-2,1)i focus F =(0,1).
¢) La parabola de vertex el punt V' =(0,0), eix la recta y=x i que passa pel punt de coordenades
P=(1,0).

Problema 6

Trobeu el lloc geometric dels punts que equidisten del punt F = (1,2) i de la recta d'equacié x+y =1.

Doneu l'equaci6 de la corba que s'obté, dibuixeu-la i doneu-ne els elements caracteristics.
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Problema 7
2 2

Quin moviment cal aplicar a 1’el-lipse % + i}—6 =1 per tal que tingui 1’eix major sobre la recta y =x i

el centre en el punt (2,2) ? Doneu les equacions 1 els elements caracteristics de la nova ellipse.

Problema 8

Ens interessa tenir la parabola y = x* amb focus al punt (3,6) i que tingui I’eix sobre la recta y = 2x.
Quin moviment cal aplicar-1i? Doneu les equacions de les dues possibles solucions.

Problema 9

Trobeu I'equacié reduida de les coniques seglients. Dibuixeu-les i doneu-ne els elements caracteristics.

a) —3x* +5y% +6xy+12x+12y =0
b) x2—2xy+y2+5\/5x+\/§y+6=0

c) 2x2+2xy+2y2+7x+6y+%=0

d) 2x2+2\/gxy+y2—\/ﬁx+§=0

e) 18x> —12xy+2y*+3x—y—-1=0

Problema 10
Classifiqueu, segons els valors de d, la conica d’equacio
5x° —6xy+5y° —8x—-8y+16-2d =0.

Doneu-ne els elements caracteristics i dibuixeu la conica que s’obté pera d =4.

Problema 11

Estudieu com son totes les coniques que passen pels vertexs d’un quadrat. Trieu els eixos de
coordenades que vulgueu i doneu-ne les equacions.
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9 Solucionari

9.1 Construccions amb regle i compas
Problema 1

a) En cadascun dels extrems d'un segment de longitud a, feu dues circumferémcies de radis b i ¢
respectivament.

b) Feu dues paral-leles a una distancia 4,.

c) Considereu el triangle de costats 2m,, b i c.

e) Feu dues paral-leles a distancia %,, i sobre una d’elles construiu 1’arc capa¢ d’angle 4 sobre un
segment de longitud a.

g) Considereu el paral-lelogram que determinen els vertexs i el baricentre del triangle.

h) Si considerem el triangle de costats 4, 45 i1 A, les seves altures formen un triangle semblant al
triangle demanat.

Problema 2

a) Es el circumcentre del triangle de vértexs 1,,T, 1 T, i I’incentre del triangle format pels centres de
les tres circumferencies.
b) Fent les tres tangents a la circumferéncia circumscrita al triangle de vértexs 7;,7, i 7; en cada un

d’aquests vertexs, trobarem els tres centres de les circumferéncies buscades.

Problema 3

Observeu que el quadrilater que determinen els punts mitjos té els seus costats paral-lels, dos a dos, a les
diagonals del quadrilater donat.

Problema 4

Dues possibilitats son: fent-ne les quadratures i aplicant el teorema de Tales.

Problema 5

Gireu una de les dues circumferéncies 60° respecte del punt P i considereu la seva interseccido amb la
segona circumferencia.
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Problema 6

a) Es construeix el triangle ABD amb les dades del problema. Per construir el punt C, observeu que el
quadrilater és inscriptible en una circumferéncia.
b) BiD també son suplementaris.

Problema 7

Considereu el punt, P, d’interseccié de la circumferéncia donada amb la bisectriu de I’angle que
formen els dos radis i traceu per P la tangent a la circumferéncia. Amb aquesta tangent i els
perllongaments dels radis es troben les dues circumferéncies solucid, una tangent interior i 1’altra
tangent exterior a la circumferéncia donada.

Problema 8

A'OB=2A4"AB =2P'OB.

Problema 9

a) Observeu que ’arc que queda sobre un costat, a, del triangle és 1’arc capag sobre a d’angle 7 — A ,

on A és I’angle del triangle oposat al costat a. Fent el mateix per cada un dels tres arcs, queda

justificat.
b) Traceu les tres altures del triangle i compareu angles.

Problema 10

a) Feu una circumferéncia auxiliar, C', tangent a » en P i que talli a C. La intersecci6 de 1’eix radical
de Ci C' amb la recta r és el centre radical de C, C'1i la circumferéncia buscada.

b) Traceu una circumferéncia auxiliar, C', que passi per 4 i B i que talli a C. Considereu el punt P
d’interseccio de 1’eix radical de les dues circumferéncies C i C'1i la recta que passa per 4 i B. La
interseccio de la recta que passa per P i pel centre de C dona dos punts diametralment oposats per
on passa la circumferéncia buscada.

Problema 11

- —\2
Observeu que la poténcia del punt P respecte de la circumferéncia és PA-PB = 2(PB) . Per tant, a

partir de la poténcia podem construir el segment PB. Per fer la construccié pot ser convenient
diferenciar si el punt és exterior, interior o es troba damunt de la circumferéncia, tot i que no és
necessari.
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9.2 Teoria de la proporcio
Problema 1

Feu la divisi6 auria de B per obtenir d i A.

Problema 2
e . , 0. 10 100
La divisi6 auria d’un segment de longitud 10 déna els costats del rectangle: — i ——. Area: ——.
o 1+¢ 1+2¢
Problema 3

La proporci6 dels perimetres és p(a,b)?, la de les arees p(a,b)* ila de les diagonals p(a,b)?

Problema 4
M = i b) P divideix al segment BC en secci6 auria.
Area ABP BP

Problema 5

En ambdos casos, una de les parts és un triangle semblant al triangle donat i d’area la meitat.

Problema 6

a) ¢* b) ¢ o ¢

Problema 7

a) 142 b) Hi ha dues solucions: ¢ si 3a<2bi V2 si 3a > 20.

Problema 8

a) Vertader, b) Vertader, c) Vertader.

Problema 9

a) Els tres son angles inscrits a la circumferéncia circumscrita al pentagon i tots tres abasten el mateix
angle central.
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2 2
b) Dues arees valen %¢«/3 —¢ 1latercera % 3+4¢.

Problema 10
Els angles CABi A'D'B sén iguals i per tant els triangles CAB i A'D'B s6n semblants.

Problema 11

Feu la divisio auria del segment AC per obtenir la longitud AB . L'arc capag de 45° sobre AC és una
part de la circumferéncia circumscrita al quadrilater.

9.3 Matrius. Determinants. Espais vectorials

Problema 1
a)
-3 50 1 0 0
AB=|-2 1 0|, BA=|10 -3 2].
-2 -5 1 10 -5 1

b) detd=-1, detd' =—1, detA ' =—1,

detB=-7, detB' =—7 i detB™' =—1/7

-1 3 -1 5 -3 -1
) A'=|2 5 2 ,B“:—% -4 1 =2,
2 -5 1 -10 6 -5
1 -5 0 1 0 0
(AB)_I:% 2 30 i(BA)1:% 0 1 -2
12 25 1 20 5 -3
Problema 2
a) Per cap.
b) AeR-{0}.

¢) AeR—{-16,4}.
d) AeR-{-2,-11}.
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Problema 3
a) rang (A)

b) rang(B)
c) rang(C)

2
3.
2

Problema 4

a) No és subespai vectorial de R. ) F =<(1,0,0)>.

2
b) B=R". g) No és subespai vectorial de R .

) C={(2.3)). h) H=<(ﬁ,o,3),(o,ﬁ,—2)>

d) No és subespai vectorial de R?. N =<(1,2’1),(1,_3’1)>‘

&) E=((3.-9)) P J=((235),(110))

Problema 5

a) A=-1.
b) a e R—{-2,1}.

Problema 6
a) 4=((1,-1,0),(1,0,-1)), Base(4)={(1,-10),(1,0,-1)} ,dim4=2.
B=((2,-3,1)), Base(B)={(2,-3,1)}, dimB =1
b) (2,-3,1)=3((1,-1,0)—(1,0,~1).
¢) {((1,-1,0),(1,0,-1),(0,0,1)}
Problema 7
1 06
a) |7 1 8=-1.
-5 -1 3
b) (1,-6,0).

¢) (1,0,0)=(~11,612),, (0,1,0)=(6,-33,-1), (0,0,1)=(6,-34,~1),
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Problema 8

>.Recta y=2x.
1
& (L0)=(1-1),, (0.1)=(0.1),

Problema 9

S = =
—_— = O

1

0 il—l 1 1
2

1

{vivaavs b, (g uy s} {0 3}, {v1,v2,3}

Problema 10

a) Fz{(x,y,z)/ x=%y—3z}:<(1,2,0),(—3,0,1)>.

1 -3 2
b) rg|2 0 1|=3.
0 1 1
1 -3 2 -1 1 -3
Matrius de canvide base: |2 0 1 i|-2 1 =5
0 1 13',3 2 -1 63,3'

(1,1,0)3 =(0,—1,0)B,

¢) F=((1,0,0),.,(0,1,0),.) ={(x,32),. / z=0}

9.4 Aplicacions lineals. Diagonalitzaciéo d’endomorfismes

Problema 1
1 2 0 1 1 O - 1 2 031 1 O 1 2 1
a) |0 1 1 by |0 1 O 0O 1 1401 Of=0 1 -1
1 -1 -3 0 0 -1 1 -1 =30 0 -1 -1 0 -3

c) Base (kerf )= {(-2,1,-1)}, Base (Im f)= {(1,0,1), (2,1,-1)}.
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Problema 2
a) b)
I 11
, {Im f=R {Im f={(1,0,1), (1,1,0))
a 0 1 Sia#2 ,isia=2
1o Ker [ ={0} Ker f =((1,1,-2)).
©)
1 11 1 11
1 0 1|=-1#0={v,»,,v,} ésbasede R’ ilamatriu defen aquestabaseés: | 1 0 1
-1 1 0 -1 10

Problema 3

El poligon de vértexs: O =(0,0), A'=(4,2), B'=(3,3), C'=(1,2), D'=(0,3), E'=(-2,2).

Problema 4

a) rang(M)=21irang(N) =2.

10 1 20
b) (gof)= 0 0 (é 21 gjz 0 0 O0]; go f no ésexhaustiva ni injectiva.
11 1 30
10 1)1 2 0)1 0 1
¢) aeR-{0,1}ilamatriude gof és|a 1 1| |0 0 Ofa 1 1]
0 a O 1 3000 a O

Problema 5

a) {w, u,, u,} ésbasede R’ jaque el determinant format per les seves components és diferent de 0.

0 1 -1
b) La matriu de fen labase {e|, e,, e;}és | =1 0 1|ienlabase {u, u,, u3} és
1 2 -1
00 I'(0 1 -1(0 0 1) (=2 0 2
011 -1 0 10 1 1|=| 2
I 11 I 2 —-1){1 1 1 -1 0

¢) dimKerf=0idimImf=3  d)f'(1,2,0)={(-2,1,0)}.
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Problema 6

a) a=-3, b=1 b) {(3,-5,1,0), (-1,1,0,)} base del Kerf i {(1,2,3), (0,1,2)} base de la Im f.

Problema 7
a)
2 0 0
0 2 0
-2 1 1

b) Valors propis: 4 =114 =2 amb multiplicitat m=2. {(O, O,l)} ¢s una base del subespai de vectors

propis associats a A =11 {(1, 0, —2),(0, 1,1)} ¢és una base del subespai de vectors propis associats a
A=2.

9)
0O 1 O
0 0 1=17&0:B'={(O,O,l),(1,0,—2),(0,1,1)}, i 1a relaci6 entre les dues matrius de fés
1 -2 1
1 00) (0 1 0\'(2 0 0)0 1 0
0 2 0|={0 0 1 0 2 0|0 0 1
oo 2) ({1 -21) {2 1 1)1 -2 1
Problema 8
a)

N O N
S DO
—_— O

b) {(1, 0, —2)} és una base del Ker 1 i {(2,0,2), (0,2,0)} és una base de la Im f. No és bijectiva.

¢) Valors propis: 0, 2 i 3. Diagonalitza perque tots els valors propis son diferents.

0 00
d) B'={(1,0,—2),(0,1,0),(1,0,1)}ilamatriu de f en aquesta base és (f)B,z 0 2 0. Larelacid
0 0 3
000 (101201101
entre les dues matriusde fés: [0 2 0|=] 0 1 O 0 2 0 0 1 O}.
0 0 3 -2 0 1 2 0 1){l-2 0 1
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Problema 9
a)
-3 2 =2
frp=0 3 0 0 [=—| O |=-v,= v, ésun vector propi associat a A =—1.
4 0 3 )\-1 -1
-3 2 2\ 1 1
fv)=0 3 0 0|=| O0|=v, = v, ésun vector propi associata i =1.
4 0 3 )\-2 -2
-3 2 =2)(0 0
f(ry)= 0 3 0 ||1][=3]1]|=3v;=v; ésun vector propi associata A=3.
4 0 1 1

Problema 10

a) No és diagonalitzable ja que les arrels del polinomi caracteristic de la matriu 4 no sén reals.

b) Té dos valors propis diferents, 1 =514 =0,1 per tant diagonalitza. Una base de vectors propis és
{(2,1),(=3,1)}.

¢) No diagonalitza ja que 3 és un valor propi de multiplicitat 2 i la dimensié del subespai de vectors
propis associats és 1.

d) No és diagonalitzable perqué¢ A =1 ¢és un valor propi de multiplicitat 3 i la dimensi6 del subespai
de vectors propis associats €s 1.

e) La matriu £ té tres valors propis diferents, A =—4, 1 =-1, 1 =1, per tant, és diagonalitzable i una

base de vectors propis €s {(5,3,4),(0,1,1),(—1,1,1)}.
f) Es diagonalitzable. Els seus valors propis sén 1 (simple) i 3 (doble) i una base de vectors propis és
{(2’130)’(1’130)’(_15031)} .

Problema 11

a—»a b

Estudieu les arrels del polinomi P(A) = 5 A
C —

‘zkz—(a+c)k+ac—b2.

Problema 12

f(u)=(2,4,2)=2(1,2,1) = 2u = u és un vector propi associat a A = 2.
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I 1 3
2 -1 0|=6#0= {u, v,w} ésuna base de vectors propis i la matriu de f'en aquesta base és
I 0 -1

200
01 0|
000
1 en la canonica
11 3)2 0 0)1 1 3" (2 -1 6
2> -1 oo 1 ol2 -1 o =i1 4 3
1 0 -1)lo o o)lt 0 -1 3

9.5 Transformacions ortogonals al pla i a I’espai

Problema 1

Matriu del gir (g, ) ==
21 3

3 -1
1{\/_ ].El triangle de vertex (0,0), (\/5,1) i (—1+?,%+\/§),

Problema 2

Correspon a una simetria respecte de la recta d’equacio J7x- y=0.

Problema 3

2 5
a) La matriu és l[ Vs

3ld5 2

A =-1 respectivament.

j i, =(\/§,1) i, =(1,—\/§) vectors propis de valor propi A=1 i
s .y 2
b) Larecta d’equacio: x —gx/gy =3.

Problema 4

: . o, ) 1 1
go f correspon a una simetria respecte de la recta y = (\/5 - 1)x i té matriu ( gof ) =— ,

1 -1
N

o , 1 1), -
fog ésuna simetria respecte de la recta y = (1 +\/§)x i(fog)= 11 i, finalment, /™ og
1 1
¢és una simetria respecte de la recta y = (\/5 - 1) X que té per matriu (f_l ° g) = %(1 J.
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Problema 5

a) Les matrius dels girs tenen traces dins de I’interval [-2,+2]. Les traces de les simetries només
poden valer 0.

0 -1 0 1
b) Les uniques matrius 2x2 ortogonals amb traca 0 i determinant +1 sén (1 Oj i ( { OJ que

corresponen a un gir de 90° i un gir de —90°, respectivament.

Problema 6

a) Gir respecte de la recta d’equacions (x,y,z) =#(1,1,0). L’angle de gir és « tal que cosa =0.
b) Simetria especular respecte del pla d’equacio 2x—-2y—z=0

: . : : . . 4
¢) Simetria rotacional respecte del pla d’equacio x—2y+2z =0 iangle de gir « tal que cosa = s

Problema 7
| 2 -2 -1
a) 5 1 2 -—2|. b) Larecta d'equaci6 vectorial: (x,y,z) = (1,1,0) + t(l, —4,1) .
2 1 2
Problema 8

4 . 1 . . 1
Per a = —g , b= Yy 1c= 9 la matriu correspon a un gir d’angle « tal que cosa = 9 entorn de la

recta d’equacid vectorial (x,y,z) = t(l,Z,O). Per a= g, b= —g ic =é la matriu correspon a una

simetria especular respecte del pla d’equacio 2x—y—2z=0.

Problema 9
79 16 -8 “130  —28-36V3 284363
a) é 16 —47 64 b) é —28+36+/3 -97 —16-6343
-8 64 49 —28-3613 -16+63/3  —97

Problema 10

2442 2442 2 0 -1 0 2-\V2 2-V2 -2

(go5)=(g)(s)==| 2442 242 -2 | -1 0 0]=
4

2 2 22l0 0 1 -2 2 22
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que correspon a una simetria especular respecte del pla d’equacio (2 +2 ) X+ (2 +2 ) y+2z=0.

Problema 11

0 1 0 1 -8 4 -8 1 4
(g os) = (g)(s) =-1 0 0 5 -8 1 4 =§ -1 8 —4| que correspon a una simetria rotacio-
0 0 1 4 4 7 4 4 7

nal respecte del pla d'equacid z =4x iangle de gir o tal que cosa = g

Problema 12

a) Certa. b) Falsa. c) Falsa. d) Certa. e¢) Falsa. f) Certa.

9.6 Isometries del pla i de ’espai
Problema 1
S,05,085.=L

on v és un vector perpendicular a ¢ 1 a ¢, de modul 2d (¢,¢") i sentitde f a ¢"

Yo

Problema 2

S.0G% oS, =Gp“.

Problema 3

La circumferéncia de centre el punt (6, 1) i radi 2.

Problema 4

(-2 (),

L'el-lipse d’equacio6: 1

Problema 5

a)
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b) ggjf °S,, =L,, ¢ésun lliscament amb rzx—\/gy—1+2\/§=0, v=[—§,—%] 1 matriu
1 V3]1-33
. 1
(G5505,2) =2 3 1| 545 |
0 o 2
/3 _ r . _ _ _ \/g 1]. .
Sy 0641 =L, ¢ésunlliscament amb t=x+x/§y—1—2\/§—0, w= NPy 1 matriu
1 Bl1+43
z 1
(Se0i) =1 51 |7+45)
o o0 | 2
Problema 6
Hi ha quatre moviments:
N2 -1/N2] 3
1. Gir de 45° de centre el punt (_1+4ﬁ,7+3ﬁj imatriv | _1/\2 1/J2 | 4]
2 2
0 0 |1
1\2 N2 3
2. Girde —45° de centre el punt (7+4\/§,1_3\/§j i matriu _1/\/5 1/\/5 4 |-
2 2
0 0 |1
3. Lliscament d’eix la recta x = (\/§+1)y— L+4V2 =0, vector de translacio [6+7\E,ﬁj i
2 4 4
N2 N2 |3
matriu 1/\/5 _1/\/5 4|
0 0 |1
4. Lliscament d’eix la recta y=(ﬁ+1)x+ 1_;\/5 =0, vector de translacio (6+\/§’7\/§+8J i
4 4
-1/N2 N2 3
matriu | /2 1/\2 ] 4|
0 0 |1

Equaci6 de la nova ellipse: 13x* —13y% —10xy —38x— 74y +133=0.
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Problema 7

b) El quadrat de vertexs (2, 0), (2, 2), (4,2) i (4,0).
¢) La circumferéncia de centre (3, 1) i radi 2.

Problema 8
a) b) Larecta
2/3 =2/3 1/3|1/3
x=(1+1)/3
-2/3 -1/3 2/3 | 2/3
r=qy=02-1/3
/3 2/3 2/3|-1/3
z=(-1+5¢)/3

0 0 0 1

Problema 9

/3 2/3 2/3 | 4/3
2/3 —1/3 2/3 | -2/3
D93 2/3 —1/3 ] -2/3
0 0 0 | 1

b) L’esfera de centre el punt (4/3, -2/3, —2/3) iradi 1. L’esfera de centre el punt (7/3, 1/3, 1/3)
iradi 2.

Problema 10

272 0 V272 |1
J2/2 0 27210
NG e
0 0 0 |1

x=(1442)2=(-4-122)117
y—z:(—23—ﬁ)/17

b) F no té punts fixos. Es un moviment helicoidal d’eix de gir

11-2
17

1 vector de translacio

(1+42,1,1).
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9.7 Grup de simetria d’una figura plana

Problema 1

Grup diedral D;.

Anomenem a, b i c els tres costats del triangle en sentit antihorari. Si S,, S, 1 S, sén les simetries

respecte les mediatrius de cada costat i O el centre del triangle, aleshores la taula de composicio

d’aquest grup és:

o d | g g | s, |'s | S,
Id Id g520° g340° S, S, S,
g g g | 1d | s, | s, | s,
G lgro | 1 (gl s, | s | s,
So | S| S | S | | gp gy
Sy Sy Se Sa |63 | 14| g™
S| S| S| S |67 |6 M

Problema 2

Es el grup generat per les isometries segiients:
- Les translacions de vector v =(0,¢) per a qualsevol # € R.

. . 1
- La simetria respecte de la recta x = 3

- Les simetries respecte les rectes de la forma y =k per a qualsevol valor de & € R.

Problema 3

a) D,

1d 1d S
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b) D, c) Cs
o 1d S, S, Qé 80° o 1d ggr’ ng %160 g£88"
1d 1d S, S |Gy 1d 1d GJF | G 1 gale | ga¥
S, S, d | g | S, G| g | g | gre | g2 | 1d
S, S, | g | I S, g | gl | gaie | gass' | gd | g
g | glso* | S S, 1d Gale | galet | g2 | Id | gl | g

288° 288° 72° 144° 216°
G G5 ld | g |1 gi* | g

d)ie) Ds. Numerant les 5 simetries segons 1’ordre antihorari, tenim:

& M| g g | gae [ gz | S, S, S, Ss

| 1 g g |G| G® | S| S | S| S| S

GG | o || || M| s | s s | s s

Gu [ g | gaie | g8 | 1d | g | S, S, Ss S S,

G216 | G216 | @288 | Id | g | g | S, S; S S S,

Gs | g2 | Id ggz" g | g2e | S, S S, S, S,

S| S| S | S| S| S | 1d |Gl |ge| g | g

S| S| S| S| S| 8 |gr| d|gs|ge|gw

S| S| S| S| S| S | |gr|d|g™| gy

S| S| S| S| S |8 [qge|gw|gr| d|gs

S| S| S| & |8 |8 |g|gpe|gw|gr| d
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Problema 4

a) Un pentagon regular.
b) Un quadrat amb els costats orientats. Per exemple, dibuixant una sageta de forma adequada a cada

costat:
A

<

Problema 5

a) plal. b) pl12. c) pma2.
Problema 6

a) Només podrem crear sanefes que tinguin els grups de simetria segiients: plml, pmm2, p112, plal i
pma2. Un exemple de cada una de les sanefes és:

" EEEEEE
" EJEAE3
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b) Els unics grups de simetria possibles son el pmm?2 i el pma2. Exemples:

pma2

Fig. 9.15

¢) Amb aquest motiu només podrem crear sanefes que tinguin com a grup de simetria pm11, pmm?2 i
pma2. Un exemple de sanefa per a cada un d’aquests grups és:

" YYYYYY

~ XXX

" YRR

Problema 7

a) pmll. b) pmm2. c) pll2.

Problema 8

a) pgm. b) pébm. c) p3. d) cmm.

Problema 9

a) pl. b) pg.

Problema 10

a) cmm. b) p3.
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9.8 Coniques
Problema 1
22
a) Equaci6 de I’el lipse: £+1ym =1. Focus: (0,£8). Centre: (0,0). Semieixos: 6 i 10.

Fig. 9.17

(x+2)°  (y-3)°
25

b) Equacio de I’el-lipse:
) Eq p 29

=1. Focus: (—2,3i@) . Centre: (—2,3) . Semieixos: 5 1

7. Excentricitat: ~24 /7.

Fig. 9.18

¢) Equacio de Pellipse: 7x* —2xy+7y* —12x—12y =180. Centre: (1,1). Semieixos: 4+/2 i 24/6.
4 .Fz

2
j

Fig. 9.19
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Problema 2

=1. Centre: (%,1). Semieixos: 3 i @

(x-3/2)"  (y-1)’

Equacid de I’el-lipse:
d P 9 35/4

'
[

Fig. 9.20
Problema 3

2 2
a) Equacié de la hipérbola: %—%:1. Centre: (3,0). Semieix imaginari: N Asimptotes:

5

y= iT(x—?)).

Fig. 9.21

b) Equacio de la hiperbola (x—2)(y —2)=—1. Centre: (2,2). Semieix real: V2 , semieix imaginari

J2 . Distancia focal: 2. Focus: (2+J§,2—J§) i (2—\/5,2+\/§) .

8
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¢) Equacié de la hipéerbola: 4x2—11y2—20xy+32x+64y+64=0. Focus: (1+\/§,2+2\/§) i

(1 - \/5,2 — 2\/3) . Semieix imaginari: 4. Distancia focal: 10. Asimptotes: 2x+y=4 i
2x-11y =-20.

Problema 4

(x=5/2° (y-1°
1/4 2
(5/2,1). Excentricitat: 3. Asimptotes: y = x/§(2x—5)+1 iy= —x/i(2x—5)+l.

Equacio de la hiperbola: =1. Semieix imaginari: 2. Distancia focal: 3. Centre

Fig. 9.24

Problema 5

a) Equaci6 de la parabola: x* =8(y—1). Vértex: (0,1).
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b) Equaci6 de la parabola: 8(x + 2) = (y - 1)2 . Directriu: x =—4.

10 /
(ke
P

2 4 6 810

Fig. 9.26

¢) Equaci6 de la parabola: x* + y2 —2xy—x—y=0.Directriu: 4x+4y=-1. Focus: (1/8,1/8).

=

ES

4

o

2 4 6

8]
P

'
8]

Fig. 9.27

Problema 6

Equaci6 de la parabola: x* + y> —2xy —2x—6y+9=0. Vértex: (1/2,3/2).

8

6

4
2 0 ) 4 6 8
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Problema 7

El moviment és un gir de —45° seguit d’una translacié de vector (2,2). Equacions del moviment:

! 11 2
(XJ:Q( j(xj{ J Equacié de Dellipse: 25x% —14xy+25y2 —72x—72y—144=0,

y 2 l-1 1y (2

4+14 4++/1 [ 4-+14 4-4/14 ) ) ..
Focus: £ +7j/—, +;/_OJ 1 £ ;/_, ;/_j Distancia focal: 2+/7. Excentricitat: /7 /4.
y=x
-4
Fig. 9.29
Problema 8

. o . X 1 (2 1)(x) (3-+/5/20 _ ‘
Primera solucio6: aplicant el moviment == + obtenim la parabola
y') 3= 2)\y) (6-+5/10

d’equacié —4x* +4xy —y* + J5x+ 2\/§y ~15V5 +% =0. Les grafiques de les dues paraboles son:

') U 2)\y) (6+45/10

d’equacio: —4x% + 4xy — y2 —5x- 2x/§y +15v5 —% =0. Les grafiques de les dues paraboles son:

o . x 1 (=2 -1\(x) [3++/5/20 , ‘
Segona solucio: aplicant el moviment =— + obtenim la parabola
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y=2x

Problema 9

a) Es una hipérbola. La seva equaci6 reduida és x? _3)//_2 =1. Centre: (1/2,—3/2). Focus: (1,0) i
(0,-3). Semieix real: 1. Semieix imaginari: v/3/2. Asimptotes: y = —é(3+2x/g)x—%(6—\/g) i

y:—%(3—2\/€)x—é(6+\/g). Excentricitat: v/5/2.

Fig. 9.33



Solucionari 239

2
¢) Es una ellipse. La seva equacié reduida és: x* +y? =1. Focus: (—%,—1—61) i (—%,éj . Semieix

major: /3 . Semieix menor 1. Excentricitat: +/2/3 .

2

f=1

Fig. 9.34

2
d) Es una hipérbola. La seva equacio reduida és: —1);—4+ y?=1. Semieix real: 1/2. Semieix

Jio \/EJ Focus: {—@+\/§ Jis \/EJ i
. : 2

imaginari: 1. Excentricitat: —5 Centre: | ——,—
2 8 4

(m N

TJ.Asimptotes: y=(—2—\/8)x—— 1y=

27 4 2

8 2 4

Fig. 9.35

. 9 . . .
e) Equaci6 reduida: y2 :ﬁ' La conica esta formada per dues rectes d’equacions: 3x—y=-1 i

3x—y=1/2.
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Problema 10

Equaci6 reduida: x* +4y* =d.
= Sid<0: el conjunt buit.
* Si d=0:unpunt(2,2).
= Si d>0: una ellipse de semieixos Jd i \d /2, excentricitat: ~/3/2 i focus els punts
Jod | Jed J6d  Jed
( i 2—Tj [2+T’2+T)'

Per a d =4, la grafica que s’obté és:

/—r
Kor,j 3 4

Fig. 937

Problema 11

Prenent com a eixos de coordenades les diagonals del quadrat de manera que els vértexs tinguin
coordenades (+1,0) i (0,+1), tenim les coniques d’equacié xy =0 o bé x*+y” +2kxy =1 per a
qualsevol ke R.

= [’equacié xy =0 correspon a les dues rectes x=0 1 y =0.
L’equacié canonica de les coniques d’equacié x2+y?+2kxy=1 és

(+k)x>+(1-k)y* =1
que corresponen a:

= Si k<-1: hipérbola.

= Si k=-1:dues rectes paral-leles (les seves equacions son x—y =11 x—y=-1).

= Si-l<k<+1:ellipse. (Pera k=0 ¢és la circumferéncia de centre 1’origen i radi 1).
= Si k=+1: dues rectes paral-leles (les seves equacions son x+y =11 x+y=-1).

= Si k> +1: hipérbola.
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