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Resum

En aquest treball, se simula amb OpenFOAM un cas experimental d’un perfil NACA0012,
realitzat al laboratori, en un túnel de vent, amb diferents angles d’atac (0, 7, 14 i 17 graus),
i es calcula els coeficients de ’drag’ (CD), ’lift’ (CL) i ’pitch’ (CM). Les simulacions es
realitzen amb diferents models i mallats: models de tipus RANS (Reynolds-Averaged Navier-
Stokes) d’una (Spalart-Allmaras) i dues equacions (k− ε i SST k−ω) i de tipus LES (Large
Eddy Simulation), amb el model IDDES Spalart-Allmaras (Improved Delayed Detached
Simulation). També, per a un mateix model, s’empren diferents mallats, generats amb
l’eina integrada de generació de mallats d’OpenFOAM, snappyHexMesh, i amb l’eina de
creació de mallats GMSH. Els resultats obtinguts amb les diferents combinacions de models,
mallats, i angles d’atac es comparen amb els resultats experimentals obtinguts al túnel de
vent, per a comprovar la capacitat d’aquests de modelar amb fidelitat casos reals, i els
seus avantatges i desavantatges. Es conclou que els models RANS (’Reynolds-Averaged
Navier-Stokes’), consumint una quantitat de recursos menor, obtenen resultats comparables
als models LES quan la variable o fenomen a estudiar és resultat d’una mitja temporal.
No obstant, els models LES (’Large Eddy Simulation’) proporcionen una resolució temporal
comparable amb un model DNS (’Direct Numerical Simulation’), que no ofereixen els models
RANS. Es conclou també que l’eina ’snappyHexMesh’ d’OpenFOAM permet generar mallats
estructurats de millor qualitat que l’eina GMSH per a geometries amb formes singulars, com
la vora posterior d’un perfil d’ala.

Resumen

En el presente trabajo, se simula con OpenFOAM un caso experimental de un perfil NA-
CA0012, realizado en el laboratorio, en un túnel de viento, con diferentes ángulos de ataque
(0, 7, 14 i 17 grados), y se calculan los coeficientes de ’drag’ (CD), ’lift’ (CL) i ’pitch’ (CM).
Las simulaciones se realizan con diferentes modelos i mallados: modelos de tipo RANS
(Reynolds-Averaged Navier-Stokes) de una (Spalart-Allmaras) y dos ecuaciones (k − ε i
SST k−ω) y de tipos LES (Large Eddy Simulation), con el modelo IDDES Spalart-Allmaras
(Improved Delayed Detached Simulation). También, para un mismo modelo, se usan diferen-
tes mallados, generados con la herramienta integrada de mallado de OpenFOAM, snappy-
HexMesh, y con la herramienta de creación de mallados GMSH. Los resultados obtenidos con
las diferentes combinaciones de modelos, mallados y ángulos de ataque se comparan con los
resultados experimentales obtenidos en el túnel de viento, para comprobar la capacidad de
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estos de modelar con fidelidad casos reales, y sus ventajas y desventajas. Se concluye que los
modelos RANS (’Reynolds-Averaged Navier-Stokes’), consumiendo una cantidad de recursos
menor, obtienen resultados comparables a los modelos LES cuando la variables o fenómeno
a estudiar es resultado de una media temporal. No obstante, los modelos LES (’Large Eddy
Simulation’) proporcionan una resolución temporal comparable con un modelo DNS (’Di-
rect Numerical Simulation’), que no ofereixen els models RANS. Se concluye también que
la herramienta ’snappyHexMesh’ de OpenFOAM permite generar mallados estructurados de
mejor calidad que la herramienta GMSH para geometrías con formas singulares, como el
borde posterior de un perfil de ala.

Abstract

In the present work, an experimental case of a NACA0012 airfoil in a wind tunnel is simu-
lated using OpenFOAM, with different angles of attach (0, 7, 14 and 17 degrees), and the
drag (CD), lift (CL) and pitch (CM) coefficients are calculated. The simulations are perfor-
med with different models and meshes: RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes) models,
with one-equation (Spalart-Allmaras) and two-equation (k − ε i SST k − ω) models, and
LES (Large Eddy Simulation) models, with the IDDES Spalart-Allmaras model (Improved
Delayed Detached Simulation). Also, for a given model, different meshes are used, genera-
ted with the OpenFOAM-integrated mesh generator, snappyHexMesh, and the GMSH mesh
generator. The results obtained with the different mesh, model and angle of attach combi-
nations are compared with the experimental data obtained in the wind tunnel, in order to
compare their capacity of modelling real phenomena, and their advantages and disadvan-
tages. It is concluded that RANS models (Reynolds-Averaged Navier-Stokes), consuming
fewer resources, obtain results comparable to LES models when the variable or phenomenon
to be studied is the result of a time average. However, LES models (Large Eddy Simulation)
provide a temporal resolution comparable to a DNS model (Direct Numerical Simulation),
which RANS models do not offer. It is also concluded that the ’snappyHexMesh’ tool in
OpenFOAM allows for the generation of higher quality structured meshes compared to the
GMSH tool for geometries with singular shapes, such as the trailing edge of an airfoil.
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Diccionari de termes
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Capítol 1

Introducció

1.1 Introducció

La simulació de dinàmica de fluids, en el camp de l’enginyeria, facilita l’etapa de validació
en un procés de disseny iteratiu, doncs permet realitzar simulacions amb prototips virtuals,
analitzar resultats, efectuar canvis de paràmetres i tornar a simular fins a trobar el disseny
esperat, com a fase prèvia a la validació real amb un prototip. Tot això, amb un cost
considerablement menor que el de realitzar aquest mateix procediment iteratiu amb prototips
reals, amb les hores de fabricació dels diferents prototips i el cost de les hores de la realització
dels assajos amb equipament de laboratori (com, per exemple, un túnel de vent). A més, en
altres casos, permet efectuar simulacions de components i/o prototips que d’altra manera
no són possibles d’assajar en laboratoris, degut al cost prohibitiu dels equipaments, les seves
dimensions excessives o unes condicions de fluxe inassolibles (p.e. nombres de Mach alts),
com ocorre en el cas d’avions, vehicles terrestres o marítims.

A més, en recerca, té aplicacions a gran escala amb la simulació de fenòmens atmosfèrics
i marítims mitjançant grans models computacionals, i a petita escala en el camp de la
biomedicina, amb la simulació de teixits (com, per exemple, la circulació de sang per artèries
o el cor).

Per tant, l’àrea de la computació en dinàmica de fluids accelera i abarateix el disseny de
components en sectors com el de l’automoció, el marítim, l’aeronàutic i l’aeroespacial, però
també accelera el progrés i la investigació en àmbits completament diferents com en el de la
biomedicina o la meteorologia, que tenen un gran impacte en la societat.

No obstant, el camp de la simulació de fluids és complexe, i existeix una gran quantitat
de models de computació dissenyats per a diferents aplicacions, amb diferents necessitats de
recursos computacionals (’hardware’ i hores de computació), i amb diferent fidelitat (capaci-
tat de descriure amb precisió el fenòmen real); un model amb un nivell de detall baix té uns
costos computacionals i d’hores de simulació baixos, i un model amb un nivell de detall alt
té uns costos computacionals i d’hores de simulació alts. Per tant, a l’hora de simular una
aplicació particular, per raons pràctiques i econòmiques, és necessari arribar a un compromís

10



CAPÍTOL 1. INTRODUCCIÓ

entre fidelitat i cost computacional, per a obtenir els resultats desitjats amb el menor cost
possible.

1.2 Objectiu

L’objectiu d’aquest projecte és el d’analitzar la interacció del fluid amb un perfil estandaritzat
simètric NACA0012 amb diferents angles d’atac, calculant camps de velocitat i coeficients
de ’drag’, ’lift’ i de moment, mitjançant diferents models computacionals de turbulència, i
comparar els resultats amb assajos experimentals en túnel de vent per a evaluar la capacitat
d’aquests de descriure el fenòmen real.

11



Capítol 2

Dinàmica de fluids

2.1 Volum de control i element infinitessimal

La zona d’interés amb un volum finit d’un estudi en mecànica de fluids s’anomena volum
de control. Un element infinitessimal és una entitat amb un volum dV infinitessimal, que
conté partícules fluides i és considerat un medi continu, i que es pot moure amb les línies
de corrent del fluid o estar fixe en l’espai. Al llarg d’aquest treball, es considerarà l’element
infinitessimal com a fixe en l’espai.

Figura 2.1: Secció 2D de volum de control amb línies de corrent i element infinitessimal.
Esquerra: Element infinitessimal fixe en l’espai. Dreta: Element infinitessimal seguint les
línies de corrent

2.2 Conservació de la massa

Prenent un element infinitessimal de volum fixe i fixe en l’espai, la llei de conservació de
massa fixa que la variació de la quantitat de massa present en el volum és igual a la suma
total de la quantitat de massa que entra i/o surt d’aquest (equació (2.1)) [1]. Per tant, a
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CAPÍTOL 2. DINÀMICA DE FLUIDS

l’esquerra de l’equació es descriu la variació amb el temps (derivada parcial) de la massa
total del volum fixe de l’element finit, on la massa total ve donada per la integral de volum
del camp de densitat ρ(x, y, z, t). A l’esquerra de l’equació es descriu el sumatori de fluxes
entrants i sortints de l’element finit, donat per la integral de superfície del producte escalar
entre el camp vectorial de velocitats ~U(x, y, z, t) per ρ i el vector normal a la superfície S
( ~dS). El producte escalar entre ~U i ~dS retorna la projecció de ~U sobre ~dS, és a dir, la part
del fluxe perpendicular a la superfície S. També, es defineix usualment com a positiu tot
fluxe que surt de l’element finit, i com a negatiu tot fluxe que entra a l’element finit. Per
això s’afegeix un signe negatiu al terme esquerre de l’equació. Si s’agrupen tots els termes a
una banda, ens queda l’equació (2.2).

− ∂

∂t

∮
V
ρ dV =

∮
S
ρ~U · d~S (2.1)

∂

∂t

∮
V
ρ dV +

∮
S
ρ~U · d~S = 0 (2.2)

Aquesta equació és l’equació de continuïtat en forma integral [2]. Si s’aplica el teorema
de divergència de Gauss a la integral de superfície, tenim l’equació (2.3) [1]. Si se substitueix
l’equació (2.3) en (2.2) i, sabent que la derivada parcial respecte del temps pot passar a dins
de la integral de volum perquè el volum està fixe en l’espai, obtenim l’equació (2.4). Com
aquesta equació ha de ser vàlida per a tot element finit arbitrari situat a l’interior del volum
de control, l’integrant ha de ser 0 per a qualsevol punt del volum de control, pel que s’obté
l’equació (2.5). Aquesta és l’equació de continuïtat en mode conservatiu (doncs s’ha derivat
per a un element infinitessimal fixe en l’espai) [2].

∮
S
ρ~U · d~S =

∮
V
∇ · (ρ~U) dV (2.3)

∮
V

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~U)

]
dV = 0 (2.4)

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~U)

]
= 0 (2.5)

2.3 Les equacions de Navier-Stokes

En aquesta secció es descriuen les equacions de moment del fluid, també anomenades equa-
cions de Navier-Stokes, en els eixos cartesians x, y i z. L’obtenció d’aquestes en forma
conservativa i no conservativa està descrita en detall en [2]. Les equacions de moment
parteixen de la segona llei de newton (equació (2.6)). Sobre un element fluid, actuen una
sèrie de forces: les forces volumètriques o de cos (gravetat, electromagnètica, etc.) i les de
superfície, com són la pressió (p), els esforços tangencials de cisalla (p.e.τxy) i els esforços
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CAPÍTOL 2. DINÀMICA DE FLUIDS

normals (p.e. τxx). La força resultant en l’eix x provinent dels esforços de superfície, descrits
a la figura (2.2), és igual al sumatori d’aquests, i ve donada per l’equació (2.7).

Fx = max (2.6)

F ′x = −τzxdydx+ (τzx + ∂τzx
∂z

dz)dydx− τyxdzdx+ (τyx + ∂τyx
∂y

dy)dzdx

− τxxdydz + (τxx + ∂τxx
∂x

dx)dydz + pdydz + (p− ∂p

∂x
dx)dydz

(2.7)

F ′x = (∂τzx
∂z

+ ∂τyx
∂y

+ ∂τxx
∂x

)dxdydx− ∂p

∂x
dxdydz (2.8)

Entenent que la força volumètrica o de cos (F ′′x ) es descriu a l’equació (2.9), la força total
(Fx), terme esquerre de l’equació (2.6), ve donada per l’equació (2.10) [2].

F ′′x = ρfxdxdydz (2.9)

Fx = F ′x + F ′′x = (∂τzx
∂z

+ ∂τyx
∂y

+ ∂τxx
∂x

)dxdydx− ∂p

∂x
dxdydz + ρfxdxdydz (2.10)

Figura 2.2: Forces de pressió, tangencials i normals en la direcció x sobre un element infini-
tessimal [2].
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Si s’observa la figura (2.2), es pot apreciar que els esforços de superfície τij descriuen
esforços amb direcció j sobre superfícies perpendiculars a eixos i, d’acord amb el conveni
habitual. També, cal notar el sentit dels esforços. Per conveni, s’entén que els components
de la velocitat (u, v, w) tendeixen a augmentar amb augments positius en els eixos respectius
(és a dir, en la direcció positiva dels eixos x, y i z), i la magnitud dels esforços és proporcional
a la variació de les velocitats respectives, tal i com es descriu a les equacions (2.11), (2.12)
i (2.13) [2]. L’aire s’entén com a fluid newtonià. Un fluid newtonià mostra una força de
cisalla τ que varia linealment amb el ratio de variació d’esforç, en aquest cas el gradient
de velocitats. Fluids no newtonians no mostren aquesta propietat lineal, com és el cas dels
polímers i altres substàncies (sang, sorra humida, etc.) [3]. A les següents equacions, λ és la
viscositat volumètrica del fluid, i µ es la viscositat molecular [2].

τxx = λ∇ · ~U + 2µ∂u
∂x

(2.11)

τyx = τxy = µ(∂v
∂x

+ ∂u

∂y
) (2.12)

τzx = τxz = µ(∂u
∂z

+ ∂w

∂x
) (2.13)

La massa de l’element fluid, m, de l’equació (2.6) ve donada per l’equació (2.14), i el
terme d’acceleració en l’eix x, ax, ve donat per l’equació (2.15). Substituint les equacions
(2.10), (2.14) i (2.15) en (2.6), obtenim (2.16), que és l’equació de quantitat de moviment de
l’element fluid, o equació de Navier-Stokes, per l’eix cartesià x [2]. Sabent que els esforços
normals i de cisalla venen donats per les equacions (2.11), (2.12) i (2.13), substituint en
(2.16), obtenim (2.17), en forma conservativa (per a l’element finit fixe en l’espai). De forma
similar, s’obtenen les equacions de Navier-Stokes en els eixos y i z (equacions (2.18) i (2.19),
respectivament).

m = ρdxdydz (2.14)

ax = du

dt
= ∂u

∂t
+ ∂u

∂x

dx

dt
+ ∂u

∂y

dy

dt
+ ∂u

∂z

dz

dt
= ∂u

∂t
+ ~U · ∇u (2.15)

ρ(∂u
∂t

+ ~U · ∇u) = (∂τzx
∂z

+ ∂τyx
∂y

+ ∂τxx
∂x

)− ∂p

∂x
+ ρfx (2.16)

ρ(∂u
∂t

+ ~U ·∇u) = ∂

∂z

[
µ(∂u
∂z

+ ∂w

∂x
)
]

+ ∂

∂y

[
µ(∂v
∂x

+ ∂u

∂y
)
]

+ ∂

∂x

[
λ∇ · ~U + 2µ∂u

∂x

]
− ∂p

∂x
+ρfx

(2.17)
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ρ(∂v
∂t

+ ~U · ∇v) = ∂

∂z

[
µ(∂w
∂y

+ ∂v

∂z
)
]

+ ∂

∂x

[
µ(∂v
∂x

+ ∂u

∂y
)
]

+ ∂

∂y

[
λ∇ · ~U + 2µ∂v

∂y

]
− ∂p

∂y
+ ρfy

(2.18)

ρ(∂w
∂t

+ ~U ·∇w) = ∂

∂x

[
µ(∂u
∂z

+ ∂w

∂x
)
]

+ ∂

∂y

[
µ(∂w
∂y

+ ∂v

∂z
)
]

+ ∂

∂z

[
λ∇ · ~U + 2µ∂w

∂z

]
− ∂p
∂z

+ρfz

(2.19)

2.4 El principi de Bernoulli

L’equació de Bernoulli descriu el comportament d’una partícula fluida al llarg d’una línia
de corrent. Aquest principi planteja un fluid isentròpic (processos reversibles i adiabàtics),
o amb efectes de processos irreversibles negligibles, i estableix que l’energia d’una partícula
fluida es manté constant al llarg de la línia de corrent [1]. L’equació simple de Bernoulli, per
a un fluid incompressible, estableix que la suma de l’energia potencial, cinètica i de pressió
es manté constant al llarg d’una línia de corrent (equació (2.20)). En aquesta equació,
s’expressen els termes d’energia cinètica, potencial i de pressió, en forma de pressió ([Pa] en
SI).

C = 1
2ρ‖

~U‖2 + ρgh+ P (2.20)

D’aquesta manera, les conversions d’energia d’un element fluid al llarg d’una línia de
corrent, s’il·lustren a la figura 2.3. L’equivalència entre l’estat A i B es mostra a l’equació
(2.21). Al punt A, el fluid té una menor energia potencial i cinètica, doncs es troba en un punt
més baix que B i en una secció del túnel amb major àrea que B. Com el principi esmentat
estableix que la suma d’energies es manté constant, el punt B ha de tenir una menor pressió
(és a dir, converteix energia en forma de pressió a energia cinètica i potencial). D’altra
banda, el punt C és a la línia de corrent que recorre l’eix central del túnel, i que es troba
amb l’obstacle esfèric. L’energia cinètica del punt C és nul·la, i la seva pressió és P0, que
és la pressió d’estancament. Aquesta pressió és la suma de la pressió estàtica i dinàmica del
fluxe lliure (la pressió que mesuraria el pitot en aquell punt en el túnel de vent). La relació
entre pressió d’estancament i la pressió d’un element fluid donat, per a una alçada constant,
ve donada per l’equació (2.22), on P0 és la pressió d’estancament, P és la pressió del fluid
en aquell punt i q és la pressió dinàmica. L’equació (2.22) representa un cas particular de
l’equació (2.21), on el terme de l’esquerra és d’un element fluid amb una alçada h i velocitat
nul·la, i el terme de la dreta és el del mateix element fluid en un punt amb la mateixa alçada
h però velocitat diferent de 0. El terme q, per tant, és igual al terme d’energia cinètica.

1
2ρ‖

~UA‖2 + ρghA + PA = 1
2ρ‖

~UB‖2 + ρghB + PB (2.21)
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P0 = P + q = P + 1
2ρ‖

~U‖2 (2.22)

Figura 2.3: Línies de corrent en un túnel amb una esfera al centre.

2.4.1 Sensors de pressió dinàmica: Pitot i Prandtl

Els sensors de pressió dinàmica mesuren la velocitat a partir del terme q de l’equació (2.22).
S’obté el terme q amb l’equació (2.23), i es calcula U ([m/s], SI) a partir de q ([Pa], SI),
tal i com es mostra a l’equació (2.24). A la figura (2.4) es mostra el procediment de mesura
del ∂P = q mitjançant els sensors Pitot i Prandtl, per al posterior càlcul de la magnitud
U . Cal notar, que el sensor Prandtl pren la mesura de pressió estàtica a través d’un orifici
a la sonda, perpendicular al fluid, i que té l’avantatge de que la diferència d’alçades entre
els punts A i C és pràcticament nul·la, a diferència del Pitot, pel que la mesura de pressió
dinàmica és més precisa. Aquest fet s’il·lustra a l’equació (2.25), on es mostra el càlcul de
pressió dinàmica amb el Pitot.

q = P0 − Pstatic = 1
2ρ‖

~U‖2 (2.23)

U =
√

2q
ρ

(2.24)

PPitot = PB − PD = P0 − Pstatic + hCA ' P0 − Pstatic = q = 1
2ρ‖

~U‖2 (2.25)
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Figura 2.4: Esquema del funcionament Pitot (esquerra) i Prandtl (dreta), per calcular la
pressió dinàmica del fluid.

2.5 Teoria de capa límit

2.5.1 El nombre de Reynolds

En un element fluid situat en un fluxe, una sèrie de forces actuen sobre aquest: les forces
inercials, les de fricció, les de pressió i les de volum. El nombre de Reynolds és un coeficient
adimensional que expressa la relació entre les forces inercials i les de fricció (forces viscoses),
i que està fortament relacionat amb la quantitat de turbulència d’un fluxe. Les primeres
estan relacionades amb la quantitat de moviment de l’element fluid i són proporcionals a
la velocitat d’aquest c, i les segones estan relacionades amb les forces de cisalla que actuen
sobre l’element, i són proporcionals al gradient de velocitat ( δui

δxj
) [4].

Considerant les equacions (2.17), (2.18) i (2.19), el terme esquerre representa les forces
inercials, i les forces viscoses venen representades pels termes de la dreta, exceptuant les
forces de pressió ( ∂p

∂x
) i les forces volumètriques (ρfx). S’observa en aquests que depenen

d’una sèrie de variables: la densitat del fluid ρ ([kg/m3], SI), la viscositat µ ([Pa · s], SI),
la velocitat c ([m/s], SI) i una distància de referència L ([m], SI). El nombre de Reynolds es
pot derivar de diverses maneres, i en aquest text s’emprarà el teorema de Π Buckingham per
a justificar aquest nombre. Les variables relacionades amb el fenòmen són les esmentades,
i es poden expressar amb el següent vector: (ρα, µβ, cγ, Lθ). Aquestes variables s’expressen
en tres mangituds en total: massa (M), distància (L) i temps(T ). Segons el teorema de π
Buckingham [5], aquest conjunt de n = 4 variables im = 3 magnituds significa que el fenòmen
estudiat (turbulència), és proporcional a un nombre de termes adimensional a = n−m = 1.
La relació entre les variables esmentades i les magnituds corresponents es mostra a la taula
(2.1), que es resumeix en la matriu següent.
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ρ µ c L
[M ] 1 1 0 0
[L] −3 −1 1 1
[T ] 0 −1 −1 0

Taula 2.1: Variables d’interés i les seves magnituds corresponents

M =

 1 1 0 0
−3 −1 1 1
0 −1 −1 0


El teorema, doncs, estableix que s’ha de trobar un vector p = (α, β, γ, θ), tal que el

producte matricial (z = M · p) entre aquest vector i la matriu resulti en el vector zero,
z = [0, 0, 0], és a dir, que el resultat sigui adimensional. Aquest resultat es dona si p =
(1,−1, 1, 1), pel que Π1 és adimensional, i resulta ser el nombre de Reynolds, Re.

Π1 = ραµβcγLθ = ρ1µ−1c1L1 = ρcL

µ
= Re (2.26)

2.5.2 Capa límit

A la figura (2.5) es mostra l’evolució de la capa límit sobre una placa plana, per a un fluxe amb
direcció en l’eix x i sentit positiu. En color blau es mostra el perfil de velocitats. Prèviament
al contacte amb la placa, el perfil de velocitats del fluid és uniforme. No obstant, un cop
entra en contacte amb la placa, la velocitat del fluid en contacte amb aquesta és 0, degut a la
fricció entre el fluid i el sòlid. La velocitat augmenta gradualment fins a la velocitat del fluxe
lliure. La línia que separa la capa límit i el fluxe lliure ve donada pel perfil de velocitats,
doncs es considera que la capa límit acaba quan el fluid té el 99% de la velocitat del fluxe
lliure. A mesura que el fluxe es va desenvolupant al llarg de la placa, passa de laminar a
turbulent, amb un estat de transició laminar-turbulent entre ambdós, a què s’arriba un cop
el fluid recorre la distància crítica xcrit. El segment de transició entre laminar i turbulent
té una longitud finita i, habitualment, es considera que el canvi de laminar a turbulent és
instantani a x = xcrit [4].El fluxe laminar es caracteritza pel fluxe ’ordenat’ del fluid, i el
fluxe turbulent es caracteritza pel fluxe ’desordenat’, amb la presència de vòrtexs i Eddies.
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Figura 2.5: Evolució de la capa límit en una placa plana.

El gruix de la capa límit es pot calcular amb les equacions següents, segons si el fluxe a
la capa és laminar o turbulent. Les equacions per al gruix de la capa límit per a la placa
plana de la figura (2.5) es mostren a continuació, segons si el fluxe es laminar ((2.27) i (2.28)
en forma adimensional) o turbulent (2.29). A l’equació de gruix per a capa límit turbulenta
(2.29), G(ln(Re)) és una funció que depèn de ln(Re) i que és igual a 1 quan Re =∞ [4].

∂99%U(x) = 5
√
vx

U∞
(2.27)

∂99%U(x)
l

= 5√
Re

√
x

l
(2.28)

∂U∞
v

= 0.14 Re

ln(Re)G(ln(Re)) (2.29)

2.5.3 Despreniment de capa límit

Per a que un fluid es mogui en una direcció i sentit, usualment, ha d’haver un gradient de
pressió negatiu en aquell sentit. D’altra manera, el fluid es desaccelera a causa de les forces
de fricció. En l’exemple de la figura (2.5), el fluid entra en contacte amb la placa plana, i es
desenvolupa una capa límit. El fluxe lliure circula en el sentit positiu de l’eix x, i el gradient
de pressió és negatiu al llarg de tota la placa, en sentit positiu de l’eix x. No obstant, en cossos
amb canvis de geometria sobtada o depressions, com en el cas d’una esfera, es crea la capa
límit quan el fluxe entra en contacte amb aquesta, i ressegueix la superfície d’aquesta en el
sentit del fluxe lliure. No obstant, immediatament darrera de l’esfera, l’aire està relativament
estancat, doncs les línies de corrent que se separen al trobar-se amb l’esfera no es tornen a
unir immediatament després de l’esfera, sinó que ho fan una determinada distància després,
tal i com es mostra a la figura (2.6) [4].
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Figura 2.6: Despreniment de capa límit en un cilindre, 2D [4].

Aquest fet resulta en la creació d’una bossa d’aire a pressió d’estancament, major que la
del fluid en moviment (com s’ha esmentat als apartats anteriors, el fluid canvia energia de
pressió p en energia cinètica Ec, pel que les parts del fluxe en moviment tenen menor pressió
que les parts del fluxe estancades). Quan el fluid de la capa límit es troba amb la bossa
d’aire de major pressió, el gradient de pressió passa a ser positiu (en comptes de negatiu),
i el fluid es desaccelera i, fins i tot, reverteix el seu sentit. Com a resultat, té lloc el que
s’anomena com a despreniment de capa límit, tal i com es mostra a la figura (2.7). Aquest
fenomen es dona en canvis sobtats de geometria en objectes submergits en qualsevol fluxe
en moviment, i es dona en perfils aerodinàmics amb un angle d’atac pronunciat (que resulta
en la pèrdua de sustentació).

Figura 2.7: Despreniment de capa límit.
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2.5.4 Equacions de Navier-Stokes aplicades a la capa límit

Les equacions de Navier-Stokes es poden simplificar (negligir termes) per a facilitar la seva
resolució a la capa límit. Partint d’un fluxe bidimensional i incompressible (com en el
cas treballat en el túnel de vent), les equacions de Navier-Stokes ((2.17), (2.18) i (2.19))
i de conservació de la massa (2.5) se simplifiquen en les equacions següents (2.30), (2.31)
i (2.32) [6]. A més, s’estableix que el vector velocitat (ux, uy) = (0, 0) a la superfície de
l’objecte, on ux = 0 és la condició de ’no-lliscament’.

∂ux
∂x

+ ∂uy
∂y

= 0 (2.30)

ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

= −1
ρ

∂p

∂x
+ v(∂

2ux
∂x2 + ∂2uy

∂y2 ) (2.31)

ux
∂uy
∂x

+ uy
∂uy
∂y

= −1
ρ

∂p

∂y
+ v(∂

2uy
∂x2 + ∂2uy

∂y2 ) (2.32)

Per a la simplificació d’aquestes equacions, es realitza una comparació d’ordre de mag-
nituds entre termes, per a eliminar els termes negligibles (considerablement menors que la
resta de termes de l’equació). Es parteix d’un objecte submergit en un fluid (p.e. un perfil
d’ala), amb una longitud característica L i un gruix de capa límit δ, i es realitzen les següents
assumpcions [6]:

1. La velocitat a la vora de la capa límit és igual a U .

2. Les derivades en la direcció x es poden estimar a través de la longitud (∂x ∼ L).

3. Les derivades en la direcció y es poden estimar a través de la longitud δ (∂y ∼ δ), on
δ << L.

4. El gradient de pressió s’adapta als altres termes de l’equació.

D’aquestes assumpcions s’extreu que, partint de (2.30), com ∂ux
∂x
∼ U

L
, per a que l’equació

de continuïtat es compleixi, uy ∼ δU
L
. D’aquesta manera, ∂uy

∂y
∼ U

L
, que és el mateix ordre de

magnitud que ∂ux
∂x

, pel que la suma d’ambós pot donar 0 (d’altra manera quedaria ∂ux
∂x

= 0,
quan ∂ux

∂x
∼ U

L
6= 0).

Seguint amb les aproximacions, s’extreu que els termes de l’esquerra de l’equació (2.31)
són de magnitud ∼ U2

L
, v ∂2ux

∂x2 ∼ vU
L2 i v ∂2ux

∂y2 ∼ vU
δ2 . S’observa que vU

δ2 >> vU
L2 , pel que v ∂

2ux
∂x2

pot ser negligit. Aplicant un procediment similar a l’equació (2.32), s’obtenen les equacions
següents [6].

∂ux
∂x

+ ∂uy
∂y

= 0 (2.33)
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ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

= −1
ρ

∂p

∂x
+ v

∂2ux
∂y2 (2.34)

0 = −1
ρ

∂p

∂y
(2.35)

2.6 Modelització de capa límit

Si es realitza un anàlisi dimensional de la turbulència al costat d’una paret, s’identifiquen 5
variables rellevants: y [L] (distància a la paret), u(y) [LT−1] (velocitat mitja del fluid), τw
[ML−1T−2] (esforç de cisalla a la paret), ρ [ML−3] (densitat del fluid), v [L2T−1] (viscositat
cinemàtica). Com és un sistema de 5 variables amb 3 dimensions, segons el teorema de π
Buckingham [5], es deriven dos valors adimensionals (Π1, Π2). La taula següent mostra les
variables a les columnes, i les dimensions a les files (taula 2.2) [7].

y u τw ρ v
[M ] 0 0 1 1 0
[L] 1 1 −1 −3 2
[T ] 0 −1 −2 0 −1

Taula 2.2: Variables d’interés i les seves magnituds corresponents

M =

0 0 1 1 0
1 1 -1 -3 2
0 -1 -2 0 -1


El teorema, doncs, estableix que s’ha de trobar dos vectors pn = (α, β, γ, θ, δ), tal

que el producte matricial (z = M · p) entre aquest vector i la matriu resulti en el vec-
tor zero, z = [0, 0, 0]. Aquest resultat es dona per als dos vectors p1 = (1, 0, 1

2 ,−
1
2 ,−1) i

p2 = (0, 1,−1
2 ,

1
2 , 0). Els valors adimensionals es mostren a continuació (equacions (2.36) i

(2.37)) [7].

y+ = y

v
(τw
ρ

) 1
2 (2.36)

u+ = u(τw
ρ

)− 1
2 (2.37)

Si es defineix un terme anomenat velocitat de fricció, donat per l’equació (2.38), les
equacions (2.36) i (2.37) es poden reescriure (equacions (2.39) i (2.40)) [7]:

uτ = (τw
ρ

) 1
2 (2.38)
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y+ = uτy

v
(2.39)

u+ = u

uτ
(2.40)

Si s’expressa u+ com a funció de y+, es troba un perfil universal de capa límit, mostrat
a la figura 2.8 [7].

Figura 2.8: Perfil universal de velocitats a la capa límit [7].

A la figura 2.8, s’observa que la capa límit es divideix en tres capes: la subcapa laminar
(0 ≤ y+ < 5), en contacte amb la superfície de l’objecte, la capa de transició (5 ≤ y+ < 30)
i la capa turbulenta (30 ≤ y+). El perfil de velocitats a cada capa ve donat per una funció
diferent. A la subcapa laminar, l’esforç de fricció és lineal i ve donat per τw = ρv ∂u

∂y
. En

aquesta subcapa, u+ = y+. A la capa turbulenta, on el fluid ja no està dominat pels efectes
viscosos, el perfil de velocitats canvia. Emprant el model de Prandtl de distància de barreja,
on defineix τw = −ρu′v′, on u = l dU

dy
i v ∼ l dU

dy
, sent l la distància perpendicular a la direcció

principal del fluxe que recorre una partícula oscil·latòria [8], resulta l’equació (2.41).

τw = ρl2(dU
dy

)2 (2.41)

Segons [7], τw ≈ ρk2y2(∂u
∂y

)2. Assumint k com a constant i integrant, s’obté l’equació
u+ = f(y+) següent (2.42) [7].

u+ = 1
k
ln(y+) + C = 2.303

k
log10(y+) + C (2.42)
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D.B. Spalding va proposar l’any 1961 [9], una equació de la forma y+ = f(u+) aplicable
a les tres capes (laminar, transitòria i turbulenta), mostrada a l’equació (2.43). A la figura
2.9, es mostra la funció descrita per Spalding [10].

y+ = u+ + 0, 1108
[
exp 0, 4u+ − 1− 0, 4u+ − (0, 4u+)2

2! − (0, 4u+)3

3! − (0, 4u+)4

4!

]
(2.43)

Figura 2.9: Perfil universal de velocitats a la capa límit de Spalding [10].

2.6.1 Càlcul de y+ al mallat de la capa límit

Per a modelar correctament el comportament del fluid a la capa límit, és important realitzar
un correcte mallat de la capa límit a la superfície de l’objecte estudiat. Per tant, la mida
de les cel·les a la superfície ha de ser suficientment petita per a captar les variacions en
el perfil de velocitats (tal i com es mostra a la figura 2.10). Per tant, s’empra la distància
adimensional y+ per a calcular la distància y a què s’ha de situar el centre de la primera
cel·la del mallat per a obtenir un mallat prou definit (sabent que la cel·la té una alçada
h = 2y). El procediment per a calcular y és el següent [11]:

1. Calcular Re = ρULcaract
µ

.

2. Calcular el coeficient de fricció (p.e. el model de Schlichting [4]):
Cf = [2log10(Rex)− 0, 65]−2,3 per a Re < 109.

3. Calcular l’esforç de cisalla τw = Cf
1
2ρU

2.
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4. Calcular la velocitat de fricció u+ =
√

τw
ρ
.

5. Calcular la distància y = y+µ
ρu+ .

Figura 2.10: Mallat de la capa límit, amb el centre de les cel·les del mallat marcat amb un
punt vermell.

El mallat del perfil aerodinàmic es realitza amb l’API de Python per a GMSH. GMSH
permet realitzar un mallat progressiu per a mallar capes límit. Si es consulta la docu-
mentació, s’observa que el tipus de malla es pot establir com a progressiu (′meshType =
”Progression”′), amb un coeficient (′coef = c′) donat, tal que, per a un gruix de capa límit
LBL donat, i un nombre de divisions del mallat z, es compleix l’equació (2.44) [12]. A la
figura 2.11 es mostra un esquema del mallat.

LBL =
z∑

n=0
cn · x (2.44)

A la figura 2.44, h és l’alçada de la cel·la més propera a la superfície del perfil aerodi-
nàmic. Els càlculs descrits amb y+ serveixen per a calcular y = h/2 (centre de la cel·la),
on h = cz · x, segons l’equació (2.44).
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Figura 2.11: Esquema de mallat de la capa límit, amb el centre de les cel·les del mallat
marcat amb un punt vermell.

A continuació es detalla un exemple de càlcul per a l’obtenció d’un coeficient c tal que
el valor de y+ al centre de la primera cel·la sigui igual a 1. On la velocitat del fluxe d’aire
és U = 20 m/s, i les propietats de l’aire a T = 20 graus centígrads i 1 atm s’han extret
de la taula A.2 del llibre de Mecànica de Fluids de Frank M. White [13]: ρ = 1, 20 kg/m3,
µ = 1, 80E − 5 Pa · s i v = 1, 50E − 5 m2/s. La longitud característica del perfil és de
0, 152 m i el mallat de la capa límit té una alçada de LBL = 0, 005 m.

1. Calcular Re = 1,20 kg/m320 m/s0,152 m
1,80E−5Pa·s = 202.666, 667.

2. Calcular el coeficient de fricció (p.e. el model de Schlichting [4]):
Cf = [2log10(202.666, 667)− 0, 65]−2,3 = 5, 0541E − 3.

3. Calcular l’esforç de fricció τw = 5, 0541E − 31
21, 20 kg/m3(20 m/s)2 = 1, 2129 N/m2.

4. Calcular la velocitat de fricció u+ =
√

1,2129N/m2

1,20kg/m3 = 1, 00539.

5. Calcular la distància y = 1·1,80E−5 Pa·s
1,20 kg/m3·1,00539 = 1, 4919E − 5 m.

6. Calcular l’alçada de la primera cel·la h = 2 · y = 2, 983892765E − 5 m.
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7. Calcular c tal que LBL = 0, 005 m = ∑15
n=0(cn · x), on x = h

cz
= 2,983892765E−5 m

c15 .
La solució real és igual a c = 0, 786736, que és el coeficient de progressió a emprar en
el mallat.

2.7 El teorema de sustentació de Kutta-Joukowski

L’any 1906, Joukowski publica el teorema segons el qual: "Si un corrent de fluid bidimensional
irrotacional, tenint a l’infinit una velocitat V∞, envolta qualsevol contorn tancat sobre el qual
la circulació de la velocitat és Γ, la força de la pressió aerodinàmica actua sobre el seu contorn
en una direcció perpendicular i té el valor L′ = ρ∞V∞Γ" [14](traduït de l’anglès). En aquesta
equació, L′ és la força de sustentació per unitat de longitud de l’ala (′span′), ρ∞ i V∞ són la
densitat i velocitat del fluid a l’infinit i Γ és la circulació del camp vectorial de velocitat al
voltant del perfil, donada per l’equació (2.45) [14].

Γ =
∮
C
u · dx =

∮
C
∇φ · dx (2.45)

On φ és el potencial de la velocitat, definit per l’equació (2.46) [14], i O i P són dos punts
arbitraris definits a l’espai.

φ =
∫ P

O
u · dx (2.46)

Figura 2.12: Circulació sobre un perfil aerodinàmic en 2D [15].
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Tal i com es mostra a la figura 2.12, el fluxe d’aire es pot dividir en dos components: un
component amb la direcció del fluxe lliure de corrent (figura 2.12 (a)) i el fluxe circulatori
creat pel perfil en interactuar amb el fluxe (figura 2.12 (b)). Aquesta circulació del fluxe és
la causa principal de la força de sustentació [15].

Per a un perfil aerodinàmic simètric, de longitud L i amb angle d’atac α, el valor de la
circulació Γ ve donat per l’equació (2.47).

Γ = −πUL sinα (2.47)

2.7.1 Coeficients adimensionals CD, CL i CM

Els coeficients de drag (CD) i de lift (CL) són nombres adimensionals que relacionen el ratio
entre la força de ’drag’ FD o de ’lift’ FL i una àrea de referència S amb la quantitat d’energia
cinètica del fluid (Ec = 1

2ρ‖~U‖
2) (equacions (2.48) i (2.49)) [13]. La força de ’drag’ és la

força amb la mateixa direcció i sentit que el fluxe lliure que exerceix aquest sobre un objecte
afectat pel fluxe, i la força de ’lift’ és la força perpendicular al fluxe lliure que exerceix aquest
sobre el mateix objecte. D’altra banda, el coeficient de moment (CM) relaciona el moment
exercit sobre el perfil pel fluxe amb l’energia cinètica del fluid, amb una àrea de referència S
i una corda del perfil l (eq. 2.50) [16]. Aquests coeficients adimensionals permeten comparar
el rendiment de diferents perfils aerodinàmics sotmesos a diferents condicions.

FD
S

= 1
2ρ‖

~U‖2CD (2.48)

FL
S

= 1
2ρ‖

~U‖2CL (2.49)

M

S · l
= 1

2ρ‖
~U‖2CM (2.50)

2.7.2 Pèrdua de sustentació

El coeficient de sustentació CL augmenta amb l’angle d’atac del perfil. No obstant, tal i com
es mostra a la figura 2.13, a mesura que l’angle d’atac augmenta, el punt de separació de la
capa límit avança cap endavant, fins que l’angle d’atac arriba a un punt crític (16° en el cas
de la figura 2.13). En aquest punt, el coeficient de sustentació és màxim (per tant, la força
de sustentació és màxima), però un augment de l’angle d’atac provoca el despreniment total
de la capa límit a la part superior del perfil aerodinàmic, i té lloc un fenòmen anomenat
pèrdua de sustentació, en què el coeficient de sustentació CL cau sobtadament.

A la figura 2.14, s’observa el fenomen comentat, per a un perfil simètric NACA0009, amb
aleró i sense (al centre de la figura 2.14, s’observa un petit esquema del perfil simètric, amb
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la possibilitat d’afegir un aleró a la part posterior, o ’flap’). S’observa com el coeficient de
sustentació CL arriba a un màxim per a un angle d’atac de 15° (per al perfil sense aleró),
i que aquest coeficient cau sobtadament passat el màxim (pèrdua de sustentació). D’altra
banda, s’observa que el coeficient de fregament CD té el seu mínim als 0°, i augmenta de
forma monòtona amb l’angle d’atac.

Figura 2.13: Pèrdua de sustentació en un perfil aerodinàmic [15].

Figura 2.14: Coeficients de resistència CD i de sustentació CL en funció de l’angle d’atac (en
graus), per a un perfil simètric NACA0009, amb aleró i sense [13].
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Capítol 3

Models de turbulència

3.1 Models de turbulència RANS

Els models RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes), es fonamenten en el principi de des-
composició de Reynolds, segons el qual les propietats del fluid es poden descomposar en
dos termes: el terme mitjà i les desviacions d’aquest. D’aquesta manera, per exemple, el
camp de velocitats u(x, y, z, t) es pot descomposar segons l’equació (3.1), on u(x, y, z, t) és
la mitja temporal del camp de velocitats i u′(x, y, z, t) comprèn les fluctuacions instantànies
d’aquest [17]. Les fluctuacions u′(x, y, z, t), per tant, són tals que el seu valor mitjà és igual
a 0. A la figura 3.1 es mostra un exemple de descomposició del camp de velocitats.

u(x, y, z, t) = u(x, y, z, t) + u′(x, y, z, t) (3.1)

Figura 3.1: Exemple de descomposició del camp de velocitats u(x, y, z, t) per a un punt en
l’espai, en el seu valor mitjà u(x, y, z, t) i les desviacions instantànies u′(x, y, z, t).

La mitjana temporal d’una propietat φ ve donada per l’equació (3.2). Per a caracteritzar
les fluctuacions estadístiques d’una propietat (p.e. u′(x, y, z, t) en el cas de la velocitat),
s’utilitza la variància (eq. (3.4)) i el valor RMS (’Root-Mean-Square’) (eq. (3.3)). La vari-
ància també es pot entendre com el segon moment de les fluctuacions. El segon moment dels
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components fluctuants de dues variables ψ i φ (ψ′ i φ′), ve donat per l’equació (3.5). Aquest
segon moment és útil per a trobar dependències entre fluctuacions de diferents variables en
un fluid, doncs, si dues fluctuacions són independents, el segon moment d’aquestes és igual
a zero [18].

Φ = 1
∆t

∫ ∆t

0
φ(t) dt (3.2)

(φ′)2 = 1
∆t

∫ ∆t

0
(φ′)2 dt (3.3)

φrms =
√

(φ′)2 =
[

1
∆t

∫ ∆t

0
(φ′)2 dt

] 1
2

(3.4)

ψ′φ′ = 1
∆t

∫ ∆t

0
ψ′φ′ dt (3.5)

3.1.1 Equacions RANS per a fluxe incompressible

Partint de l’equació de Navier-Stokes per a un fluxe en l’eix x, mostrat a l’equació (2.17), es
poden realitzar una sèrie de simplificacions, tal i com es mostra a continuació, on una sèrie
de termes es poden negligir. El terme d’esforços viscosos, a la part dreta de l’equació, es pot
reescriure com es mostra a l’equació (3.6). El terme [SMX ] es pot negligir, pel que l’equació
de Navier-Stokes en l’eix x queda com es mostra a l’equació (3.7). De forma similar pels
eixos y i z, resulten les equacions (3.8) i (3.9), respectivament [18].

∂

∂z

[
µ(∂u
∂z

+ ∂w

∂x
)
]

+ ∂

∂y

[
µ(∂v
∂x

+ ∂u

∂y
)
]

+ ∂

∂x

[
λ∇ · ~U + 2µ∂u

∂x

]
+ ρfx

= ∂

∂x
(µ∂u
∂x

) + ∂

∂y
(µ∂u
∂y

) + ∂

∂z
(µ∂u
∂z

)

+
[
∂

∂x
(µ∂u
∂x

) + ∂

∂y
(µ∂v
∂x

) + ∂

∂z
(µ∂w
∂x

) + ∂

∂x
(λ∇ · ~U)

]
+ ρfx

= ∇ · (µ∇u) + [SMX ]

(3.6)

ρ(∂u
∂t

+ ~U · ∇u) = ∇ · (µ∇u)− ∂p

∂x
(3.7)

ρ(∂v
∂t

+ ~U · ∇v) = ∇ · (µ∇v)− ∂p

∂y
(3.8)

ρ(∂w
∂t

+ ~U · ∇w) = ∇ · (µ∇w)− ∂p

∂z
(3.9)
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Partint de l’equació (3.7), s’observen les variables ~u, u, v, w i p, a les quals es pot aplicar
la descomposició de Reynolds: ~u = ~U + ~u′, u = U +u′, v = V + v′, w = W +w′ i p = P + p′.
Si es realitza la sustitució d’aquests termes a l’equació (3.7), i es realitza la mitjana de cada
terme (segons l’equació (3.2)), s’obté l’equació (3.10), on ∂u

∂t
= ∂u

∂t
,∇(u~u) = ∇(U ~U)+∇(u′~u′),

∂p
∂x

= ∂P
∂x

i ρ∇ · (∇u) = ρ∇ · (∇U) [18].

ρ(∂U
∂t

+∇ · (U ~U) +∇ · (u′~u′)) = ∇ · (µ∇U)− ∂P

∂x
(3.10)

Es pot observar, a l’equació (3.10), que el terme ∇·(u′~u′)) és nou, i ha sigut introduït per
la descomposició de Reynolds i la mitjana realitzada (mitjana de Reynolds, o ’Reynolds Ave-
rage’). Aquest terme se sol representar a la dreta de l’equació, segons es mostra a l’equació
(3.11). De forma similar, per als eixos y i z, tenim les equacions (3.12) i (3.13), respecti-
vament. Els nous esforços normals i tangencials, de tipus −ρ(u′)2 i −ρu′v′, respectivament,
són els anomenats esforços de Reynolds (’Reynolds Stresses’) [18].

ρ(∂U
∂t

+∇ · (U ~U)) = ∇ · (µ∇U)− ∂P

∂x
− ρ∇ · (u′~u′)

= ∇ · (µ∇U)− ∂P

∂x
+
[
∂(−ρ(u′)2)

∂x
+ ∂(−ρu′v′)

∂y
+ ∂(−ρu′w′)

∂z

] (3.11)

ρ(∂V
∂t

+∇ · (V ~U)) = ∇ · (µ∇V )− ∂P

∂y
− ρ∇ · (v′~u′)

= ∇ · (µ∇V )− ∂P

∂y
+
[
∂(−ρu′v′)

∂x
+ ∂(−ρ(v′)2)

∂y
+ ∂(−ρv′w′)

∂z

] (3.12)

ρ(∂W
∂t

+∇ · (W ~U)) = ∇ · (µ∇W )− ∂P

∂z
− ρ∇ · (w′~u′)

= ∇ · (µ∇W )− ∂P

∂z
+
[
∂(−ρu′w′)

∂x
+ ∂(−ρv′w′)

∂y
+ ∂(−ρ(w′)2)

∂z

] (3.13)

3.1.2 L’hipòtesi de Boussinesq

L’any 1877, Boussinesq va proposar que els esforços de Reynolds eren proporcionals a les
velocitats mitges de deformació. Per tant, els esforços de Renyolds (−ρu′iu′j) es poden
reescriure com a l’equació (3.14), on k és l’energia cinètica turbulenta i igual a k = 1

2(u′2 +
v′2 + w′2) [18] [19].

τij = −ρu′iu′j = µt(
∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)− 2
3ρkδij (3.14)
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3.1.3 L’equació de transport

Observant les equacions de Navier-Stokes (equacions (2.17), (2.18) i (2.19)), s’observa una
forma comuna en aquestes. Una forma generalitzada de la seva estructura es dona a l’equació
següent (3.15), on Φ és una propietat escalar del fluid transportada per aquest, Γ és el
coeficient de difusió de la propietat i SΦ és el terme font.

∂(ρΦ)
∂t

+∇ · (ρΦ~u) = ∇ · (Γ∇Φ) + SΦ (3.15)

3.1.4 Model k − ε

El model k-epsilon, creat per Launder i Spalding [20], és un model de turbulència RANS de
dos equacions. A continuació es descriu el model, on k és l’energia cinètica turbulenta i ε
és la velocitat de dissipació viscosa. Els autors comencen per la definició del termes k (eq.
(3.16)) i ε (eq. (3.17)), així com dos altres termes: l (eq. (3.18)), que és una longitud que
representa l’escala macroscòpica de la turbulència i W (eq. (3.19)), que representa la mitja
temporal del quadrat de les fluctuacions de vorticitat [20]. On v és la viscositat dinàmica
del fluid i Ce una constant.

k = 1
2uiui (3.16)

ε = v
∂ui∂ui
∂xk∂xk

(3.17)

l = Cek
3
2

ε
(3.18)

W = ε2

(Cek)2 (3.19)

El model defineix una viscositat turbulenta efectiva µt (eq. (3.20)), on Cµ és una cons-
tant [20].

µt = Cµρk
1
2 l (3.20)

Per a fluxes amb un nombre de Reynolds alt, les equacions de transport de k i ε es mostren
a continuació (equacions (3.21) i (3.22), respectivament). Els valors de les constants presents
en ambdues equacions venen donats per la taula 3.1 [20]. Aquestes equacions corresponen
al model kEpsilon d’OpenFOAM.

34



CAPÍTOL 3. MODELS DE TURBULÈNCIA

dk

dt
= 1
ρ

∂

∂xk

[
mut
σk

∂k

∂xk

]
+ µt

ρ
(∂Ui
∂xk

+ ∂Uk
∂xi

)∂Ui
∂xk
− ε (3.21)

dε

dt
= 1
ρ

∂

∂xk

[
mut
σe

∂ε

∂xk

]
+ C1µt

ρ

ε

k
(∂Ui
∂xk

+ ∂Uk
∂xi

)∂Ui
∂xk
− C2

ε2

k
(3.22)

Cµ C1 C2 σk σε
0, 09 1, 44 1, 92 1, 0 1, 3

Taula 3.1: Constants per a les equacions de transport de k i ε, per a fluxe amb nombre de
Reynolds alt [20].

Per a fluxes amb un nombre de Reynolds baix, com a la superície d’un objecte, les equaci-
ons anteriors (equacions (3.21) i (3.22)) no són vàlides, doncs són per a fluxes completament
turbulents. Les equacions a emprar per al càlcul de k i ε en una superfície són les següents
(equacions (3.23) i (3.24), respectivament) [20]. Les constants C1, σk i σc mantenen els ma-
teixos valors que els mostrats a la taula 3.1, però Cµ i C2 varien amb el nombre de Reynolds
del fluxe, tal i com es mostra a les equacions (3.25) i (3.26).

dk

dt
= 1
ρ

∂

∂xj

[
(mut
σk

+ µ) ∂k
∂xj

]
+ µt

ρ
(∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)∂Ui
∂xj
− 2v(∂k

1
2

∂xj
)2 − ε (3.23)

dε

dt
= 1
ρ

∂

∂xj

[
(mut
σc

+ µ) ∂ε
∂xj

]
+ C1

ε

k

µt
ρ

(∂Ui
∂xj

+ ∂Uj
∂xi

)∂Ui
∂xj
− C2

ε2

k
− 2, 0vµt

ρ
( ∂2Ui
∂xj∂xi

)2 (3.24)

Cµ = Cµ∞ exp
[
−2, 5

(1 + Rt
50 )

]
(3.25)

C2 = C2∞
[
1, 0− 0, 3 exp (−R2

t )
]

(3.26)

3.1.5 Model k − ω

En aquest apartat es presenta el model k-omega, on k és l’energia cinètica turbulenta espe-
cífica, i ω és la velocitat específica de dissipació de turbulència. Aquest model, com el model
k-epsilon anterior, es basa en l’hipòtesi de Boussinesq per al càlcul d’esforços viscosos τij,
tal i com es mostra a l’equació (3.27), on Sij és el tensor amb traça (suma dels elements
diagnoals) nul·la de la mitja de velocitat de deformació, Sij és el tensor de la mitja de
velocitat de deformació i δij és el delta de Kronecker (que representa la matriu unitat). La
viscositat molecular µT ve donada per l’equació (3.29), on ω̃ és la velocitat específica efec-
tiva de dissipació, donada per l’equació (3.30), on Clim = 7

8 i β∗ = 9
100 és un coeficient de

tancament [21].
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ρτij = 2µtSij −
2
3ρkδij (3.27)

Sij = Sij −
1
3
∂uk
∂xk

δij = 1
2(∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)− 1
3
∂uk
∂xk

δij (3.28)

µt = ρk

ω̃
(3.29)

ω̃ = max

ω,Clim
√√√√2SijSij

β∗

 (3.30)

Les dues equacions de turbulència del model són les següents (equacions (3.31) i (3.31)),
on σ = 1

2 , σ∗ = 3
5 , β = 0, 0708 1+85χω

1+100χω . Els valors de χω (valor absolut del valor adimensional
de Pope de la mesura de l’allargament dels vòrtex), Ωij (tensor de rotació) i Ŝki (invariant
galileana del tensor de velocitat de deformació) venen donats per les equacions (3.33), (3.34)
i (3.35), respectivament [21]:

∂

∂t
(ρk) + ∂

∂xj
(ρujk) = ρτij

∂ui
∂xj
− β ∗ ρkω + ∂

∂xj

[
(µ+ σ ∗ ρk

ω
) ∂k
∂xj

]
(3.31)

∂

∂t
(ρω) + ∂

∂xj
(ρujω) = α

ω

k
ρτij

∂ui
∂xj
− βρω2 + σd

ρ

ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
+ ∂

∂xj

[
(µ+ σ

ρk

ω
) ∂ω
∂xj

]
(3.32)

χω ≡ |
ΩijΩjkŜki
(β ∗ ω)3 | (3.33)

Ωij = 1
2(∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

) (3.34)

Ŝki = Ski −
1
2
∂um
∂xm

δki (3.35)

Per a superfícies lleugerament rugoses, on no es pot considerar la condició de lliscament,
es dona la condició de no-lliscament (’no-slip condition’). En aquest cas, el model empra
una condició de contorn a la superfície (y = 0), on ω ve donada per la següent equació (eq.
(3.36)). SR és el valor de ω adimensional a la superfície amb rugositat, i ve donada per
l’equació (3.37), en funció del valor k+

s , que és l’alçada adimensional de la rugositat de la
superfície [21].
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ω = u2
t

v
SR (3.36)

SR =
(200

k+
s

)2, if k+
s ≤ 5

100
k+
s

+
[
(200
k+
s

)2 − 100
k+
s

]
exp (5− k+

s ) if k+
s > 5

(3.37)

3.1.6 Model SST k − ω

El model SST (’Shear-Stress Transport’) k−ω combina el model k-ε amb el model k−ω. El
model SST està basat en una formulació k−ω, és a dir, el model k− ε per a nombres alts de
Reynolds és transformat a la formulació del model k − ω. Aquest últim model és emprat a
les regions properes a superfícies i el model k− ε és utilitzat a les regions de fluxe lliure i de
despreniment. El model k− ε transformat es mostra a les equacions (3.38) i (3.39). Ambdós
models són combinats emprant la funció de barreja F1, i l’aplicació d’aquesta es mostra a
l’equació (3.40), on φ1 representa qualsevol constant del model k− ω, φ2 qualsevol constant
del model transformat de k − ε i φ qualsevol constant del nou model SST k − ω. La funció
F1 està dissenyada tal que és igual a 1 a la subcapa límit i a la zona logarítmica de la capa
límit, i disminueix gradualment fins a ser igual a 0 a la zona de despreniment [22].

∂(ρk)
∂t

+ ∂(ρujk)
∂xj

= τij
∂ui
∂xj
− β ∗ ρωk + ∂

∂xj

[
(µ+ σk2µt)

∂k

∂xj

]
(3.38)

∂(ρω)
∂t

+ ∂(ρujω)
∂xj

= γ2

vt
τij
∂ui
∂xj
− β2ρω

2 + ∂

∂xj

[
(µ+ σω2µt)

∂ω

∂xj

]
+ 2ρσω2

1
ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(3.39)

φ = F1φ1 + (1− F1)φ2 (3.40)

L’aplicació de l’equació (3.40) a les equacions modificades (3.38) i (3.39) del model k− ε,
i a les equacions (3.32) i (3.31) del model k − ω, resulten en les equacions base del model
SST k − ω (equacions (3.41) i (3.42)) [22].

∂(ρk)
∂t

+ ∂(ρujk)
∂xj

= τij
∂ui
∂xj
− β ∗ ρωk + ∂

∂xj

[
(µ+ σkµt)

∂k

∂xj

]
(3.41)

∂(ρω)
∂t

+∂(ρujω)
∂xj

= γ

vt
τij
∂ui
∂xj
−βρω2+ ∂

∂xj

[
(µ+ σωµt)

∂ω

∂xj

]
+2ρ(1−F1)σω2

1
ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
(3.42)

El model SST k − ω també es basa en la hipòtesi de Boussinesq (eq. (3.14)), però es
diferencia dels models k − ω i k − ε en què té en compte el transport de l’esforç principal
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turbulent de cisalla. Aquesta equació de transport assumeix que l’esforç de cisalla a la
capa límit és proporcional a l’energia cinètica turbulenta k, segons τ = ρa1k, on a1 és una
constant. D’altra banda, els models de dos equacions anteriors, calculen l’esforç de cisalla
segons τ = µtΩ, on Ω = ∂u

∂y
. Aquest càlcul de τ resulta en una sobrepredicció de τ en zones

amb gradients de pressió adversos [22]. L’equació que empra el model SST per a calcular
la viscositat dinàmica vt, és la següent (eq. (3.43)), on F2 és igual a 1 per a fluxes de capa
límit i 0 per a fluxes lliures sense cisalla.

vt = a1k

max(a1ω,ΩF2) (3.43)

Finalment, les funcions F1 i F2 es descriuen a continuació, on la variable d és la distància
a la següent superfície [22] [23].

F1 = tanh (arg4
1) (3.44)

arg1 = min
[
max(

√
k

β ∗ ωd
,
500v
d2ω

), 4ρσω2k

CDkωd2

]
(3.45)

CDkω = max(2ρσω2
1
ω

∂k

∂xj

∂ω

∂xj
, 10−20) (3.46)

F2 = tanh (arg2
2) (3.47)

arg2 = max(2
√
k

β ∗ ωd
,
500v
d2ω

)) (3.48)

3.1.7 Model Spalart-Allmaras

El model Spalart-Allmaras (presentat per P.R. Spalart i S.R. Allmaras l’any 1994 [24]) és un
model d’una sola equació de viscositat d’eddies lineal, que empra la hipòtesi de Boussinesq. A
l’equació 3.49 es mostra l’equació del model [25], on ν̃ és la variable de turbulència calculada
per l’equació del model, νt és la viscositat cinemàtica turbulenta, Cb1, Cω1, etc. són constants
empíriques, σ és el nombre turbulent de Prandtl, d és la distància del punt on es realitza el
càlcul a la paret, k = 0, 41 és la constatn de Kármán, i g, r i S̃ són variables intermèdies.
A l’equació 3.50 es mostra el càlcul de la viscositat cinemàtica turbulenta, i a les equacions
successives es presenten les equacions de la resta de termes intermedis [25] [24].

∂ν̃

∂t
+ uj

∂ν̃

∂xj
= Cb1(1− ft2)S̃ν̃ −

[
Cω1fω −

Cb1
k2 ft2

]
( ν̃
d

)2 + 1
σ

[
∂

∂xj
((ν + ν̃) ∂ν̃

∂xj
) + Cb2

∂ν̃

∂xi

∂ν̃

∂xi

]
(3.49)
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νt = ν̃fv1 (3.50)

fv1 = χ3

χ3 + c3
v1

(3.51)

χ = ν̃

ν
(3.52)

S̃ = Ω + ν̃

k2d2fv2 =
√√√√(∂ui

∂xj
− ∂uj
∂xi

)(∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

) + ν̃

k2d2fv2 (3.53)

fv2 = 1− χ

1 + χfv1
(3.54)

fω = g

[
1 + c6

ω3
g6 + c6

ω3

] 1
6

(3.55)

g = r + Cω2(r6 − r) (3.56)

r = min
[

ν̃

S̃k2d2
, 10

]
(3.57)

ft2 = Ct3 exp−Ct4χ2 (3.58)

Les condicions de contorn del model són les següents. A l’equació 4.1 es mostra l’equació
per al càlcul de la condició inicial de ν̃, però és habitual l’ús de valors de ν̃ situats entre 3ν∞
i 5ν∞.

ν̃wall = 0

ν̃farfield = 3ν∞ : a : 5ν∞

3.2 Models de turbulència LES

A diferència dels models RANS, en què es realitza una mitja temporal de les equacions de
Navier-Stokes, els models LES (’Large Eddy Simulation’) es fonamenten en la realització de
mitjanes espacials de les equacions, és a dir, en la reducció de la resolució espacial del càlcul
a través de mitjanes locals de les equacions.
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El fluxe turbulent es caracteritza per l’aparició de vòrtex o ’eddies’ de diferents mides,
que distorsionen i extreuen energia del fluxe principal. Els eddies de major mida treuen
energia del fluxe principal i, a la vegada, ’eddies’ menors extreuen energia de l’eddy major.
Aquest fenòmen té lloc cada cop amb ’eddies’ de menor mida, en una mena de cascada (fins
a arribar a l’escala de Kolmogòrov, en què les forces viscoses destrueixen el vòrtex [26]).
L’energia extreta pels vòrtex del fluxe principal és dissipada amb la fricció del fluid en forma
de calor.

El filtrat espacial elimina els vòrtex més petits que una escala determinada ∆. Els vòrtexs
majors que aquesta escala són resolts amb les equacions LES, però els ’eddies’ menors que
aquesta són modelats amb els models anomenats SGS (’Sub-Grid-Scale’), on el ’grid’ fa
referència a l’escala mínima ∆ de filtrat de vòrtex. Evidentment, la longitud ∆ és major que
la mida h de les cel·les del mallat. A la figura 3.2 es mostren ’eddies’ de diferents mides i
el mallat del volum de control, amb l’escala de filtrat ∆ i la longitud de cel·la h.

Figura 3.2: Comparació d’escales entre el mallat del volum de control, els ’eddies’ majors i
menors, i les longituds ∆ i h.

El filtrat de les variables del fluxe ve descrit per l’equació (3.59) [18], on G(x, x′,∆) és
el filtre, φ(x′, t) és la variable original i φ(x, t) és la variable filtrada espacialment. On x és
el punt central de la integració (on s’assigna el valor resultant)i x′ és un punt arbitrari en el
domini d’integració. Es pot observar que la mitjana espacial es realitza en les tres dimensions
(x1, x2, x3). Un exemple de funció de filtrat espacial és la de capsa, mostrada a l’equació
(3.60) [18], que es caracteritza per ser una funció de tipus esglaó (té un valor constant per
a |x − x′| menor que un valor límit donat, i és igual a 0 per a |x − x′| majors que aquest).
Substituint l’equació (3.60) en (3.59), queda l’equació (3.61). A la figura 3.3 es mostra el
filtre de tipus capsa per al filtrat del camp de velocitats u(x, y, z, t) en l’eix x. El punt de
color taronja és el resultat del filtrat de tipus capsa per al punt seleccionat, i la funció en
verd és el resultat d’aplicar el filtre al llarg de tot l’eix x, on la funció de color blau és el
camp real (el resultat que s’obtindria d’una simulació DNS). Per a calcular la lognitud de
filtrat ∆, usualment s’utilitza les mides de les cel·les que formen la malla, d’amplada ∆1,
amplada ∆2 i profunditat ∆3, per a obtenir ∆ amb l’arrel cúbica segons (3.62) [27].
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φ(x, t) =
∫∫∫ ∞

−∞
G(x, x′,∆)φ(x′, t)dx′1dx′2dx′3 (3.59)

G(x, x′,∆) =


1
∆3 |x− x′| ≤ ∆/2
0 |x− x′| > ∆/2

(3.60)

φ(x, t) = 1
∆3

∫∫∫ ∆
2

−∆
2

φ(x′, t)dx′1dx′2dx′3 (3.61)

∆ = (∆1∆2∆3) 1
3 (3.62)

Figura 3.3: Exemple de filtrat de la velocitat u(x, y, z, t) amb el filtre de tipus capsa.

A l’equació (3.63) es mostra l’equació de Navier-Stokes per a l’eix x filtrades espacialment
(per a fluxe incompressible). El valor uiuj és difícil de calcular, i no és igual a ui uj, que
requereix menys esforç de càlcul. El model LES realitza una aproximació segons τ sij =
−ρ(uiuj − uiuj), on τ sij és anomenat esforç de Reynolds d’escala subquadrícula (subgrid-
scale Reynolds stress) [27]. El terme ’subgrid-scale’ fa referència a la quadrícula imaginària
que dibuixa el terme ∆, on els vòrtex de magnitud menor que ∆ són modelats. L’equació
resultant amb la substitució es mostra a (3.63). L’aplicació del filtrat espacial a l’equació de
continuïtat es mostra a (3.64) [18].

∂(ρui)
∂t

+ ∂(ρui uj)
∂xj

=
∂τ sij
∂xj
− ∂p

∂xi
+ ∂

∂xj

[
µ(∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)
]

(3.63)

∂ρ

∂t
+∇(ρ~U) = 0 (3.64)
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3.2.1 El model de Smagorinsky

El model de Smagorinsky és un model d’una sola equació, en què l’esforç de Reynolds τ sij ve
donat per l’equació (3.65), on Sij és la velocitat de deformació del camp d’eddies de gran
escala (vòrtex d’escala major que ∆, que sí que han sigut calculats), i µt és la viscositat
d’eddy (viscositat turbulenta), que ve donada per l’equació (3.66) [27]. A l’equació (3.66),
Cs és un paràmetre del model, ∆ és la longitud de filtrat i |S| = (SijSij)

1
2 .

τ sij −
1
3τ

s
kkδij = µt(

∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

) = 2µtSij (3.65)

µt = C2
sρ∆2|S| (3.66)

Sij = 1
2(∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

) (3.67)

El model de Smagorinsky necessita una sèrie de modificacions per a simular fluxos en
canals (com en el cas d’un túnel de vent). El valor de Cs en el fluxe lliure ha de ser reduït
de 0,2 a 0,065, i en les regions properes a parets, aquest ha de ser encara menor. A tal fi,
s’empra l’esmorteïment de van Driest, mostrat a l’equació (3.68), on n+ = nuτ

ν
és la distància

a la paret en unitats de paret viscoses, uτ =
√

τwall
ρ

i A+ té un valor típic de 25 [27].

Cs = Cs0(1− exp (−n+/A+))2 (3.68)

A més, degut a les limitacions del model bàsic de Smagorinsky, OpenFOAM empra
un model de Smagorinsky més elaborat, en què la viscositat turbulenta νt ve donada per
l’equació (3.69) i l’energia cinètica turbulenta es calcula a partir de la resolució de l’equació
de transport mostrada a (3.70) [18]. Donat que, per a un fluxe incompressible, es compleix
(3.64), k s’obté de resoldre el polinomi de segon grau mostrat a (3.71) [28] [18]. Aquesta
variant del model de Smagorinsky depèn de dos coeficients, Ce i Ck, de valor típic 1,048 i
0,094, respectivament.

νt = Ck∆k
1
2 (3.69)

∂(ρk)
∂t

+∇ · (ρk~U) = ∇ · (νtρ
σk
∇k) + 2νtρSij · Sij − ρCe

k
3
2

∆ (3.70)

0 = Ce
∆ k2 + 2

3tr(Sij)k + 2ρSij · Sij (3.71)
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3.3 Models de turbulència DES

Els models de tipus DES (’Detached Eddy Simulation’) són un híbrid entre els models RANS
i LES: empren un model RANS la capa límit i a les escales més petites que la longitud de
filtrat del model LES, i empren un model LES al fluxe lliure i allà on hi ha un despreniment
de capa sobtat. Aquest canvi té lloc en funció de l’espaiat de les cel·les del mallat i la
distància a la paret. No osbtant, aquests models pateixen a la zona grisa (’grey area’), de
canvi entre el model RANS i LES. En relació amb el mallat de la capa límit, si el gruix
de les cel·les és d’un ordre semblant a la seva dimensió longitudinal (en direcció del fluxe
lliure), el model DES pot saltar de RANS a LES, fet que pot provocar un despreniment de
capa artificial, induït pel mallat, anomenat GIS (’Grid-Induced Separation’). A la figura
3.4 es mostra el fenomen, comparant la solució del model RANS amb la del model DES,
on el despreniment de capa límit es produeix abans en el model DES. Per aquesta raó, hi
ha altres models derivats que realitzen un millor tractament de la zona d’intercanvi, com
el DDES (’Delayed Detached Eddy Simulation’) o el IDDES (’Improved Delayed Detached
Eddy Simulation’) [29].

Els models de tipus DES tenen uns requeriments de computació menors que el LES pur, i
obtenen uns resultats més fidels que els models RANS. IDDES i DDES milloren el tractament
de la zona gris de DES, mitjançant el reconeixement de la capa límit i de l’allargament de
l’ús del model RANS en la zona corresponent del mallat, fins i tot quan la mida de la cel·la
activaria el model LES, prevenint la separació de la capa límit prematura. IDDES reformula
la definició de la distància característica ∆, que defineix l’escala de filtrat dels eddies.

Figura 3.4: Contorns de velocitat sobre un perfil d’ala, per a RANS (esquerra) i DES (dreta),
on s’aprecia el despreniment prematur de la capa límit a la simulació DES [29].
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3.3.1 DES Spalart-Allmaras

El model DES Spalart-Allmaras està basat en el model RANS Spalart-Allmaras. Té una
única equació, on es calcula la viscositat turbulenta modificada ν̃ (’nuTilda’ a OpenFOAM),
que és igual que la del model RANS, recordada a continuació (equació 3.72). No obstant,
destaca el terme d, definit a l’equació (3.73), on Ψ és la funció de correció del nombre de
Reynolds baix (equació 3.74), i els valors de les constants del model es mostren a la taula
3.2 [30]. El valor de ∆ ve donat per l’equació (3.62).

∂ν̃

∂t
+ uj

∂ν̃

∂xj
= Cb1(1− ft2)S̃ν̃ −

[
Cω1fω −

Cb1
k2 ft2

]
( ν̃
d

)2 + 1
σ

[
∂

∂xj
((ν + ν̃) ∂ν̃

∂xj
) + Cb2

∂ν̃

∂xi

∂ν̃

∂xi

]
(3.72)

d = min(ΨCDES∆, y) (3.73)

Ψ2 = min
102,

1− 1−Cb1
Cω1κ2f∗

ω
[ft2 + (1− ft2)fv2]

fv1 max(10−10, 1− ft2)

 (3.74)

σνt Cb1 Cb2 Cω1 Cω2 Cω3
2/3 0,1355 0,622 Cb1

κ2 + 1+Cb2
σνt

0,3 2

Taula 3.2: Constants i variables del model Spalart-Allmaras [30].

3.3.2 IDDES Spalart-Allmaras

Les equacions del model IDDES Spalart-Allmaras (’Improved Delayed Detached Eddy Si-
mulation’) són les mateixes que les del model DES, però amb una definició de d diferent,
mostrada a (3.75), on LLES = CDES∆, sent CDES una constant del DES, LRAS = d (distància
a la paret, descrit al model RANS Spalart-Allmaras), i fd una funció de barreja [31] [32].

d = max(fd(1 + fe)LRAS + (1− fd)LLES) (3.75)

3.4 Solvers

A continuació es descriuen alguns dels algoritmes emprats per a solucionar les equacions de
fluxe (moment, transport i continuïtat) en qualsevol software de computació de dinàmica
de fluids. Segons si el fluxe estudiat mostra una dependència del temps o no, és a dir, si el
fluxe és estacionari o varia amb el temps, és necessari utilitzar diferents algoritmes. Per tant,
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la comprensió del funcionament d’aquests és rellevant a l’hora de decidir quin algoritme de
solució emprar.

3.4.1 SIMPLE

L’algoritme SIMPLE (’Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations’) és un procedi-
ment de resolució de fluxes estacionaris, en què les equacions de fluxe són discretitzades i, a
partir d’una aproximació inicial de les diferents variables del fluxe (velocitat, pressió, energia
cinètica turbulenta, etc.), es realitzen una sèrie d’iteracions fins a convergir a una solució.
Les equacions a resoldre són les 3 de quantitat de moviment (Navier-Stokes en x, y i z, eq.
(2.17), (2.18) i (2.19)), la de continuïtat (conservació de la massa, eq. (2.5)) i l’equació de
transport (per a una variable donada, com l’energia cinètica turbulenta k, eq. (3.15)). Per a
facilitat de comprensió, s’escriuen les equacions de nou amb notació tensorial a continuació
(eq. (3.76), (3.77) i (3.78)) [33].

∂(ρui)
∂xi

= 0 (3.76)

∂(ρuiuj)
∂xi

−
(µeff ∂ujxi )
∂xi

+ ∂P

∂xj
− Sj = 0 (3.77)

∂(ρuiφ)
∂xi

−
(Γφ,eff ∂φxi )

∂xi
− Sφ = 0 (3.78)

Prèviament a la discretització de les equacions (3.76), (3.77) i (3.78), es presenta un
esquema del mallat del volum de control, on es defineixen les variables i subíndexs emprats
(fig. 3.5). A la figura es mostra el punt d’estudi P , i es defineix el subíndex dels punts anterior
i posterior a P al llarg de l’eix x com a x− i x+. De forma similar, es defineixen els mateixos
subíndexs al llarg dels eixos y i z. La variable Ax és l’àrea d’intercavni perpendicular a l’eix
x entre nodes, i ṁ′′ és el cabal màssic en la direcció x [33].

Figura 3.5: Discretització del volum de control i subíndexs emprats a les equacions, per a
l’eix x [33].
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Les equacions discretitzades es mostren a continuació. L’equació (3.79) és l’equació dis-
cretitzada de transport de la variable φP , l’equació (3.80) és la discretització de l’equació
(3.77) per a l’eix x i l’equació (3.81) és la discretització de l’equació de continuïtat (eq.
(3.76)) [33].

[
(ρu)+

x − (ρu)P
]
Ax +

[
(ρv)+

y − (ρv)P
]
Ay +

[
(ρw)+

z − (ρw)P
]
Az = 0 (3.79)

Cu
PuP =

∑
n

Cu
nun + Ax(Px− − PP ) + Su (3.80)

Cφ
PφP = Cφ

x+φx+ +Cφ
x−φx− +Cφ

y+φy+ +Cφ
y−φy− +Cφ

z+φz+ +Cφ
z−φz− +Sφ =

∑
n

Cφ
nφn+Sφ (3.81)

Per a cada eix (x, y i z), se solucionen les equacions discretitzades de moment (3.77), amb
un camp de pressions aproximat P ∗, per a o obtenir les components del vector de velocitat
~U : u∗, v∗ i w∗. Es defineix la relació entre els valors aproximats P ∗ u∗, v∗ i w∗ i els valors
reals P, u, v i w a través de les equacions (3.82), (3.83), (3.84) i (3.85), respectivament, on
P ′ u′, v′ i w′ són valors correctors [18].

P = P ∗ + P ′ (3.82)

u = u∗ + u′ (3.83)

v = v∗ + v′ (3.84)

w = w∗ + w′ (3.85)

Per a cada eix (x, y i z), es defineix les equacions de moment (eq. (3.77)) amb els
valors correctors P ′ u′, v′ iw′, per a obtenir l’equació (3.86) (en el cas de l’eix x), és a dir,
es construeixen les equacions discretitzades de Navier-Stokes amb els errors en els camps
de velocitats i pressió (P − P ∗) = P ′ (u − u∗) = u′, (v − v∗) = v′ i (w − w∗) = w′. Se
simplifica l’equació (3.86), eliminant el terme∑CP

n u
′
P , passant el terme Cu

P a la dreta dividint
i substituint u′P segons l’equació (3.83) per a obtenir (3.87). L’eliminació del terme ∑CP

n u
′
P

no afecta a la solució final, doncs un cop la solució ha convergit, els valors de tipus n′ són
iguals a 0 (perquè l’error ha convergit a 0) [18].

Cu
Pu
′
P =

∑
CP
n u
′
P + Ax(P ′x− − P ′P ) (3.86)

uP = u∗P + Ax
Cu
P

(P ′x− − P ′P ) (3.87)
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Es procedeix de forma similar als eixos y i z, per a obtenir les equacions anàlogues a
(3.87) amb v i w. Se substitueixen aquestes equacions a l’equació de continuïtat (3.81), i se
simplifiquen termes per a obtenir l’equació (3.88), on SP és un terme font que representa
l’error en l’equació de continuïtat (3.81) amb les variables aproximades u∗, v∗ i w∗. Amb
l’equació (3.88) es pot calcular P ′, per a posteriorment obtenir P a partir de l’equació (3.82).
Per a evitar la divergència de les variables (restar inestabilitat al sistema a causa de canvis
pronunciats en els valors aproximats P ∗ u∗, v∗ i w∗), es realitza un procediment anomenat
subrelaxació (’under-relaxation’), on els valors nous de pressió i velocitats s’actualitzen segons
l’equació (3.89) per a la pressió i segons (3.90) per a les velocitats, on 0 < α ≤ 1 és el factor
de subrelaxació i un−1 representa el valor de u obtingut a l’anterior iteració [18].

CP
P P

′
P =

∑
n

CP
n P

′
n + SP (3.88)

Pnew = P ∗ + αPP
′ (3.89)

unew = αuu+ (1− αu)un−1 (3.90)

En resum, els passos seguits per l’algoritme són els següents [33] [34] [18]:

1. Comença un pas de temps t = tn+1.

2. S’inicialitza un+1 i P n+1 amb els últims valors disponibles (o una primera aproximació).

3. Es construeixen les equacions de moment per als eixos x, y i z (eq. (3.77)) amb
P ∗ = P n+1.

4. S’obtenen aproximacions del vector ~U de velocitats (u∗, v∗ iw∗).

5. Es construeixen les equacions discretitzades de moment (eq. (3.77)) amb P ′ u′, v′ iw′
per a obtenir l’equació (3.86) i se simplifica per a obtenir (3.87).

6. Substituint (3.87) a l’equació de continuïtat (3.76), s’obté l’equació (3.88) i es calcula
el corrector de pressió P ′.

7. S’obtenen els valors nous de pressió i de velocitat amb la subrelaxació d’aquests, segons
(3.89) i (3.90).

8. Se substitueix P ′ a les equacions en x, y i z del tipus (3.87) per a obtenir uP , vP iwP .

9. Si és necessari, es calculen les variables φ amb les equacions de transport (eq. (3.78)).

10. Si el procés encara no ha convergit en la solució, es torna al punt 2.
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3.4.2 PISO

L’algoritme PISO (’Pressure Implicit with Splitting of Operators’) és un algoritme de càlcul
de pressió i velocitat, com l’algoritme SIMPLE, però per a fluxes no estacionaris. Consta
de 3 passos: un primer pas de predicció del camp de pressió i de velocitat, i dos passos
correctors [18].

En el primer pas, les equacions discretes de moment (3.77) se solucionen amb una primera
aproximació P ∗ de la pressió per a calcular u∗, v∗ i w∗, com en el mètode SIMPLE.

En el segon pas, on té lloc la primera correcció, es realitza una correcció igual a l’emprada
a l’algoritme SIMPLE, on es defineixe P ∗∗ = P ∗ + P ′, u∗∗ = u∗ + u′, v∗∗ = v∗ + v′ i w∗∗ =
w∗+w′. S’empra aquesta notació perquè, a diferència de l’algoritme SIMPLE, on el resultat
d’aquesta correcció ja es considera el valor correcte, a l’algoritme PISO es realitza una segona
correcció. Se substitueixen aquestes equacions a les equacions de moment (3.80) en els eixos
corresponents, i s’obtenen les equacions corresponents de tipus u∗∗P = u∗ + Ax

CuP
(P ′x− − P ′P ).

Se substitueixen aquestes equacions a l’equació de continuïtat (3.81), i s’obté l’equació per
a calcular P ′. Un cop es coneix P ′, es calculen les velocitats u∗∗, v∗∗ i w∗∗ amb les equacions
corresponents de tipus u∗∗P = u∗ + Ax

CuP
(P ′x− − P ′P ) [18].

En el segon pas corrector, es realitza una segona iteració del pas anterior. S’utilitzen les
velocitats u∗∗, v∗∗ i w∗∗ i les equacions de moments com l’equació (3.80), per a obtenir les
equacions de càlcul de u∗∗∗, v∗∗∗ i w∗∗∗. De manera anàloga a l’algoritme SIMPLE, se subs-
titueix les equacions obtingudes de u∗∗∗, v∗∗∗ i w∗∗∗ a l’equació discretitzada de continuïtat
(3.81), per a obtenir P ′′. Finalment, la pressió doblement corregida P ∗∗∗ és obtinguda, i és
emprada per a obtenir els camps doblement corregits de velocitat u∗∗∗, v∗∗∗ i w∗∗∗, a partir
de les equacions definides anteriorment [18].

Els valors de P ∗∗∗, u∗∗∗, v∗∗∗ i w∗∗∗ obtinguts es consideren correctes, i es calcula la resta
de variables necessàries amb les equacions de transport corresponents.

3.4.3 PIMPLE

L’algortime PIMPLE és una combinació dels algoritmes SIMPLE i PISO, per a fluxes no
estacionaris. L’algoritme SIMPLE realitza una sèrie d’iteracions fins que les variables con-
vergeixen a la solució, i aquesta solució és estacionària, és a dir, no depèn del temps, i es
una solució per a un instant de temps donat. A diferència del SIMPLE, l’algoritme PISO
és per a règim transitori. Aquest realitza una predicció per a tn+1 = tn + ∆t amb el mateix
procediment que l’algoritme SIMPLE, però només realitza dues etapes de correcció de les
variables de pressió i velocitat obtingudes a la predicció i passa al següent pas de temps
tn+2 = tn+1 + ∆t.

PIMPLE realitza una predicció i dues etapes de correcció per a l’instant tn+1 = tn + ∆t,
igual que PISO, però, a diferència d’aquest, PIMPLE realitza una nova iteració per al mateix
pas de temps tn+1 = tn + ∆t si la solució no ha convergit, igual que l’algoritme SIMPLE. Un
cop la solució ha convergit, PIMPLE passa al pas de temps tn+2 = tn+1 + ∆t i repeteix el
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procediment. A la �gura 3.6 es mostra l'algoritme PIMPLE [35], on es pot apreciar el 'loop'
propi de l'algoritme PISO, així com el 'loop' de l'algortime SIMPLE (PIMPLE a la �gura).

Figura 3.6: Algoritme PIPMPLE [35].
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Capítol 4

Implementació de models de
turbulència en OpenFOAM

4.1 Estructura d'un �txer de simulació d'OpenFOAM

OpenFOAM és un software lliure de simulació de �uids per a linux. No té entorn grà�c, i la
con�guració i execució dels arxius es realitza a través del terminal de linux. La distribució de
linux emprada és la versió d'Ubuntu 22.04, i la versió d'OpenFOAM és la v2206. L'estructura
d'un �txer de simulació (en aquest cas, per a un model RANSSST k� ! ) és la mostrada a
la �gura 4.1.

1. Carpeta0: conté les condicions inicials i de contorn per a tots els camps simulats del
model seleccionat.

ˆ U: condicions inicials del camp de velocitats, i condicions de contorn d'entrada,
sortida i parets ('zeroGradient', 'noSlip', etc.).

ˆ k: condicions inicials de l'energia cinètica turbulenta. Es �xa valor inicial i con-
dicions de contorn. S'especi�ca la funció de paret per a capa límit.

ˆ nut : viscositat turbulenta modi�cada del model~� . Es �xa valor inicial i condicions
de contorn. S'especi�ca la funció de paret per a capa límit.

ˆ omega: velocitat de dissipació d'energia cinètica turbulenta. Es �xa valor inicial
i condicions de contorn. S'especi�ca la funció de paret per a capa límit.

ˆ p: condicions inicials del camp de pressions, i condicions de contorn d'entrada,
sortida i parets (p.e. 'zeroGradient').

2. Carpetaconstant: conté propietats que són constants al llarg de la simulació.

ˆ transportP roperties : s'especi�ca el model de transport de viscositat (p.e. New-
tonià), i el valor de � (no turbulenta).
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ˆ turbulenceProperties: s'especi�ca el tipus de simulació (RANS, LES, DES, DNS),
el model (p.e. SST k� ! , k � ! , k � � , v2f , etc.). S'activa i desactiva el càlcul
de turbulència.

ˆ Carpeta polyMesh: conté els diccionaris que de�neixen la malla i geometria del
volum de control, així com els subgurps de superfícies assignats per l'usuari (p.e.
wallcentre, wallTunnel, backfront, Inlet , Outlet, etc.): boundary, cellZones,
faces, faceZones, neighbour, owner, points, pointZones.

3. Carpetasystem: conté la con�guració del solver i el control de la simulació.

ˆ controlDict : temps de simulació, interval d'escriptura, delta de temps per a càlcul
de la simulació, tipus de solver (simpleFoam, pimpleFoam, pisoFoam, etc.) i
funcions nadives d'OpenFoam a emprar durant la simulació (p.e. funció per al
càlcul de coe�cients de 'Drag' i 'Lift', funció per al càlcul del valor de y+, etc.).

ˆ decomposeParDict: de�nició de la descomposició de l'espai de simulació en subes-
pais (2D o 3D), per a la computació en paral· lel amb múltiples nuclis.

ˆ extrudeMeshDict : paràmetres per a l'extrusió del per�l 2D en 3D i subdivisions
d'aquesta.

ˆ fvSchemes: especi�cació de les funcions per a solucionar diferents equacions a les
equacions de �uxe (p.e. de�nició d'interpolació lineal de valors, càlcul de gradients
amb el mètode lineal de Gauss, mètode d'Euler per al càlcul de derivades, etc.).

ˆ fvSolution : de�nició, con�guració dels solvers, toleràncies i factors de correcció
a emprar per a diferents variables de �uxe (p.e. solver GAMG (Generalized
Geometric-Algebraic MultiGrid) i tolerància 1e� 06 per al càlcul de les variables
U, k i ! ).

Figura 4.1: Estructura d'un �txer de simulació d'OpenFOAM per al cas d'un modelSST k�
! .
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4.2 Càlcul dels valors inicials de les variables de �uxe
k, ! i �

En aquest apartat es mostren els càlculs emprats per a realitzar una primera aproximació
als valors inicials de les diferents variables per a models com elk � � , k � ! i SST k� ! . Les
variables emprades pels models són les següents:p (pressió),U (velocitat), k (energia cinètica
turbulenta), ! (velocitat de dissipació de turbulència especí�ca),~� (viscositat turbulenta
modi�cada) i � (velocitat de dissipació de turbulència). Les funcions mostrades a continuació
s'utilitzen per a calcular els valors inicials de les variablesk, ! i � , a partir de la viscositat
turbulenta modi�cada ~� , la velocitat del �uxe lliure U1 = 20 m=s, l'escala de longitud de
turbulència l = 1e � 2m, l'intensitat de turbulència I = 5 % i la viscositat dinàmica de
l'aire � = 1; 5e � 05m2=s [36]. Els valors emprats són estimacions. El paràmetreC� és una
constant del model de turbulència i normalment té un valor de0; 09 [36].

~� =

s
3
2

(U1 I l ) (4.1)

k =
3
2

(U1 I )2 (4.2)

! =

p
k

l
(4.3)

� = C�
k

3
2

l
(4.4)

Els càlculs dels valors inicials es mostren a continuació:

~� =

s
3
2

(U1 I l ) =

s
3
2

(20m=s0; 05 0; 01m) = 1 ; 2247e� 02m2=s

k =
3
2

(U1 I )2 =
3
2

(20m=s0; 05)2 = 1; 5000m2=s2

! =

p
k

l
=

p
1; 5000

0; 01m
= 122; 47s� 1

� = C�
k

3
2

l
= 0; 09

1; 5000
3
2

0; 01m
= 16; 534m2=s3
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4.3 Implementació de funcions de paret a OpenFOAM

Les característiques del �uxe no són les mateixes al �uxe lliure que al �uxe proper a la
paret, on s'ha de modelar correctament la capa límit i els efectes de la viscositat dominen el
comportament del �uid. Per aquesta raó, les equacions dels models que descriuen els diferents
paràmetres (per exemple, les equacions dek, � , ! , ~� t per als modelsk � � , k � ! o Spalart-
Allmaras) han de poder resoldre correctament el comportament del �uid independentment
de la distància a la paret. Això s'aconsegueix mitjançant funcions amortidores que depenen
de la distànciad entre el punt de càlcul i la paret.

Com ja s'ha comentat en apartats anteriors, i tal i com es mostra a la �gura 2.8, la capa
límit (un cop desenvolupada) consta de 3 zones: la subcapa laminar, en contacte amb la
superfície, la capa 'bu�er', on té lloc la transició laminar-turbulenta i la capa turbulenta.
Per a poder resoldre les equacions del model a la capa límit correctament, és necessari que el
mallat a la superfície de l'objecte sigui su�cientment dens, i que els punts de càlcul estiguin
su�cientment propers a la superfície. El paràmetrey+ permet de�nir la distància a què s'ha
de situar el primer punt de càlcul del mallat. Per a poder resoldre les equacions del model
a la paret, el valor dey+ ha de ser de l'ordre de 1.

No obstant, hi ha models, com el modelk � � estàndard, amb equacions que no estan
adaptades al càlcul de capa límit. A més, la resolució del �uxe amb mallats dey+ proper
a 1 incrementa notablement l'esforç de càlcul. En aquests casos, és rellevant l'ús de les
anomenades funcions de paret, que empren equacions empíriques per a modelar els diferents
paràmetres a la capa límit. Si s'empren aquestes funcions de paret, el mallat a la superfície
és menys exigent, i el valor dey+ ha de ser de l'ordre de 30. OpenFOAM empra el valor
de y+ per a discriminar entre l'ús de funcions de paret i la resolució de les equacions del
model escollit. A la �gura 4.2 s'il· lustren els mallats per ay+ baixos (a), amb resolució
de les equacions del model, i amby+ de l'ordre de 30, per a l'ús de funcions de paret (b).
A continuació es descriuen algunes funcions de paret emprades. Cal notar, però, que les
funcions de paret assumeixen que la capa límit està completament desenvolupada, i que té
l'aspecte mostrat a la �gura 2.9.
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(a) Mallat per a resolució d'equacions del model. (b) Mallat per a l'ús de funcions de paret.

Figura 4.2: Esquema del mallat per a valors dey+ d'1 (a) i 30 (b).

ˆ nutUSpaldingWallFunction : funció de paret per al càlcul de� t en funció deU, per
a models de baix i alt Reynolds. Les equacions es mostren a (4.5) i (4.6), on� t és
la viscositat turbulenta, � ! és la viscositat cinemàtica a la paret,y+ és la distància
normalitzada del punt respecte de la paret,u+ és la velocitat normalitzada del �uid
a la paret, � és la constant de Kármán,E és un paràmetre de rugositat,C� és una
constant del model iy és la distància normal a la paret [37]. A l'equació 4.5,� = u2

y=�
és el ratio entre les escales de temporals de turbulència del �uxe normal i paral· lel a
la paret, i u� és la velocitat de fricció [38].

� t = max (0;
u2

�

jr ~Uj + �
� � ! ) (4.5)

y+ = u+ +
1
E

�

exp (�u + ) � 1 � �u + � 0; 5(ku+ )2 �
1
6

(�u + )3
�

(4.6)

ˆ omegaWallFunction: funció de paret per al càlcul de la velocitat especí�ca de dis-
sipació (! ). i de la contribució a la producció d'energia cinètica turbulenta (G), per
a models de baix i alt Reynolds. Les equacions es mostren a (4.7), (4.8) i (4.9), on
! vis és ! calculat amb assumpcions viscoses,! log és ! calculat amb assumpcions de
subcapa inercial,w representa els pesos de les vores de la cel· la, k és l'energia cinètica
turbulenta, ~n és el vector unitari normal a la superfície i~U és el vector de velocitat [39].

! vis =
6� !

� 1y2
(4.7)

! log =

p
k

C� �y
(4.8)

54



CAPÍTOL 4. IMPLEMENTACIÓ DE MODELS DE TURBULÈNCIA EN OPENFOAM

G = w(� t + � ! )j~n � (r ~Uf jC
1
4
�

p
k

�y
si y+ > y +

lam (4.9)

El valor del paràmetre ! depèn dels valors! vis i ! log calculats pel model de paret,
segons una funció de barreja donada. Hi ha funcions de barreja discontínues, com
! = max(! vis , ! log) o contínues, com! =

q
(( ! vis )2 + ( ! log)2). El llistat amb les

funcions de barreja disponibles es pot trobar a [39].

ˆ epsilonWallFunction: funció de paret per al càlcul de la velocitat de dissipació d'ener-
gia turbulenta (� ). i de la contribució a la producció d'energia cinètica turbulenta (G),
per a models de baix i alt Reynolds. Les equacions es mostren a (4.7), (4.8) i (4.9),
on ! vis és! calculat amb assumpcions viscoses,! log és! calculat amb assumpcions de
subcapa inercial,w representa els pesos de les vores de la cel· la, k és l'energia cinètica
turbulenta, ~n és el vector unitari normal a la superfície i~U és el vector de velocitat [40].

� vis = 2!k
� !

y2
(4.10)

! log = wC�
k

3
2

� ty
(4.11)

G = w(� t + � ! )j~n � (r ~Uf jC
1
4
�

p
k

�y
si y+ > = y+

lam (4.12)

Com en el cas del paràmetre! , el valor del paràmetre� depèn dels valors� vis i � log

calculats pel model de paret, segons una funció de barreja donada. Les funcions de
barreja disponibles són les mateixes que les emprades amb! , i es poden trobar a [40].
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El túnel de vent

Per a validar les dades obtingudes amb les simulacions amb OpenFOAM, es realitzen una
sèrie d'experiments amb un per�l NACA0012 al túnel de vent del laboratori d'enginyeria de
�uids de l'EEBE-UPC (Escola d'Enginyeria de Barcelona Est - Universitat Politècnica de
Catalunya). El túnel de vent es mostra a la �gura 5.1. A la �gura 5.2 es mostra un esquema
2D del túnel. En aquesta última �gura, es mostren les línies de corrent de l'aire al llarg del
túnel de vent. Aquest entra per la tovera, s'accelera i passa per una reixa (situada abans
del sensor Pitot de pressió), per a aconseguir una corba de velocitats uniforme. La velocitat
del �uxe en l'eix x és mesurada abans i després del per�l NACA0012 (per�l de color negre),
amb els sensors de pressió Pitot i Prandtl, respectivament. El ventilador del túnel de vent es
troba aigües avall. Al �nal del túnel hi ha un silenciador, per a reduir els decibels d'aquest
quan es troba en funcionament.

Figura 5.1: Túnel de vent amb el per�l NACA0012 instal· lat.
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Figura 5.2: Esquema 2D del túnel de vent amb el per�l NACA0012 instal· lat.

A la �gura 5.3 es mostra el per�l instal· lat al túnel de vent, i un esquema de les mesures
del volum estudiat. El per�l NACA0012 és simètric, de18; 24 mm (12 % de la corda)
d'amplada màxima, i té una corda de152mm i una amplada de300mm. El volum d'estudi
del túnel de vent és de secció quadrada (305x305mm), i de 600mm de llargada.

(a) (b)

Figura 5.3: Per�l NACA0012 al túnel de vent (a) i esquema amb dimensions del volum de
control (b).

El per�l consta d'uns segments de �l adherits a la part superior per a la visualització de
la turbulència, i d'una sèrie d'ori�cis al llarg de la secció longitudinal (a les cares superior
i inferior) per a la mesura de pressions al per�l. Les pressions es visualitzen amb una sèrie
de columnes d'aigua reglades, que es poden apreciar a la part esquerra de la �gura 5.1, i
que es mostren en major detall a la �gura 5.4. El túnel de vent permet establir una sèrie de
velocitats del �uxe i d'angles d'atac del per�l. Els sensors Pitot i Prandtl permeten calcular
la velocitat del �uxe abans i després del per�l NACA, i sensors de pressió permeten mesurar
la força en l'eix x i y i el moment al per�l. Els resultats experimentals es recullen en una
fulla d'excel amb les següents dades: força de 'lift'FL , força de 'drag'FD , moment ('Pitching
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moment'), pressió dinàmica a la cel· la 1 (Pitot), pressió dinàmica a la cel· la 2 (Prandtl),
temperatura ambient, densitat de l'aire, pressió atmosfèrica, velocitat calculada de l'aire al
túnel, coe�cients de 'lift' CL , de 'drag' CD i el ratio entre aquests.

Figura 5.4: Columnes d'aigua reglades per a la mesura del per�l longitudinal de pressions
del per�l NACA0012 al túnel de vent, per a un angle d'atac de 7 graus i una velocitat de
�uxe de 20 m/s.
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Capítol 6

Procediment experimental i
tractament estadístic dels resultats

Al túnel de vent s'ha realitzat 4 experiments amb el per�l NACA0012, amb quatre angles
d'atac diferents: 0º, 7º, 14º i 17º. S'ha realitzat els assajos amb una velocitat de �uxe lliure
constant de 20m=s. Per a cada angle d'atac, s'ha realitzat les següents mesures:

1. El per�l de velocitats en l'eix x aigües amunt (C1) i aigües avall (C2) del per�l NA-
CA0012, amb el Pitot i el Prandtl, a través de la mesura de la pressió dinàmica.

2. La força horitzontal (força de 'drag').

3. La força vertical (força de 'lift').

4. El moment al voltant de l'eix de rotació del per�l ('pitch').

El càlcul del per�l de velocitats C1 i C2 a través de la mesura de la pressió dinàmica es
realitza amb l'equació (2.24), onq és la pressió dinàmica mesurada pel Pitot o pel Prandtl,
i � = 1; 23kg=m3 és la densitat de l'aire calculada a partir de les condicions atmosfèriques
mesurades al laboratori (Patm = 1034; 00mbar, T = 20; 80°C). Per a construir els per�ls
de velocitats, es prenen mesures de la pressió dinàmica al llarg de l'eix y, en els següents
punts: una primera sèrie de mesures de 0 mm �ns a 24 mm, amb� y = 2 mm, per a captar
amb prou de�nició el per�l de velocitats del �uxe proper a la paret del túnel, i una segona
sèrie de mesures de 30 mm �ns a 260 mm, amb� y = 10 mm. Per a cada punt, s'ha pres 20
mesures, cada� t = 0; 5s, per al seu posterior anàlisi estadístic.

Cal notar, que les alçades esmentades són les indicades per les regles d'alçada dels sensors
Pitot i Prandtl, però que no tenen en compte el diàmetred = 2 mm dels sensors (d'ori�ci
de secció circular) en el càlcul de l'alçada de mesura. Suposant que el valor mesurat pels
sensors és el que es dona al centre de l'ori�ci, l'alçada de mesura real és la indicada pel regle
més un� d = 1 mm.

Per altra banda, els coe�cientsCD , CL i CM es calculen a través de la força horitzontal i
vertical mesurada al túnel, amb les equacions (2.48), (2.49) i (2.50), respectivament.
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A la taula següent es mostra un exemple de sèrie de dades del per�l de velocitats C1,
amb les 20 mesures preses cada 0,5 segons, per a un angle d'atac de 14º, i a una alçada
y = 24 mm. Un exemple del càlcul de velocitat C1 a partir de la pressió mesurada amb el
Pitot es mostra a continuació.

C1 =
s

q
1
2 �

=

vu
u
t 257Pa

1
21; 23kg=m3

= 20; 44m=s

Temps (s) Lift (N) Drag (N) Pitch. (Nm) PC1 (Pa) PC2 (Pa) CD CL CM

0 s 10,77 1,54 0,05 244 259 0,14 0,96 0,03
0,5 s 10,76 1,54 0,05 240 258 0,14 0,98 0,03
1 s 10,76 1,55 0,05 239 258 0,14 0,98 0,03

1,5 s 10,75 1,54 0,05 236 256 0,14 1,00 0,03
2 s 10,73 1,54 0,05 236 257 0,14 0,99 0,03

2,5 s 10,71 1,54 0,05 236 257 0,14 0,99 0,03
3 s 10,71 1,54 0,05 237 257 0,14 0,99 0,03

3,5 s 10,72 1,54 0,05 237 256 0,14 0,99 0,03
4 s 10,70 1,54 0,05 237 257 0,14 0,99 0,03

4,5 s 10,67 1,54 0,05 236 257 0,14 0,99 0,03
5 s 10,67 1,54 0,05 242 257 0,14 0,96 0,03

5,5 s 10,64 1,54 0,05 245 256 0,14 0,95 0,03
6 s 10,66 1,54 0,05 242 257 0,14 0,96 0,03

6,5 s 10,70 1,54 0,05 241 257 0,14 0,97 0,03
7 s 10,70 1,55 0,05 242 257 0,14 0,97 0,03

7,5 s 10,72 1,55 0,05 236 258 0,14 0,99 0,03
8 s 10,74 1,54 0,05 236 259 0,14 0,99 0,03

8,5 s 10,74 1,54 0,05 237 257 0,14 0,99 0,03
9 s 10,74 1,55 0,05 237 257 0,14 0,99 0,03

9,5 s 10,75 1,55 0,05 241 258 0,14 0,97 0,03

Taula 6.1: Sèrie de mesures al túnel de vent per a un angle d'atac� = 14°, a y = 24 mm.

Per a cada variable, a partir de les 20 mesures, es calcula la mitja (x0) i la desviació
estàndard (� ). Les equacions emprades es mostren a continuació (eq. (6.1) i (6.2)) [41]. A
la �gura 6.1 es mostra un histograma de la sèrie de 20 mesures de C1 preses a 24 mm (25
mm reals, si es té en compte el diàmetre del Pitot), per a alfa = 14º (segona columna de la
taula 6.1). La implementació de la funció de càlcul de la mitja i de la desviació estàndar es
mostra a continuació.

x0 =
1
N

NX

i =1

x i (6.1)
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� =

vu
u
t 1

N

NX

i =1

(x i � x0)2 (6.2)

Figura 6.1: Histograma de la sèrie de 20 mesures de C1 preses a 24 mm (25 mm reals, si es
té en compte el diàmetre del Pitot), per a alfa = 14º.

1

2 def normal_fit(data_list):
3 mean = 0
4 sigma_square = 0
5 for element in data_list:
6 mean += element
7 mean = mean/len(data_list)
8 for element in data_list:
9 sigma_square += (element�mean) ** 2

10 sigma_square = sigma_square/len(data_list)
11 std_dev = mth.sqrt(sigma_square)
12 return (mean, std_dev)

Codi 6.1: Implementació d'una funció de càlcul de mitja i desviació estàndard a partir d'una
llista de mesures donada.

1

2 # Fit a normal distribution to the data
3 mean, std_dev = normal_fit(organized_data['row12'][0])
4

5 # Plot the histogram of the data
6 plt.hist(organized_data['row12'][0], bins=10, density=True, alpha=0.6, color='

g')
7
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8 # Plot the Probability Density Function of the fitted normal distribution
9 xmin, xmax = plt.xlim()

10 x = np.linspace(xmin, xmax, 100)
11 p = norm.pdf(x, mean, std_dev)
12 plt.plot(x, p, 'k', linewidth=2)
13

14 # Labels and title
15 plt.xlabel('Velocitat C1 [m/s]')
16 plt.ylabel('Densitat')
17 plt.title('Histograma de 20 mostres de C1 per a y = 25 mm, amb alfa = 14 deg')
18

19 # Plot the mean and standard deviation on the same plot
20 plt.axvline(mean, color='r', linestyle='��', label='Mean')
21 plt.axvline(mean + std_dev, color='b', linestyle='��', label='Mean + Std Dev')
22 plt.axvline(mean � std_dev, color='b', linestyle='��', label='Mean � Std Dev')
23

24 # Add legend
25 plt.legend()
26

27 # Show plot
28 plt.show()

Codi 6.2: Codi per a la creació de l'histograma mostrat a la �gura6:1.

Calculant la mitja i la desviació estàndard de cada sèrie de 20 valors, s'arriba a la grà�ca
mostrada a continuació 6.2, on es mostra el per�l de velocitats C1 (m/s) en funció de l'alçada
y (mm), per al per�l NACA0012 amb un angle d'atac de 14º. El codi es mostra a continuació.

Figura 6.2: Per�l de velocitats C1 (m/s) en funció de l'alçada y (mm), per al per�l NACA0012
amb un angle d'atac de 14º, amb la mitja, desviació estàndard (� � ) i 3 cops la desviació
estàndard (� 3� )
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1

2 import pandas as pd
3 import numpy as np
4 import matplotlib.pyplot as plt
5 import math as mth
6

7 # height at which 20 data samples (each) were taken
8 height = [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 31, 41, 51, 61, 71,

81, 91, 101, 111, 121, 131, 141, 151, 161, 171, 181, 191, 201, 211, 221,
231, 241, 251, 261, 271]

9 mean_list = []
10 std_dev_list = []
11 three_sigma_list = []
12

13 for i, (key, data) in enumerate(organized_data.items()):
14 # Fit a normal distribution to the data
15 mean, std_dev = normal_fit(data[0])
16 # Append the data into a list
17 mean_list.append(mean)
18 std_dev_list.append(std_dev)
19 three_sigma_list.append(3 * std_dev)
20

21 # Plotting the C1 velocity curve with mean values
22 #plt.scatter(mean_list, height, marker = 'o')
23

24 # Plotting the mean with error bars for 3 times the standard deviation
25 plt.errorbar(mean_list, height, xerr=three_sigma_list, fmt='o', color='blue',

label='Mean +� 3 Std Dev', alpha = 0.4)
26

27 # Plotting the mean with error bars for standard deviation
28 plt.errorbar(mean_list, height, xerr=std_dev_list, fmt='o', color='blue',

label='Mean +� Std Dev')
29

30 # Adding labels and title
31 plt.xlabel('Velocitat C1 [m/s]')
32 plt.ylabel('Alcada [mm]')
33 plt.title('Corba de velocitats C1, per a alfa = 14 deg')
34 plt.xlim([10,25])
35

36 # Display the legend
37 plt.legend()

Codi 6.3: Codi per a la creació del per�l de velocitats mostrat a la �gura6:2, i on
s'implementa la funció 'normal_�t()' de�nida anteriorment.

Per a l'obtenció dels coe�cientsCD , CL i CM , és necessari obtenir en primer lloc el valor
mig de la velocitat en l'eix x del �uxe lliure. Per a obtenir el valor, donat que les mostres
preses van de 0 mm a 270 mm, és necessari completar la corba de velocitats duplicant els
primers 30 mm de les mesures a les alçades entre 270 mm i 300 mm. Un cop s'ha obtingut
la corba completa de velocitats, s'integra el per�l de velocitats amb trapezis, i es divideix
l'integral per l'alçada total (y=300 mm), per a obtenir el valor mig. El codi d'obtenció de la
corba i el per�l de velocitats complet es mostra a continuació. A la �gura 6.3 es mostra el
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per�l complet C1 obtingut. Els valors mitjos obtinguts per a 0º, 7º, 14º i 17º són els següents:
(19:18624503384263, 19:904225146976337, 20:034474886932678, 19:752949398647388) m=s.

1 #We obtain the velocity profile up to y = 300 mm by mirroring the lower
portion of the curve (as it should be somewhat symmetric)

2 total_height =
[0,2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,30,40,50,60,70,80,90,100,110,120,130

3 ,140,150,160,170,180,190,200,210,220,230,240,250,260,270,276,278,280,282
4 ,284,286,288,290,292,294,296,298,300]
5 total_C1_list = [] # Velocity mean values for each y
6 near_wall_C1_list = [] #For storing velocities up to y = 24 mm
7 for i in range(rows):
8 sum = 0
9 for column in naca0012_data.columns:

10 # Access each column by its name
11 sum += naca0012_data[column][i]
12 sum = sum/len(naca0012_data.columns)
13 total_C1_list.append(sum)
14 if (i == (rows�1)): #We append a second time the 260 mm as the 270 mm

measurement, as it is missing
15 total_C1_list.append(sum)
16 if (i <= 12):
17 near_wall_C1_list.append(sum)
18 for i in range(13):
19 total_C1_list.append(near_wall_C1_list[12�i])

Codi 6.4: Codi per a l'obtenció del per�l complet de velocitats.

Figura 6.3: Per�l complet de velocitats C1 (aigües amunt) per a l'assaig de 7º.

1 #Perform the numeric integraiton of the form (b+a)/2 * (height_b�height_a)
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2 pair_integration = 0
3 total_integration = 0
4 for i in range(len(total_C1_list)�1): # There are N�1 pairs of numbers to

integrate in the list
5 pair_integration = (total_C1_list[i+1]+total_C1_list[i])/2 * (total_height[i

+1]�total_height[i])
6 total_integration += pair_integration
7 total_integration = total_integration/total_height[len(total_height)�1] # Last

item in total_height is y = 300 mm
8 print(total_integration)

Codi 6.5: Codi per a l'obtenció del valor mig del per�l de velocitats.
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Capítol 7

Resultats experimentals

7.1 Corbes C1 i C2 de velocitats

En aquest apartat es mostren les corbes de velocitat aigües amunt (C1) i aigües avall (C2)
del per�l NACA0012, per a una velocitat de �uxe lliure de 20 m/s. S'observa com la velocitat
a y = 1 mm, propera a la paret del túnel de vent, és notablement més baixa, i com aquesta
augmenta progressivament �ns a arribar al valor del �uxe lliure (aproximadament 20 m/s). El
�uxe té un per�l de velocitats aproximadament uniforme aigües amunt del per�l NACA0012
(�gures 7.1 (a), 7.2 (a), 7.3 (a) i 7.4 (a)).

No obstant, si s'observa el per�l de velocitats C2, aigües avall (�gures 7.1 (b), 7.2 (b),
7.3 (b) i 7.4 (b)), es pot apreciar la perturbació en el �uxe introduïda pel per�l NACA a
l'alçada aproximaday = 150 mm, on es troba situat el per�l NACA0012 (al centre del túnel
de vent). Aquesta perturbació en el �uxe és mínima per a un angle d'atac� = 0º, i augmenta
a mesura que augmenta l'angle d'atac. La perturbació és màxima per a l'angle d'atac� =
17º.

A més, tornant a les grà�ques dels per�ls de velocitats C1 (�gures 7.1 (a), 7.2 (a), 7.3 (a)
i 7.4 (a)), s'observa un altre fenòmen, en què la velocitat del �uxe és menor a l'alçada en què
es troba el per�l NAAC0012 (y = 150 mm), doncs aquest es troba amb la secció transversal
del per�l, i es frena. Aquest efecte és més notable a mesura que augmenta l'angle d'atac (i
augmenta la secció transversal del per�l), especialment en el cas d'� = 14º.
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