
Estudio y aplicación del algoritmo Lomnicki Pendular al problema Fm | block | Fmax  :: 

 

1 

Resumen 
 
El presente proyecto está dedicado a estudiar un problema concreto de secuenciación, el  
de Flow Shop sin pulmones intermáquina. Este problema no sólo refleja una situación 
ampliamente difundida en la industria (en particular en la denominada química fina) sino 
que resulta de una mayor complejidad teórica y computacional que otros problemas más 
estudiados de la familia de los Sequencing Problems o Problèmes d’Ordonnancement. De 
forma sucesiva se presentarán los aspectos teóricos pertinentes, el estado del arte de los 
métodos de resolución y específicamente, su resolución mediante el algoritmo Lomnicki 
Pendular. Para ello se analizarán las diversas propuestas existentes hasta la fecha, se 
propondrán mejoras y se implementarán mediante un programa destinado a tal fin. Por 
último, se llevará a cabo un análisis de los resultados obtenidos y se presentarán las 
conclusiones finales, incluyendo posibles futuras líneas de investigación a resultas del 
proyecto que aquí se presenta. 
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1. Glosario 
 

arb( P , t ) = vértices pendientes no explorados del problema directo en el instante t. 
arb( P’, t ) = vértices pendientes no explorados del problema inverso en el instante t. 
bk  =          capacidad del pulmón k. 
Cmax   =  instante de salida de la última pieza del taller. 
cot( v )  = valor de la cota asociada a la partición o vértice v. 
e( j , i )   =  instante en que la pieza i entra en la etapa j desde la etapa j – 1. 
f( j , i )  =  instante en que la pieza i sale hacia la etapa j + 1 desde la etapa j. 
fmej( t )       = mejor solución en un instante t. 
Fmax   = tiempo de permanencia en el taller de la última pieza procesada. 
Fmed   =  tiempo medio de permanencia en el taller. 
kj  = cota longitudinal. 
m   = número total de etapas o máquinas. 
n  = número total de piezas. 
p( j , i )  =  duración de la operación a realizar en la máquina j sobre la pieza i. 
P  = problema directo. 
P’  = problema inverso. 
s( j )   =  tiempo de preparación en la etapa j. 
t( j )  = tiempo de trasvase de la pieza de la etapa j a la etapa j + 1. 
Tmax   =  retraso de la pieza que se retrasa más. 
Tmed   = retraso medio. 
z0( t )  = valor de cota del problema en el instante t. 
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2. Prefacio 
 

La búsqueda de las soluciones óptimas –o al menos una de ellas- ha constituido una constante 
a lo largo de la historia del conocimiento científico y tecnológico. Conocer los máximos y 
mínimos de ciertas funciones, ya sean físicas, financieras, geográficas o de cualquier otra 
disciplina del conocimiento, ha mantenido ocupados a profesionales de la más diversa índole 
durante siglos. 
 
Hasta bien entrado el siglo veinte, la determinación de estos máximos y mínimos –y el 
conocimiento subyacente de la realidad que describían- se ha realizado de una manera 
analítica, debido a que los elementos y herramientas de cálculo de que disponían se basaban 
casi exclusivamente en el buen hacer del calculista armado con lápiz y papel. 
 
Con el advenimiento de los elementos mecánicos de cálculo y sobretodo, con la aparición del 
cálculo electrónico y su progresiva incorporación al abanico de las herramientas científicas de 
bajo coste, se produjo una eclosión de líneas de investigación que se nutrían de la algorítmica 
numérica como herramienta para su desarrollo. Esta algorítmica permitía, con un alto grado de 
fiabilidad y una velocidad de cálculo desconocida hasta aquel momento, comenzar a plantear 
estrategias que por la naturaleza intrínseca de los problemas que pretendían resolver, 
permanecían inabordables hasta ese momento. 
 
De entre todas las líneas de investigación surgidas a su vera, la que hoy nos ocupa: la 
programación de operaciones y particularmente, la secuenciación de unidades a producir. Y es 
que una vez se han realizado la planificación y el cálculo de necesidades, se ha de proceder a 
programar esas actividades de forma eficiente, tarea nada fácil si tenemos en cuenta una serie 
de aspectos como la combinatoria de soluciones posibles o la gran variedad de los problemas 
tipo que se pueden plantear. 
 
Los problemas que abordaremos durante el transcurso del proyecto –Flow Shop con y sin 
pulmones-, resultan cuestiones difícilmente resolubles que requieren de estrategias de 
exploración dirigida con tiempos que crecen de forma exponencial al incrementarse el número 
de piezas y de máquinas. Nos encontraremos en la mayoría de las ocasiones con problemas 
NP -completos o NP -duros, faltos de métodos eficientes –eficiencia entendida como tiempo de 
resolución polinomial-, salvo para dimensiones reducidas de los problemas. 
 
Como botón de muestra podemos presentar un ejemplo aparecido en [Companys 1996]: 
suponiendo la programación de 10 piezas en 4 máquinas y que se debe realizar en cada pieza 
una operación por máquina, el número total de programas posibles resulta ser de: 

 
 

(10!)4 ≈  1,7·1026 

 

 

Si tomamos el ordenador más rápido sobre la faz de la tierra, en estos momentos el Earth 
Simulator de NEC en Japón con 5120 procesadores y capaz de alcanzar una velocidad de 35,8 
teraflops o 35,8 x 1012 operaciones por segundo, la evaluación de todos los programas posibles 
representaría la friolera de 153590 años. Y eso suponiendo que cada evaluación se 
correspondiera con una instrucción elemental. No hay ni que decir que la realidad de la 
programación real en planta se presenta mucho más compleja. 
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2.1 Origen del Proyecto 
 

En los últimos años, se ha producido un notable incremento del interés en el campo de los 
problemas de Flow Shop sin pulmones. Este interés viene motivado tanto desde el campo de la 
investigación pura como desde las posibles aplicaciones industriales: los problemas de Flow 
Shop sin pulmones se producen en ámbitos productivos donde no se dispone de almacenes 
intermedios –los pulmones o buffers a los que se hace mención- entre las distintas máquinas 
responsables de cada operación. En estas situaciones, la pieza que ha completado su 
procesamiento en una máquina deberá permanecer en ella hasta que la siguiente máquina 
esté disponible, lo que generará situaciones de bloqueo. 
 
Las dos razones principales para que tengan lugar situaciones que requieran de un 
procesamiento de tipo sin pulmones intermáquina, radican esencialmente en la tecnología de 
producción misma. La primera de las razones es que en ciertos procesos, algunas de las 
características del material tratado –como pueden ser la temperatura o la viscosidad- requieren 
que el material no pueda ser almacenado entre las máquinas. Ejemplos de estos procesos son 
habituales en industrias químicas, farmacéuticas y alimentarias, así como en la fabricación y 
tratamiento de metales. 
 
Como segunda razón en liza, tenemos que ciertos procesos y metodologías actuales de 
producción, como el just-in-time, las células de fabricación flexible o las células robotizadas de 
producción pueden ser modelizadas en ocasiones como problemas de Flow Shop sin 
pulmones, lo que permite otro acercamiento a esos problemas. 
 
Desde el punto de vista académico, el interés proviene de su aparente simplicidad a la hora de 
enunciar los problemas y la extrema dificultad que conlleva la resolución exacta de las 
instancias, aun las de reducido tamaño. 

 
 



Estudio y aplicación del algoritmo Lomnicki Pendular al problema Fm | block | Fmax  :: 

 

11 

2.2 Motivación 
 

Como se comenta en [Lahdari 2003], desde la publicación del artículo de Johnson en 1954 
[Johnson 1954] el estudio teórico del Flow Shop ha constituido uno de los tópicos más 
investigados en la teoría de la programación. Tal y como hemos comentado previamente, su 
interés no viene motivado únicamente por su interés práctico, sino por la aparente simplicidad a 
la hora de plantearlo y la consideración de que aún hoy día, constituye un hueso duro de roer. 
 
A mediados de los años 90, los mejores algoritmos de Branch & Bound experimentaban 
dificultades para resolver ejemplares con 15 piezas y 4 máquinas de Flow Shop con pulmones, 
mientras que en otros ámbitos como es el archiconocido problema del viajante de comercio o 
TSP, ya existían algoritmos que permitían su resolución con ejemplares de unos cuantos 
cientos de vértices. 
 
Es bien conocido que el caso de dos máquinas en el caso del Flow Shop con pulmones puede 
ser resuelto utilizando las reglas de Johnson, que genera una programación óptima en O(n log 
n) pasos y que para el caso de sin pulmones, el problema de dos máquinas puede resolverse 
mediante su equivalente TSP también en O(n log n) pasos, mediante el algoritmo de Gilmore y 
Gomory [Gilmore 1964]. 
 
Lamentablemente, para más de dos máquinas el problema se ha demostrado que es NP –duro, 
lo que ha llevado a muchos autores a centrar sus esfuerzos en el desarrollo de métodos 
heurísticos que permiten obtener rápidamente soluciones de cierta calidad, a costa de sacrificar 
su optimalidad en muchos casos. 
 
El proyecto que aquí se presenta pretende sin embargo, el estudio e implementación de un 
algoritmo exacto para los casos de Flow Shop sin pulmones, a tenor de los prometedores 
resultados que anteriores proyectos [Vivó 1994] han arrojado para el caso de con pulmones. 
Para ello haremos uso de un algoritmo de Branch & Bound ya presentado por Lomnicki 
[Lomnicki 1965] e Ignall y Shrage [Ignall 1965] de forma independiente y mejorado por 
Companys [Companys 1993] haciendo uso de ciertas propiedades de interacción entre los 
problemas directo e inverso que describiremos en breve. 
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3. Introducción 
 
La programación de la producción consiste básicamente en asignar unas órdenes de 
producción y las operaciones consiguientes a centros de trabajo específicos en unos 
intervalos temporales concretos, lo cual permite afirmar que un programa –al contrario de lo 
que pudiera parecer a primera vista– resulta ser más una asignación que un calendario. 
 
En entornos productivos que trabajan de manera continua, el problema consiste 
básicamente en asignar las operaciones a los centros adecuados, establecer las rutas 
óptimas y equilibrar las líneas, ya que a partir de ese momento y por la propia naturaleza 
de su funcionamiento en continuo, nuestra tarea tendría que limitarse a establecer las 
secuencias de productos a lanzar en cada línea. De alguna manera, nos encontraríamos 
trabajando con el estacionario de una función objetivo cuyo funcionamiento deseamos 
establecer. 
 
Por el contrario, en entornos productivos no-continuos o intermitentes, la problemática se 
transforma en algo bastante más complejo, ya que la frecuencia de programación se 
incrementa notablemente y las decisiones se toman en función de circunstancias en 
muchas ocasiones imprevisibles. Este caso, como transitorio de la función que antes 
reseñábamos, introduce un grado de indeterminación en el sistema que requiere de 
herramientas ciertamente más sofisticadas para su resolución. 
 
Las subfunciones que podemos distinguir dentro de la función programación [Companys 
1996] son: 
 
 

• Subfunción carga [loading]: que consiste en la asignación de las operaciones a 
centros o estaciones de trabajo. 

 
• Subfunción secuenciación [sequencing]: que establece el orden de ejecución de las 

operaciones asignadas a un centro de trabajo. 
 

• Subfunción temporización [scheduling]: determinación de los instantes de inicio y 
fin de cada operación. 

 
 

De entre el amplio abanico de problemas que nos ofrece la subfunción secuenciación, nos 
centraremos en uno ampliamente tratado en la literatura científica: el Problema del Taller 
Mecánico. Este problema lo someteremos a una serie de restricciones, previa mención de 
los métodos más significativos que pretenden resolverlo en un tiempo razonable. 
Posteriormente nos centraremos en uno de los métodos exactos -el Lomnicki– que suele 
utilizarse como primera aproximación para resolver el problema que hemos escogido. Este 
algoritmo funciona bien mientras el tamaño de los problemas –tamaño entendido como 
número de piezas y de máquinas- es reducido. Cuando ese tamaño crece, el tiempo de 
cálculo necesario para su evaluación crece sobremanera, convirtiéndolo en inasequible. 
 
Para subsanar en la medida de lo posible esa debilidad, se desarrolló posteriormente el 
algoritmo Lomnicki Pendular –o LOMPEN– [Companys 1993, 1999] que permite abordar 
problemas de una mayor dimensión mediante la incorporación de ciertas propiedades de 
interacción durante el desarrollo del Branch & Bound. 
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3.1 Objetivos del proyecto 
 

El objetivo del proyecto consistirá en la realización de una aplicación informática que permita la 
resolución de problemas de Taller Mecánico de flujo regular –o Flow Shop-, estático con y sin 
pulmones entre las máquinas mediante la utilización del algoritmo Lomnicki Pendular, 
comparando además los resultados obtenidos con y sin pulmones. Asimismo, se pretende 
explorar distintas posibilidades de mejora del algoritmo, así como su implementación y 
discusión. 

 
 

3.2 Alcance del proyecto 
 

El presente proyecto pretende llevar a cabo la implementación en lenguaje C de los algoritmos 
comentados y modificarlos convenientemente para su aplicación a los problemas de Flow Shop 
con y sin pulmones intermáquina. Una vez testados, se desea añadir nuevas funcionalidades a 
los mismos que permitan una mejora apreciable en sus tiempos de ejecución y resolución. 
Estas comparativas pretenden someterse a discusión y análisis, lo que se espera posibilite la 
propuesta de otras líneas de investigación relacionadas. 
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4. Introducción al Problema del Taller Mecánico 
 

4.1 Definición del problema a tratar 
 

Dentro de los problemas de programación de operaciones, y más concretamente, dentro de la 
problemática de la secuenciación, destaca un problema –el Problema del Taller mecánico– 
cuyo enunciado básico se describe a continuación: 

 
 

Un grupo de n piezas –o lotes de piezas– deben de pasar por m máquinas -o puestos 
de trabajo-. El procesado de cada pieza consistirá en someterla a una serie de 
operaciones prefijadas, asignadas cada una de ellas a una máquina en concreto y con 
una duración previamente conocida. El objetivo es establecer un programa, o lo que es 
lo mismo en este caso, la secuencia de operaciones de cada máquina que permita 
optimizar un cierto índice de eficiencia. 
 
 

En general, se hablará de piezas y de máquinas. 
 
En esta situación, podemos observar que existen dos tipos de secuencias: 
 
 

• La secuencia producto del orden en que cada pieza pasa por las máquinas, que 
depende, generalmente, de cuestiones de índole tecnológica y que puede 
considerarse como un dato conocido. Esta secuencia constituye la ruta de las 
operaciones de la pieza. 

 
• La secuencia en que una máquina ve pasar las sucesivas piezas, que constituye la 

incógnita de nuestro problema y cuya selección se efectuará intentando optimizar 
algún criterio de eficiencia. 

 
 

Así, el Problema del Taller Mecánico podremos sintetizarlo como la búsqueda del orden de 
paso de cada una de las piezas por cada máquina, de forma que optimicemos cierto criterio de 
eficiencia. 

 

4.2 Problemas estáticos y dinámicos 
 

Los problemas del Taller Mecánico pueden clasificarse en tres grandes grupos: 
 
 

• Problemas estáticos, en los que el número de piezas a tratar es finito y tanto las 
piezas como las máquinas se encuentran disponibles en el instante inicial o 
instante 0 –en tiempo relativo-. En este tipo de problemas se pretende determinar 
un programa que minimice la ocupación total del taller, determinada por el instante 
en que termina la última operación o un parámetro similar. 

 
• Problemas semidinámicos, en los que también se considera un número finito de 

piezas, pero los instantes de disponibilidad de las piezas o de las máquinas no son 
los mismos. 
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• Los problemas dinámicos, por el contrario, consideran un funcionamiento en 
continuo del taller, aunque el conocimiento en un instante determinado se limite a 
la situación actual y a una cartera de piezas a tratar. Aquí el objetivo se centrará en 
hallar un conjunto de programas sucesivos que se desarrollarán a lo largo de ciclos 
de reprogramación, lo cual nos obligará a juzgar la bondad de los resultados 
obtenidos sobre la base del procedimiento de reprogramación manejado y no 
exclusivamente a la de un programa en concreto. 

 
 
Este proyecto trabajará exclusivamente con problemas estáticos. 

 

4.3 Tipos de Flujo 
 
Entre los muchos tipos de flujo posibles de las piezas dentro del taller, destacaremos algunos: 

 
 

• Flow Shop Problem o Flujo regular: en este caso todas las piezas tienen la misma 
ruta. Y puesto que todas las piezas recorren las máquinas en el mismo sentido, 
podemos numerar las máquinas de 1 a m. Se cumplirá, pues, que si una pieza 
pasa de la máquina k a la j, entonces k < j. 
 
Como caso particular tendremos: 
 

o Permutation Flow Shop Problem: aquí obligamos a que el orden de 
procesamiento de las piezas en cada máquina sea el mismo, con lo que el 
objetivo pasa a ser el de hallar una permutación de las n piezas que 
minimice el índice de eficiencia. 

 
• Job Shop Problem: se permite cualquier secuencia de procesamiento de las piezas 

en cada máquina, aunque cada pieza ha de ser procesada siguiendo un orden de 
máquinas en particular. 

 
• Open Shop Problem: cada operación está asignada a una máquina determinada, 

aunque el orden de las operaciones de cada pieza es libre. 
 
 
Este proyecto se centrará en el caso particular del Permutation Flow Shop Problem. 

 

4.4 Índices de eficiencia 
 

La evaluación de los programas lleva aparejada una serie de criterios de eficiencia, entre los 
cuales mencionaremos unos pocos: 

 
a. Cmax : instante de salida de la última pieza del taller. 

 
 

Cmax = max { Ci } [4.1]
 
 

b. Fmax : tiempo de permanencia en el taller de la pieza que permanece más 
tiempo, es equivalente a la anterior Cmax si todos los instantes de entrada de la 
pieza en el taller son cero. 
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Fmax = max { Fi } [4.2]
 
 

c. Fmed : es el tiempo medio de permanencia en el taller. 
 
 

Fmed  = ∑
i

i F· 
n
1

 
 

[4.3]

 
d. Tmax : retraso de la pieza que se retrasa más. 

 
 

Tmax = max { Ti } [4.4]
 
 

e. Tmed : retraso medio. 
 
 

Tmed = ∑
i

i T· 
n
1

 
[4.5]

 
 
El criterio de evaluación adoptado será el de optimizar –minimizar en este caso- el tiempo de 
permanencia máximo en el taller o Fmax que, como hemos visto, equivale en nuestro caso a 
Cmax. 

 

4.5 Pulmones entre las máquinas 
 

Los pulmones intermáquina son almacenes situados a la entrada o a la salida de las máquinas 
que permiten recibir, almacenar y reexpedir las piezas a la siguiente máquina. Estos pulmones 
intermáquina posibilitan que las piezas procesadas en la máquina j puedan esperar a ser 
procesadas en la j + 1 y así dejar libre la máquina j para que pueda procesar la siguiente pieza. 
 
En función de la capacidad de estos pulmones, podremos clasificar los problemas de Flow 
Shop en: 

 
 

• Pulmones de capacidad ilimitada o, simplemente, Flow Shop Problem.  
 
• Pulmones de capacidad limitada o Flow Shop Problem with limited buffers. 

 
• Sin pulmones o Flow Shop Problem without buffers. 
 

 
El proyecto se centrará en el primer y el tercer caso, ya que los problemas con buffers de 
capacidad limitada pueden traducirse a un problema de tipo sin pulmones. 
 

4.6 Hipótesis generalmente aceptadas en los problemas 
estáticos 

 
Conway, Maxwell y Miller [Conway 1967] señalaron una serie de hipótesis que, generalmente, 
suelen ser aceptadas en el Problema del Taller Mecánico y que procedemos a relatar a 
continuación: 
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1. Cada máquina está continuamente disponible desde 0 hasta T, con T 

arbitrariamente grande. 
 

2. No existen montajes de piezas [convergencias] ni particiones en lotes 
[divergencias].  

 
3. Para cada operación k existe una sola precedente inmediata h [exceptuando la 

primera operación de cada pieza, que no dispone de precedente]. 
 

4. Para cada operación k  existe una sola siguiente inmediata j [exceptuando la última 
operación de cada pieza, que no tiene siguiente].  

 
5. Cada operación puede hacerse en un solo tipo de máquina del taller. 

 
6. Sólo hay una máquina de cada tipo en el taller. 

 
7. Cuando una operación ha comenzado, debe terminarse antes de empezar otra en 

la misma máquina y no se admiten interrupciones de la misma. 
 

8. No pueden solaparse dos operaciones de la misma pieza en la misma máquina o 
en máquinas distintas. 

 
9. Cada máquina puede tratar una sola operación a la vez. 

 
10. La única restricción activa en el taller es la relativa a las máquinas; no existen 

problemas de disponibilidad de mano de obra, materiales o de cualquier otra 
índole. 

 
 
Este primer enfoque, aparentemente rígido en cuanto a unas hipótesis que parecen alejarlo de 
la realidad de un taller, podrá adaptarse mejor a esa realidad mediante la progresiva relajación 
de algunas de las hipótesis. 

 

4.7 Nomenclatura 
 

Un problema típico del Taller Mecánico queda definido, por tanto, por cinco parámetros: 
 

1. El número de piezas y operaciones a ejecutar. 
 

2. El número y tipo de máquinas que componen el taller. 
 

3. Tipo de flujo de las piezas que transitan por  el taller. 
 

4. Los criterios para evaluar la eficiencia de los programas. 
 

5. La capacidad de los almacenes entre las máquinas. 
 

 
Así, los problemas de Taller Mecánico suelen describirse mediante una notación muy simple 
[Conway 1967] formada por cuatro símbolos A / B / C / D y una referencia a la capacidad de 
los almacenes entre las máquinas: 
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• A corresponde a la llegada de las piezas. En los problemas dinámicos puede 
indicar una ley de probabilidad, en nuestro caso será el número de piezas n. 

 
• B describe el número de máquinas en el taller, en nuestro caso m. 

 
• C describe la estructura del flujo del taller y generalmente toma uno de los valores 

F,P,R,G: 
 
 

a. F indica flujo regular [Flow Shop] donde todas las piezas tienen la misma 
ruta.  

 
b. P indica un caso particular del anterior en el que todas las máquinas tienen 

la misma secuencia de piezas, o lo que es lo mismo, la solución que 
buscamos es simplemente una permutación de las piezas [Permutation 
Flow Shop]. 

 
c. R  indica rutas aleatorias [Randomly Routed Job Shop] 

 
d. G indica flujo general, es decir, una situación en la que la ruta de una pieza 

tiene dos operaciones sucesivas en las máquinas r y s, y la de otra pieza 
tiene dos operaciones sucesivas en s y r. 

 
 
En nuestro caso, nos situaremos en el caso de flujo regular con la misma 
secuencia de piezas [Permutation Flow Shop] o P. 
 

• D se refiere al índice de eficiencia elegido para evaluar los programas. 
 

• La referencia a la capacidad de los almacenes entre las máquinas se realiza 
añadiendo las capacidades de cada buffer. En particular, la referencia con 
pulmones –para notar el caso de almacenes de capacidad ilimitada entre las 
máquinas- o sin pulmones –para notar la ausencia de tales almacenes entre las 
máquinas-. 
 
Alternativamente, haremos uso de otra notación, recogida también en la literatura 
científica, para distinguir los casos de Permutation Flow Shop con pulmones 
ilimitados de aquellos sin pulmones. Dicha notación será del tipo Fm | prmu | Fmax 
para hacer referencia al caso de Permutation Flow Shop con m máquinas, m - 1 
pulmones intermáquina de capacidad ilimitada y Fmax como criterio de eficiencia y 
Fm | block | Fmax para el caso sin pulmones y mismo criterio de eficiencia. 

 
Además, consideraremos que el tiempo de proceso de cada máquina viene dado por un valor 
p(j,i), que es la duración de la operación a realizar en la máquina j sobre la pieza i.  
 
Combinando nomenclatura y objetivos podemos concluir que el Problema del Taller Mecánico a 
tratar durante todo este proyecto será el problema estático n / m / P / Fmax en el que todas las 
piezas están disponibles en el instante 0, en los casos en los que o bien disponemos de buffers 
de capacidad ilimitada –caso con pulmones o Fm | prmu | Fmax- o bien no disponemos de 
buffers entre máquinas –caso sin pulmones o Fm | block | Fmax-. 
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4.8 Problemas de flujo regular estáticos 
 

Tal y como hemos comentado, en los problemas de flujo regular o Flow Shop, es posible 
enumerar las máquinas de tal manera que las operaciones sucesivas de una pieza se 
desarrollen en máquinas cuyos números estén en orden creciente. Si una pieza tiene 
operaciones en todas las máquinas, su operación j-ésima tendrá lugar en la máquina número j 
con su correspondiente p(j,i), si no es así, su p(j,i) = 0. En cualquier caso, ninguna pieza tiene 
dos operaciones distinguibles en una misma máquina, aunque alguna pieza puede no tener 
operación en alguna máquina. 
 
De esta manera, los datos referentes a un ejemplar quedarán constituidos por una matriz de 
p(j,i) que denominaremos matriz de duraciones. 
 
Si denominamos e(j,i) al instante en que la pieza i entra en la etapa j desde la etapa j – 1 y f(j,i) 
al instante en que sale hacia la etapa j + 1, tendremos que las hipótesis para un problema de 
Flow Shop clásico son: 

 
 

e( j , i ) + p( j , i ) = f( j , i )      [4.6] 
 

e( j , i ) = f( j , i - 1 )       [4.7] 
 

e( j , i ) = f( j - 1, i  )       [4.8] 
 
 

La ecuación [4.6] hace referencia a que el instante en que la pieza i entra en la máquina j más 
el tiempo de procesamiento de la pieza i en la máquina j ha de ser como máximo igual al 
instante en que la pieza i sale de esa máquina. 
 
La ecuación [4.7] muestra el hecho de que cuando la pieza i vaya a entrar en la máquina j, la 
pieza precedente debe de haber salido –o está saliendo- hacia la máquina siguiente. 
 
Por último, la ecuación [4.8] indica que la pieza i no puede entrar en la máquina j si ésta última 
está ocupada por la pieza precedente. 
 
Para i = 1, j = 1 y j = m debemos determinar expresiones especiales o definir de manera 
acertada los valores correspondientes de f(j,0), f(0,i) y f(m + 1 ,i). 

 

4.8.1 El problema n / m / P / Fmax con pulmones intermáquina 
ilimitados o Fm | prmu | Fmax 

 
Una suposición implícita para el caso Fm | prmu | Fmax es que si es necesario, frente a cada 
máquina puede existir una cola de piezas de tamaño ilimitado que han sufrido un determinado 
número de operaciones y se hallan a la espera de que la máquina en cuestión quede 
disponible. Esto equivaldrá a decir que disponemos de buffers ilimitados de tipo FIFO entre las 
máquinas. 
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4.8.2 El problema de flujo regular n / m / P / Fmax con pulmones 
intermáquina de capacidad limitada o Fm | block b1, b2, b3,…, 
bm-1 | Fmax 

 

El caso intermedio entre Fm | prmu | Fmax y Fm | block | Fmax –el caso de buffers intermedios de 
capacidad limitada bk-, puede reducirse a un problema sin pulmones, por lo que nuestro ámbito 
de estudio se ceñirá a los casos Fm | prmu | Fmax y Fm | block | Fmax. 

 

4.8.3 El problema de flujo regular  n / m / P / Fmax  sin pulmones 
intermáquina o Fm | block | Fmax 

 
En este caso, nos hallamos frente a la imposibilidad de almacenar las piezas ya procesadas en 
la máquina j en un buffer a la espera de que se libere la máquina j + 1, obligando a que la pieza 
permanezca en la máquina j hasta que se libere la siguiente. Esto inducirá situaciones de 
bloqueo en las máquinas posteriores, de ahí el término de block. 

 
Al no disponer de pulmones intermáquina, una pieza i se ve obligada a permanecer en la 
máquina j aunque ya haya transcurrido un tiempo p(j,i) hasta que no se halle disponible la 
siguiente máquina, en este caso la j + 1, lo cual genera una nueva restricción bajo la forma de: 

 
 

f( j , i ) = f( j + 1 , i – 1 )       [4.9] 
 
 

Tanto los cálculos de las cotas iniciales, como los procedimientos de mejora a partir de una 
solución inicial aplicables a los problemas de flujo regular clásico, resultarán igual de válidos si 
incorporamos los tiempos de espera causados por la inexistencia de los pulmones 
intermáquina, aunque resultarán menos ajustados. 

 

4.8.4 Problemas con tiempos adicionales 
 

Si introducimos tiempos de limpieza o de preparación de las máquinas y de trasvase de un lote 
de una máquina o etapa a la siguiente, podremos formular las nuevas hipótesis tal y como 
sigue: 

 
 

e( j , i ) + t( j – 1 ) + p( j , i ) + t( j )  = f( j , i )    [4.10] 
 

e( j , i ) = f( j , i – 1 ) + s( j )      [4.11] 
 

e( j , i ) = f( j – 1 , i ) – t( j – 1 )     [4.12] 
 

f( j , i ) = f( j + 1 , i – 1 ) + t( j ) + s( j + 1 )    [4.13] 
 

 
Donde s(j) representa el tiempo de preparación en la etapa j y t(j) el tiempo de trasvase de la 
pieza o el lote de la etapa j a la etapa j + 1. 
 
Sólo comentar que, tal y como podemos imaginar, los tiempos de finalización en problemas sin 
pulmones intermáquina resultarán en general superiores a sus análogos con pulmones, debido 
a las restricciones introducidas. 
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4.8.5 Condición de óptimo 
 

Sabiendo que para cada una de las m máquinas, el número de posibles formas de combinar 
las n piezas es n! podemos observar que el número total de posibles formas de ordenación 
(n!)m se convierte en un problema absolutamente inabordable para valores no  muy elevados 
de n y m. 
 
Para simplificar la situación haremos uso del siguiente lema –fusión de los dos lemas debidos a 
Johnson [Johnson 1954]- que afirma: 

 
 

“En un problema n / m / F / Fmax con todas las piezas disponibles simultáneamente, 
basta considerar los programas que tienen el mismo orden en las dos primeras 
máquinas y el mismo orden en las dos últimas.” 

 
 
Si tomamos las soluciones en que el orden de las piezas no varía al cambiar de máquina y 
aplicamos el lema anterior, podemos concluir que en un problema n / m / F / Fmax, el hallazgo 
de su óptimo se reducirá a considerar permutaciones de piezas para problemas con dos y tres 
máquinas. En cambio, si el número de máquinas es superior a tres, no podremos asegurar que 
la mejor de las permutaciones corresponda con el valor óptimo del problema. En el caso de sin 
pulmones, la conservación del orden será obligatoria. 
 
Debido a esto, si el orden de las piezas pudiese variar en cada máquina, el número de 
soluciones posibles sería de (n!)m-2, lo que no facilitaría demasiado la tarea. Es al considerar 
solamente esas soluciones en las que el orden de las piezas no varía al cambiar de máquina –
que denominamos permutaciones- que el problema se simplifica, ya que el conjunto de 
soluciones posibles pasa a convertirse en n!, aunque sólo podamos asegurar la condición de 
óptimo para dos o tres máquinas. 
 
De esta manera, limitaremos nuestro estudio al caso de permutaciones, situación por otro lado 
bastante habitual en la literatura relacionada. 

 

4.8.6 Conclusión 
 

Los problemas que se desarrollarán a lo largo del desarrollo de este proyecto serán del tipo n / 
m / P / Fmax con todas las piezas y máquinas disponibles en el instante 0, al que posteriormente 
aplicaremos las restricciones referentes a la eliminación de los pulmones intermáquina, 
pasando de Fm | prmu | Fmax a Fm | block | Fmax. 
 
La solución a buscar será la permutación óptima respecto a la función tiempo de permanencia 
en el taller de la pieza que permanece más tiempo o Fmax. Para problemas en que tengamos 
dos o tres máquinas, se puede asegurar que la permutación encontrada es un óptimo del 
problema n / m / F / Fmax, mientras que si disponemos de más de tres máquinas, no podremos 
asegurar que la permutación obtenida será la óptima. 



Estudio y aplicación del algoritmo Lomnicki Pendular al problema Fm | block | Fmax   :: 

 

23 

5. Métodos de Resolución 
 

A grandes rasgos, existen dos maneras de resolver los problemas presentados: los métodos 
exactos -que proporcionan la solución óptima a costa de un mayor esfuerzo computacional- y 
los métodos heurísticos que, aunque no garantizan el hallazgo del valor óptimo, permiten la 
obtención de una solución de cierta calidad utilizando menos recursos computacionales. 

 

5.1 Métodos Heurísticos 
 

El esquema general que seguiremos en cuanto a los procedimientos heurísticos a implementar, 
constará de tres fases bien diferenciadas:  

 
 

1. Preproceso mediante el cual se pretende simplificar al máximo el problema, bien 
reduciendo sus dimensiones, bien eliminando variables. 

 
2. Determinación de una solución inicial. 

 
3. Postproceso mediante el cual mejoramos la solución inicial mediante heurísticas de 

mejora, que podemos aplicar o no. 
 
 

Así, podemos clasificar grosso modo las heurísticas en dos tipos: heurísticas directas, que 
construyen una solución y las de mejora, que parten de una solución ya existente y mediante 
ciertas transformaciones intentan mejorarla. 
 
Las heurísticas directas pueden clasificarse en infinidad de formas. Sin pretender ser 
exhaustivos, a continuación presentamos un bosquejo clasificatorio: 

 
 

• Heurísticas de Tipo A: se basan en el cálculo de un índice –estático o dinámico- 
para cada pieza en cuestión, de tal manera que su ordenación dependerá de dicho 
índice. Como ejemplo tendremos el algoritmo de Palmer o el de Gupta, que 
presentaremos en breve. Dentro de este tipo de heurísticas también podemos 
encontrar aquellos cuyo índice es multidimensional, como el algoritmo de 
Companys o el de  Trapecios. 

 
• Heurísticas de Tipo B: se establece un preorden por comparación o dominancia 

entre las piezas, a partir del cual se intenta determinar el orden definitivo. Como 
ejemplos, podemos reseñar el algoritmo de Teixidó_1 o el de Teixidó_2. 

 
• Heurísticas de Tipo C: se establecen diversas permutaciones mediante 

procedimientos tipo A o B y se elige la mejor. 
 

• Heurísticas de Tipo D: se establece un orden previo entre las piezas mediante el 
cual se van considerando las permutaciones, lo que permite establecer una cadena 
de problemas con un número creciente de piezas. La solución de cada problema 
se toma como definitiva al ampliar el problema y pasar al siguiente de la cadena. 
Un ejemplo de este tipo de heurísticas será la NEH. 

 
• Heurísticas de Tipo E: se calculará, mediante las heurísticas de tipo A y B y se 

intentará mejorar mediante transformaciones parametrizadas de una solución en 
una vecina, como por ejemplo, el algoritmo Dannenbring. 
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5.1.1 Procedimientos heurísticos implementados 
 
De entre la enorme variedad de posibles heurísticas a utilizar, hemos implementado algunas 
ampliamente estudiadas que permitían una rápida programación y alguna nueva que 
pasaremos a describir a continuación. 
 
Las heurísticas implementadas surgen casi exclusivamente del ámbito del Fm | prmu | Fmax, 
aunque en nuestro caso no se hará distinción entre los casos Fm | prmu | Fmax y Fm | block | 
Fmax  a la hora de aplicar los procedimientos heurísticos, ya que la función primordial a realizar –
alimentar al algoritmo Lomnicki Pendular con una buena solución inicial- la cumplirán 
sobradamente en ambos casos. 
 

 
a. Método de Palmer 
 
En [Palmer 1965] se propone calcular los valores: 
 

∑
=

−=
m

1j

1
i i)j)·p(j,(mS       [5.1] 

 

∑
=

=
m

1j

2
i i)1)·p(j,-(j S        [5.2] 

 
Y calculando el índice: 
 
 

2
i

1
i

3
i SSS −=        [5.3] 

 
 

Y se ordenan las piezas según S3
i creciente. En caso de empate, se procederá a elegir 

según el método de Companys, que se expone a continuación. 
 
 
b. Método de Companys o de los trapecios 
 
Se propone aplicar [Companys 1966, 1968] a S1

i y a S2
i, calculadas según [5.1] y [5.2], el 

algoritmo de Johnson. Dada la sucesión (S1
1,S

1
2, … ,S1

n,S
2
1,S

2
2, … ,S2

n) se busca el 
mínimo. Si es un S1

i, la pieza i se coloca al principio de la permutación; si es un S2
i se 

coloca al final. Se elimina la pieza correspondiente y se ordena el resto repitiendo el 
proceso. 
 
En caso de empate, éste se resolverá según el método de Palmer. 
 
 
c. Método de Gupta 
 
Aunque existen varias propuestas de Gupta nos quedaremos con la que aparece en 
[Gupta 1971] donde se propone calcular: 
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En donde x = 1 si p(1,i) es mayor o igual que p(m,i) y x = -1 en caso contrario y 
ordenaremos por orden creciente de S4

i, resolviendo los empates a favor de la pieza cuya 
suma de tiempos en todas las máquinas sea menor. 
 
 
d. Método NEH 
 
Nawaz, Enscore y Ham proponen calcular: 
 
 

∑
=

=
m

j

ijpiS
1

),()(        [5.5] 

 
 

§ Paso 1: ordenamos las piezas por orden decreciente de S(i).  
 

§ Paso 2: tomamos la primera pieza y construimos una secuencia parcial; k = 1. 
 

§ Paso 3: si la secuencia parcial está formada por las primeras k piezas, 
tomamos la pieza k + 1 y calculamos su Cmax colocando esta última pieza en 
las k + 1 posiciones posibles. 

 
§ Paso 4: insertamos la pieza en la posición de mínima Cmax y hacemos k = k + 1. 

 
§ Paso 5: si están todas las piezas colocadas STOP, si no, vamos al paso 3. 

 
 
e. Método NEH Modificado o NEH2 
 
En esta nueva heurística, se propone: 
 
 

§ Paso 1: seleccionamos la pieza con menor S(i) y construimos la secuencia 
parcial; k = 1. 

 
§ Paso 2: si la secuencia parcial está formada por k piezas, tomamos todas y 

cada una de las n – k piezas aún no colocadas y calculamos sus Cmax 
colocándolas en las k + 1 posiciones posibles. 

 
§ Paso 3: insertamos la pieza en la posición que minimice la Cmax entre todas las 

calculadas y hacemos k = k + 1. 
 

§ Paso 4: si están todas las piezas colocadas STOP, si no, vamos al paso 2. 
 
 

Como podremos apreciar, esta nueva heurística arrojará buenos resultados a la hora de 
enfrentarnos a los casos con pulmones, pero muy especialmente cuando no dispongamos 
de ellos. 
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5.1.2 Métodos de mejora de soluciones heurísticas 
 

Una vez se ha obtenido una solución mediante algún método heurístico, se pasa a mejorar esa 
solución vía alguno de los procedimientos de mejora que se presentarán a continuación. Estos 
métodos de mejora suelen ser algoritmos iterativos en los que, a partir de la solución inicial, se 
genera un área de soluciones próximas que permite hallar aquellas que mejoran la solución 
previa. 

 
 
a. Método de mejora local NEH+ 
 
Se parte de una solución obtenida con uno de los algoritmos anteriores; se toman las dos 
primeras piezas y se evalúan las dos secuencias posibles, guardando la mejor. Se toma la 
siguiente pieza y se evalúan las tres posibles secuencias, adoptando la mejor y así 
sucesivamente hasta haber colocado las n piezas. Se vuelve a iterar hasta que la 
aplicación del algoritmo de mejora no introduzca cambio alguno en la solución. 
 
 
b. Método de mejora local RAES+ 
 
Se parte, como en el caso anterior, de una solución previa. Se generan n – 1 soluciones 
permutando los pares de piezas adyacentes, se valoran estas permutaciones y se toma la 
mejor. Si es distinta de la inicial, se aplica de nuevo el procedimiento hasta que su 
aplicación no induzca cambio alguno en la solución. 
 
En nuestro caso, como en el de muchos otros autores, hemos ampliado el área de 
permutación, permitiendo también el intercambio de piezas no adyacentes. 
 
 
c. Método de mejora local dinámica o MeDi 
 
En este nuevo procedimiento de mejora local, partimos de dos permutaciones de piezas: el 
v, producto de la aplicación de un procedimiento heurístico directo y de v+, producto de 
aplicar los procedimientos de mejora NEH+ y RAES+ al vector v. 
 
 

§ Paso 1: tomamos una permutación v producto de una heurística. 
 
§ Paso 2: aplicamos las heurísticas de mejora local NEH+ y RAES+ al vector v, de tal 

manera que obtendremos un vector que denominaremos v+. 
 
§ Paso 3: se toman las dos primeras piezas de la permutación v [k = 2] añadiéndolas 

a un vector v’ y se aplican sobre este último las heurísticas de mejora NEH+ y 
RAES+. 

 
§ Paso 4: se toma la siguiente pieza de la permutación v [k = k +1], se añade a v’ y 

se aplican de nuevo NEH+ y RAES+. 
 

§ Paso 5: si se han colocado todas las piezas, se evalúa Cmax de v’, si no, volvemos 
al Paso 4. 

 
§ Paso 6: si la Cmax es inferior a la calculada para v+, se substituye la mejor solución. 
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5.2 Métodos exactos 
 

Los métodos de resolución exactos son aquellos que garantizan el valor óptimo de la solución, 
pero habitualmente a costa de un consumo más elevado de recursos computacionales y de 
almacenamiento. La literatura recoge que estos métodos se encuentran en principio limitados a 
valores reducidos de n y m, habitualmente para valores inferiores o iguales a 15 de n y de 4 en 
el caso de m. 
 
A continuación presentaremos varios de ellos, desde la simple enumeración de soluciones, 
pasando por aquellos que solucionan de forma óptima problemas de dos y tres máquinas para 
los problemas de Flow Shop con y sin pulmones, hasta llegar a los métodos de Branch & 
Bound. 

 

5.2.1 Enumeración de soluciones 
 

Tal y como ya hemos comentado, este método se basa en la enumeración de todas las 
posibles permutaciones del problema, escogiendo aquella que posea el mejor valor. Si existen 
varias permutaciones con la misma solución, el problema tendrá por tanto múltiples soluciones 
y se escogerá cualquiera de ellas. 
 
El principal problema a la hora de solucionar los problemas con este método, será la limitación 
de recursos y el tiempo de cálculo necesario para poder tratar todas las permutaciones 
posibles del problema: n!. Aún así, este método se utiliza cuando el tamaño del problema es 
reducido y se desean obtener datos exhaustivos sobre la distribución de las soluciones del 
problema. 

 

5.2.2 Algoritmos exactos para Fm | prmu | Fmax : Johnson 
 

Johnson enunció en 1954 los dos lemas o propiedades siguientes: 
 
 
• Primer lema de Johnson: “En un problema n / m / F con todas las piezas y máquinas 

disponibles simultáneamente y una medida de eficiencia regular, basta considerar los 
programas en que las piezas tienen la misma secuencia en las dos primeras 
máquinas.” 

 
• Segundo lema de Johnson: “En un problema n / m / F / Fmax con todas las piezas y 

máquinas disponibles simultáneamente, basta considerar los programas en que las 
piezas tienen la misma secuencia en las dos últimas máquinas.” 

 
 

Estos lemas permiten que en el caso de m = 2 nos podamos referir indistintamente (si lo único 
que deseamos es una solución óptima) al problema n / 2 / F / Fmax o n / 2 / P / Fmax y en el caso 
de m = 3 tengamos n / 3 / F / Fmax o n / 3 / P / Fmax. También podremos afirmar que si el número 
de máquinas es mayor que tres, pueden existir soluciones óptimas del problema n / m / F / Fmax  

que no sean permutaciones, aunque tal y como hemos comentado anteriormente, no las 
estudiaremos. 
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5.2.3 Condición de óptimo para el caso n / 2 / P / Fmax con pulmones 
 

Johnson enunció la condición suficiente para que una permutación sea óptima para todo par de 
piezas, k y l, tal que: 
 

 
min{p(1,k),p(2,l)} < min{p(2,k),p(1,l)}      [5.6] 

 
min{p(1,k),p(2,l)} = min{p(2,k),p(1,l)} y p(1,k) – p(2,k) < p(1,l) – p(2,l)  [5.7] 

 
 

Si se cumple [5.6] o [5.7] se satisface la condición de permutación óptima, siempre y cuando k 
ocupe una posición anterior a la de l en la permutación. 

 
 

5.2.4 Condición de óptimo para un caso particular de  n / 3 / P / Fmax 
con pulmones 

 
Posteriormente, Johnson extiende su algoritmo a problemas de tipo n / 3 / F / Fmax cuando la 
segunda máquina posee valores inferiores a los de la primera y la tercera máquina, es decir, si 
se cumple: 

 
 

min{p(1,k)} = max{p(2,k)} o max{p(2,k)} = min{p(3,k)}    [5.8] 
 
 

En este caso en particular, se puede crear un problema n / 2 / F / Fmax ficticio, con dos 
máquinas ficticias –que llamaremos 1’ y 2’- con tiempos de proceso: 

 
 

p(1’,k) = p(1,k) + p(2,k)         [5.9] 
  

p(2’,k) = p(2,k) + p(3,k)       [5.10] 
 
 

5.2.5 Algoritmo de Johnson para el caso n / 2 / F / Fmax con 
pulmones 

 
El algoritmo de ordenación de Johnson se puede resumir en tres pasos, que pasamos a 
detallar a continuación y que nos permite hallar la permutación óptima para el caso de 2 
máquinas en Fm | prmu | Fmax: 

 
 

§ Paso 1: se busca la menor de las duraciones de las piezas no ordenadas todavía 
p(j,i) y en caso de empate, se escoge una cualquiera de ellas. 

 
§ Paso 2: si la duración es una correspondiente a la primera máquina, la pieza se 

coloca la primera –de las no ordenadas todavía-, si corresponde a la segunda 
máquina, la pieza se coloca la última –de las no ordenadas todavía-. 
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§ Paso 3: se marca la pieza i como ordenada. Si quedan piezas por ordenar, se 
vuelve al paso 1, en caso contrario ya hemos obtenido la permutación óptima que 
satisface la condición de Johnson. 

 
 

Ejemplo 
 
Trataremos un ejemplo de tipo 5 / 3 / P / Fmáx con pulmones intermáquina, cuya matriz de 
duraciones presentamos a continuación: 

 
 

 Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3 
Pieza 1 5 3 8 
Pieza 2 7 4 3 
Pieza 3 6 5 4 
Pieza 4 8 2 6 
Pieza 5 9 1 5 

 
Tabla 5.1 – Ejemplar 1 

 
 
Para empezar, observamos que el min{p(1,k)} = 5 resulta ser igual que el max{p(2,l)} = 5, con lo 
que podemos aplicar [4.8], que nos permite transformar el problema en uno de tipo  n / 2 / F / 
Fmax ficticio cuyos datos resultan de sumar las dos primeras columnas y las dos últimas, según 
[4.9] y [4.10]: 

 
 

 Máquina 1’ Máquina 2’ 
Pieza 1 8 11 
Pieza 2 11 7 
Pieza 3 11 9 
Pieza 4 10 8 
Pieza 5 10 6 

 
Tabla 5.2 - Ejemplar 1 transformado 

 
 

Si aplicamos ahora el algoritmo de Johnson al problema ficticio que se ha generado, 
tendríamos que comenzar por buscar la menor de las duraciones de las piezas no ordenadas 
todavía –es decir, todas-, que en nuestro caso resulta ser p(2’,5) = 6 que, como corresponde a 
la segunda máquina, se situará en última posición. 

 
 

 Máquina 1’ Máquina 2’ Ordenada 
Pieza 1 8 11  
Pieza 2 11 7  
Pieza 3 11 9  
Pieza 4 10 8  
Pieza 5 10 6 Sí 

 
Tabla 5.3 – Primera iteración Johnson 
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De entre las piezas que quedan por ordenar, la siguiente menor solución corresponde a p(2’,2) 
= 7, que provoca su desplazamiento a la penúltima posición de la tabla: 

 
 

 Máquina 1’ Máquina 2’ Ordenada 
Pieza 1 8 11  
Pieza 3 11 9  
Pieza 4 10 8  
Pieza 2 11 7 Sí 
Pieza 5 10 6 Sí 

 
Tabla 5.4 – Segunda iteración Johnson 

 
En el paso siguiente, vemos que p(1’,1) = p(2’,4) = 8, lo que nos permite escoger cualquiera de 
ellas. En nuestro caso, nos decantaremos por la correspondiente a p(1’,1) que por pertenecer a 
la primera máquina, colocaremos al principio: 
 
 

 Máquina 1’ Máquina 2’ Ordenada 
Pieza 1 8 11 Sí 
Pieza 3 11 9  
Pieza 4 10 8  
Pieza 2 11 7 Sí 
Pieza 5 10 6 Sí 

 
Tabla 5.5 – Tercera iteración Johnson 

 
La siguiente pieza a colocar pasa a ser la 4, con su p(2’,4) = 8, que colocaremos como última 
de las piezas aún no ordenadas: 

 
 

 Máquina 1’ Máquina 2’ Ordenada 
Pieza 1 8 11 Sí 
Pieza 3 11 9  
Pieza 4 10 8 Sí 
Pieza 2 11 7 Sí 
Pieza 5 10 6 Sí 

 
Tabla 5.6 – Cuarta iteración Johnson 

 
Esto nos deja la pieza 3 como última pieza a ordenar que, evidentemente, no modificará su 
posición: 

 
 Máquina 1’ Máquina 2’ Ordenada 
Pieza 1 8 11 Sí 
Pieza 3 11 9 Sí 
Pieza 4 10 8 Sí 
Pieza 2 11 7 Sí 
Pieza 5 10 6 Sí 

 
Tabla 5.7 – Quinta iteración Johnson 
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Todo lo expuesto anteriormente nos deja como secuencia óptima la correspondiente a      [1 – 
3 – 4 – 2 – 5] que nos permitirá calcular la Fmax que resulta ser de 41, tal y como queda 
reflejado en la Tabla 4.6: 

 
 

 Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3 
Pieza 1 5 8 16 
Pieza 3 11 16 20 
Pieza 4 19 21 27 
Pieza 2 26 30 33 
Pieza 5 35 36 41 

 
Tabla 5.8 – Cálculo Fmax Ejemplar 1 
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5.2.6 Algoritmos exactos para Fm | block | Fmax : Gilmore & Gomory 
 

En el caso con pulmones, bajo ciertas y muy específicas condiciones, se podían hallar 
soluciones óptimas para tres máquinas. El caso sin pulmones no permite ni tan sólo esa remota 
posibilidad: los algoritmos exactos para sin pulmones se limitan al caso de 2 máquinas. 
 
Al contrario que en el caso del algoritmo de Johnson, el algoritmo de Gilmore y Gomory 
[Gilmore 1964] –o más bien, el algoritmo adaptado del original de Gilmore y Gomory para el 
caso Fm | block | Fmax - resulta de una cierta complejidad. 
 
La idea básica que anima el algoritmo radica en la idea que el problema de minimización del 
tiempo de flujo máximo en el caso de sin pulmones es equivalente a un problema del viajante 
de comercio –también conocido como TSP o traveling salesman problem- con n + 1 ciudades. 
Las distancias entre dos ciudades h e i serían en este caso: 

 
 

d0,i = p(1,i)       [5.11] 
 

dh,0 = p(2,h)       [5.12] 
 

dh,i = max{ p(1,i), p(2,h) }     [5.13] 
  
 

La versión tres máquinas del problema no puede describirse como un TSP y ha sido 
demostrado que es NP –duro. Comentar tan solo que el TSP general también es NP –duro; es 
el TSP de Gilmore & Gomory un caso especial que permite su resolución en O(n log n).  
 
El algoritmo de Gilmore y Gomory consta de una serie de pasos que pasaremos a detallar a 
continuación: 

 
 

§ Paso 0: si tenemos dos máquinas j1 y j2 siendo j1 la máquina que precede a la j2 
notaremos por comodidad p(j1, i) = ai y p(j2, i) = bi ∀i y con a0 = b0 = 0 

 
§ Paso 1: ordenamos los bi en orden creciente y renumeramos las piezas de tal 

manera que b0 = b1 = b2 = … bn 
 
§ Paso 2: hallamos la función F (k) con k = 0,1,2,…,n tal que aF (k) ≤ aF (k+1) con k = 

0,1,2,…,n - 1 
 

§ Paso 3: definimos un grafo no orientado con n + 1 vértices y aristas Ak,F (k) que 
conectarán los vértices k y los F (k) respectivamente. 

 
§ Paso 4: si el grafo en curso es conexo, STOP, si no, vamos al Paso 5. 

 
§ Paso 5: calculamos los costes de intercambio CF

k,k+1 = max{ 0, min{ bk+1, aF (k+1) } – 
max{ bk, aF (k) } } para k = 0,1,2,…,n – 1 

 
§ Paso 6: seleccionamos el menor CF

k,k+1 tal que k está en una componente del grafo 
y k + 1 está en la otra, decidiendo los empates arbitrariamente. 

 
§ Paso 7: insertamos la arista Ak,k+1 seleccionada en el Paso 6 en el grafo. Si el grafo 

en curso es conexo, vamos al Paso 8, si no, volvemos al Paso 6. 
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§ Paso 8: dividimos las aristas seleccionadas en el Paso 6 en dos grupos: aquellas 
en las que aF (k) ≥  bk pasarán a formar parte de G1 y las restantes irán a G2. 

 
§ Paso 9: buscamos el mayor índice t1 para el que la arista At1,t1+1 esté en G1 y lo 

guardamos. Hallamos el segundo mayor índice t2 para el que la arista At2,t2+1 esté 
en G1, lo guardamos y así sucesivamente. 

 
§ Paso 10: buscamos el menor índice s1 para el que la arista As1,s1+1 esté en G2 y lo 

guardamos. Hallamos el segundo menor índice s2 para el que la arista As2,s2+1 esté 
en G2, lo guardamos y así sucesivamente. 

 
§ Paso 11: el ciclo óptimo F * lo construiremos aplicando a la permutación original F  

primero los intercambios IF (t1,t1+1), IF (t2,t2+1), IF (t3,t3+1),… y después los 
IF (s1,s1+1), IF (s2,s2+1), IF (s3,s3+1),… 

 
§ Paso 12: volver a renumerar las piezas del Paso 1. 

 
 
Este algoritmo puede implementarse en O(n log n) y podemos hallar una descripción más 
detallada en [Sriskandarajah 1996]. 
 
 
Ejemplo 
 
Utilizaremos a modo de ejemplo un ejemplar de 14 piezas y 4 máquinas de las colecciones del 
laboratorio, del que presentamos a continuación la matriz de duraciones, aplicando el algoritmo 
de Gilmore y Gomory sobre las máquinas 3 y 4. 
 
 

j\i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
1 4 20 4 22 1 10 18 5 4 20 14 16 4 7 
2 25 4 14 16 12 25 2 25 23 13 11 13 19 24 
3 7 16 20 25 8 12 19 25 22 10 15 24 13 23 
4 19 12 3 23 18 25 21 25 18 9 22 2 4 10 

 
Tabla 5.9 - Ejemplar 2 

 
Paso 0: adjuntando la a0 y la b0, la matriz de a’s y b’s queda como sigue: 
 

 
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
ai 0 7 16 20 25 8 12 19 25 22 10 15 24 13 23 
bi 0 19 12 3 23 18 25 21 25 18 9 22 2 4 10 

 
Tabla 5.10 – Matriz auxiliar 

 
Paso 1: ordenamos por bi creciente de tal manera que  b0 ≤  b1 ≤  b2 ≤  … bn y renumeramos 
las piezas: 
 

 
i 0 12 3 13 10 14 2 5 9 1 7 11 4 6 8 
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
ak 0 24 20 13 10 23 16 8 22 7 19 15 25 12 25 
bk 0 2 3 4 9 10 12 18 18 19 21 22 23 25 25 
 

Tabla 5.11 - Matriz auxiliar de renumeración 
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Paso 2: obtenemos F (k) con k = 0,…, n tal que aF (k) ≤ aF (k+1). 
 

 
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

F (k) 0 9 7 4 13 3 11 6 10 2 8 5 1 12 14 
ak 0 7 8 10 12 13 15 16 19 20 22 23 24 25 25 

 
Tabla 5.12 – Cálculo de F (k) tal que aF (k) ≤  aF (k+1). 

 
Paso 3: definimos un grafo no orientado con n + 1 vértices y aristas Ak,F (k) que conectarán los 
vértices k y los F (k) respectivamente. En nuestro caso el grafo queda como sigue: 
 
 

 
 

Figura 5.1 – Descripción visual del estado del grafo 
 

Paso 4: en nuestro caso, el grafo se compone de 4 elementos y como podemos comprobar, no 
es conexo. 
 
Paso 5: calculamos los costes de intercambio CF

k,k+1 = max{ 0, min{ bk+1, aF (k+1) } – max{ bk, 
aF (k) } } para k = 0,1,2,…,n – 1 

 
 

k bk aF (k) F (k) max{ bk, aF (k) } min{ bk, aF (k) } CF
k,k+1 

0 0 0 0 0 0 2 
1 2 7 9 7 2 0 
2 3 8 7 8 3 0 
3 4 10 4 10 4 0 
4 9 12 13 12 9 0 
5 10 13 3 13 10 0 
6 12 15 11 15 12 1 
7 18 16 6 18 16 0 
8 18 19 10 19 18 0 
9 19 20 2 20 19 1 
10 21 22 8 22 21 0 
11 22 23 5 23 22 0 
12 23 24 1 24 23 1 
13 25 25 12 25 25 0 
14 25 25 14 25 25 - 

 
Tabla 5.13 – Costes de intercambio 
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Pasos 6 y 7: ordenamos los costes de intercambio de menor a mayor, decidiendo empates 
arbitrariamente y vamos añadiendo las aristas tales que k está en una componente y k + 1 en 
otra componente hasta que el grafo sea conexo: 

 
 

k 1 2 3 4 5 7 8 10 11 13 6 9 12 0 
CF

k,k+1 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 2 
 

Tabla 5.14 – Costes de intercambio ordenados 
 

Las aristas añadidas serán por tanto la A7,8, la A13,14 y la A0,1 de tal manera que el grafo quedará 
como sigue: 

 
 

 
 

 
Figura 5.2 – Descripción visual estado del grafo 

 
Paso 8: las aristas añadidas en el punto anterior se separan en dos grupos G1 y G2. 

 
Grupo 1 o G1: A13,14 y A0,1 

 
Grupo 2 o G2: A7,8 

 
Paso 9: hallamos el mayor índice t1 presente en el G1, el segundo mayor t2 y así 
sucesivamente. En nuestro caso tendremos dos índices t1 = 13 y t2 = 0. 
 
Paso 10: hallamos el menor índice s1 presente en el G2, el segundo menor s2 y así 
sucesivamente. En nuestro caso sólo tenemos un índice s1 = 7. 
 
Paso 11: el ciclo óptimo F *(k) se construye aplicando la secuencia de intercambios a la 
permutación F  original en el orden IF (t1,t1+1), IF (t2,t2+1), IF (s1,s1+1) ... en nuestro caso serán 
IF (13,14), IF (0,1), IF (7,8). 

 
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

F (k) 0 9 7 4 13 3 11 6 10 2 8 5 1 12 14 
IF (13,14) 0 9 7 4 13 3 11 6 10 2 8 5 1 14 12 
IF (0,1) 9 0 7 4 13 3 11 6 10 2 8 5 1 14 12 
IF (7,8) 9 0 7 4 13 3 11 10 6 2 8 5 1 14 12 
F *(k) 9 0 7 4 13 3 11 10 6 2 8 5 1 14 12 

 
Tabla 5.15 – Construcción del ciclo óptimo 
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El ciclo óptimo se construye conectando la pieza k con la correspondiente F *(k), hasta unir 
todas las piezas. 
 
En nuestro caso, la secuencia óptima f *(k)  obtenida será por tanto: 

 
 
f *(k)  = 0 – 9 – 2 – 7 – 10 – 8 – 6 – 11 – 5 – 3 – 4 – 13 – 14 – 12 – 1 
 

 
Paso 12: y la secuencia óptima con la numeración original resultará ser: 

 
  

f *(i)  =  1 – 3 – 5 – 7 – 9 – 2 – 11 – 14 – 13 – 10 – 6 – 8 – 4 – 12 
 

5.2.7 Algoritmos de optimización por separación [Branch] y 
acotación [Bound] 

 
Estos métodos se caracterizan básicamente por realizar una partición en el conjunto de  
soluciones posibles, de tal manera que en cada una de las partes se puede calcular una cota –
inferior, si lo que se busca es un mínimo, superior si es un máximo– y realizar una exploración 
dentro de cada uno de los subconjuntos para a continuación, escoger una de las partes de 
acuerdo a una característica determinada. Tras realizar dicha operación, se vuelve a partir, 
acotar y escoger hasta alcanzar la condición de finalización. 
 
Lo más habitual es que estos algoritmos tomen como solución inicial una obtenida como 
resultado de alguna heurística, lo que permite ahorrar un nada despreciable tiempo de 
procesamiento. 
 
A continuación, pasaremos a describir con detenimiento estos algoritmos, incluyendo el 
Lomnicki y el Lomnicki Pendular. 
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6. El Problema del Taller Mecánico como problema 
combinatorio 

 

6.1 Problemas combinatorios 
 

Se entiende como problema combinatorio aquel en que, dado un conjunto finito de objetos E y 
una función objetivo f que asocia a cada objeto un elemento de un conjunto ordenado C 
[costes, pesos, distancias, etc…] se debe hallar un elemento de E al que corresponda un 
elemento de C máximo o mínimo. 
 
En nuestro caso, el conjunto E estará formado por las n! permutaciones de posibles piezas, 
mientras que la función objetivo f será Fmax, la cual pretendemos minimizar. 

 

6.2 Algoritmos de Branch & Bound 
 

Supongamos que tenemos un determinado problema combinatorio para el cual deseamos 
calcular el mínimo de la función objetivo f. Del conjunto total de objetos E, realizaremos una 
partición de tal manera que E1 U E2 = E y E1 n  E2 = 0 y determinaremos los valores k1 y k2, 
cotas inferiores de los valores de f en E1 y E2. De acuerdo con algún criterio preestablecido, 
continuaremos explorando en uno de los dos subconjuntos formados. Como podemos 
imaginar, la partición puede realizarse en dos o más subconjuntos. 
 
Se realizará entonces una nueva partición, esta vez en Es -para la s que hayamos escogido- tal 
que Es1 U Es2 = E y Es1 n  Es2 = 0. A estas nuevas particiones se les asociará también unas 
determinadas cotas inferiores ks1 y ks2. En este momento, el conjunto inicial ha quedado 
dividido en tres subconjuntos, de los cuales se seleccionará uno para continuar explorando, y 
así sucesivamente. 
 
El algoritmo de Branch & Bound consta por tanto, de dos procedimientos bien definidos: 

 
 

• Procedimiento de separación [Branch], que permite la partición de un subconjunto 
dado -de acuerdo a ciertas características del mismo-, así como la detección de los 
subconjuntos que contengan un solo elemento. 

 
• Procedimiento de acotación [Bound], que permite determinar una cota inferior de 

los valores de f en el subconjunto dado. 
 
 

La aplicación reiterada de ambos procedimientos –escogiendo adecuadamente el subconjunto 
a explorar en cada momento- llevará a que en un momento dado, la cota inferior corresponda a 
un conjunto formado por un solo elemento. Dicho elemento no podrá ser separado y el 
algoritmo se parará. El valor mínimo hallado hasta ese momento constituirá el valor óptimo del 
problema. Como podemos suponer, el razonamiento para el máximo se realiza de forma 
análoga. 
 
Los algoritmos de Lomnicki y Lomnicki Pendular, que pasaremos a detallar a continuación, se 
engloban dentro de estos métodos de Branch & Bound. 
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6.3 El algoritmo de Lomnicki 
 

Para resolver los Problemas del Taller Mecánico con los supuestos aquí descritos, Z. A. 
Lomnicki [Lomnicki 1965] y Ignall y Schrage [Ignall 1965] presentaron un método de 
exploración dirigida tipo Branch & Bound, que pasó a conocerse como algoritmo Lomnicki. 
 
El procedimiento descrito consiste en ir seleccionando una partición del conjunto de 
permutaciones de piezas posibles basándose en unos determinados criterios. Cada partición 
quedará definida por el conjunto de piezas seleccionadas para estar al principio de las 
permutaciones de la partición y por el orden en que se colocarán dentro de la misma. 
 
Esa misma partición seleccionada será acotada. Si su valor es inferior al de la mejor solución 
hallada hasta el momento, la almacenaremos a la espera de que se seleccione de esa partición 
una menor –que contendrá asimismo un menor número de permutaciones-. En caso de que su 
valor sea mayor, será eliminada. Al lugar donde se almacenan esas particiones en espera de 
ser tratadas lo llamaremos árbol. 
 
Cuando la partición contenga una única permutación, se evaluará el valor de la Fmax. Si ese 
valor es menor que el de la menor solución hallada hasta ese momento, dicha permutación 
pasará a considerarse la mejor, en caso contrario será eliminada. En caso de que hayamos 
encontrado una solución mejor, también podremos eliminar de entre las particiones 
almacenadas aquellas cuyo valor sea mayor o igual al de la nueva solución –si estamos 
buscando un único óptimo-. 
 
El proceso finalizará cuando no haya particiones a la espera de ser tratadas. La mejor solución 
obtenida con este proceso será el óptimo de las permutaciones de piezas del problema. 

 
La descripción formal del algoritmo Lomnicki pasa por definir previamente una serie de 
conceptos como es el de vértice. Un vértice v queda definido por una partición que 
corresponderá al subconjunto de permutaciones de las n piezas que empiezan por las piezas 
de v. Asimismo, llamaremos z0 a la menor de las cotas de los vértices contenidos en un árbol. 

 

6.3.1 Procedimiento de separación en el algoritmo Lomnicki 
 

El procedimiento de separación [Branch] al que aludíamos anteriormente, pasa por generar a 
partir de v nuevos vértices colocando detrás de v cada una de las piezas que no estén 
contenidas en v. Este proceso generará tantos nuevos vértices como piezas falten por colocar 
en el vértice. 
 
Para clarificar estos conceptos, nada mejor que un ejemplo: imaginemos un problema con 6 
piezas [n = 6]. Un vértice podría ser aquel en que la primera pieza de la permutación fuera la 2 
y la segunda la 5, de tal manera que: 

 
v = [2,5] 

 
Esta partición contendría las permutaciones siguientes: 

 
251346 
251364 
251436 
251463 
251634 
251643 
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253146 
253164 
253416 
253461 
253614 
253641 
254136 
254163 
254316 
254361 
254613 
254631 
256134 
256143 
256314 
256341 
256413 
256431 

 
Y el proceso de separación daría como vértices descendientes de v los siguientes: 

 
[2,5,1] 
[2,5,3] 
[2,5,4] 
[2,5,6] 

 
Como se puede observar, para un subconjunto con r piezas colocadas [2 en nuestro caso], 
podremos obtener n - r particiones [6 – 2 = 4]. 

 

6.3.2 Procedimientos de acotación en el algoritmo Lomnicki 
 

La eficiencia del algoritmo depende en gran medida de su capacidad para desechar 
rápidamente la mayor cantidad de permutaciones posibles. Por esto mostraremos un interés 
especial en que las cotas asociadas a cada partición que realicemos sean lo más ajustadas 
posibles al menor de los valores de las permutaciones contenidas en la partición. Si no fuera 
así, estaríamos realizando más cálculos de los estrictamente necesarios para resolver el 
problema. 
 
Consecuentemente, el sistema de acotación recibirá una atención especial, ya que una mejora 
en ese aspecto se traduce en una importante disminución del tiempo de cálculo. 
 
El esquema de acotación que utilizaremos está basado en los desarrollados en [Nabeshima 
1967] [Lageweg 1978] y [Potts 1980] para el caso Fm | prmu | Fmax y que describiremos a 
continuación. 
 
Este esquema de acotación podrá irse adaptando en función de la información de que 
dispongamos en cada momento de la ejecución del algoritmo, desde el momento inicial en que 
no disponemos de vértice alguno hasta llegar al momento en el que sólo dispongamos de unos 
pocos vértices. 
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6.3.3 Descripción general del esquema de acotación 
 

Básicamente, el sistema de acotación utilizado consta de tres elementos bien diferenciados: 
 
 

})}()({min{max}{max ,,,1
1

,
1

kjmkj
ihmkj

kj
mkj

SiPhPK ++==
≠≤≤≤≤≤≤

maxF  de cota      [6.1] 

 
 
Para cada par de máquinas j y k, con 1 ≤  j ≤  k ≤  m  hemos de calcular los siguientes tres 
elementos: 

 
a) Una cota del tiempo que tarda la primera pieza en alcanzar la máquina j, que se 

corresponde con min{ P1,j(h) }. 
 
b) Una cota de Fmax del subproblema definido por todas las piezas al atravesar las 

máquinas comprendidas entre la j y la k, ambas inclusive, correspondiente a Sj,k. 
 

c) Una cota del tiempo que tarda la última pieza en salir de la última máquina, 
después de abandonar la máquina k, correspondiente a min{ Pk,m(i) }. 

 
 
Como la primera pieza de cualquier permutación no puede ser a su vez la última, el cálculo de 
a) y c) se llevará a cabo de forma simultánea bajo la forma de min{ P1,j(h) + Pk,m(i) } con h ≠  i. 
 
De entre todas las posibles combinaciones de j y k, nos quedaremos con la mayor de las 
calculadas. 
 
 
a. Descripción de la cota inicial para el problema, caso Fm | prmu | Fmax 

 
Para determinar la cota inicial de un problema Fm | prmu | Fmax -y en ciertos casos y con ayuda 
de las heurísticas que calcularemos, determinar la optimalidad de una solución heurística de 
forma inmediata- calcularemos esa cota inicial tal y como sigue. 

 
 
1. Cálculo de min{ P1,j(h) + Pk,m(i) } h ≠  i 
 
 
Como estamos acotando el problema inicial, es decir, no disponemos de más información 
que en el punto anterior, el cálculo de min{ P1,j(h) + Pk,m(i) } se realiza de igual manera: de 
forma simultánea como mínimo de los elementos a) y c) con h ≠  i. 
 
 
2. Cálculo de Sj,k 
 
En el caso de hallarnos en Fm | prmu | Fmax, dispondremos de tres casos para resolver Sj,k 
de forma óptima y de otros en los que habremos de hacer uso de una relajación adicional. 
 
 

§ Si k = j, correspondiente al caso de una máquina, tendremos que el término b) será 

directamente ∑
=

n

i

ijp
1

),( . 
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§ Si k = j + 1, correspondiente al caso de dos máquinas sucesivas, podremos hacer 
uso del algoritmo de Johnson para obtener el óptimo respectivo y calcular S*

j,j+1. 
 
§ Si k = j + 2 y cumple la condición de Johnson para tres máquinas, también 

podremos hallar S*
j,j+2. 

 
§ En cualquier otro caso el problema, aunque de menor dimensión que el original, 

tiene una complejidad comparable, lo que nos obligará a relajar la condición de que 
las operaciones en las máquinas comprendidas entre la j + 1 y la k - 1, ambas 
inclusive, no deben solaparse –aunque mantenemos la condición de que la 
secuencia en las máquinas j y k sean idénticas-. 

 
Evidentemente, el valor de la solución óptima del subproblema relajado será 
asimismo cota del óptimo del subproblema sin relajar. 
 
Definiendo el tiempo de latencia o qi para la pieza i como: 
 
 

∑
−

+=

=
1

1

),(
k

jr
i irpq      [6.2] 

 
Si ordenamos las piezas utilizando el algoritmo de Johnson para dos máquinas 
ficticias, asociando unas duraciones ficticias p(j,i) + qi a la primera máquina ficticia 
y p(k,i) + qi para la segunda máquina ficticia, la permutación obtenida será óptima 
para el problema relajado y cota del óptimo del problema sin relajar. 

 
 
b. Descripción de la cota inicial para un vértice v, caso Fm | prmu | Fmax 

 
Si llamamos V  al conjunto de las piezas no contenidas en un vértice v, calcularemos la cota 
asociada al vértice v o cota(v) modificando el esquema anterior haciendo uso de la información 
que aportan las piezas y posiciones que constituyen el vértice. 

 
 
1. Cálculo de min{ P1,j(h) } 
 
El cálculo de la cota del tiempo que tarda la primera pieza en alcanzar la máquina j puede 
modificarse significativamente porque ahora no sólo conocemos cuál es la primera pieza de 
la permutación, sino que sabemos exactamente las posiciones de las r primeras piezas, 
siendo r la dimensión del vértice que estamos acotando. 
 
De esta manera, si llamamos fj(v) al instante en que queda libre la máquina j si las r piezas 
de v, consideradas como las únicas existentes, se elaboran en el taller en el orden indicado 
por v, procederemos a substituir el elemento a) del esquema de acotación por fj(v). 
 
 
2. Cálculo de Sj,k 
 
En este caso, resolveremos el cálculo de Sj,k de igual forma que en el apartado a, pero 
restringiendo las piezas al subconjunto V . 
 
 



Agustín Alemán González – Laboratorio de Organización Industrial 

     

42 

3. Cálculo de min{ Pk,m } 
 
Igual que en el apartado anterior, hemos de restringir la búsqueda del min{ Pk,m } a V , 
haciendo min{ Pk,m(h) }  con Vh ∈ . 
 
De esta forma, la cota asociada a un vértice v en el caso Fm | prmu | Fmax queda como 
sigue: 
 

 
)}}({min)()({max ,,

1
iPVSvf mkVikjj

mkj ∈≤≤≤
++=cota(v)       [6.3] 

 
 

c. Descripción de la cota inicial para el problema, caso Fm | block | Fmax 
 

Si nos hallamos en Fm | block | Fmax, el esquema de acotación propuesto para Fm | prmu | Fmax 
sigue siendo igualmente válido, aunque resultará menos ajustado. 

 
 

1. Cálculo de min{ P1,j(h) + Pk,m(i) } h ≠  i 
 

Exactamente igual que en el caso con pulmones. 
 
 

2. Cálculo de Sj,k 
 

En Fm | block | Fmax, dispondremos de dos casos para resolver Sj,k de forma óptima, 
mientras que en el resto haremos uso de una relajación adicional. 

 
 

§ Si k = j, correspondiente al caso de una máquina, tendremos igualmente que el 

término b) será∑
=

n

i

ijp
1

),( . 

 
§ Si k = j + 1, correspondiente al caso de dos máquinas sucesivas, podremos 

hacer uso del algoritmo de Gilmore y Gomory para obtener el óptimo respectivo 
y calcular S*

j,j+1. 
 
§ En cualquier otro caso, relajaremos la condición de que las operaciones en las 

máquinas comprendidas entre la j + 1 y la k - 1, ambas inclusive, no deben 
solaparse, exactamente igual que en el caso con pulmones. 

 
 
d. Descripción de la cota inicial para un vértice v, caso Fm | block | Fmax 

 
Llamando igualmente V  al conjunto de las piezas no contenidas en un vértice v, la cota 
asociada al vértice v será en esencia la misma presentada para el caso Fm | prmu | Fmax –
solucionando, claro está, el caso 2-máquinas con el TSP y no con el Johnson- al que 
añadiremos un ajuste más preciso de las cotas al incorporar el concepto de tiempos muertos 
en el caso que j = k. 
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1. Cálculo de min{ P1,j(h) } 
 

Igual que en el caso con pulmones, procederemos a sustituir el elemento a) del 
esquema de acotación por fj(v), calculada esta vez para sin pulmones. 

 
 

2. Cálculo de Sj,k 
 

En este caso, resolveremos el cálculo de Sj,k de igual forma que en el apartado c.2 
pero restringiendo las piezas al subconjunto V . 
 
Para el caso j = k podremos hacer uso de otra forma de acotación que toma en cuenta 
los tiempos muertos de bloqueo de las máquinas de forma similar a la utilizada en 
[RONCONI 2001].  
 
Si tenemos un vértice v con r piezas colocadas, los valores desconocidos fj,t(v) con t = r 
+ 1, r + 2, r + 3,…, n y j = 1, 2, 3,…, m están acotados por los valores Dj,t: 

 
D1,r+1 = f2,r(v) 
D1,r+2 = f3,r(v) 

 
… 
 

D1,r+m-1 = fm,r(v) 
 

Y generalizando para las m máquinas, tenemos que: 
 
 

Dj,r+s = fj+s,r(v) ; r + s ≤  n y j ≤  m – s     [6.4] 
 
 

De esta manera, si definimos para cada máquina j el vector sjp ,
r

 con s = 1, 2, …, n – r 

como los valores de p(j,i) con Vi ∈  ordenados de forma decreciente y ∑
=

=
s

t
sjsj pP

1
,,

r
, 

podremos definir una cota inferior del tiempo de bloqueo en la máquina j producto del 
procesamiento de las piezas de V  como: 

 
 

},min{)}})((,0{max{max)( ,,,
1

jmrnuPvfDvTM sjrsjsrj
us

j −−=+−= ++
≤≤

   ;    [6.5] 

 
 

Aquí hemos de hacer notar que cuando se produce un bloqueo, el tiempo de bloqueo 
asociado no puede recuperarse, lo que posibilita el cálculo iterativo de TMj(v) de la 
siguiente manera [COMPANYS 2004]: 

 
 

0,...,3,2,1)})((,0max{ 01,,,1 ==++−+= −+− tmustmPvfDtmtm ssjrjsrjss    ;    [6.6] 

 
 

Y haremos TMj(v) = tmu. 
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Para el caso de k = j + 1 la única modificación a realizar es que en este caso a0 = 0 
pero b0 = fj+1(v) - fj(v) siendo fj(v) y fj+1(v) los instantes en los quedan libres las máquinas 
j y j + 1 de la última pieza colocada en v. 

 
 

3. Cálculo de min{ Pk,m } 
 

Igual que en el apartado anterior, hemos de restringir la búsqueda del min{ Pk,m } a V , 
haciendo min{ Pk,m(h) }  con Vh ∈ . 
 
De esta forma, la cota asociada a un vértice v en el caso Fm | block | Fmax queda igual 
que en el caso con pulmones, con la excepción de la incorporación de los tiempos 
muertos de bloqueo para el caso de j = k y que el óptimo para el caso de 2 máquinas 
consecutivas se calcula mediante el algoritmo de Gilmore & Gomory. 

 

6.3.4 Elección de la partición a tratar 
 

El procedimiento más simple de elegir las particiones a tratar en cada momento pasa por elegir 
la que tenga menor cota asociada, y en caso de empate, elegir aquella que disponga de un 
mayor número de piezas colocadas. Si el empate persiste, se escoge una cualquiera de las 
empatadas. 
 
Este procedimiento puede acarrear un gran crecimiento del árbol, debido a que la cota es 
menos precisa cuando hay menos piezas colocadas en el vértice y que este tipo de vértices, 
con pocas piezas colocadas, genera más descendientes que los que tienen muchas. Esto 
dificulta sobremanera el hallazgo de vértices terminales, con lo que el árbol podría crecer tanto 
que llegase a superar la potencia de cálculo o de almacenamiento disponible. 
 
Para evitar en la medida de lo posible este crecimiento desmesurado, puede combinarse esa 
estrategia con otro procedimiento resultado de permutar el orden de los criterios de selección: 
primero elegir aquellos que dispongan de un mayor número de piezas colocadas, después la 
de menor cota y en caso de empate, uno cualquiera de los empatados. Cuando el número de 
vértices sea inferior a un determinado valor, se utilizaría la primera estrategia y en caso 
contrario, la segunda. 

 

6.3.5 Eficiencia del algoritmo de Lomnicki 
 

La idea esencial que subyace tras la eficiencia del algoritmo de Lomnicki estriba en la 
necesidad de deshacerse de forma rápida y efectiva de aquellos vértices que contengan un 
gran número de permutaciones en su seno. 
 
El número de vértices terminales que tiene un problema con un número n de piezas es n!. Si el 
algoritmo no fuera capaz de eliminar los vértices hasta que las particiones tuviesen n - r piezas, 
se tendría que acotar un total de vértices de: 

 
 

n + n · (n -1) + n · (n – 1) · (n – 2) + … + n · (n – 1) · (n – 2) · … · (k + 1)  [6.7] 
 
 

Hemos, por tanto, de procurar eliminar aquellos vértices que contengan un gran número de 
permutaciones, lo que aumentará la eficiencia del algoritmo utilizado. Si no conseguimos 
eliminar esas permutaciones de manera eficiente, el cálculo puede complicarse mucho, como 
hemos podido entrever en [6.7]. 
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6.3.6 Representación esquemática del Algoritmo de Lomnicki 
 

La representación en lenguaje algorítmico [VIVO 94] del Lomnicki responde a un esquema 
como el que sigue: 

 
 inicio 
  
  y = vértice raíz 
  añadir y al árbol 
  mejor valor = 8  
  mejor = ninguno 
 
  mientras árbol no vacío hacer 
 
   sacar vértice y del árbol 
  
   mientras queden descendientes de y hacer 
 
    generar nuevo descendiente x de y 
 
    acotar x 
 
    si cota(x) < mejor valor entonces 
 
     si x es terminal entonces 
 
      mejor valor = cota(x) 
 
      mejor = x 
     
     sino 
 
      añadir x al árbol 
 
     finsi 
 
     eliminar otros vértices 
 
    finsi 
 
   finmientras 
 
  finmientras 
 

fin 
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7. El algoritmo Lomnicki Pendular 
 

7.1 Introducción 
 

Tal y como se comenta en [Companys 1992], la forma de presentar un problema al algoritmo 
de Lomnicki puede influir en la dificultad de resolución del mismo, lo que permite plantear 
nuevas formas de atacar los problemas de Taller Mecánico en las condiciones expuestas en 
capítulos anteriores. 

 

7.2 Definición de problema inverso 
 

Dado un problema P –que a partir de ahora llamaremos problema directo- del tipo n / m / P / 
Fmax con todas las piezas y máquinas disponibles en el instante 0, llamaremos problema 
inverso o P’ al que se obtiene del anterior permutando simétricamente las piezas, es decir: 

 
 

p’(j,i) = p(m – j + 1, i)     [7.1] 
 

 
Si nos limitamos a las soluciones que mantienen la misma permutación de piezas en todas las 
máquinas, se puede observar de forma intuitiva que el valor de Fmax en P para una permutación 
dada es el mismo que en su inverso P’ para la permutación correspondiente, también inversa –
la misma secuencia de piezas, pero en orden contrario-. 
 
Es por esto que P y P’ poseen el mismo valor de la solución óptima, lo que hace que resolver 
P’ equivalga a resolver P y viceversa. 
 
Para ilustrar lo expuesto hasta este momento, pasamos a mostrar un ejemplo trivial de 
transformación directo – inverso: 

 
 

  Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3 
Pieza 1 1 3 2 
Pieza 2 2 5 3 
Pieza 3 3 1 1 

In
ve

rs
o

 

Pieza 4 2 7 6 
 Pieza 5 3 4 1 

 
Tabla 7.1 – Problema directo 

 
 

  Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3 
Pieza 1 2 3 1 
Pieza 2 3 5 2 
Pieza 3 1 1 3 

D
ir

ec
to

 

Pieza 4 6 7 2 
 Pieza 5 1 4 3 

 
Tabla 7.2 – Problema inverso 
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Si representamos mediante un diagrama de Gantt una de las permutaciones óptimas de P [1 – 
4 – 2 – 5 – 3] con valor de Fmax = 22 podremos observar que: 

 
Figura 6.1 – Diagrama de Gantt problema directo 

 
 

Y si ahora representamos su permutación inversa [3 – 5 – 2 – 4 – 1] podemos observar que la 
diferencia respecto al problema directo radica en la redistribución de los tiempos muertos, lo 
que no modifica el valor de la Fmax. 

 

 
 

Figura 6.2 - Diagrama de Gantt problema inverso 
 
 

Esto sucederá con cualquier otra permutación que quiera tomarse, sea óptima o no. 
 

7.3 Descripción del algoritmo Lomnicki Pendular 
 

Hasta ahora, aplicar el procedimiento Lomnicki a cierto problema P consistía en aplicar el 
procedimiento de Branch & Bound a los elementos de un cierto conjunto que llamábamos árbol. 
Los elementos del árbol, denominados vértices, representaban conjuntos de permutaciones de 
las n piezas, o más concretamente, aquellas permutaciones que empiezan por las mismas r 
piezas en un orden prefijado. Cada vértice v está dotado de una cota inferior, que llamábamos 
cota(v), correspondiente a los valores de Fmax de las permutaciones incluidas en el conjunto 
representado por el vértice. 
 
La exploración de un vértice consiste en su substitución por los que resultan de colocar una 
pieza más –en la posición r + 1- y conservar únicamente aquellos vértices cuya cota(v) sea 
inferior a la mejor solución hasta el momento. 
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Una vez llegamos a un vértice con n - 1 piezas colocadas en la permutación, llamaremos a este 
vértice terminal, vértice que contendrá una única permutación, y evaluaremos el valor de su 
Fmax. Si su valor es inferior a la mejor solución hallada hasta el momento, actualizaremos esta 
última y suprimiremos ese vértice a efectos de búsqueda por ser terminal. Si es superior, 
simplemente lo suprimiremos. 
 
El procedimiento finaliza cuando el árbol queda vacío, en cuyo caso el valor de la mejor 
solución hasta el momento se convertirá en el mínimo de Fmax y, si hemos guardado la 
permutación correspondiente, dispondremos asimismo de la permutación asociada, que no 
podremos asegurar que sea la solución óptima si el problema consta de más de tres máquinas. 
 
La estrategia de exploración consiste básicamente en las reglas utilizadas para la elección del 
vértice a explorar. La utilizada tradicionalmente consiste en explorar el vértice de mejor cota 
con mayor número de piezas colocadas o la de explorar el vértice con mayor número de piezas 
colocadas de mejor cota.  
 
El algoritmo Lomnicki Pendular básico consistirá en aplicar de forma simultánea el algoritmo de 
Lomnicki a los problemas P y P’ y de forma independiente salvo para dos casos que se 
exponen a continuación: 

 
 

• Si en uno de los problemas –ya sea el directo, ya sea el inverso- se obtiene una 
solución mejor que la vigente hasta ese momento, se substituirá la misma en 
ambos problemas. 

 
• Si en un problema se obtiene una cota mínima z0 mayor que la vigente, también se 

substituye en ambos problemas. 
 
 

De forma ideal, la aplicación del Lomnicki Pendular debiera realizarse mediante dos 
procesadores en paralelo, o tal y como se ejecutará en la práctica, mediante uno sólo que 
alterne la ejecución de uno de los problemas con la de su inverso. 

 

7.4 Nomenclatura de Lomnicki Pendular 
 

A continuación definiremos una serie de términos que permitirán la construcción de un 
algoritmo basado en la aplicación simultánea del Lomnicki a los problemas directo e inverso, 
aprovechándonos de las propiedades derivadas de la relación entre ellos. El desarrollo de las 
propiedades y definiciones seguirá el patrón establecido en [COMPANYS 1993]. 
 
Tal y como se ha enunciado anteriormente, dado un problema P del tipo n / m / P / Fmax con 
todas las piezas y máquinas disponibles en el instante 0, definíamos su problema inverso P’ 
como el que se obtiene del anterior permutando simétricamente las máquinas haciendo: 

 
 

p’(j,i) = p(m – j + 1, i)      [7.1] 
 
 

Donde p(j,i) es la duración de la operación en la máquina j a realizar sobre la pieza i en el 
problema P, y p’(j,i) la duración análoga en el problema inverso P’. Al aplicar el algoritmo de 
Lomnicki  tradicional a un problema P, se tendrá en un momento t de la aplicación un 
determinado conjunto de vértices pendientes no explorados, cada uno de los cuales representa 
una partición de permutaciones v que tiene asociada una cota inferior cota(v) de Fmax. A este 
conjunto lo llamaremos arb(P,t) mientras que al análogo inverso lo llamaremos arb(P’,t). 
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Definiremos por tanto como esquema pendular del problema P en el instante t a la pareja de 
conjuntos de vértices [arb(P,t), arb(P’,t)], z0(t) a la menor de las cotas asociadas a los 
elementos v de arb(P,t) y de arb(P’,t) en el instante t y fm(t) a la mejor solución actual del 
problema. 
 
Todo vértice pendiente v estará dotado por tanto de una cota(v) de tal manera que: 

 
 

z0(t) = cota(v) < fm(t)      [7.2] 

 
Los valores de partida z0(0) y fm(0) se obtienen a partir de la cota inicial de uno de los 
problemas y de la aplicación de las heurísticas iniciales, respectivamente. 

 

7.5 Consecuencias de la relación directo – inverso 
 

Sabiendo que P y P’ tienen las mismas cotas de Fmax y el mismo valor de la solución óptima, se 
pueden plantear una serie de situaciones en las que la consideración simultánea de los 
problemas directo e inverso proporciona una disminución del coste de cálculo con respecto a la 
utilización del algoritmo tradicional de Lomnicki. 

 
 

• El primer ejemplo de propiedad de interacción hace referencia a la información que 
aporta en cada momento el algoritmo de Lomnicki Pendular a la cota de cada vértice. 
En un instante t de ejecución, la acotación de un vértice v dispone de la información 
referente a las piezas que forman parte del vértice, del orden en que se disponen, de 
las piezas que no pertenecen al mismo y, debido a la construcción del LOMPEN, de 
las piezas que pueden ser últimas de ese mismo vértice v – primeras de su árbol 
inverso-. Esto nos llevará a reformular nuevamente el esquema de acotación en el 
Lomnicki Pendular para poder aprovechar esa información que se nos está 
proporcionando. 

 
• El segundo ejemplo de este tipo de situaciones sería aquella en la que una de las dos 

versiones de resolución resulte más sencilla que la otra. Este caso bien puede ser 
resultado de una distribución de piezas en la que muchas de ellas pueden ocupar las 
posiciones iniciales con valor cercano al óptimo y muy pocas las posiciones finales, lo 
que convertiría el problema directo en un problema más fácil de resolver o viceversa. 

 
• Otra situación que podemos encontrar es aquella en la que alguna de las dos 

formulaciones del problema cueste poco encontrar una solución óptima, pero cueste 
mucho eliminar los vértices que tienen la cota con valor inferior al óptimo mientras que 
con la formulación inversa suceda exactamente lo contrario. En este caso, el 
intercambio de información entre ambas formulaciones llevará aparejada una mejora 
considerable en la eficiencia del algoritmo. 

 
• Un tercer ejemplo de las ventajas del planteamiento simultáneo del Lomnicki Pendular 

es que en el caso directo –o en su inverso- todas las permutaciones prometedoras 
empiecen por la misma pieza. A resultas de esto, podremos evitar de antemano la 
posibilidad de colocar la pieza en posiciones anteriores a la que haya alcanzado en 
ese momento su problema inverso, lo que acota a su vez las posibilidades de 
distribución de la secuencia de piezas. 

 
• Un cuarto caso que no hemos de dejar de mencionar, hace referencia a que en un 

determinado momento de resolución, se disponga en todos los vértices de los dos 
árboles de una pieza colocada en las primeras posiciones. Esto viene a decir que 
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para obtener un valor inferior a la mejor solución obtenida hasta ese momento, el 
problema directo obliga a que dicha pieza esté al principio de la permutación y el 
inverso al final. Esta solución, por imposible, no puede hallarse y la mejor solución 
obtenida hasta aquel momento pasará a ser la óptima. 

 
 

Estas situaciones permitirán implementar una serie de acciones que posibilitarán la eliminación 
de vértices y un ajuste más preciso de las cotas de los vértices, tanto del árbol directo como de 
su inverso. 
 
Ahora pasaremos a tratar con detenimiento cada una de las propiedades de interacción entre 
los dos árboles. 

 

7.5.1 Esquema de acotación en el algoritmo Lomnicki Pendular 
 

En el algoritmo de Lomnicki la cota asociada a un vértice v en los casos Fm | prmu | Fmax  y  Fm 
| block | Fmax  quedaba como sigue: 

 
 

)}}({min)()({max ,,
1

iPVSvf mkVikjj
mkj ∈≤≤≤

++=cota(v)       [7.3] 

 
Siendo V  el conjunto de las piezas que no pertenecen al vértice v. 
 
Para cada uno de los dos casos, lo que variaba era esencialmente la forma de calcular las 
cotas para dos máquinas sucesivas y la introducción de los tiempos muertos en el caso de  j = 
k para el caso sin pulmones, aparte de la consideración –siempre presente- de que los cálculos 
de tiempos de procesamiento e instantes de liberación de las máquinas han de calcularse 
teniendo en cuenta si tenemos o no pulmones intermáquina. 
 
La estructura del Lomnicki Pendular permite realizar ahora algunos cambios para modificar la 
estructura de la cota(v). Hasta ahora, el cálculo del tercer elemento de la cota –el que hace 
referencia al tiempo mínimo que tarda la última pieza en salir de la última máquina- se 
realizaba constriñendo las posibles últimas piezas al conjunto V . Ahora, además, disponemos 
de información sobre las piezas que pueden ser últimas piezas dentro del conjunto V  por ser 
primeras piezas del árbol inverso del vértice que estamos acotando. Si llamamos U al 
subconjunto de V que pueden ser últimas piezas, la cota de v quedará como sigue: 

 
 

)}}({min)()({max ,,
1

iPVSvf mkUikjj
mkj ∈≤≤≤

++=cota(v)    [7.4] 

 
 

De esta forma, si disponemos en cada momento t de ejecución del subconjunto U podremos 
restringir aún más el conjunto de posibles últimas piezas y por tanto, ajustar aún más la cota. 
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7.5.2 Propiedad de Interacción 0 
 

Si en un instante t de ejecución del Lomnicki Pendular, obtenemos una solución fm(t) inferior a 
la vigente, procederemos a substituirla en ambos problemas, eliminando todos aquellos 
vértices en arb(P,t) o arb(P’,t) con cota(v) ≥ fm(t) porque estamos buscando una única solución 
óptima. 

 
Esta propiedad de interacción se aplicará en cualquier instante t en el que hallamos obtenido 
una solución fm(t) mejor a la actual. 

 

7.5.3 Propiedad de Interacción 1 
 

Si en cualquier instante t de ejecución del Lomnicki Pendular, se obtiene un valor de z0 
superior al vigente, procederemos a substituir las cotas de los vértices de ambos árboles con 
una cota(v) inferior a z0 con el valor de ésta última. 
 
Esta propiedad de interacción se aplicará al finalizar el tratamiento de cada uno de los dos 
árboles y antes de pasar a tratar el otro, debido a nuestro tratamiento secuencial del problema. 
Si la implementación fuera estrictamente paralela, aplicaríamos esta propiedad cada vez que 
variara z0. 

 

7.5.4 Propiedad de Interacción 2 
 
Si un conjunto I de piezas es tal que por lo menos una de ellas se halla situada en todos los 
vértices de arb(P,t) cuya cota es igual o menor que c entre la posición 1 y la k, todos los 
vértices de arb(P’,t) que poseen todas las piezas situadas en posiciones anteriores a la n – k + 
1 deben recibir una cota igual a c + 1 o superior. La demostración la podemos hallar en 
[COMPANYS 1992]. 
 
Esta propiedad puede aplicarse en el caso de que I esté formado por una sola pieza, de tal 
manera que si en todos los vértices de arb(P,t) con cota igual o menor que c figura la pieza i en 
una posición situada entre 1 y k, puede darse cota c + 1 a todos los vértices de arb(P’,t) en los 
que la pieza i figure en alguna posición comprendida entre la 1 y la n - k. 
 
Por tanto, si tenemos una pieza i que está en todos los vértices de arb(P,t) en una situación 
entre 1 y k, pueden eliminarse de arb(P’,t) todos los vértices en que la pieza i figure en alguna 
posición comprendida entre la 1 y la n - k. 
 
Las operaciones de eliminación de vértices en virtud de esta propiedad, las denominaremos 
purga_1. En la práctica resulta más eficiente no generar los vértices que eliminaría purga_1, lo 
que nos llevará a la siguiente definición. 
 
Si en todos los vértices de arb(P,t) figura la pieza i en una posición situada entre la 1 y la k, 
definiremos el vector posicion_inverso(i) = n – k y análogamente para el caso inverso con el 
vector posición_directo(i) = n – k, aguardando la c asociada. De esta manera, al generar los 
vértices filiales de un vértice v de arb(P,t), podremos limitarnos a concatenar v con las piezas i 
no contenidas en v y tales que posición_inverso(i) < k . Análogamente para el caso inverso. 

 
Esta propiedad de interacción se aplicará, al igual que la anterior, cada vez que pasemos de un 
árbol a su inverso. 
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Ejemplo 
 

Supongamos un problema con n = 7 con la siguiente disposición de vértices en su directo y en 
su inverso: 
 

arb(P,t) 
Cota vértice Vértice 

32 [3,2] 
32 [3,5,7,2] 
32 [3,1,4,2] 
33 [3,4,2] 
33 [3,5,2] 
34 [3,1,6] 

 
Tabla 7.3 – Árbol Directo 

 
 

arb(P’,t) 
Cota vértice Vértice 

30 [6,7,4] 
31 [6,5] 
32 [5,6,2,1] 
32 [4,6,3] 
33 [5] 
34 [4,6,5] 

 
Tabla 7.4 – Árbol Inverso 

 
 

En aplicación de la segunda propiedad de interacción, podemos notar que la pieza 3 se halla 
en la primera posición de todos los vértices del árbol directo de la Tabla 7.1, lo que debiera 
obligarla a situarse en la última posición del árbol inverso. Como en el cuarto vértice del árbol 
inverso, esta pieza 3 se halla en tercera posición y no en la última, podremos proceder a 
eliminar este vértice. 
 
Asimismo, podemos observar que en el árbol directo todos los vértices con cota igual o inferior 
a 33 tienen la pieza 2 situada entre la primera y la cuarta posición, mientras que en el tercer 
vértice del árbol inverso la mencionada pieza se encuentra en la tercera posición. Según lo 
presentado, sabemos que los vértices que tengan la pieza 2 situada en posiciones anteriores a 
7 – 4 + 1 = 5 tendrán una cota que pasará a ser 33 + 1 = 34, con lo que nos quedará: 

 
 

arb(P’,t) 
Cota vértice Vértice 

30 [6,7,4] 
31 [6,5] 
34 [5,6,2,1] 
33 [5] 
34 [4,6,5] 

 
Tabla 7.5 – Situación árbol inverso después de aplicar la Propiedad 2 
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Ejemplo 
 

Utilizando el ejemplo que hemos presentado en la Tabla 7.1 y suponiendo que queremos 
generar los hijos de algún vértice de arb(P’,t), tendremos que obtener los valores de 
posicion_inverso(i) del arb(P,t): 

 
 

- posicion_inverso(1) = 0 
 
- posicion_inverso(2) = 0 
 
- posicion_inverso(3) = n – k = 7 – 1 = 6 
 
- posicion_inverso(4) = 0 
 
- posicion_inverso(5) = 0 
 
- posicion_inverso(6) = 0 
 
- posicion_inverso(7) = 0 

 
 

Ahora supongamos que se desea generar los descendientes del vértice v = [6,5] (k = 2) del 
árbol inverso: 

 
 

§ En el caso de que la nueva pieza a diferente a la 3, no habrá ningún problema: 
calcularemos su cota y veremos si es inferior a Fmax. 

 
§ Si la nueva pieza es la 3, tendremos como nuevo vértice el v = [6,5,1]. Como 

pos_i(3) = 6 > 2, ésta pieza está en la primera posición del árbol directo en todos 
los vértices, por lo que 3 debe de hallarse en la última posición del inverso. Este 
vértice pasa a ser eliminado directamente, sin necesidad de generarlo y después 
eliminarlo. 

 
 

En nuestra implementación, también guardaremos las posiciones con las cotas asociadas si 
una pieza aparece en todos los vértices de un árbol con cota igual o inferior a c, lo que 
permitirá realizar las substituciones por c + 1 de forma inmediata. 

 
 

7.5.5 Propiedad de Interacción Interna 3 
 

Seguidamente, procederemos a referirnos a una propiedad que describe las condiciones de 
interacción entre los vértices de arb(P,t) y arb(P’,t) de forma aislada. 
 
Sean v1 y v2 dos vértices de arb(P,t). Se dice que v1 y v2 son vértices equivalentes si son dos 
permutaciones distintas de las mismas piezas. 
 
Dados dos vértices equivalentes v1 y v2, se dice que v1 domina a v2 si se cumple para toda j 
que: 

 
 

fj(v1) =  fj(v2)   ∀j      [7.5] 
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Siendo fj(v) la disponibilidad de la máquina j si a partir del instante 0 se realizan las operaciones 
de las piezas de v en el orden establecido. En el caso de un problema con pulmones 
intermáquina tenemos que v1 y v2, por ser vértices independientes, tienen unas f1(v2) y f1(v2) 
iguales, con lo que bastará con comprobar la condición para j > 1. 
En el caso de un problema sin pulmones intermáquina, no es seguro que f1(v2) = f1(v2) lo que 
obligará a comprobarlo para j = 1. 
 
Una vez definido el concepto de dominancia, nos referiremos a la propiedad de interacción en 
sí misma: todos los vértices dominados serán eliminados del conjunto árbol pues la exploración 
de los vértices dominados no conducirá a una solución mejor que las obtenidas explorando los 
vértices dominantes. 
 
Si v2 está dominado por v1, la exploración de v2 no puede conducir a una solución mejor que las 
obtenidas explorando v1. Como consecuencia, todos los vértices dominados pueden eliminarse 
de arb(P,t). A la detección y eliminación de los vértices dominados, lo llamaremos purga_2. 
 
También puede ocurrir que una permutación puede dominar a otra en el directo mientras que 
puede ser dominada en el inverso, lo que anularía las dos permutaciones posibles y se 
eliminaría un vértice que debiera mantenerse. Para resolver este inconveniente de purga_2 
únicamente llevaremos a cabo purga_2 en el directo o en el inverso, lo que no eliminará 
vértices incorrectos. 
 
 
La operación purga_2 se aplicará cada 1000 iteraciones, es decir, cada 1000 cambios entre el 
arb(P,t) y arb(P’,t), porque su implementación requiere un tiempo sensiblemente superior a la 
del resto de propiedades de interacción. 

 
 

Ejemplo 
 
Para ilustrar el funcionamiento de purga_2, consideraremos el siguiente ejemplar: 

 
 

 Máquina 1 Máquina 2 Máquina 3 
Pieza 1 2 4 3 
Pieza 2 1 6 2 
Pieza 3 5 1 8 
Pieza 4 4 3 4 
Pieza 5 1 2 4 

 
Tabla 7.6 - Ejemplar 7.3 

 
 

Considerando los vértices v1 = [2,3,1] y v2 = [1,2,3] -que son equivalentes- tenemos que los 
valores de las ocupaciones son: 

 
f1(v1) = 8 f2(v1) = 12 f3(v1) = 20 
f1(v2) = 8 f2(v2) = 13 f3(v2) = 22 
 

Y por lo tanto, v2 estará dominado por v1, por lo que se puede proceder a su eliminación de 
arb(P,t). 
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7.5.6 Propiedad de Interacción 4 : la operación SPLIT 
 

Diremos que el arb(P,t) tiene b piezas fijadas si todos los vértices pertenecientes al mismo 
empiezan por las mismas b piezas en exactamente el mismo orden. 
 
Si nos hallamos en esta situación, la información que nos está proporcionando el Lomnicki 
Pendular es aún mayor: a la hora de acotar un vértice v del árbol inverso al que posea las 
piezas fijadas, dispondremos de toda la información proporcionada por v y además sabremos 
qué b piezas y en qué orden conforman el final de v. 
 
Para poder aprovechar esta información, modificaremos la cota presentada en [7.3] de la 
siguiente manera, añadiendo una nomenclatura específica. Llamando fV al subconjunto de V  
cuyas posiciones están fijadas en el árbol inverso al de v y 

fV  al subconjunto de V  cuyas 

posiciones no están fijadas, diremos que: 
 
 

)}}()()({max)( ,,
1

fmkfkjj
mkj

VfVSvfv ++=
≤≤≤

cota    [7.4] 

 
 

Siendo fk,m( fV ) el tiempo que tardan las b piezas fijadas al final de v en salir de la última 
máquina y saliendo de la k como si fueran las únicas piezas presentes en la línea. 
 
Esta nueva cota nos permitirá, en las situaciones en las que aparezcan estas situaciones de 
piezas fijadas, un ajuste más fino de cota(v) y la utilizaremos indistintamente en Fm | prmu | 
Fmax y en Fm | block | Fmax con las condiciones impuestas a cada caso. 
 
Esta situación aparece de forma natural durante la ejecución del Lomnicki Pendular, aunque 
como veremos, podremos forzar su aparición para provocar un mayor ajuste de las cotas. 

 
 

a. La operación SPLIT 
 
Diremos que se ha realizado la operación SPLIT sobre arb(P,t) si se ha realizado una 
partición de sus vértices en arb_1(P,t) y arb_2(P,t) de acuerdo a una cierta propiedad que 
poseen los vértices de arb_1(P,t) y que no poseen los de arb_2(P,t). 
 
Se dice que se ha aplicado por fases el algoritmo Lomnicki Pendular a partir de t0 si primero 
se aplica el algoritmo al esquema pendular [ arb_1(P,t0), arb(P’,t0) ] partiendo de fm(t0) y 
z0(t0) y una vez llegados al final del mismo, lo aplicamos a [ arb_2(P,t0), arb(P’,t0) ] 
proporcionando al valor inicial de fm de este segundo esquema pendular el valor de la mejor 
solución obtenida en su precedente. La aplicación escalonada del Lomnicki Pendular a 
partir de cualquier t0 conduce a la solución del problema P y por tanto, de P’. 
 
 

b. Propiedades de separación de la operación SPLIT 
 
Los vértices del subconjunto que se desea separar deben estar dotados de una cierta 
propiedad que el otro subconjunto no posea. Una propiedad que suele utilizarse es la de si 
un vértice empieza o no por una determinada pieza i, lo que nos permite agrupar los 
vértices en función de su pieza inicial y permite disponer de vértices con un número 
reducido de piezas en sus primeras posiciones. En el caso de que los dos árboles a 
separar tuvieran esa misma propiedad, pasaríamos a considerar la segunda pieza y así 
sucesivamente. 
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c. Estrategias en la operación SPLIT 
 
Las estrategias implicadas en la operación SPLIT son tres: la referente a la elección del 
árbol sobre el que realizar la operación, la pieza sobre la que separar y el número de 
iteraciones entre dos operaciones SPLIT consecutivas. 
 
 

§ Elección del árbol: siempre separaremos el árbol con menor número de piezas 
diferentes en la posición de SPLIT. En caso de empate, separaremos el árbol con 
mayor número de vértices. 

 
§ Elección de la pieza de separación:  

 
1. Si existe una pieza que aparece en ambos árboles en la posición de 

SPLIT, separaremos según esa pieza. 
 
2. Si hay más de una, escogeremos la que aparezca en más ocasiones en 

esa posición. 
 
3. Si no hay ninguna pieza que aparezca en los árboles en la posición de 

separación, elegiremos la pieza que aparezca en la posición de SPLIT el 
mayor número de ocasiones del árbol a escindir. 

 
§ Número de iteraciones entre operaciones SPLIT: este dato será algo puramente 

empírico y dependerá asimismo de la capacidad de memoria del ordenador en 
cuestión, ya que la operación SPLIT requerirá que se vayan guardando los 
distintos esquemas pendulares a medida que se realicen más SPLIT’s. En nuestro 
caso, este dato podrá ser seleccionado por el usuario para poder experimentar  
con distintos niveles de SPLIT. 

 
 

Ejemplo 
 

A continuación plantearemos un caso trivial de aplicación de la operación SPLIT. Supongamos 
que en determinado t0 disponemos del siguiente esquema pendular: 
 

 
 cota(v) 

35 1 3 6 
35 3 5 1 
36 2 1 3 
37 1 2  ar

b(
P

,t 0
) 

39 1 5  
 

Tabla 7.7 – árbol directo en un instante t 
 
 

 cota(v) 
34 6 4  
35 6 5  
36 6 2  
37 5 3 4 ar

b(
P

’,t
0)

 

37 5 4  
 

Tabla 7.8 – árbol inverso en un instante t 
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Con fm(t0) = 40 y z0(t0) = 35 y decidimos realizar la operación SPLIT sobre arb(P,t0) atendiendo 
a si los vértices tienen o no la pieza 1 como primera, de lo que resultarán arb_1(P,t0) y 
arb_2(P,t0): 

 
 

 cota(v) 

35 1 3 6 

37 1 2  
ar

b_
1(

P
’,t

0)
 

39 1 5  

 
Tabla 7.9 – primer árbol de SPLIT 

 
 

 cota(v) 

37 3 5 1 

ar
b_

2(
P

’,t
0)

 

36 2 1 3 

 
Tabla 7.10 – segundo árbol de SPLIT 

 
 

A resultas de esto, enfrentaríamos arb_1(P,t0) con arb(P’,t0), con z0 = 35 y fm = 40. 
Supongamos que tras esta resolución encontramos una nueva solución con valor fm = 39. Esto 
nos llevaría a tratar [arb_2(P,t0), arb(P’,t0)] con valores fm = 39 y z0 = 36. La solución hallada 
sería el óptimo de P y por tanto, de P’. 
 
Evidentemente, esta operación de SPLIT puede realizarse en cascada tantas veces como sea 
necesaria. 

 

7.5.7 Propiedad de Interacción 5 : la operación PLUGIN 
 

Como hemos comentado previamente, el papel de las heurísticas dentro de los algoritmos de 
Branch & Bound se limita a proporcionar una solución inicial de cierta calidad que permite 
eliminar de forma inmediata todos aquellos vértices con cotas iguales o superiores a ese valor. 
Y aunque importante, su papel se circunscribe a un estadio del algoritmo en el que no se 
dispone de mucha información, lo que impide aprovechar al máximo la potencia de sus 
métodos de cálculo. 
 
La especial naturaleza del Lomnicki Pendular nos permitirá hacer uso de un nuevo concepto: el 
de heurística con extremos bloqueados. En cada instante t de ejecución del algoritmo, 
dispondremos de un arb(P,t) con la información sobre todas las posibles formas de empezar 
que tendría una hipotética mejor solución y de un arb(P’,t) con la información análoga para sus 
hipotéticos finales.  
 
Si descartamos aquellas combinaciones en las que los principios y finales disponen de piezas 
en común, podremos en un instante t del algoritmo, ir conectando los dos árboles mediante la 
heurística que escojamos de manera que restrinjamos el espacio de búsqueda heurístico a las 



Estudio y aplicación del algoritmo Lomnicki Pendular al problema Fm | block | Fmax   :: 

 

59 

permutaciones que empiecen por un vértice de arb(P,t) y acaben por un vértice del arb(P’,t). 
Esta forma de proceder pasará a denominarse operación PLUGIN. 

 
La eficacia y rapidez de las operaciones PLUGIN irá estrechamente ligada a la eficacia del 
Lomnicki Pendular: cuanto mejores sean los procedimientos de acotación, menores serán las 
dimensiones de ambos árboles y el número de operaciones PLUGIN necesarias para conectar 
los árboles. 
 
Debido al buen comportamiento demostrado por la heurística NEH, ésta será la escogida para 
su implementación como heurística de extremos bloqueados. Para explicar el funcionamiento 
de las operaciones PLUGIN nada mejor que un pequeño ejemplo: supongamos que en un 
determinado momento, disponemos de los árboles arb(P,t) y arb(P’,t) del apartado anterior: 

 
 

 cota(v) 
35 1 3 6 
35 3 5 1 
36 2 1 3 
37 1 2  ar

b(
P

,t 0
) 

39 1 5  
 

Tabla 7.11 – árbol directo en un instante t 
 
 

 cota(v) 
34 6 4  
35 6 5  
36 6 2  
37 5 3 4 ar

b(
P

’,t
0)

 

37 5 4  
 

Tabla 7.12 – árbol inverso en un instante t 
 
 

La operación PLUGIN consistirá, por tanto, en coger el primer vértice de arb(P,t) v1 = [1,3,6] e 
irle acoplando los vértices de arb(P’,t) con los que no tenga ninguna pieza en común; en 
nuestro caso únicamente el v’5 = [5,4]. Esto formará una permutación parcial v’’ = [1,3,6,4,5] en 
la que situaremos las piezas aún por colocar –en este caso la 2- mediante el procedimiento 
heurístico escogido restringiendo las posibles posiciones a aquellas situadas entre las piezas 
del vértice perteneciente a arb(P,t) y las de arb(P’,t), en nuestro caso la posición 4, con lo que 
formaremos una permutación v’’’ = [1,3,6,2,4,5]. Esta permutación se evalúa y si resulta mejor, 
pasa a sustituir a la mejor actual. 

 
A continuación, seguiríamos con v2 = [3,5,1] y sus vértices complementarios v’1 = [6,4] y v’3 = 
[6,2] para formar las permutaciones parciales [3,5,1,4,6] y [3,5,1,2,6] en las que aplicaremos la 
heurística a partir de la posición 4. Así continuaremos hasta agotar las posibles combinaciones 
de vértices entre arb(P,t) y arb(P’,t). 
 
En el peor de los casos –aquel en el que ningún vértice de arb(P,t) tenga pieza en común con 
ningún vértice de arb(P’,t)- el número total de posibles combinaciones resulta ser el producto 
del número de vértices de arb(P,t) por el de arb(P’,t). 
 
El trabajo experimental demuestra que la operación PLUGIN se revela como más efectiva en 
los primeros compases de ejecución del LOMPEN, con lo que, independientemente de la 
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frecuencia de utilización que escojamos como opción de entrada del programa, si hemos 
escogido utilizarla, se ejecutará siempre pasadas las primeras 100 iteraciones. 

 
Este sistema nos permitirá hallar rápidamente buenas soluciones, tanto con como sin 
pulmones. 
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8. Resultados Lomnicki Pendular 
 

A continuación presentaremos los resultados más significativos producto de la aplicación de la 
implementación en C del Lomnicki Pendular. Para ello utilizaremos tanto series de ejemplares 
como benchmarks recogidos de la literatura técnica que nos permitirán comparar los resultados 
obtenidos mediante la aplicación del Lomnicki Pendular con otros estudios previos y 
alternativos de los mismos problemas. 

 

8.1 Series de ejemplares casos Fm | prmu | Fmax y Fm | block | 
Fmax 

 
El Laboratorio de Organización Industrial, en su afán de comparar los distintos resultados en 
tiempo y eficacia de los algoritmos que se desarrollan en su seno, ha generado 18 series de 
1000 ejemplares cada una, que comprenden desde problemas de 10 piezas y 3 máquinas 
hasta 15 piezas y 5 máquinas. Estas series de ejemplares serán las utilizadas en primera 
aproximación para obtener los resultados de tiempos y eficacia para los casos con y sin 
pulmones.  
 
Asimismo, en la literatura técnica consultada se ha puesto de manifiesto que muchos autores 
hacen uso de los benchmarks y del generador de problemas propuesto en [Taillard 1993]. Es 
por ello que procedimos a implementar un generador de ejemplares que se atuviese a sus 
directrices de diseño con la finalidad de producir ejemplares con el formato utilizado en el LOI. 
Esto nos permitirá comparar los resultados obtenidos por el Lomnicki Pendular con otros 
algoritmos que se enfrentan a estos tipos particulares de ejemplar – y que son unos cuantos-. 
 
Aunque el artículo original hacía referencia al caso Fm | prmu | Fmax los ejemplares obtenidos 
según ese esquema se siguen utilizando como vara de medir [Ronconi 2001] para el caso Fm 
| block | Fmax, así que pueden utilizarse también en el caso block. 

 

8.2 Benchmarks caso Fm | prmu | Fmax 
 

En cuanto a los benchmarks, utilizaremos los aparecidos en [Taillard 1993] ampliamente 
estudiados en la literatura y de los cuales disponemos de soluciones óptimas para los casos 
con 5 y 10 máquinas y 20, 50, 100, 200 y 500 piezas para el caso de prmu. Para los mismos 
casos de 20 máquinas, disponemos de soluciones óptimas únicamente para los casos de 20 
piezas, mientras que el resto de problemas permanecen sin cerrar desde 1993. Los resultados 
actualizados por el propio Eric Taillard se pueden descargar de [Taillard 2004]. 
 
En cuanto a los tiempos de cálculo, utilizaremos los proporcionados por [Lahdari 2004], ya que 
utilizan también un método exacto y bastante prometedor -aunque ciertamente más complejo 
que el aquí implementado- para solucionar los ejemplares Taillard caso Fm | prmu | Fmax hasta 
10 máquinas. 

 

8.3 Benchmarks caso Fm | block | Fmax 
 

Para el caso block, por el contrario, una amplia búsqueda por la literatura científica no ha 
permitido hallar resultados óptimos ni siquiera para los tamaños más reducidos de los 
ejemplares de Eric Taillard, de 20 piezas por 5 máquinas, y únicamente se recogen resultados 
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parciales y mejores soluciones para diversas heurísticas implementadas. Aún así, los 
utilizaremos como ejemplares de referencia por su amplia difusión y fácil acceso vía Internet. 
 
Para comparar la bondad de nuestros cálculos utilizaremos las mejores soluciones obtenidas 
mediante un algoritmo de búsqueda tabú en [Brücker 2002] sobre los ejemplares Taillard caso 
block. 
 

8.4 Resultados series de ejemplares LOI, caso Fm | prmu | Fmax 
El análisis de las series de ejemplares del LOI para el caso Fm | prmu | Fmax comprenderá un 
análisis de los tiempos de ejecución, de los resultados de las diversas heurísticas 
implementadas, así como una comparativa somera entre los casos en que utilicemos Mejoras 
Dinámicas y aquellos en los que no. 
 
Para comprobar la bondad de las heurísticas implementadas, utilizaremos cuatro parámetros: 

 
§ Discrepancia Media 
 
§ Discrepancia Máxima 
 
§ Número de óptimos obtenidos 
 
§ Número de mejores soluciones obtenidas 

 

8.4.1 Discrepancias Medias de las Heurísticas 
 

Las discrepancias medias se calcularán tanto para el caso en que utilicemos Mejoras 
Dinámicas como para el caso en que no las utilicemos, con la finalidad de estudiar su ámbito 
de utilización. En negrita, la mejor heurística de cada serie. 

 
a. Discrepancias medias sin utilizar MeDi 

 
Discrepancia Media (%) sin utilizar MeDi 

m n 
Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 

10 0,065 0,103 0,083 0,206 0,124 
11 0,082 0,113 0,082 0,259 0,120 
12 0,084 0,097 0,128 0,253 0,116 
13 0,080 0,063 0,074 0,216 0,088 
14 0,062 0,071 0,085 0,215 0,086 

3 

15 0,052 0,065 0,064 0,199 0,086 
10 0,487 0,418 0,416 0,598 0,428 
11 0,466 0,421 0,450 0,618 0,435 
12 0,546 0,406 0,362 0,648 0,468 
13 0,541 0,387 0,365 0,629 0,433 
14 0,519 0,380 0,375 0,667 0,464 

4 

15 0,499 0,377 0,383 0,705 0,448 
10 0,864 0,667 0,630 0,923 0,680 
11 0,922 0,815 0,675 0,969 0,798 
12 1,053 0,843 0,794 1,171 0,903 
13 1,036 0,866 0,730 1,132 0,831 
14 1,148 0,877 0,792 1,296 1,004 

5 

15 1,180 0,821 0,870 1,263 0,947 
 

Tabla 8.1 – Discrepancias medias heurísticas sin utilizar MeDi 
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b. Discrepancias medias utilizando MeDi 
 

Discrepancia Media (%) utilizando MeDi 
m n 

Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 0,030 0,051 0,034 0,053 0,046 
11 0,035 0,055 0,039 0,095 0,039 
12 0,032 0,044 0,039 0,092 0,041 
13 0,022 0,030 0,018 0,068 0,033 
14 0,021 0,029 0,025 0,073 0,029 

3 

15 0,021 0,025 0,023 0,066 0,029 
10 0,204 0,202 0,205 0,249 0,184 
11 0,204 0,208 0,194 0,261 0,192 
12 0,237 0,224 0,194 0,300 0,210 
13 0,220 0,221 0,169 0,309 0,193 
14 0,195 0,217 0,202 0,297 0,204 

4 

15 0,208 0,217 0,181 0,292 0,196 
10 0,402 0,347 0,302 0,418 0,342 
11 0,406 0,428 0,344 0,467 0,372 
12 0,506 0,461 0,410 0,567 0,454 
13 0,514 0,477 0,392 0,572 0,437 
14 0,519 0,507 0,416 0,613 0,473 

5 

15 0,572 0,479 0,462 0,664 0,463 
 

Tabla 8.2 - Discrepancias medias heurísticas utilizando MeDi 
 

c. Diferencia porcentual entre las discrepancias medias con y sin MeDi 
 

( DMHeurística – DMHeurística+
 ) / DMHeurística · 100 

m n 
Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 53,415 51,139 58,634 74,068 63,259 
11 57,871 51,422 52,709 63,445 67,643 
12 61,665 54,262 69,630 63,677 65,056 
13 72,255 52,664 75,514 68,627 62,841 
14 66,194 59,242 70,236 66,211 66,384 

3 

15 59,380 62,118 63,316 66,773 66,121 
10 58,136 51,645 50,708 58,336 57,008 
11 56,348 50,668 56,901 57,712 55,926 
12 56,707 44,783 46,329 53,744 55,125 
13 59,284 42,942 53,722 50,904 55,470 
14 62,363 42,906 46,155 55,429 56,081 

4 

15 58,225 42,486 52,745 58,627 56,176 
10 53,462 47,959 52,117 54,713 49,782 
11 55,972 47,416 49,118 51,779 53,410 
12 51,965 45,330 48,431 51,615 49,646 
13 50,351 44,945 46,254 49,503 47,380 
14 54,771 42,151 47,504 52,731 52,948 

5 

15 51,541 41,687 46,884 47,412 51,062 
 

Tabla 8.3 – Diferencia porcentual entre las discrepancias medias con y sin MeDi 
 

Como podemos observar a simple vista, la utilización de las MeDi supone una notable mejoría 
en cuanto a las discrepancias medias de todas las heurísticas implementadas con una 
disminución porcentual cercana a un 50%. En ambos casos, podemos observar como la 
heurística de Gupta parece ser la que ofrece un mejor comportamiento en el caso de 3 
máquinas, mientras que en los casos de 4 y 5 máquinas son la NEH2 y la NEH las que 
destacan sobre el resto. 



Agustín Alemán González – Laboratorio de Organización Industrial 

     

64 

8.4.2 Discrepancias Máximas de las Heurísticas 
 

a. Discrepancias máximas sin utilizar Mejoras Dinámicas 
 

Discrepancia Máxima (%) sin utilizar MeDi 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 4,000 5,096 6,164 6,623 6,757 
11 4,430 4,444 4,317 5,917 4,706 
12 5,960 3,378 8,088 6,849 5,960 
13 4,663 3,763 4,255 8,696 4,217 
14 4,324 3,723 3,483 6,965 4,186 

3 

15 5,340 6,161 2,885 5,164 5,340 
10 7,650 9,375 6,098 11,728 5,479 
11 6,395 8,152 6,509 7,330 5,435 
12 5,970 6,436 5,051 8,939 5,820 
13 7,500 5,263 6,061 8,621 6,030 
14 8,333 4,739 4,091 9,231 5,820 

4 

15 6,897 5,530 5,603 9,388 6,612 
10 12,022 5,789 7,447 8,621 8,276 
11 8,333 7,143 7,647 8,140 6,154 
12 9,829 7,979 5,991 8,850 6,278 
13 8,556 9,129 6,161 7,234 8,187 
14 8,661 7,203 5,217 9,211 5,830 

5 

15 6,939 6,436 6,335 8,835 6,273 
 

Tabla 8.4 – Discrepancias máximas heurísticas sin utilizar MeDi 
 
 

b. Discrepancias máximas utilizando Mejoras Dinámicas 
 

Discrepancia Máxima (%) utilizando MeDi 
m n 

Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 3,200 5,096 4,138 2,837 3,086 
11 2,439 3,175 2,439 4,321 2,924 
12 3,125 2,439 3,125 3,030 2,367 
13 1,951 3,763 1,878 3,933 2,809 
14 2,703 2,030 2,890 4,186 2,703 

3 

15 2,620 1,961 2,844 3,271 2,370 
10 5,556 4,895 6,098 4,908 3,243 
11 4,734 3,922 4,301 4,301 4,301 
12 4,839 4,839 3,000 4,211 4,639 
13 4,494 4,054 4,054 3,846 4,444 
14 3,738 4,167 4,091 4,819 3,600 

4 

15 3,814 4,527 3,738 4,527 4,167 
10 4,545 4,294 4,651 4,678 4,790 
11 5,236 7,027 3,721 5,528 6,122 
12 4,867 5,263 4,545 5,714 5,263 
13 6,114 6,696 3,791 4,858 5,116 
14 5,128 4,098 4,490 5,479 4,167 

5 

15 3,984 4,455 4,418 4,598 5,350 
 

Tabla 8.5 – Discrepancias máximas heurísticas utilizando MeDi 
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c. Diferencia porcentual entre las discrepancias máximas con y sin MeDi 
 

( DMaxHeurística – DMaxHeurística+
 ) / DMaxHeurística · 100 

m n 
Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 20,000 0,000 32,868 57,164 54,329 
11 44,944 28,555 43,502 26,973 37,867 
12 47,567 27,798 61,363 55,760 60,285 
13 58,160 0,000 55,864 54,772 33,389 
14 37,488 45,474 17,026 39,899 35,428 

3 

15 50,936 68,171 1,421 36,658 55,618 
10 27,373 47,787 0,000 58,151 40,810 
11 25,973 51,889 33,922 41,323 20,865 
12 18,945 24,814 40,606 52,892 20,292 
13 40,080 22,972 33,113 55,388 26,302 
14 55,142 12,070 0,000 47,795 38,144 

4 

15 44,701 18,137 33,286 51,779 36,978 
10 62,194 25,825 37,545 45,737 42,122 
11 37,165 1,624 51,340 32,088 0,520 
12 50,483 34,039 24,136 35,435 16,168 
13 28,541 26,651 38,468 32,845 37,511 
14 40,792 43,107 13,935 40,517 28,525 

5 

15 42,585 30,780 30,260 47,957 14,714 
 

Tabla 8.6 - Diferencia porcentual entre las discrepancias máximas con y sin MeDi 
 

Aunque la mejoría no es tan acusada como en el caso de las discrepancias medias, 
comprobamos como la utilización de las Mejoras Dinámicas disminuye sensiblemente los 
valores de las máximas discrepancias. La NEH2 y la NEH se mantienen como mejores. 

8.4.3 Número de Óptimos de las Heurísticas 
 

a. Número de óptimos sin utilizar Mejoras Dinámicas 
 

Número de óptimos obtenidos sin MeDi [sobre 1000] 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 950 922 935 870 916 
11 931 916 929 847 910 
12 931 913 908 847 911 
13 939 940 935 862 922 
14 940 932 915 859 923 

3 

15 946 940 932 865 913 
10 707 727 730 652 727 
11 678 717 712 640 693 
12 648 719 727 613 684 
13 642 735 729 636 690 
14 677 711 730 616 670 

4 

15 676 715 705 593 677 
10 490 557 572 488 546 
11 488 498 540 449 497 
12 413 475 498 399 437 
13 418 480 503 379 459 
14 388 462 470 369 408 

5 

15 374 469 439 348 409 
 

Tabla 8.7 – Número total de óptimos alcanzados por heurística sin MeDi 
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b. Número de óptimos utilizando Mejoras Dinámicas 
 

Número de óptimos obtenidos con MeDi [sobre 1000] 
m n 

Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 973 957 969 949 955 
11 964 949 962 925 964 
12 964 950 962 921 959 
13 976 965 976 935 964 
14 971 958 970 940 966 

3 

15 973 969 969 929 959 
10 837 832 839 798 844 
11 822 815 837 787 841 
12 789 808 820 754 816 
13 808 804 832 741 816 
14 823 806 816 749 811 

4 

15 801 789 821 746 814 
10 661 698 718 664 689 
11 658 653 671 634 673 
12 598 616 633 562 611 
13 600 614 639 541 612 
14 585 585 618 539 587 

5 

15 539 587 587 487 580 
 

Tabla 8.8 - Número total de óptimos alcanzados por heurística con MeDi 
 
 

c. Diferencia entre los óptimos conseguidos con y sin MeDi 
 

OPTHeurística+
 - OPTHeurística [sobre 1000] 

m n 
Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 23 35 34 79 39 
11 33 33 33 78 54 
12 33 37 54 74 48 
13 37 25 41 73 42 
14 31 26 55 81 43 

3 

15 27 29 37 64 46 
10 130 105 109 146 117 
11 144 98 125 147 148 
12 141 89 93 141 132 
13 166 69 103 105 126 
14 146 95 86 133 141 

4 

15 125 74 116 153 137 
10 171 141 146 176 143 
11 170 155 131 185 176 
12 185 141 135 163 174 
13 182 134 136 162 153 
14 197 123 148 170 179 

5 

15 165 118 148 139 171 
 

Tabla 8.9 – Diferencia en el número total de óptimos alcanzados por heurística con y sin MeDi 
 
 

En este caso puede apreciarse especialmente bien como la utilización de las MeDi permite un 
incremento substancial del rendimiento de la NEH2, que pasa a convertirse en la mejor 
heurística en cuanto a óptimos hallados para m = 4, mientras que la Gupta se mantiene 
imbatible para m = 3. 
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8.4.4 Número de Mejores Soluciones Heurísticas 
 

a. Número de mejores soluciones sin utilizar Mejoras Dinámicas 
 

Número de mejores soluciones sin MeDi [sobre 1000] 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 955 928 942 875 920 
11 948 931 949 858 926 
12 946 927 920 858 925 
13 943 944 938 863 923 
14 951 943 925 863 930 

3 

15 957 949 940 872 922 
10 749 775 768 692 768 
11 741 776 768 686 749 
12 696 776 786 656 740 
13 699 796 796 689 749 
14 723 780 792 665 723 

4 

15 733 786 778 635 739 
10 569 638 655 560 628 
11 574 597 658 535 597 
12 522 609 634 495 563 
13 539 611 649 488 597 
14 502 607 644 480 552 

5 

15 491 638 603 455 569 
 

Tabla 8.10 - Número de mejores soluciones sin utilizar Mejoras Dinámicas 
 
 

b. Número de mejores soluciones utilizando Mejoras Dinámicas 
 

Número de mejores soluciones con MeDi [sobre 1000] 
m n 

Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 973 958 970 950 955 
11 974 958 970 933 973 
12 972 960 970 927 966 
13 976 966 976 935 964 
14 979 966 976 945 973 

3 

15 978 972 974 932 963 
10 860 859 863 822 867 
11 850 847 861 812 868 
12 820 840 857 786 850 
13 846 847 880 771 861 
14 857 845 849 779 844 

4 

15 850 838 872 783 861 
10 711 750 777 708 736 
11 714 711 737 685 736 
12 670 692 719 635 692 
13 688 704 742 624 710 
14 682 687 729 625 691 

5 

15 626 698 683 564 695 
 

Tabla 8.11 - Número de mejores soluciones utilizando Mejoras Dinámicas 
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c. Diferencia entre el número de mejores soluciones obtenidas con y sin MeDi 
 

MSHeurística+
 - MSHeurística m n 

Gupta+ NEH+ NEH2+ Palmer+ Trapecios+ 

10 18 30 28 75 35 
11 26 27 21 75 47 
12 26 33 50 69 41 
13 33 22 38 72 41 
14 28 23 51 82 43 

3 

15 21 23 34 60 41 
10 111 84 95 130 99 
11 109 71 93 126 119 
12 124 64 71 130 110 
13 147 51 84 82 112 
14 134 65 57 114 121 

4 

15 117 52 94 148 122 
10 142 112 122 148 108 
11 140 114 79 150 139 
12 148 83 85 140 129 
13 149 93 93 136 113 
14 180 80 85 145 139 

5 

15 135 60 80 109 126 
 

Tabla 8.12 - Diferencia entre el número de mejores soluciones obtenidas con y sin MeDi 
 

 
De forma similar a los casos anteriores, la aplicación de las MeDi conlleva una mejora 
significativa en el comportamiento de las heurísticas programadas también en lo referente al 
número de mejores soluciones halladas.  
 
De resultas de lo expuesto, podemos observar cómo la introducción de las MeDi lleva 
aparejada una mejoría notable en los resultados de las heurísticas directas implementadas. 

 

8.4.5 Análisis de tiempos series LOI, caso Fm | prmu | Fmax 
 

Como hemos visto, los cuatro elementos utilizados para cotejar las diferencias entre utilizar o 
no las mejoras dinámicas parecen decantarse por su utilización. Ahora bien, el hecho de que la 
utilización de las MeDi requiera de un mayor esfuerzo computacional, nos obliga a comparar 
los tiempos de ejecución entre ambas opciones, no sea que su mejora se vea superada por el 
mayor tiempo de cómputo necesario. 
 
Cabe reseñar que el programa implementado no dispone de ningún límite de iteraciones que lo 
obligue a abandonar ejemplares difíciles. 
 
Todos los cálculos se han llevado a cabo en un ordenador DELL PIV 2.8Ghz con 512 Mb de 
RAM bajo una distribución GNU/Linux DEBIAN KNOPPIX 3.4. 
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a. Análisis de tiempos de ejecución series de ejemplares LOI, caso Fm | prmu | Fmax sin 
las MeDi 
 

A continuación presentamos la tabla de tiempos [ segundos / ejemplar ] necesarios para 
finalizar cada una de las 18 series de 1000 ejemplares. 

 
 

Tiempos de ejecución [segundos / ejemplar] sin MeDi 
m  

3 4 5 
10 0,002 0,004 0,008 
11 0,002 0,004 0,012 
12 0,003 0,005 0,018 
13 0,004 0,007 0,023 
14 0,005 0,010 0,036 

n 

15 0,004 0,009 0,050 
 

Tabla 8.13 – Segundos por ejemplar series LOI sin MeDi 
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Figura 8.1 – Evolución de los tiempos de ejecución series LOI sin MeDi 

 
 

Como podemos observar, los tiempos por ejemplar están lejos de lo que podría considerarse el 
límite de actuación del Lomnicki Pendular, ya que 5 centésimas por ejemplar para el caso de 
mayor dimensión -de 15 piezas y 5 máquinas- es perfectamente asumible desde el punto de 
vista computacional. 
 
La gráfica también apunta una tendencia que se transforma en desgracia para nosotros: a 
medida que aumentamos el número de máquinas, el factor exponencial asociado a un aumento 
de piezas se incrementa de forma significativa. En nuestro caso y con las dimensiones que 
estamos manejando, este problema no resulta aún determinante, aunque al poco que 
aumentemos las dimensiones de piezas o de máquinas se convertirá en una verdadera barrera 
de potencial para la resolución de ciertos ejemplares. 
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b. Análisis de tiempos de ejecución series de ejemplares LOI, caso Fm | prmu | Fmax 
con las mejoras dinámicas 
 
 

Tiempos de ejecución [segundos / ejemplar] con MeDi 
m  

3 4 5 
10 0,004 0,007 0,011 
11 0,005 0,012 0,021 
12 0,009 0,012 0,022 
13 0,009 0,014 0,030 
14 0,011 0,018 0,043 

n 

15 0,013 0,021 0,058 
 

Tabla 8.14 - Segundos por ejemplar series LOI con MeDi 
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Figura 8.2 - Evolución de los tiempos de ejecución series LOI con MeDi 

 
 

c. Diferencias de tiempos de ejecución series de ejemplares LOI, caso Fm | prmu | 
Fmax utilizando o no las MeDi 
 

Tcon MeDi / Tsin MeDi 

m  
3 4 5 

10 100 75 37,5 
11 150 200 75 
12 200 140 22,222 
13 125 100 30,435 
14 120 80 19,444 

n 

15 225 133,333 16 

Tabla 8.15 – Diferencias de tiempos de ejecución con y sin MeDi 
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Un análisis somero de los datos de la Tabla 7.15 pone de manifiesto que el uso de las Mejoras 
Dinámicas parece estar contraindicado para valores pequeños de m, en los que su utilización 
introduce unos tiempos adicionales de cálculo que terminan resultando excesivos en cuanto al 
tiempo global de cómputo. Aún así, podemos observar cómo a medida que aumentamos m, 
parecen disminuir las diferencias entre los tiempos de ejecución, lo cual permite intuir dónde 
puede hallarse el ámbito de actuación de las MeDi: valores elevados de m y n. 
 
A continuación intentaremos validar esa hipótesis generando unas series de ejemplares más 
amplias para determinar si en algún momento el tiempo de cálculo adicional que introduce su 
utilización será inferior al necesario para hallar esas soluciones sin su concurso. 
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8.5 Resultados series Taillard, caso Fm | prmu | Fmax 
 

Como hemos podido comprobar, los resultados para el caso Fm | prmu | Fmax de los ejemplares 
LOI resultan muy prometedores: los casos referidos en la literatura como límites de la 
aplicación de métodos exactos –15 piezas y 4 máquinas- parecen estar bien al alcance del 
Lomnicki Pendular. Para explorar las posibilidades del Lomnicki Pendular y llevarlo un poco 
más al límite, hemos generado 32 series de 1000 ejemplares siguiendo los parámetros de 
diseño de [Taillard 1993] desde 3 máquinas y 10 piezas a 6 máquinas y 17 piezas. Esto nos 
permitirá asimismo confrontar los resultados de tiempos con unos ejemplares cuya regla de 
generación resulta bien conocida y estudiada. Para simplificar un poco el análisis de los datos 
generados utilizaremos únicamente los resultados referidos a las discrepancias medias y a los 
tiempos de ejecución, como más significativos. 

8.5.1 Discrepancias Medias de las Heurísticas 
 

a. Discrepancias medias de las Heurísticas sin utilizar Mejoras Dinámicas 
 

Discrepancia Media (%) sin utilizar MeDi 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 0,089 0,122 0,106 0,163 0,108 
11 0,079 0,089 0,103 0,176 0,114 
12 0,065 0,096 0,089 0,182 0,081 
13 0,070 0,080 0,079 0,167 0,094 
14 0,036 0,072 0,071 0,139 0,071 
15 0,049 0,051 0,045 0,130 0,063 
16 0,034 0,036 0,049 0,088 0,053 

3 

17 0,037 0,042 0,041 0,116 0,056 
10 0,399 0,384 0,351 0,543 0,367 
11 0,455 0,401 0,334 0,613 0,424 
12 0,430 0,357 0,363 0,533 0,403 
13 0,449 0,367 0,329 0,587 0,413 
14 0,444 0,338 0,344 0,588 0,383 
15 0,453 0,337 0,321 0,555 0,369 
16 0,373 0,310 0,305 0,513 0,361 

4 

17 0,364 0,255 0,242 0,455 0,298 
10 0,768 0,692 0,650 0,802 0,647 
11 0,780 0,720 0,649 0,854 0,666 
12 0,968 0,777 0,707 0,966 0,740 
13 0,930 0,754 0,746 0,973 0,756 
14 0,958 0,803 0,710 1,006 0,755 
15 1,022 0,761 0,761 1,092 0,759 
16 0,932 0,741 0,713 1,049 0,757 

5 

17 0,941 0,736 0,678 1,008 0,798 
10 1,002 0,907 0,811 1,007 0,838 
11 1,109 0,913 0,886 1,051 0,911 
12 1,342 1,089 0,970 1,234 1,057 
13 1,400 1,184 1,086 1,377 1,172 
14 1,504 1,160 1,071 1,423 1,120 
15 1,531 1,250 1,151 1,532 1,304 
16 1,582 1,251 1,178 1,538 1,257 

6 

17 1,660 1,307 1,193 1,660 1,344 
 

Tabla 8.16 - Discrepancias medias de las Heurísticas sin utilizar MeDi 
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b. Discrepancias medias utilizando Mejoras Dinámicas 
 

Discrepancia Media (%) utilizando MeDi 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 0,036 0,049 0,041 0,078 0,047 
11 0,039 0,034 0,046 0,047 0,039 
12 0,031 0,047 0,035 0,058 0,035 
13 0,034 0,034 0,035 0,070 0,036 
14 0,017 0,031 0,020 0,062 0,024 
15 0,019 0,020 0,016 0,046 0,020 
16 0,012 0,019 0,015 0,031 0,014 

3 

17 0,014 0,014 0,014 0,042 0,021 
10 0,154 0,205 0,173 0,232 0,171 
11 0,183 0,192 0,141 0,257 0,190 
12 0,184 0,185 0,179 0,236 0,196 
13 0,207 0,194 0,148 0,271 0,175 
14 0,171 0,168 0,160 0,244 0,167 
15 0,163 0,166 0,129 0,238 0,138 
16 0,158 0,157 0,149 0,225 0,148 

4 

17 0,159 0,140 0,109 0,201 0,138 
10 0,341 0,357 0,315 0,377 0,360 
11 0,360 0,392 0,346 0,420 0,315 
12 0,411 0,417 0,368 0,479 0,338 
13 0,480 0,437 0,431 0,488 0,381 
14 0,469 0,441 0,388 0,513 0,398 
15 0,495 0,449 0,408 0,546 0,404 
16 0,442 0,426 0,373 0,552 0,374 

5 

17 0,440 0,421 0,362 0,554 0,382 
10 0,490 0,430 0,407 0,511 0,409 
11 0,529 0,476 0,454 0,554 0,491 
12 0,658 0,587 0,539 0,631 0,558 
13 0,712 0,700 0,632 0,767 0,642 
14 0,766 0,689 0,609 0,757 0,601 
15 0,820 0,731 0,621 0,848 0,723 
16 0,839 0,791 0,698 0,928 0,702 

6 

17 0,910 0,798 0,730 0,969 0,770 
 

Tabla 8.17 - Discrepancias Medias utilizando MeDi 
 
 

Como podemos apreciar, las MeDi parecen adaptarse igual de bien a los ejemplares 
generados según el método Taillard: la NEH2 también se acopla sin problemas, mientras que 
Gupta continúa incontestado para el caso de m = 3. La diferencia radica en este caso en que el 
desplazamiento provocado por las MeDi revierte en beneficio de la heurística de Trapecios. 
 
Se suele decir que todo algoritmo es bueno si escogemos adecuadamente los ejemplares con 
los que enfrentarlo: en este caso podemos afirmar que tanto la nueva heurística NEH2 como la 
mejora local MeDi resultan ser ciertamente robustas al cambio de modelo de ejemplar, lo cual 
nos resultará muy necesario a la hora de enfrentar los benchmarks Taillard que se presentarán 
en breve. 
 
A continuación presentaremos la tabla con las diferencias porcentuales entre las heurísticas 
utilizadas utilizando o no las MeDi. 
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c. Diferencias porcentuales entre las heurísticas utilizando o no las MeDi 
 

( DMHeurística – DMHeurística+
 ) / DMHeurística · 100 

m n 
Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 

10 59,551 59,836 61,321 52,147 56,481 
11 50,633 61,798 55,340 73,295 65,789 
12 52,308 51,042 60,674 68,132 56,790 
13 51,429 57,500 55,696 58,084 61,702 
14 52,778 56,944 71,831 55,396 66,197 
15 61,224 60,784 64,444 64,615 68,254 
16 64,706 47,222 69,388 64,773 73,585 

3 

17 62,162 66,667 65,854 63,793 62,500 
10 61,404 46,615 50,712 57,274 53,406 
11 59,780 52,120 57,784 58,075 55,189 
12 57,209 48,179 50,689 55,722 51,365 
13 53,898 47,139 55,015 53,833 57,627 
14 61,486 50,296 53,488 58,503 56,397 
15 64,018 50,742 59,813 57,117 62,602 
16 57,641 49,355 51,148 56,140 59,003 

4 

17 56,319 45,098 54,959 55,824 53,691 
10 55,599 48,410 51,538 52,993 44,359 
11 53,846 45,556 46,687 50,820 52,703 
12 57,541 46,332 47,949 50,414 54,324 
13 48,387 42,042 42,225 49,846 49,603 
14 51,044 45,081 45,352 49,006 47,285 
15 51,566 40,999 46,386 50,000 46,772 
16 52,575 42,510 47,686 47,378 50,594 

5 

17 53,241 42,799 46,608 45,040 52,130 
10 51,098 52,591 49,815 49,255 51,193 
11 52,299 47,864 48,758 47,288 46,103 
12 50,969 46,097 44,433 48,865 47,209 
13 49,143 40,878 41,805 44,299 45,222 
14 49,069 40,603 43,137 46,803 46,339 
15 46,440 41,520 46,047 44,648 44,555 
16 46,966 36,771 40,747 39,662 44,153 

6 

17 45,181 38,944 38,810 41,627 42,708 
 

Tabla 8.18 - Diferencias porcentuales entre las heurísticas utilizando o no las MeDi 
 
 

Los beneficios de las MeDi resultan igual de evidentes que en los casos anteriormente 
estudiados, aunque en esta ocasión disponemos de un rango más amplio de estudio que 
permitirá poder establecer si su implementación para valores elevados de m y n es factible en 
cuanto a tiempos de ejecución y no tanto a resultados estadísticos. 
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8.5.2 Análisis de tiempos series Taillard, caso Fm | prmu | Fmax 
 
 

Los tiempos que presentaremos a continuación incluyen siempre los cálculos de las heurísticas 
y de las heurísticas de mejora. 

 
a. Análisis de tiempos series de ejemplares Taillard, caso prmu sin MeDi 

 
 

Tiempos de ejecución [segundos / ejemplar] sin MeDi 
m  

3 4 5 6 
10 0,002 0,004 0,008 0,021 
11 0,005 0,009 0,012 0,033 
12 0,003 0,006 0,022 0,055 
13 0,004 0,007 0,038 0,100 
14 0,003 0,011 0,050 0,201 
15 0,004 0,014 0,140 0,291 
16 0,004 0,024 0,150 0,713 

n 

17 0,006 0,015 0,193 1,430 
 

Tabla 8.19 – Tiempos de ejecución series Taillard sin MeDi 
 
 

Podremos observar mejor la evolución de los tiempos de ejecución en la figura siguiente, con 
las cuatro series correspondientes a 3, 4, 5 y 6 máquinas. 
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Figura 8.3 – Evolución de los tiempos de procesamiento series Taillard sin MeDi 

 
Como puede apreciarse rápidamente, el salto cuantitativo de dificultad que entraña pasar de 5 
a 6 máquinas es un hecho ciertamente reseñable. Si el salto en las series propias del LOI 
cuando pasábamos de 4 a 5 máquinas era importante, éste es cuando menos descorazonador. 
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b. Análisis de tiempos series de ejemplares Taillard, caso Fm | prmu | Fmax con MeDi 
 

Tiempos de ejecución [segundos / ejemplar] con MeDi 
m  

3 4 5 6 
10 0,005 0,007 0,011 0,026 
11 0,006 0,010 0,016 0,036 
12 0,007 0,012 0,028 0,059 
13 0,009 0,015 0,045 0,104 
14 0,011 0,021 0,060 0,201 
15 0,014 0,026 0,147 0,290 
16 0,018 0,035 0,158 0,670 

n 

17 0,021 0,034 0,208 1,263 
 

Tabla 8.20 - Tiempos de ejecución series Taillard con MeDi 
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Figura 8.4 - Evolución de los tiempos de procesamiento series Taillard con MeDi 

 
 

c. Diferencias de tiempos de ejecución series de ejemplares Taillard, caso Fm | prmu | 
Fmax utilizando y sin utilizar MeDi 

 
m  

3 4 5 6 
10 150,000 75,000 37,500 23,810 
11 20,000 11,111 33,333 9,091 
12 133,333 100,000 27,273 7,273 
13 125,000 114,286 18,421 4,000 
14 266,667 90,909 20,000 0,000 
15 250,000 85,714 5,000 -0,344 
16 350,000 45,833 5,333 -6,031 

n 

17 250,000 126,667 7,772 -11,678 

Tabla 8.21 – Diferencias tiempos de ejecución series Taillard con y sin MeDi 
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En esta ocasión podemos apreciar cómo para valores altos de m y n, la aplicación de las MeDi 
supone una sensible disminución de tiempo, lo cual nos será de gran ayuda a la hora de hacer 
frente a los benchmarks que pasaremos a tratar a continuación, en los cuales la utilización de 
las MeDi supone un significativo tiempo de ahorro computacional. 

8.6 Resultados benchmarks caso Fm | prmu | Fmax 
 

Los grupos de benchmarks propuestos por Taillard constan de 120 problemas en total, 
agrupados en series de 10 ejemplares, de los que nos centraremos en tres grupos en particular 
que caen dentro del ámbito de nuestro estudio: los correspondientes a 20 piezas x 5 máquinas 
[ta001,…,ta010], 50 piezas x 5 máquinas [ta031,…,ta040] y 100 piezas x 5 máquinas 
[ta061,…,ta070].  

 
Ejemplar Cmax Tiempo [segundos] 

ta001 1278 0,040 
ta002 1359 0,100 
ta003 1081 0,250 
ta004 1293 0,640 
ta005 1235 0,910 
ta006 1195 0,110 
ta007 1234 0,290 
ta008 1206 0,060 
ta009 1230 0,130 
ta010 1108 0,090 

Total   2,62 seg. 
 

Tabla 8.22 – Tiempos de Ejecución ejemplares Taillard 20 x 5 caso prmu 
 

Ejemplar Cmax Tiempo [segundos] 
ta031 2724 1,060 
ta032 2834 5,220 
ta033 2621 6,150 
ta034 2751 12,040 
ta035 2863 7,320 
ta036 2829 3,910 
ta037 2725 6,030 
ta038 2683 1,140 
ta039 2552 18,200 
ta040 2782 1,120 

Total 62,19 seg. 
 

Tabla 8.23 – Tiempos de Ejecución ejemplares Taillard 50 x 5 caso prmu 
 

Ejemplar Cmax Tiempo [segundos] 
ta061 5493 10,260 
ta062 5268 135,230 
ta063 5175 12,620 
ta064 5014 48,650 
ta065 5250 10,870 
ta066 5135 9,650 
ta067 5246 268,010 
ta068 5094 68,210 
ta069 5448 12,550 
ta070 5322 51,420 

Total 627,47 seg. 
 

Tabla 8.24 – Tiempos de Ejecución ejemplares Taillard 100 x 5 caso prmu 
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Nuestros cálculos harán uso de las heurísticas que hemos descrito más las Mejoras Dinámicas 
para proporcionar una solución inicial al Lomnicki Pendular. Asimismo utilizaremos las 
operaciones SPLIT cada 1000 iteraciones 
 
Para comparar los tiempos de resolución utilizaremos el artículo de [Lahdari 2004] que se 
publicará próximamente en Computers & Operations Research. En su artículo se utiliza un 
ordenador PIV a 1.8 Ghz, lo que nos obligará a utilizar un factor corrector para equiparar los 
tiempos de cálculo obtenidos, además de que su implementación práctica lleva un límite de 
tiempo de cálculo de 3 horas, tiempo transcurrido el cual se considera el ejemplar como no 
resuelto, caso del ta070.  
 
La comparación entre dos ordenadores siempre es difícil: cambia el sistema operativo, el 
procesador,…, pero por mor de simplificación únicamente tendremos en cuenta las diferencias 
de velocidad, de tal manera que multiplicaremos todos los tiempos del artículo de Lahdari por 
un factor corrector α = 1.8 / 2.8 = 0,643. 
 
Como primera sorpresa tuvimos que el Lomnicki Pendular acabó todos los ejemplares 
propuestos y en un tiempo más que razonable: algo más de 11 minutos para los 30 ejemplares 
de 5 máquinas de Taillard como puede observarse en las tablas 8.25, 8.26 y 8.27. 

 
 

n Ejemplar Cmax TimeLahdari [seg] TimeLOI [seg] 
ta001 1278 ~0 ~0 
ta002 1359 20 ~0 
ta003 1081 ~0 ~0 
ta004 1293 ~0 1 
ta005 1235 15 1 
ta006 1195 ~0 ~0 
ta007 1234 ~0 ~0 
ta008 1206 ~0 ~0 
ta009 1230 ~0 ~0 

20 

ta010 1108 ~0 ~0 
ta031 2724 ~0 1 
ta032 2834 ~0 5 
ta033 2621 ~0 6 
ta034 2751 ~0 12 
ta035 2863 ~0 7 
ta036 2829 ~0 4 
ta037 2725 ~0 6 
ta038 2683 ~0 1 
ta039 2552 ~0 18 

50 

ta040 2782 ~0 1 
ta061 5493 ~0 10 
ta062 5268 97 135 
ta063 5175 ~0 13 
ta064 5014 5 49 
ta065 5250 ~0 11 
ta066 5135 8 10 
ta067 5246 1 268 
ta068 5094 354 68 
ta069 5448 ~0 13 

100 

ta070 5322 6942 51 
  Total 7442 691 

 
Tabla 8.25 - Tiempos de Ejecución ejemplares Taillard 5 máquinas Lahdari vs. Lomnicki Pendular 
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Como podemos comprobar, el Lomnicki Pendular se muestra bastante más rápido para los 
casos de 20x5 y 100x5, mientras que para el caso 50x5 resulta considerablemente más lento, 
aunque cuenta con la ventaja de que es capaz de acabar todos los ejemplares –incluido el 
ta070, que se le resiste a Lahdari- en un tiempo que, globalmente, es considerablemente 
inferior –casi 11 veces más rápido, un orden de magnitud- al reflejado en su artículo. 

8.7 Resultados series de ejemplares LOI, caso Fm | block | Fmax 
 

El análisis de los resultados para el caso block, objetivo último de nuestro proyecto, lo 
realizaremos de igual manera que en el caso prmu, con la salvedad que ya desde la primera 
serie de 10 piezas x 3 máquinas, el uso de las Mejoras Dinámicas reduce el tiempo total de 
proceso, lo que hace innecesaria la comparativa realizada anteriormente para establecer su 
ámbito de actuación. 
 
Tal y como se había comentado previamente, utilizaremos las mismas heurísticas para el caso 
block, ya que su papel, aunque peor que en el caso prmu, será más que suficiente para 
alimentar el Lomnicki Pendular con una buena solución inicial. 

 

8.7.1 Análisis de las heurísticas series LOI, caso Fm | block | Fmax 
 

a. Discrepancias medias ejemplares LOI, caso block 
 

Discrepancia Media (%) con MeDi 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 0,407 0,377 0,345 0,829 0,462 
11 0,498 0,499 0,409 0,873 0,533 
12 0,611 0,632 0,525 0,962 0,657 
13 0,696 0,644 0,584 1,064 0,704 
14 0,711 0,742 0,690 1,102 0,752 

3 

15 0,861 0,872 0,770 1,293 0,881 
10 0,593 0,469 0,436 0,821 0,510 
11 0,699 0,574 0,513 1,012 0,633 
12 0,860 0,750 0,672 1,236 0,755 
13 1,020 0,872 0,805 1,346 0,924 
14 1,099 0,961 0,948 1,491 1,048 

4 

15 1,207 1,148 1,099 1,632 1,191 
10 0,555 0,496 0,419 0,760 0,503 
11 0,717 0,605 0,567 0,948 0,629 
12 0,823 0,798 0,687 1,167 0,813 
13 1,008 0,929 0,824 1,384 0,912 
14 1,199 1,094 0,982 1,484 1,077 

5 

15 1,353 1,220 1,125 1,778 1,258 
 

Tabla 8.26- Discrepancias medias ejemplares LOI, caso Fm | block | Fmax con MeDi 
 
 

En el caso de block la ventaja de la heurística NEH2 parece haberse agudizado, ya que resulta 
ser la que ofrece mejores resultados en todas las series, que no es decir poco, aunque seguida 
muy de cerca por la NEH.  
 
De todas las maneras, con discrepancias medias del 1,125% en la serie de 15 piezas x 5 
máquinas esperamos poder acabar las series más rápidamente. 
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b. Discrepancias máximas ejemplares LOI, caso block 
 

Discrepancia Máxima (%) con MeDi 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 4,403 4,575 4,938 7,386 5,590 
11 4,762 5,521 3,804 6,180 4,545 
12 4,070 4,624 3,797 6,011 4,571 
13 3,846 3,980 4,278 7,692 5,189 
14 4,799 4,654 4,197 6,416 4,807 

3 

15 5,752 5,328 4,115 5,140 4,425 
10 6,211 5,488 5,587 6,429 6,061 
11 5,882 5,051 4,678 7,558 5,128 
12 5,488 4,268 4,500 5,911 4,412 
13 5,479 5,263 4,587 7,547 5,727 
14 4,184 5,058 4,545 8,134 5,381 

4 

15 5,556 5,490 4,184 6,426 5,021 
10 4,972 4,891 4,639 6,818 4,571 
11 5,670 6,701 4,545 6,763 5,155 
12 5,053 5,605 5,071 7,209 4,871 
13 4,435 4,508 5,597 7,656 4,587 
14 4,688 5,323 4,331 6,513 4,297 

5 

15 5,923 4,959 4,906 5,965 4,138 
 

Tabla 8.27 - Discrepancias máximas ejemplares LOI, caso Fm | block | Fmax con MeDi 
 

En esta ocasión, el trofeo se halla bastante más repartido que en el caso de las discrepancias 
medias, ya que casi todas –salvo Palmer- resultan mejores en uno u otro momento. 

 
 

c. Número de óptimos ejemplares LOI, caso block 
 

Número de óptimos obtenidos [sobre 1000] con MeDi 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 654 670 710 496 636 
11 572 561 624 411 539 
12 456 430 482 329 426 
13 362 385 420 255 365 
14 305 314 356 215 311 

3 

15 247 243 292 175 257 
10 554 622 641 474 595 
11 438 502 569 346 490 
12 341 367 420 246 371 
13 263 287 322 178 280 
14 180 225 232 133 197 

4 

15 136 158 167 99 130 
10 543 579 633 478 576 
11 425 495 499 332 472 
12 339 380 408 255 370 
13 252 265 317 178 268 
14 145 177 191 110 175 

5 

15 108 136 151 72 123 
 

Tabla 8.28 - Número de óptimos obtenidos [sobre 1000] con MeDi 
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En cuanto al número de óptimos obtenidos la NEH2 destaca de nuevo resultando la mejor en 
un 100% de los casos, tantos como en la tabla que sigue a continuación con el número de 
mejores soluciones posibles. 

 
 

d. Número de mejores soluciones ejemplares LOI, caso block 
 

Número de mejores soluciones sin MeDi [sobre 1000] 
m n 

Gupta NEH NEH2 Palmer Trapecios 
10 702 718 768 530 681 
11 642 647 704 477 609 
12 579 542 609 412 549 
13 496 540 587 361 494 
14 461 486 551 328 462 

3 

15 426 432 514 294 429 
10 621 686 702 528 650 
11 516 604 665 405 571 
12 471 517 577 344 518 
13 398 454 512 289 447 
14 370 426 460 245 387 

4 

15 336 363 410 235 355 
10 615 649 708 534 642 
11 530 606 609 409 566 
12 464 514 554 343 498 
13 397 422 498 276 430 
14 307 391 425 266 390 

5 

15 314 377 422 186 356 
 

Tabla 8.29- Número de mejores soluciones ejemplares LOI sin MeDi, caso Fm | block | Fmax 

 
 

8.7.2 Análisis de tiempos de ejecución series LOI, caso Fm | block | 
Fmax 

 
Los tiempos de ejecución –incluyendo la determinación de las soluciones heurísticas iniciales- 
resultan ser: 

 
 

Tiempos de ejecución [segundos / ejemplar] 
M  

3 4 5 
10 0,022 0,050 0,096 
11 0,051 0,162 0,307 
12 0,171 0,545 2,568 
13 1,085 2,275 4,828 
14 3,912 7,111 21,981 

n 

15 12,504 33,129 94,487 
 

Tabla 8.30 – Tiempos de ejecución ejemplares LOI caso Fm | block | Fmax 
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Tiempos de procesamiento ejemplares LOI caso blocking
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Figura 8.5 – Evolución de los tiempos por ejemplar caso Fm | block | Fmax 

 
 

8.8 Análisis comparativo series de ejemplares LOI casos Fm | 
prmu | Fmax vs. Fm | block | Fmax 

 
 

Tiempos block / Tiempos prmu 
m  

3 4 5 
10 5,500 7,143 8,727 
11 10,200 13,500 14,619 
12 19,000 45,417 116,727 
13 120,556 162,500 160,933 
14 355,636 395,056 511,186 

n 

15 961,846 1577,571 1629,086 
 

Tabla 8.31 - Tiempos block / Tiempos prmu 

 
Todo buen problema demuestra su valía contraatacando: esta vieja máxima ilustra la situación 
al enfrentar el Lomnicki Pendular con el caso block. Si en el caso prmu su comportamiento era 
excepcional, aquí lo es bastante menos: la pérdida de eficiencia de las heurísticas, junto al 
menor ajuste de las cotas implementadas en su seno respecto al caso prmu hace que los 
tiempos de cálculo crezcan endiabladamente, con relaciones block / prmu que van de 5,5 a 
¡1629! 
 
Aún así, el hecho de estar solucionando problemas con esos tamaños ya resulta un logro 
significativo si tenemos en cuenta la complejidad del problema analizado. 
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8.9 Resultados benchmarks caso Fm | block | Fmax 
 

Tal y como hemos comentado, los benchmarks utilizados para el caso block serán igualmente 
los de Taillard, con la salvedad de que en esta ocasión no disponemos de ningún óptimo. Para 
poder comparar los resultados parciales y las mejores soluciones obtenidas durante el 
desarrollo del Lomnicki Pendular sobre los benchmarks, utilizaremos las mejores soluciones 
publicadas en [Brücker 2001]. En esta ocasión, nuestro ámbito de estudio serán las series 
más pequeñas, tanto en piezas como en máquinas: los Taillard de 20x5, 20x10 y 20x20 
correspondientes a [ta001,…,ta010], [ta011,…,ta020] y [ta021,…,ta030]. 

 
 

m Ejemplar BSFBrücker  BSFLOI  ?% 
ta001 1437 1374* 4,384 
ta002 1451 1408* 2,963 
ta003 1353 1280 5,395 
ta004 1471 1448* 1,564 
ta005 1370 1341 2,117 
ta006 1434 1363 4,951 
ta007 1436 1381 3,830 
ta008 1436 1379 3,969 
ta009 1433 1373 4,187 

5 

ta010 1302 1283 1,459 
ta011 1758 1701 3,242 
ta012 1875 1833 2,240 
ta013 1755 1659 5,470 
ta014 1620 1535 5,247 
ta015 1678 1617 3,635 
ta016 1632 1590 2,574 
ta017 1673 1626 2,809 
ta018 1788 1731 3,188 
ta019 1772 1747 1,411 

10 

ta020 1806 1782 1,329 
ta021 2512 2436 3,025 
ta022 2292 2236 2,443 
ta023 2527 2479 1,899 
ta024 2389 2348 1,716 
ta025 2507 2453 2,154 
ta026 2414 2397 0,704 
ta027 2436 2390 1,888 
ta028 2367 2340 1,141 
ta029 2411 2363 1,991 

20 

ta030 2361 2327 1,440 
 

Tabla 8.32 – Comparativa entre las soluciones obtenidas por Brücker vs. Lomnicki Pendular 
 
 

Como en esta ocasión nuestra pretensión era hallar buenas soluciones, no intentar establecer 
la optimalidad de la solución -debido al considerable tamaño de los ejemplares para ser un 
caso block- no utilizamos los SPLIT, aunque sí las operaciones PLUGIN cada 10000 
iteraciones y las MeDi, tomando como límite de tiempo 10 minutos. Aún con tan poco tiempo de 
cálculo, los resultados son considerablemente mejores que los obtenidos con la búsqueda tabú 
–sobretodo cuando el número de piezas es menor-. 
 
Tomada nota de la potencia de este método para hallar buenas soluciones, decidimos probar si 
era capaz de ofrecernos algún resultado óptimo para la serie más pequeña de los Taillard, así 
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que establecimos como tiempo de cálculo máximo 12 horas y lo volvimos a lanzar, pero esta 
vez alimentándolo directamente con las mejores soluciones obtenidas previamente y haciendo 
SPLIT cada 1000 iteraciones. Cuál fue nuestra sorpresa al descubrir que no sólo había 
obtenido un óptimo, sino tres: los correspondientes al ta001, ta002 y ta004. 

 
Y que nos conste, es la primera vez que se establece la optimalidad en el caso block de 
ejemplares Taillard. 
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9. Conclusiones 
 

Como se ha podido comprobar a lo largo del desarrollo del proyecto que hoy nos ocupa, el 
algoritmo Lomnicki Pendular se ha revelado como una herramienta muy potente a la hora de 
hacer frente tanto a los problemas Fm | prmu | Fmax como a los Fm | block | Fmax. 
 
El hecho de que sus tiempos de resolución sean no sólo homologables con los métodos más 
recientes –y ciertamente más complejos- aparecidos en la literatura técnica, sino que en 
muchos casos sean mejores, lo convierten en materia digna de un estudio con mayor 
profundidad que el de un PFC. 
 
Ciertamente, parece que la potencia de su método parece adaptarse mejor al caso Fm | prmu | 
Fmax que al Fm | block | Fmax a tenor de los resultados obtenidos, pero con toda seguridad el 
estudio y desarrollo de un sistema de cotas más adaptado al caso sin pulmones podrá 
potenciar esa vertiente hasta límites que hoy están lejos de alcanzarse. 
 
Asimismo, se ha desarrollado una nueva heurística directa –la NEH2- y una nueva heurística 
de mejora –la MeDi- que han demostrado su potencial -en casos con y sin pulmones- tanto a la 
hora de hacer frente a ejemplares propios del Laboratorio como a series de ejemplares y 
benchmarks recogidos de la literatura. 
 
Como recomendaciones para un futuro desarrollo del Lomnicki Pendular podrían destacarse 
unas cuantas posibilidades: en primer lugar, desarrollar una programación orientada a objetos 
que permitiese que sucesivos proyectistas pudiesen aprovechar los módulos programados con 
anterioridad, de manera que cada proyecto no tuviese que partir desde cero en ese aspecto –
aunque indudablemente, la comprensión del algoritmo pasa en ocasiones por entenderlo hasta 
el punto de poderlo programar completamente-. En segundo lugar, podrían explorarse otras 
heurísticas acopladas en el seno de las operaciones PLUGIN, para explotar la vertiente 
heurística del Lomnicki Pendular. También se tendrían que implementar heurísticas más 
específicas del caso block, así como estudiar su relación con las MeDi. 
 
Creemos que los resultados del Lomnicki Pendular están lejos de haber ofrecido todo su 
potencial: se requeriría un periodo de refinamiento y cálculos intensivos que nos ofrecieran un 
bosquejo de los límites del algoritmo: por ejemplo, sometiendo de forma exhaustiva el algoritmo 
a benchmarks Taillard con 10 e incluso 20 máquinas durante largos periodos de tiempo en 
estaciones de cálculo dedicadas. 
 
En un aspecto más técnico, cabría estudiar la posibilidad de paralelizar el algoritmo, no tanto a 
la hora de independizar el árbol directo del inverso –para lo cual tan sólo harían falta dos 
procesadores- como a la hora de paralelizar las operaciones SPLIT, con lo que el número de 
procesadores calculando de forma concurrente podría hacerse tan amplio como la 
disponibilidad que de ellos tuviésemos. 
 
Esto último permitiría intentar el cierre de alguno de los ejemplares abiertos desde 1993 para el 
caso con pulmones y seguir cerrando los sin pulmones que, por primera vez que nosotros 
sepamos, ha conseguido el Lomnicki Pendular durante el transcurso de este proyecto. Esta 
paralelización permitiría asimismo el desarrollo de una prueba de concepto de Grid Computing 
relacionada con los problemas block, tema el cual parece interesar sobremanera a la empresa. 
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10. Presupuesto 
 
 

El presente proyecto de estudio e implementación del algoritmo Lomnicki Pendular para los 
casos con y sin pulmones se ha realizado en su totalidad con herramientas y programas de 
libre distribución y gratuitos, así que el gasto efectivo se centrará en el capítulo de costes de 
personal asociados a su estudio, desarrollo e implementación efectiva, así como en una 
pequeña partida para un equipo informático donde desarrollar nuestra labor. 

 
 
Estudio teórico         90 h  6 €/h     540 € 
 
Estudio práctico     140 h  6 €/h     840 € 
 
Implementación algoritmos    500 h          4.4 €/h    2200 € 
 
Ensayos y verificaciones       70 h              4.4 €/h     308 € 
 
 

    Total capítulo personal    3888 € 
 
Ordenador DELL PIV 2.8Ghz 512 Mb RAM       1300 € 
 
 
       TOTAL     5188 € 
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