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E.1. INTRODUCCION

La razdon de ser de este apéndice se encuadra en el contexto del tratamiento
matematico del riesgo mediante el uso de matematica difusa introducido en el sistema
IDS. En este marco de referencia, se plantea este apéndice como el conjunto de
elementos y demostraciones matematicas de las proposiciones y teoremas recogidos en
el capitulo 3 de esta tesis. Segun se explicaba en el capitulo 1, este, al igual que el resto
de apéndices, tienen la finalidad de profundizar en el contenido de la tesis,
imprimiéndole un mayor rigor teorico, a la vez que busca agilizar la exposicion del
cuerpo principal del trabajo, recogido en los ocho capitulos precedentes y servir de
apoyo al lector durante la lectura.

E.2. CONCEPTOS BASICOS DE MATEMATICA DIFUSA
E.2.1. Definicion de conjunto difuso ("'Fuzzy set")

Segun Zimmermann (1996), en una coleccion de objetos X, denotados como x, un
elemento difuso 4 en X se define como un conjunto de pares ordenados tal que,

A={(x,u,(x))\xe X} (E.1.)

donde a x,(x):x— [0,1] se le denomina “funcién de pertenencia" (“membership”) del
conjunto difuso A, y cuya representacion general es la recogida en la figura E.2.
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Figura E.1. Representacion general de una funcién de pertenencia

Los trapecios definidos en el capitulo 3 son, por tanto, un caso particular de
conjunto difuso, con una funcion de pertenencia de forma trapezoidal.

Definicion: Los a-cuts (a-cortes) de un conjunto difuso

Cualquier elemento difuso se determina por sus a-cuts (a-cortes) definidos de la
siguiente manera (Klir & Yuan, 1995):

“Dado un conjunto difuso 4 definido en X y un niimero cualquiera o € [0.1], el
a-cut de “A es el conjunto de elementos de X tales que: “A = {xeX | u,(x)>a}”

Definicion: Los numeros difusos

Un numero difuso se define como aquel conjunto difuso tal que todos sus a-cortes
son intervalos cerrados en R (Klir & Yuan, 1995). Por tanto, de la definicion de los
conjuntos difusos definidos en esta tesis, es decir, los trapecios pertenecientes a 3¢, se
concluye que estos son nimeros difusos.

E.2.2. Operaciones basicas

Toda operacion entre conjuntos difusos se define de la siguiente manera:

1)  sea x*y una operacion en ‘R (conjunto de ntimeros reales), como por ejemplo la
suma, multiplicacion, etc.
i1)  sea[a,b]*[c,d] una operacidn entre intervalos cerrados en ‘R tal que,

[a,b]* [c,d] = { x*Y, xe][a,b]; ye[c,d] } (E.2.)

iii) sea A un conjunto difuso tal que su a-corte (o -cut) “A es un intervalo cerrado
[a,b] y B otro conjunto difuso tal que “B es un intervalo cerrado [c,d]

Definicion
Por definicion, A*B es el conjunto difuso tal que,

“A*B)="A*“B (E.3.)
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Segun esta definicion, pueden particularizarse las operaciones basicas utilizadas
en esta tesis para el tipo de conjunto difuso definido y utilizado, es decir, los trapecios
definidos en el capitulo 3.

a) Suma algebraica

En la representaciéon y contexto adoptados para los propdsitos de esta
investigacion, se demuestra que esta operacion basica se concreta del siguiente modo:

(EA4.)

abend, T Laireray = Tavay bysbycvey s+,
b) Producto por escalar (o numero real)

El producto de un conjunto difuso del conjunto de trapecios 9x+ y un escalar o
numero real se articula del siguiente modo:

Wl ,.a=T

w-a,w-b,w-c,w-d

(E.5.)

La demostracion de estas dos proposiciones se realizard a continuacion de forma
conjunta y general, de manera que sirva asi mismo para demostrar la articulacion de la
suma ponderada en términos de matematica difusa.

Por otro lado, la resta y la division por un escalar se definen de forma directa a
partir de estas dos operaciones basicas.

E.3. LA SUMA PONDERADA EN 9,

Proposicion. Sean m;, 1= 1,...,k los nimeros positivos que cumplen

k
i=1
1) T, 4oy oo Loy byera, € 9115

entonces:

(E.6.)

Demostracion:

Considérense los correspondientes o-cuts y véase que son iguales. Si se tiene en
cuenta que,

T, 4.c.a = [ait(bi-ai)-(a-1), bit(di-c) (1-)], y “ o= {oi} = [, 5]  (E.7.)
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se concluye que,
Wi T, o0 )= [0 aite; (bima) (a-1), obite; (di-c) (1-0)], (E.8.)
que es el a-cut de Twia,-,wibi,wici,wid,- . Con lo que,
of & ko
[ za)iTaiabiaCiadij = 2 (wiTa,»,b,»,c,.,d,.)= (E.9.)

- i=1
k
D [ arto; (bi-ai)(o-1), oibite; (di-c;) (1-)] =
i=1

i=1 i=1

queesel a-cutde 7,

k k k .
Za),a, ,Zw,bi z w;c; ,Zwld,
i=1 i=l i=1

i=1

k k k K
=Y, oira)H(Q, oibra))(a-1), (D, b)Y oi(d-c)d-a)],
i=1 i=1

Este trapecio pertenece a 9.;; dado que todos los pesos ®; son niimeros positivos

reales y se cumple la condicion

k
Z(Di =1
i=1

(E.10.)

Ademas, cada uno de los cuatro parametros que determinan la suma ponderada de
una coleccion de trapecios se encuadra entre el correspondiente minimo y maximo de
los valores iniciales. Este razonamiento en 3. ; es extensible de modo analogo a 9

E.4. EL ORDEN DIFUSO (FUZZY) EN 3.,

La relacion de orden considerada en 3.1 es la que usualmente se considera en el

ambito de la matematica difusa (G.J. Klir & E. Yuan, 1995):

Dos trapecios en 9.; ; satisfacen

ay,by ¢ ,d, S Taz,bzvcz’dz
siy solo si:
min (T:u,bl Jp.dy 0 T“z by 5¢5.d, ) - ];l’bl scrsdy

lo que equivale a decir que lo cumplen si y solo si,

: (08 o o
min ( Tul,bl,cl,d,a Tuz,bz,cz,dz)_ T;z,,bl,cl,dl Vae(0,1]

(E.11.)

(E.12)

(E.13.)
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Esta condicién es equivalente a:

(1) byH(bi-ay) (a-1) < byk(by-az) (a-1) (E.14.)
(2) Cl+(d1-Cl) (l-OL) < Cz+(d2-Cz) (1-0()

Vae(0,1]

Las condiciones (1) y (2) implican que b;< by y ¢;< ¢; (tomando o = 1). Por otro
lado, la condicion (1) es equivalente a:

o(bi-a;)-(bz-az)) + (bi-bot(br-az)-(bi-a;)) < 0 para todo ae(0,1]  (E.15.)
lo cual, tomando el limite a—0, implica que b;-by+(b;-a3)-(b;-a;)<0.

Reciprocamente, b;-b,+(b,-a5)-(b;-a;)<0 junto con b;< b, implica que para cada
ae(0,1]:

(X((bl-al)-(bz-az)) + (b1-b2+(b2-a2)- (bl-al)) < (E16)
(bl-al)- (bz-az)) +bi-by+ (bz-az)- (bl-al)) =b;-b, <0

En consecuencia, combinando este resultado con el analogo correspondiente a la
condicion 2 se obtiene,

a, <a,
b, <b,

Tobead < Topea, < o <c (E.17.)
136
d <d,

tal como se muestra en la figura adjunta,

1

SO\

1 1 T T

G bl a bz €y Cy dl dz

Figura E.2. Visualizacion del orden difuso

Debe observarse que este orden considerado entre pares de niumeros reales “crisp”
es el orden real usual definido en ‘R. Ademas, mediante su utilizacién, la suma
ponderada de trapecios en 3.;; con la suma de pesos igual a 1 estudiada anteriormente
verifica,

min{a; },min {b; },min{c; },min{d;} < k L k < max{a; },max{b; },max{c; },max{d;)
w;a Z ;b; ,Z w;c; ,Z w;d;

(E.18.)

Este razonamiento en 3.; ; es extensible de modo analogo a 9
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E.5. JUSTIFICACION MATEMATICA DE LA ADOPCION DE LA SUMA
PONDERADA COMO MECANISMO DE AGREGACION

Tal como se ha discutido en capitulos anteriores, se adopta la suma ponderada
para la agregacion de las diversas funciones de valor. Esta decision, justificada
anteriormente desde el punto de vista de la teoria de toma de decisiones, puede ser
apoyado por una justificaciéon matematica.

Segiin lo definido hasta el momento, la funcion de agregacidon necesaria
considerada para sintetizar la informacion debe satisfacer las siguientes condiciones:

1) Cuando todas los valores de los diversos requerimientos adopten el numero
mas bajo, el resultado debe ser el peor, y, por el contrario, en el caso de adoptar
valores relativos a la maxima satisfaccion el resultado debe ser el mas alto.

2) Cuando todos los valores de los diversos requerimientos crezcan, el valor
agregado debe aumentar.

3) Cuando todos los valores de los diversos requerimientos se incrementen, el
valor agregado debe obtenerse afadiendo al valor agregado inicial el valor
agregado de los incrementos.

Estas condiciones pueden ser formuladas de la forma siguiente:

Sea f: 3.1 1x...x3.1,1=>3x+ una funcidn que satisface las condiciones:

(1) f(O, ,0) =0 y f(l, ,1) =1. (donde OZTO’O’O’O y 1:T1’1’1’1),

(2) T; <T Vi=1, ,k = f(Tl, ,Tk) < f(T’l, ,T’k),

3) f(T\+ATy, ... TixtATy) = (T4, ... ,Ti)+ f(ATy, ..., ATy) cuando Ti‘l'ATiES_U
Vi=l, ... k.

Se definen las funciones marginales fi:. 3.1,1—>9x+ como
fi(T) = (0, ... ,0, "},0, ..,0)paracadai=1, .. k. (E.19.)
Las condiciones (2) y(3) implican:
fi(T) < fi(T’)cuando T < T’ (E.20.)
fi(T+T)=fi(T)+ £i(T") VT,”}ll“’ €91, tal que THT €94,

Teorema

Bajo estas hipdtesis, si las funciones marginales f; pueden ser expresadas mediante
n funciones reales h;:[0,1]>R", i=1, ..., k, tal que,

(T ea) = Thyarn ornorm - (E.21.)

entonces f es necesariamente una suma ponderada, lo que implica que existen numeros
reales ; > 0 para i=1, ..., k tal que:
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f( T, e o Lap b by )= Z(’)i T, boca, (E.22)

Graficamente,

80,1 L) S‘sw"‘

Ta,b,c,d _)];z,(a),hi(b),lzi(c),lz,(d)

(hi,hi,hi.hi)

[0,11* > (R
(a,b,c,d) - (hi(a)’ hl(b)a hi(c)’ hl(d))

Demostracion.

Bastara con demostrar que las funciones h; satisfacen la denominada “ecuacion
funcional de Cauchy”:

hi(x+y) = hi(x)+hi(y) (E23.)
Para ello se considera,

T cararmvermgesermasay = iTaeat Topoa) = (E24)
= fi( Ty )+Hi( Ta',b',c',d') = E,(u),h,(b),h,(c),h,(d) + Th,(a'),h,(b’),h,(c'),h,<c’) =

Iy (@)+hy (@), (B)+hy (B'). Iy () +hy (') (d)+hy (d")

En consecuencia, las funciones h; satisfacen la ecuacion funcional de Cauchy (expresion
E.23.), lo cual, unido a la condicion

x<y = hij(x)<hi(y) (E.25.)

implica (Aczél, 1966) que existe algin w; > 0 tal que hi(x)=wix Vi=1, ... k. Por tanto, la
hipétesis (3) implica:

k
f( T;’l»bl»cl»dl 2 ];k»bk:ck’dk ):zfl( ];[,b[,c[,d[ ): (E26)
i=1
k k
:ZTh,-(a),h,- (b).h (). (d) :Z(Di Ty, a,
i=1 i=1

con lo que queda demostrado el teorema.
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