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Prefacio

Esta tesis se centra en el estudio de técnicas de precondicionamiento para la resolu-
cion de sistemas lineales de ecuaciones, provenientes de la resolucién de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. La caracteristica comun de los sistemas lineales
objeto de interés es su enorme tamano, y el hecho de que la matriz de coeficientes
asociada a estos sistemas es dispersa. Se utilizan los modelos de programacién de
paso de mensajes y memoria compartida, y se orienta este trabajo a problemas de

un tamafo medio, hasta 10% ecuaciones.

La resolucion de sistemas lineales de ecuaciones es, comiunmente, el nicleo com-
putacional mas costoso, en cuanto a tiempo de ejecucién, de muchas simulaciones
numéricas industriales, aunque otros problemas tales como calculo de autovalores
también suelen ocurrir. Tipicamente, estos problemas consumen una significante
porcion del tiempo computacional requerido por una simulacién completa. Una re-
ciente revision sobre el actual uso de supercomputadores de alto rendimiento indica
que mas del 70% del tiempo computacional es usado para resolver grandes siste-
mas lineales de ecuaciones. Un impacto industrial muy importante debe ocurrir si el
rendimiento de los métodos usados para resolver estos sistemas pudiera ser mejorado.

El problema de resolver sistemas lineales ha sido ampliamente analizado para
arquitecturas de memoria compartida, donde el paralelismo que se suele explotar es
de grano fino. Sin embargo, el interés en explotar el paralelismo grano grueso, junto
con la aparicién de librerias que garantizan la portabilidad de los programas basados
en paso de mensaje y junto al avance de la tecnologia, ha hecho posible que en estos
momentos se este comenzado a desarrollar aplicaciones industriales sobre multicom-
putadores de memoria compartida-distribuida. Las técnicas de descomposicién en
dominios son una forma de distribucién de datos que permiten la explotacion del
paralelismo de paso de mensaje, y todo el paralelismo interno de cada dominio per-
mite la explotacion del paralelismo de memoria compartida.

En esta tesis se intenta cubrir todos los aspectos tedricos y algoritmicos de los
métodos mas usados para resolver sistemas lineales dispersos de ecuaciones. Por
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ello en primer lugar, se estudia los métodos iterativos mas importantes, las técnicas
mas comunes de precondicionamiento y los métodos multinivel. En segundo lugar,
se analiza la formulacién numérica del problema y su paralelismo, y se propone
el uso de un precondicionador paralelo que disminuye significativamente el tiempo
de ejecucién. Finalmente, se muestran los resultados obtenidos para un conjunto
de problemas provenientes de la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales.

Para cubrir todos los aspectos mencionados, se ha organizado esta tesis en 4
capitulos. En el capitulo 1, se introduce la problematica de la resolucion de sistemas
lineales dispersos. Se describen los métodos iterativos mas importantes y se discute
acerca del criterio de parada de estos métodos. Ademas, se describen los precondi-
cionadores de caracter general que estos métodos usan.

En el capitulo 2, se estudia otra técnica para resolver sistemas lineales disper-
sos de ecuaciones: los métodos multinivel. Se describe ampliamente los aspectos
tedricos y algoritmicos de estos métodos. Seguidamente, se describen brevemente
los métodos multinivel geométricos. Finalmente, se realiza un estudio detallado so-
bre los diferentes métodos multinivel algebraicos, de los operadores de complejidad,
y del uso de éstos como precondicionadores de caracter general.

En el capitulo 3, se analiza el enfoque numérico del problema que permite una
descomposicion en dominios, sistema complemento o sistema de Schur. Ademds, se
describen algunas técnicas algebraicas, las més conocidas, para precondicionar este

sistema.

En el capitulo 4, se proponen varios precondicionadores algebraicos paralelos
para el sistema complemento de Schur. La construccién de estos precondicionado-
res carece por completo de comunicaciones y logra una reduccién muy notable del
numero de iteraciones del método iterativo usado. Ademads, en la construccién de
estos precondicionadores se puede explotar dos niveles de paralelismo: paso de men-
saje y memoria compartida. El desarrollo de estos precondicionadores se hace en el
contexto de la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Por tltimo, se resume el conjunto de aportaciones y conclusiones extraidas de
esta tesis.



Capitulo 1

Métodos Iterativos

En este capitulo se discute sobre los diferentes métodos iterativos para la resolucién
de sistemas lineales. Se presenta una revision unificada de los métodos de proyec-
cién y se analizan los métodos méas importantes. Se realiza un breve estudio sobre
los criterios de parada para los métodos iterativos. Finalmente, se describen los

precondicionadores cldsicos mas importantes.

1.1 Introduccion

La resolucién de sistemas lineales es posiblemente el nicleo computacional més im-
portante de la mayoria de las aplicaciones de ingenieria. En el pasado las técnicas
numéricas de resolucién de sistemas lineales mds usadas eran los métodos directos.
Sin embargo, estos métodos presentan serias limitaciones de aplicacion hacia matri-
ces dispersas. Por ejemplo, una malla de 50x50x50 nodos con 5 grados de libertad
por nodo, caso tipico de la ecuacién de Euler en dinamica de fluidos, genera un
sistema lineal de 625.000 filas, con un promedio de unos 150 elementos no nulos por
fila, lo que genera un llenado de la matriz de uinicamente el 0,024%, y un volumen
de datos de unos 715 Mbytes. Aunque se aplique técnicas de reordenacién que mi-
nimicen el llenado introducido por un método directo, este llenado no bajara del
0,5%, lo que genera un volumen de datos de aproximadamente 14 Gbytes. Si se
tiene en cuenta que este ejemplo estd muy por debajo de los requerimientos de un
caso real, se ve claramente la imposibilidad de usar métodos directos al menos en
gran parte de las aplicaciones. Ademas, los métodos directos presentan un grado de
paralelismo bajo lo que limita su escalabilidad en sistemas paralelos. Por tltimo, los
métodos directos pueden presentar problemas graves de exactitud numérica tanto
por exceso como por defecto. Un sistema de coma flotante en doble precision per-
mite tener hasta 15 cifras decimales exactas. La propagacién del error al usar un
método directo multiplica el error relativo en los datos por el nimero de condicién
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de la matriz, que suele estar en el rango 103-10° en la mayoria de las aplicaciones
industriales. Esto da un margen de 12 a 4 cifras exactas en la soluciéon. Este margen
es adecuado para muchas de las aplicaciones, pero en algunos casos se puede tener
problemas de exactitud por defecto. Esta falta de exactitud es irresoluble usando
un método directo. En otros casos, donde linicamente se requieren unas pocas cifras

exactas (3 6 4) se puede estar haciendo trabajo en vano.

La solucion a todos estos inconvenientes la dan los métodos iterativos. Estos
métodos no modifican la estructura de la matriz de coeficientes, ya que su principal
operacion es el producto matriz por vector. Por ello, ni requieren tanta memoria co-
mo los métodos directos, ni presentan tantas dificultades de paralelizacion, ya que la
operacién matriz por vector es altamente paralela. Ademas, aunque la convergencia
de un método iterativo puede ser lenta, siempre existe la posibilidad de ajustarse a
la exactitud deseada.

Los métodos iterativos se dividen en los llamados métodos clasicos y los llamados
métodos de proyeccion. Existe una extensa bibliografia que analiza el comportamien-
to de los métodos iterativos clasicos: Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR, Chebyshev
[Axe85] [Var62].

Esta tesis se centra exclusivamente en los llamados métodos de proyeccion, que
son los més eficaces. En concreto, nos interesan los métodos GMRES(m), Gradiente
Biconjugado y sus variantes BiCGstab, CGS, y el Gradiente Conjugado (CG). To-
dos ellos han sido ampliamente estudiados en cuanto a convergencia y propiedades
numéricas [CIKM94] [NRT92] [SS86] [Fle76] [Son89] [SF93] [dV9I2] [Weid4] [PSS92].

Todos los métodos iterativos presentan en general una convergencia demasiado
lenta, asi que es preciso introducir mejoras en el esquema numeérico que aceleren
la convergencia. La principal mejora se logra mediante la introduccién de un pre-
condicionador. Existen tres opciones basicas: usar los llamados precondicionadores
clésicos, usar los precondicionadores multinivel, o usar los precondicionadores basa-

dos en descomposicién en dominios.

Los precondicionadores clasicos se basan en manipulaciones puramente algebrai-
cas de la matriz para obtener algin tipo de aproximacion de la inversa. Los pre-
condicionadores cldsicos mdas conocidos son las factorizaciones incompletas y los
precondicionadores polinomiales [AMS89] [AMO92] [BMT94] [BCMM95] [EOV90]
[MAV77] [Saa85] [dV82] [Yea89] [Z1a82]. En los ultimos anos se estdn investigando
un nuevo tipo de precondicionadores clasicos llamados Aproximacién Dispersa de la
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Inversa (SParse Approximate Inverse, SPAI) [GS93b] [GS94] [GS95] [KY93].

En la década de los 60, los matemadticos rusos Fedorenko y Bakhavalov [Fed62]
[Bak66] desarrollaron una nueva técnica iterativa de resolucién de sistemas lineales
provenientes de EDPs. Dicha técnica se basaba en métodos iterativos clésicos y
en explotar informacion adicional proveniente de discretizaciones mas gruesas del
mismo problema. A principios de la década de los 70 esta técnica comenzd a popu-
larizarse en occidente gracias a los trabajos de A. Brandt [Bra77] que la denominé
método Multinivel o Multimalla.

Los métodos multinivel presentan una complejidad en operaciones lineal con el
tamano del sistema, frente a la complejidad cuadratica de los métodos clasicos. Co-
mo contrapartida consumen mucha mas memoria y son menos versatiles en su apli-
cacién. Para una recopilacién de todos los métodos multinivel ver [Bri87] [Hac85]
[McC89] [AV89a] [Rud93] [Tum89] [Ton90] [Yse82]. Hoy en dia, existen métodos
multinivel que destacan por la sencillez de su aplicacién a cualquier tipo de discre-
tizacién, estos son los Algebraic Multigrid Method (AMG) [AV89b] [AV90] [Stu99]
[VMBO6].

Una dltima opcién que se tiene es usar técnicas de descomposicion en domi-
nios que reducen el problema original al llamado sistema de complemento de Schur,
y aplicar a dicho sistema algin método iterativo con algin precondicionador es-
pecifico, por ejemplo el Modified Schur Complement (MSC(k)) [Chan85]. Para una
descripcion exhaustiva de los precondicionadores especificos para descomposicién en
dominios ver las actas de la conferencia anual sobre métodos de descomposicién en

dominios [SIA88] [SIA89] [SIA90] [SIA91] [SIA92].

La pregunta que se plantea es qué combinacién entre método y precondicionador
es mas conveniente usar. La respuesta no es tunica, depende del tamano del sistema,
la arquitectura usada y la naturaleza del problema fisico que se pretende resolver.
En lineas generales se puede decir que la combinacién método de proyeccién mas fac-
torizacién incompleta es la mas robusta de todas, pero es la que presenta un menor
grado de paralelismo. Los métodos multinivel aunque presentan una complejidad
lineal sélo son realmente rentables para sistemas muy grandes (> 10° ecuaciones),
y ademas su generalizacién a otros campos como el de Cadenas de Markov atin no
esta resuelta. Por su parte, los métodos de descomposicion en dominios que traba-
jan con el sistema de complemento de Schur son de aplicabilidad limitada debido a
la falta de precondicionadores generales para este esquema numérico. En [Meie88]
y [Cela93] puede encontrarse una comparacién entre diferentes opciones sobre mul-
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tiprocesadores de memoria compartida.

Los métodos multinivel presentan una complejidad lineal [AV91] [CN92], pero el
sobrecoste que implican sélo se amortiza en sistemas muy grandes. Por otro lado, la
respuesta en tiempo de los métodos que usan factorizaciones incompletas se degrada
rapidamente al ser de complejidad cuadratica. Los métodos que usan descomposi-
cion en dominios también suelen presentar complejidad cuadratica, pero atenuada
por el hecho de usar precondicionadores mas eficientes, aunque menos generales, que

las factorizaciones incompletas.

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente forma. En primer lugar se
describen los métodos de proyeccién mas importantes. Seguidamente, se presenta
un breve estudio sobre los criterios de parada de los métodos iterativos. Luego, se
discute sobre la problematica de los precondicionadores, y se describen los precondi-
cionadores polinomiales, las diferentes familias de factorizaciones incompletas y los
precondicionadores SPAI.

1.2 Metodologia de los Métodos de Proyeccién

Dado un sistema lineal n X n

Az =b (1.1)

Sea el subespacio vectortial K de dimensién m < n, generado por la base V =
[v1,...,0m]. Se toma como aproximacién de z el vector z = Vy, donde y es un
vector de dimension m. Existen diferentes criterios para seleccionar y, el criterio
mas habitual es forzar que el vector residuo, r = b — AZ, sea ortogonal a otro
subespacio A de dimensién m generado por la base W = [wy, ..., wy,], es decir, se

impone que:

Wt (b—AVy) =0 (1.2)

Se tiene entonces que y = (W'AV)~' - W', suponiendo que la matriz W!AV
sea no singular. Es decir, se ha reducido el problema original a resolver un sistema
lineal de m x m.

Los diferentes métodos de proyeccion se limitan a elegir diferentes subespacios
K y A para hacer la aproximacién. Ademads, habitualmente los métodos se formulan
sobre el sistema del error en vez de sobre el sistema original. Es decir, dada una

primera aproximacion a la solucion x, buscamos un vector de correcciéon e, que



1.2. METODOLOGIA DE LOS METODOS DE PROYECCION 7

aproxime la solucion exacta del sistema A€ = ry, donde € = T — g es el vector error.

Entonces la aproximacién a la solucién se dara como =z = xq + €.

Asi pues, el algoritmo genérico de todo método de proyeccion es el siguiente:

MIENTRAS NO CONVERGENCIA

1. ELEGIRV =[v1...05) YW = [w ... wp)
2. CALCULAR r = b — Ax

3. CALCULAR y = (W!AV)~t - Wiy

4. CALCcULAR z =2+ Vy

FINMIENTRAS

La metodologia general de los métodos de proyeccién también se aplica a los
problemas de autovalores, de hecho ambos problemas, resolucién de sistemas linea-
les y célculo de autovalores, estan estrechamente relacionados. Para problemas de
autovalores el proceso de proyeccién es idéntico, pero ahora b = Az, con lo cual
queda sustituyendo en (1.2):

Wh (AVy = A\Vy) = 0= W' AVy = \W'Vy (1.3)

Este es un problema generalizado de autovalores de dimensién mzm. Usualmen-
te en problemas de autovalores se eligen K y A de forma que W'V = I. Asi el
problema queda reducido a un problema de autovalores de dimensién m x m.

Aunque existen muchas opciones para elegir los subespacios K y A la eleccion
mas habitual es que K y A sean subespacios de Krylov.

Definicién 1.2.1 Se define el subespacio de Krylov de dimension m asociado a la
matriz A y al vector v como el subespacio generado por la base {v, Av, A%v, ..., A" v},
y se denota por K, (A,v).

Uno de los principales motivos por el cual se usan subespacios de Krylov es la
sencillez con la que se puede invertir la matriz WAV, y la sencillez con la que se
puede generar una base ortonormal de K,,(A4,v). La generacién de bases ortonor-
males juega un papel fundamental en los métodos de proyeccién. Al proceso de
generacion de una base ortonormal se le denomina método de Arnoldi.

1.2.1 Método de Arnoldi

El sistema cldsico de generacién de bases ortonormales es el método de Gram-
Schmidt, que partiendo de un conjunto de vectores linealmente independientes gene-

ra un conjunto de vectores ortonormales. Cuando el proceso de ortonormalizacién y
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la generacion de los vectores de partida se entremezcla, se denomina a este proceso
método de Arnoldi [Arn51] [SS86].

El algoritmo de Arnoldi genera una base ortonormal W, = {wy,...,w,} del
subespacio K,,(A,v) con ||lv1]| = 1. Dicho algoritmo puede verse en la figura 1.1.
Por razones de estabilidad numérica en una realizacién practica del algoritmo se
debe usar la forma modificada del método de Gram-Schmidt.

wy =V
Doj=1m~—1
Doi=1,;
hij =< Aw;, w; >
EndDo
Wi = Aw; — YL hijw;
hjvig = 11l
Wis1 = Wjt1/hj1,
EndDo

Figura 1.1: Método de Arnoldi.

Se debe senalar que después de m iteraciones del método de Arnoldi se tiene un
conjunto de (m + 1) vectores columna ortonormales que forman la matriz W, 1,
y una matriz de dimensién (m + 1) x m, que se denomina ﬁm, y cuyos elementos
no nulos son los coeficientes h;; generados por el algoritmo. También se tiene una
matriz de dimensiéon m X m, que se denomina H,,, que no es mas que la matriz I:Im a
la que se le ha eliminado la fila (m +1). La matriz H,, es simplemente la proyeccién
sobre el subespacio K,,(A4,v;) de la matriz A. Es decir,

H,, = W! AW, (1.4)
donde W,,, = [wy, ..., wy]. Por su parte la matriz H, cumple la relacion:
AW,y = W1 Hp, (1.5)

La comprobacién de lo anterior es inmediato por simple sustitucién.

1.3 Meétodos de Proyeccion

Seguidamente se describen los métodos de proyeccion mas importantes. Al final de
cada descripcion del método se cita la referencia original donde estd descrito, o bien



1.3. METODOS DE PROYECCION 9

una referencia actual que lo describe ampliamente. Para un resumen general de
todos los métodos de proyeccién ver [AMS90] [Saa89] [FM84].

1.3.1 Ortogonalizacién Completa (FOM)

Sea xy una aproximacion inicial a la soluciéon, sea ry = b — Axq el residuo inicial,
y sea K,,(A,v;) el subespacio de Krylov generado por {vi, Avy, A%vy, ..., A" oy}
con v; = 19/||70||-

El método FOM propone calcular la aproximacién a la solucién como z,, =
Zo + 2zm con z, € Kp(A,vr), imponiendo la condicién de Galerkin:

Tm L Kn(A,v)
Este es un método de proyeccién donde K = A = K,,,(A, v1).

En primer lugar se genera una base ortonormal de K, (A, v;) mediante el método
de Arnoldi. Se denomina a esta base como W, = [wy,...,w,,]. Entonces, se puede
expresar la aproximacion a la solucién como z,, = xq + W,,y, donde y es un vector
de m componentes. Transformando esta expresion se obtiene que:

Tm =710 — AWny = ||rollvi — AWy

Imponiendo ahora la condicion de Galerkin y dado que la base W, es ortonormal
se tiene que:

0= Wﬁlrm = ||r0||W,’§Lv1 — W;Ame = ||ro|ler — Hmy (1.6)

donde ¢; es el primer vector de la base canoénica de dimensiéon m. Finalmente, se de-
be calcular y = H_'||ro||e1, 1o que serd trivial dado que H,, es Hessemberg superior.
El algoritmo del método de ortogonalizacién completa se puede ver en la figura 1.2.

Notar que para calcular el punto de parada no es necesario calcular el vector z
explicitamente en cada iteracion, ya que la norma del residuo en la iteracion k-ésima
se puede calcular como:

Irell = 116 — Azil| = By lefyel (1.7)

En [Saa81] se describe ampliamente este método. Para una revisién més deta-
llada consultar dicha referencia.
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Elegir zy; Calcular ro = b — Azg y w1 = 1o/||70]|
While not convergence
Doj=1m-1
Doi=1,j5
hij =< Aw;, w; >
EndDo
Wi = Aw; — ¥ hijw;
Wiy = Wit1/hjy,
EndDo
Calcular y,, = Hgbl “|Irollex
EndWhile
Calcular x = xg + Wy

Figura 1.2: Método de Ortogonalizacion Completa.

1.3.2 Generalizado del Residuo Minimo (GMRES)

Sea xy, una aproximacion inicial a la solucién, sea ry = b — Az el residuo inicial,
y sea K,,(A,v;) el subespacio de Krylov generado por {vi, Avy, A%vy, ..., A" oy}
con v; = 19/||70]|-

El método GMRES propone calcular la aproximacion a la solucién como z,, =
Zo + Zm con z, € K, (A, v), imponiendo la condicién de que la norma del residuo
rm Sea minima para todos los vectores z,,. Este es un método de proyeccién donde
de nuevo K = A = K,,(A, vy).

En primer lugar se genera una base ortonormal de mediante el método de Arnoldi,
de nuevo se denominard W,,, = [wy, ..., w,]. El problema que ahora se debe resolver
es:

min||b — A(zo + zm)|| = minl||ro — Az, || = min||fvy — AW,y (1.8)

donde 8 = ||ro||. Usando la ecuacién (1.5) se tiene que:

min||Bvi — AWyl = min|| W1 (Ber — Hpy) || (1.9)

donde e; es el primer vector de la base canénica. Dado que W, es ortonormal se
tiene que el vector y es la solucién de:

A

min||fe; — Hpy)|| (1.10)
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La forma mas sencilla de calcular y es mediante la factorizacién QR de la matriz
ﬁm usando rotaciones de Givens, esto es leﬁ]m = R,,. La matriz I:Im es Hessemberg
superior, la matriz ), de dimensién (m+1) x (m+1) es el producto acumulado de
todas las matrices de rotacion, y la matriz R,, de dimensién (m+1) xm es triangular
superior con su ultima fila igual a cero. De esta forma el algoritmo de factorizacion
QR se puede aplicar sucesivamente en cada iteraciéon del método, manteniendo asi
la factorizacion actualizada. El problema finalmente queda reducido a resolver el
siguiente sistema triangular superior:

Ryy = gm = Qmﬂel (1'11)

Ya que la matriz @,, sélo se usa para calcular el lado derecho de este sistema

no es necesario almacenarla sino que basta con aplicar las sucesivas rotaciones que
forman @), al vector fFe;.

De nuevo, igual que en el método FOM, no es preciso construir en cada iteracién
la solucién ya que el residuo en el paso m-ésimo se puede evaluar como la compo-
nente (m + 1) del vector (e;.

Elegir zo; Calcular 7o = b — Az y w1 = 10/||70l|
While (not convergence)
Doj=1,m~—1
Doi=1,j
hij =< Aw;, w; >
EndDo
Wi = Awj — > hijw;
i1 = ||l
Wis1 = Wit1/hjt1;
Calcular la rotacién de Givens
Actualizar g y la matriz R
IF (convergencia) GOTO 10
EndDo
10: Calcular 4, = R -g
Calcular x = 2o + Wy
EndWhile

Figura 1.3: Algoritmo del GMRES(m).

El método tiene el problema de que se deben ir almacenando los vectores de
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la base ortonormal para al final poder formar el vector z,,. Ldégicamente esto im-
plica un fuerte gasto de memoria. Para salvar esta dificultad, la tdctica habitual
es marcar un numero maximo de iteraciones, al cabo de las cuales el método se
reinicializa tomando como aproximacion inicial la dltima aproximaciéon propuesta.
El algoritmo del GMRES(m) con pardmetro de reinicio m se muestra en la figura 1.3.

En [SS86] se describe ampliamente este método. Para una revisién més detallada
consultar dicha referencia.

1.3.3 Gradiente Conjugado (CG, Lanczos Simétrico)

Cuando la matriz A es simétrica positiva definida la matriz H,, es tridiagonal en
lugar de Hessenberg superior. Esto permite una serie de simplificaciones importantes
de calculo en el método de Arnoldi, al algoritmo resultante se le llama método
simétrico de Lanczos. El método simétrico de Lanczos calcula una matriz n x n
simétrica tridiagonal tal que:

T =W'AW (1.12)
donde W = [wy, ..., w,] es una base ortonormal y
[ o B2 ]
P2 a2 [
T — Bz as B
ﬂnfl Op—1 ﬂn
| Bn  an J

Reescribiendo la ecuacién (1.12) como AW = WT se tiene que:

Aw; = Bjw;_1 + ajw; + Bjpiwjs (1.13)

con j = 1,2,...,n, entendiendo que 31 = (,.1 = 0. Multiplicando la ecuacién
(1.13) por w} se tiene que:

o = wh Aw; (1.14)

También de (1.13) se tiene la relacién:

Biriwin = (A — al)w; — Bjwj_1 = Wi (1.15)

Si Wjt1 # 0y como ||wji1]|2 = 1, se tiene que:
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Bit1 = lWjs1ll2 (1.16)

Las relaciones (1.14) y (1.15) inducen un método iterativo para calcular los co-
eficientes «; y 3;. El método simétrico de Lanczos fue formulado originalmente
como un algoritmo para el cdlculo de los autovalores de A, es decir, se calculan los
coeficientes «; y §; hasta m < n, y se aproximan los autovalores de A mediante los

autovalores de T}, que son triviales de calcular dado que 7, es simétrica tridiagonal
[Lan50] [Lan52] [GL89].

De forma independiente Hesteness y Stifield formularon el algoritmo del Gradien-
te Conjugado que no es mas que la versién del algoritmo simétrico de Lanczos, pero
aplicado a la resolucién de un sistema de ecuaciones [HS52] [GL89] [Ste91]. Ellos
derivaron el método como un algoritmo de optimizacion para encontrar el minimo
de la forma cuadratica:

1
o(z) = §xtAm — bz (1.17)
Se demuestra que el algoritmo del Gradiente Conjugado es un método de opti-
mizacién que reduce la norma del error respecto a la matriz A en cada paso. Para

un andlisis profundo de las propiedades de minimizacién del Gradiente Conjugado
ver [Hest80]. En concreto se cumple que:

1 - K(A)I/Z]Qk |
1+ k(A)/2
donde k(A) es el nimero de condicién de A. El algoritmo del Gradiente Conjugado

1€ — zifla <1 |2 — 2ol (1.18)

puede verse en la figura 1.4.

Elegir z(; Calcular ry = b — Axg

While (not convergence)

ﬂ — <Tk—1,Tk—1>
k <Tp—2,Tg—2>

Pk = Tk—1 + Br * Pr—1
_ <Tg—1Tk—1>
k= <Pr—1,APg—1>

Tk = Tp—1 + O * Pk
Tk = Tk—1 + 0y - Apy
EndWhile

Figura 1.4: Algoritmo del Gradiente Conjugado.

En [GL89] se describe ampliamente este método. Para una revisiéon més detallada
consultar dicha referencia.
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1.3.4 Gradiente BiConjugado (BiCG, Lanczos No Simétrico)

Se ha presentado el método simétrico de Lanczos como un caso particular de método
de Arnoldi cuando la matriz A es simétrica positiva definida, ya que las propiedades
de minimizacién de los algoritmos derivados del método de Arnoldi tiene su equiva-
lente en el método simétrico de Lanczos [Ashb90]. Sin embargo, prescindiendo del
objetivo de minimizacion, existe otra forma de generalizar a matrices no simétricas

el método de Lanczos.

Sean W = [wy,...,w,]y V = [v1,...,v,] dos bases ortonormales tales que V! =
W. El método no simétrico de Lanczos pretende obtener una matriz tridiagonal no

simétrica que cumpla:

aq 52
Yo a2 [
T=V"'AV Toas fa (1.19)
Yn—1 Cp—1 ﬂn
Tn  Op

Reescribiendo la ecuacién (1.19) como AV = VT y A'W = WT" se tienen dos
ecuaciones equivalentes a la ecuacién (1.13) del caso simétrico:

Elegir z(; Calcular ro = b — Axg
Elegir 7o = 19; po = Po; po = 0
While (not convergence)

P =< Tp—1,Tk—1 >

— _Pk
ﬂk_ Pk—1

Pe =Tk 1+ Bk -Pr1
Pe =Tk 1+ Br-Dr1
W = s
Tk = Tk—1 + O * Pk
Tk = Tp-1+ - Apy
Fe = Th—1 + o - A'py,
EndWhile

Figura 1.5: Algoritmo del Gradiente BiConjugado.

Avj = fjvj1 + o) + Y0 (1.20)
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Atwj = w1 + ajw; + Biawji (1.21)

con j = 1,2,...,n y entendiendo que #; = Buy1 = 71 = Yns1 = 0. De forma

equivalente al caso simétrico se obtienen ahora las siguientes relaciones:

a; = wjAw; (1.22)
Vi+1Vi+1 = (A= al)v; = Bjvj1 = U (1.23)
Biriwjs = (A — al)w; — yjw; 1 = Wi (1.24)

En [Fle76] se propone el método equivalente al Gradiente Conjugado para siste-
mas no simétricos basado en las relaciones (1.22), (1.23) y (1.24). El algoritmo del
Gradiente Biconjugado puede verse en la figura 1.5.

Dado que ahora A ya no define una norma, no existe ninguna propiedad de mini-
mizacién del error equivalente a la del Gradiente Conjugado. Notar que el algoritmo
del BiCG genera dos bases mutuamente ortogonales de los espacios K = K,,,(A, 1)
y A = K,,(A',7,), respectivamente.

En [Fle76] se describe ampliamente este método. Para una revisién més detallada
consultar dicha referencia.

1.3.5 Gradiente Conjugado al Cuadrado (CGS)

Sonneveld observé que cuando el BiCG converge las dos secuencias de vectores r; y
7; convergen hacia cero. Dado que los vectores r; y 7; pueden escribirse como:

?; = P;(A")7y (1.26)
Se puede escribir entonces:
< 7A'j, i >=< ])Z'(At)f(), P](A)T() >=< Ty, R(A)I)J(A)TO > (127)

Es decir, los pardmetros escalares del BiCG se pueden calcular sin necesidad

de usar A?, usando tinicamente productos por la matriz A como indica la ecuacién
(1.27).
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Elegir xy; Calcular ro = b — Axy
Elegir 7y = 70; po = qo; po =0
While (not convergence)

pr =< To,Tg-1 >

ﬂk - Pfﬁl

u=rk_1+ B Gr-1

Pe =+ B (qe—1 + Br - Pr—1)

ap =

__ Pk
<po,Apr>
gy = U — O " Pk
Tk = Tp—1 + o - (U + q)
Th = Th—1 + g - (U + qr)
EndWhile

Figura 1.6: Algoritmo del CGS.

De esta forma se demuestra que se puede calcular 7, como:

7 = PE(A)ro (1.28)

El método resultante se denominé Gradiente Conjugado Cuadrado (CGS). El
algoritmo del CGS puede verse en la figura 1.6.

En [Son89] se describe ampliamente este método. Para una revisién mas deta-
llada consultar dicha referencia.

1.3.6 Gradiente BiConjugado Estabilizado (BiCGstab)

El principal inconveniente del CGS es que presenta una convergencia a saltos. Esto
sucede en situaciones como la siguiente, supongamos que ry tiene pequefias com-
ponentes en alguna de las direcciones de los autovectores de A, y que Pj(\) toma
valores grandes para dichas componentes, pero de forma que el producto no con-
tribuye significativamente a la norma de 7;. Sin embargo, el valor que tome PJ?()\)
en esas mismas componentes puede ser significativamente més grande de forma que
dichas componentes dominen el residuo r;. Esto provoca residuos sucesivos que
crecen, y que subitamente decrecen cuando la contribuciéon en esas componentes se
cancela por la evolucion del método.

Van der Vost propuso, para suavizar la convergencia a saltos del CGS, modificar
el polinomio que se usaba para el cdlculo de r;. En concreto, propuso usar:
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Elegir xg; Calcular 7o = b — Axy
Elegir 7o = 70; po = o = 0; pp = a1 = wp =1
While (not convergence)

pr =< To,Tk-1 >

B, = Lk

Pr—1 Wr—1

Pk = Th—1+ Bi - (Ph—1 — Wk—1Qk—1)
qr = Apy

P —Bk—
ak <7'A05qk:>
S = Tk—1 — O - Qg
tk = ASk

— <tg,5k>
Wk = o te>

Tp =Tp_1+ QP+ Wk * Sk
Ty = Sk -+ Wi, - Ifk
EndWhile

Figura 1.7: Algoritmo del BiCGstab.

i = Qr(A) Pr(A)ro (1.29)

Qr(A) = (1 —wA) (1 —wad) ... (1 —wiA) (1.30)

donde las constantes w; son elegidas en cada iteracién de tal forma que la norma
de 7 es minimizada respecto a wy. En la figura 1.7 se puede ver el algoritmo del
BiCGstab.

En [dV92] se describe ampliamente este método. Para una revisién més detallada

consultar dicha referencia.

1.4 Criterio de Parada

La pregunta que se plantea es: Qué condicion de convergencia se debe usar para es-
tablecer un criterio de parada de un método iterativo? En esta seccion se describen
algunos detalles para lograr conseguir una respuesta.

Un criterio de parada natural para un método iterativo es que alguna medida del
error por defecto o por exceso no supere una tolerancia e. Se asume que el residuo,
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r = b — Ay esta disponible para cada y, y que las normas de y, r y A pueden ser
calculadas o estimadas.

Teorema 1.4.1 El error por defecto

nes(y) = minfe: (A+ Ad)y = b+ Ab, [[AA[ <€E|, [|Ab]l <ellfIl}

estd dado por

7l
NE, (y) = ;
d IENyl =+ 1 £]

donder = b— Ay, E es una matriz de perturbacion y f es un vector de perturbacion.

Para la demostracién del teorema ver [Hig96].

Del Teorema anterior se tienen las siguientes equivalencias, para cualquier norma

matricial, que pueden ser usadas como criterio de parada:

I7]] < ellbll <= Ay = b+ Ab, [|Ab]| < €f|b] (1.31)

Irll < ellAllllyll <= (A+ AA)y = b, [[AA]l < €] Al (1.32)

17l < e(lANlyll + [18]]) <= (A + AA)y =b+ Ab, [|AA] < el|A]l, [|Ab]] < €l|bl]
(1.33)

Estas desigualdades permanecen ciertas al reemplazar las normas por valor ab-
soluto, pero para evaluar (1.32) y (1.33) el producto |A||y| debera ser calculado, lo
cual es costoso en un método iterativo.

De estas condiciones, generalmente (1.33) es la mejor, asumiendo que es acep-
table perturbar A y b. Hay que hacer notar la importancia de incluir ||A| y ||b]]
en la condicién sobre ||7||; una condicién ||7|| < €||A||, aunque la escala es indepen-
diente, no es una cota para el error relativo por defecto. La condicién (1.31) es la
comunmente usada, pero puede ser muy estricta, y algunas veces posiblemente no
satisfecha. Para ver por qué, notese que el residuo de la solucién exacta redondeada
fl(z) =z + Az, |Az| < ulz|, satisface, para cualquier norma,

Il = 1]b = Az + Az)[| < ul Aljl|=]],
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[A[[]]
<|p|l < ||A .
wA) S 1ol < [[A[[|]
si A es mal condicionada y z es una solucién con norma grande, es decir, ||z| =
|A=L|[]|6]|, entonces ||b]| estd cerca de su cota inferior. Por lo tanto, (1.31) es mucho

mads dificil de satisfacer que (1.33).

Para el error por exceso las condiciones se derivan del residuo y de A=!. La

igualdad z — y = A~'r guia las cotas de las normas y las componentes del error
le=yll ~ At
ol =yl

por exceso, tal como Ya que estas cotas dependen de A~! no

son triviales de calcular. Algunos métodos iterativos automdticamente producen
estimaciones de los autovalores extremos, y por lo tanto kg(A) = im‘?”((ﬁ)). Para

matrices dispersas simétricas definidas positivas la ||A~!||» puede ser estimada a un
costo computacional bajo usando el método de Lanczos.

1.5 Precondicionamiento

Todos los métodos iterativos precisan de algiin tipo de acelerador (precondiciona-
dor) que reduzca el nimero de iteraciones hasta la convergencia. La idea bésica de
un precondicionador es buscar una matriz M que sea una buena aproximacién de
A, y que sea mucho més facil de invertir. Entonces, se usa M~! para corregir las
sucesivas aproximaciones de un método iterativo. Es decir, si 7™ es el residuo en la
iteracién m-ésima, se calcula €™ = M 1™ que es una aproximacién del error en el

paso m-ésimo, y se corrige la solucién como ™ = ™ + ™.

Para precondicionar el sistema (1.1) se debe buscar una matriz M ! tal que el
numero de condicién de la matriz precondicionada sea mucho menor que el de la
matriz A. El sistema lineal (1.1) puede ser precondicionado de varias formas: por
la derecha, por la izquierda y de forma simétrica.

AM™'Mz =b (1.34)
M~ Az = M1 (1.35)
M=YV2AMTY2 MY 20 = M2 (1.36)

Aunque en principio todas estas formas de precondicionamiento tienen efectos
equivalentes, algunas tienen ciertas ventajas practicas frente a otras. La principal
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ventaja viene dada por la relacién que existe entre el residuo del sistema precondi-
cionado (AZ = b) y el residuo del sistema original.

Para la forma (1.34):
A=AM™, b=b, &= Mz
F=b—Ai=b—AM ‘Mz =b— Az =r

Para la forma (1.35):

Para la forma (1.36):
A= MPAM™Y? b=M"%, i=M"z

F=b—A% =M Y2 — M Y2AM Y2 MY 20 = M~V (b— Az) = M~ Y/?r

En esta tesis, se usa un precondicionamiento por la derecha dado que en este ca-
so el residuo del sistema precondicionado coincide con el residuo del sistema original.

El precondicionador ideal es M ! = A~!. Lo que evidentemente es imposible
de calcular en los problemas de la vida real. Por lo tanto, lo que se pretende es
encontrar una matriz M~! que aproxime lo mejor posible a la matriz A=! con un
coste computacional minimo.

Existen tres formas cldsicas para conseguir precondicionadores de caracter ge-
neral, es decir, que estén basados unicamente en la informacién algebraica de la
matriz A. Dichas formas son los precondicionadores polinomiales, las factorizacio-
nes incompletas y los precondicionadores SPAI.

1.5.1 Precondicionadores Polinomiales

Los precondicionadores polinomiales se basan en aproximar la matriz M ~! mediante
un polinomio de grado m de la matriz A [AMS89] [AMO92] [EOV90] [Saa85]. Esto
es:

M'=A"=P,(A) =gl + @A+ -+ g, A™ (1.37)
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De esta forma, cada vez que se debe multiplicar la matriz M~! por un vector
lo que realmente se hace es multiplicar m veces la matriz A por un vector. Los
coeficientes del polinomio se eligen de forma que se minimice:

ming||1 — Pu(\]| (1.38)

donde E es un intervalo que incluye el espectro de A. El problema de minimizacién
(1.38) tiene diferentes soluciones en funcién de que norma consideremos. Si se toma
la norma infinito para (1.38) (||f|lcc = mazacg||f(N)|]) la solucién es:

T (4=22)

T (52)

d—c

AP, () = (1.39)
donde T,,,(\) es el polinomio de Chebyshev de primera clase de grado m, y E =
[c,d]. El principal problema que presentan los precondicionadores polinomiales es
la necesidad de disponer de buenas cotas del espectro de A, ya que si no en (1.39)
se requieren grados muy grandes del polinomio para que la aproximacién sea buena.
Esto limita mucho la aplicabilidad practica de estos precondicionadores.

1.5.2 Factorizaciones Incompletas

Los tinicos precondicionadores que son lo suficientemente generales, y que no requie-
ren la estimacién de ningin pardmetro son las factorizaciones incompletas. La idea
inicial de una factorizacién incompleta es factorizar la matriz A (factorizaciones LU,
Cholesky o LDL') pero sin introducir todo el llenado que se produce en el proceso
de factorizaciéon. En consecuencia, el precondicionador puede aplicarse resolviendo
dos sistemas triangulares cuya dispersidad, y por lo tanto complejidad de calculo,
dependera del tipo de factorizacion incompleta que hayamos aplicado.

Es bien conocido que los tres bucles que constituyen un algoritmo de factorizacion
pueden ser intercambiados dando lugar a las diferentes formas ijk de la factoriza-
cion. La eleccion de la forma ijk mas eficiente responde en el caso de matrices
densas a criterios de explotacién de la localidad de datos [DGK84] [NJL94], pero
en el caso de matrices dispersas estamos obligados a elegir aquella forma ijk que se
adapte al formato de almacenamiento usado.

Existen tres formas fundamentales de factorizaciones incompletas:

e Factorizaciones sin llenado: ILU(0), ICH(0) [MdVT77].
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e Factorizaciones con llenado, usando como criterio para la introduccién del lle-
nado la posicién dentro de la matriz: ILU(k), ICH (k) [MdV77] [Wat81].

e Factorizaciones con llenado, usando como criterio para la introduccion del
llenado umbrales numéricos: ILU (1), ICH (1) [Z1a82].

Las factorizaciones del tipo ILU(0) han sido principalmente usadas en el con-
texto de EDPs. Son las més sencillas y no introducen llenado alguno, es decir, la
factorizacién incompleta tiene la misma cantidad de elementos no nulos y en las
mismas posiciones que en la matriz A. Esto permite reutilizar, para el precondi-
cionador, todos los vectores de indices usados para la matriz, con un considerable
ahorro de memoria. Sin embargo, salvo en problemas relativamente sencillos (EDPs
elipticas con coeficientes constantes) este tipo de precondicionadores no son lo sufi-
cientemente potentes.

El pardmetro k£ de una factorizacién ILU(k), en el contexto de EDPs para pro-
blemas discretizados mediante diferencias finitas, indica el niimero de columnas alre-
dedor de la diagonal en las que se permite llenado. Para problemas discretizados
mediante elementos finitos el criterio es diferente. Al factorizar la fila i-ésima aso-
ciada al nodo i-ésimo de la malla de elementos finitos, s6lo se permite llenado en
las columnas asociadas a los nodos que son k-vecinos del nodo i-ésimo. Se dice que
un nodo N es k-vecino de un nodo M si el camino méas corto que une N con M
atraviesa k nodos.

En general, las factorizaciones del tipo I LU (k) adolecen del defecto de considerar
que la importancia numérica de un llenado /;;, depende tinicamente de la proximi-
dad topoldgica entre los nodos 7 y 7, sin tener en cuenta el fenémeno fisico que la
matriz A representa. Habitualmente, el uso de las factorizaciones del tipo I LU (k)
se restringen a problemas de EDPs que modelan fenémenos de difusién y que son
discretizados mediante diferencias finitas.

Las factorizaciones del tipo ILU(7) deciden introducir o no un llenado /;; en fun-
cién de si es superior o inferior a un umbral determinado. Dicho umbral se calcula
relativo al valor de los elementos de la fila i-ésima de A usando el pardmetro 7. Este
calculo se puede realizar usando cualquier medida, por ejemplo, el valor medio de
los elementos de la fila i-ésima, o cualquier norma de la fila i-ésima. Estas factori-
zaciones son de aplicacién general, pero adolecen de una falta de control fino sobre
la cantidad total de llenado que se permite. Esta falta de control genera problemas

de dimensionamiento del espacio de memoria reservado al precondicionador, y sobre
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todo, impide buscar un buen compromiso entre complejidad de calculo del precon-
dicionador y la aceleracién que el precondicionador introduce en el método iterativo.

En [Saa94b] y [Saa94a] se define un tipo hibrido de factorizacién incompleta,
llamado ILUt(fil,7), que es de aplicacién totalmente genérica y que supera los
inconvenientes de las factorizaciones del tipo ILU (7). Dicha factorizacién sigue una
doble estrategia en la introduccién del llenado:

o Al factorizar la fila i-ésima se introducen todos los llenados /;; que superen un

umbral numérico relativo a la fila i-ésima (pardmetro 7).

e Una vez finalizada la factorizacién de la fila i-ésima, sélo se almacenan en la
estructura de datos de salida tantos elementos como tuviese la matriz A en la
fila i-ésima mds 2 veces fil (fil més en la parte L, y fil més en la parte U). Se
eligen para su almacenamiento aquellos elementos con un valor absoluto mayor.

Asi pues, el parametro 7 sirve para controlar el umbral numérico de cédlculo, y el
parametro fil sirve para controlar la cantidad efectiva de llenado.

Una modificacién habitual en las factorizaciones incompletas es anadir los coefi-
cientes no incluidos al termino de la diagonal de U de tal forma que la fila i-ésima
de Ay de la factorizacién sumen lo mismo. Son las llamadas factorizaciones M 1LU
(Modified Incomplete LU). Sin embargo, este tipo de modificacién puede presentar
algunos problemas de estabilidad numérica [Eij90b] [Eij90a].

1.5.3 Precondicionadores SPAI

La idea basica de los precondicionadores SPAI es buscar una matriz M tal que AM
sea tan cercana a la identidad como sea posible. En los tultimos afios, ha habido
un gran interés por desarrollar precondicionadores SPAI, ya que la aplicacién de
estos precondicionadores, en cada iteracién del método iterativo, sélo requiere la
multiplicacién matriz por vector; que como se sabe es una operacion altamente
paralela. Hoy en dia, hay planteadas dos metodologias principales para calcular
tales precondicionadores. La primera, se basa en minimizar ||[AM — I|| en la norma
de Frobenius [GS93b] [GS94] [GS95] [GHI7] [KY93]. Dado que:

N
IAM — 1|5 = 3 [[Ami — el (1.40)

i=1
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donde e; es el vector i-ésimo de la base candnica. Cada columna de M se puede
calcular en paralelo resolviendo el problema de minimos cuadrados:

min||Am; — €2 (1.41)

donde 7 =1,...N.

Para resolver (1.41) de forma eficiente es crucial la observacién de que la inversa
de A usualmente es mucho mas densa que A, pero los coeficientes significativos de
A~1 son tinicamente unos pocos. Es decir, se espera que M sea una matriz dispersa.
Por lo tanto, el problema (1.41) es en realidad de una dimensién muy pequena y
puede ser resuelto de forma eficiente. Dado que la estructura de M no es conocida a
priori, se comienza con una estructura diagonal, y se aumenta el llenado hasta que
|[Am; — el < eparai=1,...N con 0 < € < 1, o bien se llega a un méximo nivel
de llenado permitido. A los precondicionadores SPAI derivados de esta técnica los
llamaremos LSQ-SPAI (Least SQuare SPAI).

La segunda técnica, se basa en descomponer A como un producto de matrices

ortogonales y diagonales, de manera que A~ quede descompuesta de forma trivial
[SC98] [BMT96]. Es decir,

A=WwDZ (1.42)

donde W y Z son matrices ortogonales y D es una matriz diagonal. Entonces, se
tiene que:

At =ZD'W! (1.43)

Si se aplica algun criterio de diezmado en el proceso de construccién de las ma-
trices ortogonales se tiene una aproximacién dispersa de A~!. Las formas de generar
la descomposicién de la ecuacién (1.42) pueden ser diversas. En [SC98] se usa la
base generada por el GMRES; en [BMT96] se usa un algoritmo de ortogonalizacién
basado en el método de Lanczos, tanto para el caso simétrico como no simétrico.
A los precondicionadores SPAI derivados de esta técnica los llamaremos ORT-SPAI
(ORThogonal SPAI).

La principal ventaja de estos precondicionadores SPAI es que presentan un grado
de paralelismo alto, tanto en su calculo como en su aplicacién. Su principal es que
no existe garantia de que A~! sea lo suficientemente dispersa como para que esta
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aproximacion sea practica.

Aunque se han presentado algunos resultados prometedores de ambas técnicas,
no esta claro que su aplicabilidad sea general. Por tal motivo, a continuacién se
presenta un estudio experimental sobre la viabilidad de estos precondicionadores
para problemas convectivos [LC99]. En este estudio se construyen ambos precondi-
cionadores (LSQ-SPAI y ORT-SPAI) de forma de que éstos sean una cota optimista
de las verdaderas implementaciones.

Problemas de Prueba

Para los experimentos se ha usado un operador 3D escalar eliptico de segundo orden.
El dominio computacional es un hexaedro de longitud igual a 1. La discretizaciéon
fue hecha usando diferencias finitas con un 7-stencil. Es claro que este problema de
prueba no es un problema industrial pero el operador elegido caracteriza una gran
variedad de problemas industriales.

Sea,
0 0 0, 0 o, 0 0 0 0
LW = —(ao—1u — (—1 — (v—u —(du —(Cu —(nu
= 2elns Lodnr Lodaw Zon+ Lo+ Lo
donde
Ul(.T,y,Z) a/l,l(xayaz) Tt Oél,m(-T,y, Z)
U(mvy: Z) = s Od(.T,y,Z) = : :
’Ulm(.??,y,Z) am,l(xayaz) e Ckm,m(.T,y,Z)

v 3,7,90,( y n son matrices de dimension m X m, donde m es el nimero de grados
de libertad asociado a cada nodo de la malla de discretizacion. El coeficiente de
conveccion, Cc, estd definido por:

ce = 17l
7] oo
donde
o] o 161l
U= 18lle | > @=1{ l¢lloo
171l 171l o0

Cuando Cec tiende a 0, se dice que la ecuacién es difusiva, y cuando C'c¢ tiende a
infinito se dice que la ecuacion es convectiva. Para Cc = 0, el operador es simétrico
positivo definido. Cuanto mas grande es C'c mas no simétrica es la matriz resultante
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de la discretizaciéon. En los experimentos se ha usado 4@ = 0 como condicién de
contorno. El lado derecho del sistema ha sido generado artificialmente de tal forma
de que la solucién sea un vector con valores aleatorios en el intervalo [0,1].

La matriz A

La matriz A tiene la misma estructura en todos los casos de prueba y sélo varian sus
coeficientes. La estructura de esta matriz puede ser observada en la figura 1.22, que
estd al final de este Capitulo. Para este estudio la matriz A es de 1000x1000. Aunque
esta matriz es pequena, nos permite hacer un estudio detallado del rendimiento de
estos precondicionadores.

1

0.75¢

0.5¢

0.25¢

-0.25¢

Eje Imaginario
o
E]
3

-0.5¢

-0.75¢

0 2 4 6 8 10 12
Eje Red

Figura 1.8: Autovalores de A para C'c = 10.

300

200

100

Eje Imaginario
o

-100

-200

-300 2 4 6 8 10 12

Eje Read
Figura 1.9: Autovalores de A para C'c = 1000.

Hay que senalar, que la estructura de A no afecta el calculo de los precondicio-
nadores SPAI que se calculan en esta seccion. Esto no sucede con las factorizaciones
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incompletas, ya que el nivel de llenado, y en consecuencia la cantidad de elementos
que se desprecian en el proceso de calculo del precondicionador depende de la es-
tructura de la matriz. Igualmente los precondicionadores ORT-SPAI reales también
se ven afectados por la estructura de A, aunque en menor grado que las factoriza-
ciones incompletas. Esto se debe a que la propagacion de los errores en el proceso
de ortogonalizacion depende de la estructura de la matriz A.

1

0.75

0.5

0.25

-0.25

Eje Imaginario
o
!
1

-0.5

-0.75

0 05 1 15 2
Eje Rea

Figura 1.10: Autovalores de A~! para Cc = 10.
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0.025 /
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-0.05¢

Eje Imaginario
o

-0.075¢

015 0.05 0.1 0.15 0.2

Eje Red

Figura 1.11: Autovalores de A=! para Cc = 1000.

En la figura 1.8 puede verse el espectro de la matriz A para Cc = 10. En este
caso la matriz es débilmente no simétrica, y en consecuencia tiene autovalores com-
plejos con parte imaginaria despreciable. En la figura 1.9 se muestra el espectro para
C'c = 1000, en este caso la matriz es fuertemente no simétrica, y en consecuencia la

parte imaginaria de los autovalores es dominante.
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En las figuras 1.10 y 1.11 se muestra los autovalores de la matriz A~! para los
diferentes valores de Clc.

La matriz M !

En este apartado se analiza la estructura y el espectro de los precondicionadores
LSQ-SPAI (M 1) y ORT-SPAI(M1).

LSQ-SPAI: Estos precondicionadores se han calculado diezmando la matriz A~!
en los diferentes problemas de prueba. El diezmado de la matriz A~! se realizé
tomando los coeficientes més significativos en valor absoluto. Se hicieron dos filtra-
dos, el primero tomando todos los coeficientes que estaban a 1 orden de magnitud
del méximo elemento de A y el segundo tomando los que estaban a 2 ordenes de
magnitud. En las figuras 1.23, 1.25 y 1.24, que estan al final de este capitulo, se
puede observar la estructura de las matrices diezmadas. Para el caso C'c = 1000
con un diezmado a 2 ordenes de magnitud la matriz resultante es completamente
densa. Por tal motivo, no se muestra su estructura. Se puede observar que para
problemas dominados fuertemente por la conveccién (Cc = 1000), la matriz tiene
una alta densidad independientemente del diezmado usado.

1

08 |
06 [
0.4
0.2

0 i

-02 +

Eje Imaginario

-04
-0.6
-0.8

-1

0 05 1 15 2

Eje Real
Figura 1.12: Autovalores de LSQ-SPAI(M ') para Cc = 10 diezmando a 1 orden
de magnitud.

El elevado nimero de elementos que aparecen en las matrices diezmadas indica
que la cantidad de cédlculo necesario para obtener un precondicionador LSQ-SPAI
en un problema dominados fuertemente por la conveccion es muy elevada. De he-
cho el calculo de un precondicionador LSQ-SPAI se basa en la suposicién de que la
cantidad de elementos significativos de A™! es pequefia. Situacién que no se da en
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08 |
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Figura 1.13: Autovalores de LSQ-SPAI(M~1!) para Cc = 10 diezmando a 2 ordenes
de magnitud.
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Figura 1.14: Autovalores de LSQ-SPAI(M ') para Cc = 1000 diezmando a 1 orden
de magnitud.

los problemas convectivos.

Prescindiendo de la cantidad de cdlculo que requiere construir M !, se desea
ahora analizar en cuanto puede dicha matriz mejorar la convergencia de un método
iterativo. Para que la convergencia de un método iterativo sea notablemente acele-
rada el espectro de M~! debe ”parecerse” al espectro de A~!. En las figuras 1.12,
1.13, 1.14 y 1.15 se muestra el espectro de M ! para los diferentes valores de Cc
con los diezmados a 1 y 2 ordenes de magnitud.

Se puede observar que si se elige como precondicionador la matriz resultante de
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Figura 1.15: Autovalores de LSQ-SPAI(M~!) para C'c = 1000 diezmando a 2 ordenes

de magnitud.

diezmar a 1 orden de magnitud la matriz A~!, el espectro de M~! resulta bastante
distorsionado respecto al de A~!. Por lo tanto, se deduce que usar como precondi-
cionador la matriz resultante de un diezmado a 1 orden de magnitud de A~!, puede
no ser sufiente para hacer converger al método iterativo. Sin embargo, se observa
que un diezmado a 2 ordenes de magnitud resulta suficiente para que los espectros
de A~!y M ! sean similares; aunque esta similitud empeora al crecer el valor de Cec.

ORT-SPAI: En esta seccién se describe el espectro de los precondicionadores ORT-
SPAI. Hay que recordar que dichos precondicionadores se basan en descomponer la
matriz A en un producto de matrices ortogonales y diagonales. En concreto este
estudio se centra inicamente en el algoritmo de biortogonalizacién de Lanczos. Este
es el método usado en [BMT96]. En concreto el algoritmo calcula dos conjuntos de
vectores {z;}" |, {w;}?, los cuales son A-biconjugados. Es decir, wl Az; = 0siy
s6lo si 7 # j. Dada una matriz no singular A € R™"_ siempre existen

Z = [z1,29, -y Zn]
y
W = [wy, wa, ..., wy,]
ortogonales, tales que
pp 0 - 0
wiaz=p=| > 0
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con p; = wiAz; # 0. Entonces,

At =ZD7'W! (1.44)

Esta factorizacion de A es totalmente densa, y por lo tanto su aplicacion directa
para resolver el sistema lineal (1.1) estd descartada.

La idea es diezmar las matrices Z y W' en el proceso de cdlculo de forma que
resulten matrices dispersas. Para una descripcion mas detallada del método ver
[BMT96].
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Figura 1.16: Autovalores de ORT-SPAI para Cc = 10 diezmando a 1 orden de
magnitud.
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Figura 1.17: Autovalores de ORT-SPAI para C'c = 10 diezmando a 2 ordenes de
magnitud.
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Figura 1.18: Autovalores de ORT-SPAI para Cc = 1000 diezmando a 1 orden de
magnitud.
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Figura 1.19: Autovalores de ORT-SPAI para C'c = 1000 diezmando a 2 ordenes de
magnitud.

En este trabajo se realiza el célculo exacto de Z y W, y posteriormente se diez-
man estas matrices a 1 y 2 érdenes de magnitud de su valor maximo. Las matrices
resultantes de este diezmado se denotan como Z y Wt, respectivamente. En las figu-
ras 1.26, 1.27, 1.28, 1.29, 1.30, 1.31, 1.32 y 1.33, que estan al final de este Capitulo,
se muestra la estructura de las matrices Z y W'. Se puede observar que para obte-
ner matrices con alta dispersidad es necesario diezmar a 1 orden de magnitud. Sin
embargo, no esta claro que este diezmado sea lo suficientemente bueno para obtener
un buen precondicionador para sistemas dominados fuertemente por la conveccién.

El precondicionador ORT-SPAI queda definido como:
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M~ =ZD W

En las figuras 1.16, 1.17, 1.18 y 1.19 se puede observar el espectro de M~! para
los diferentes valores de C'c y los diferentes diezmados.

En principio cabe esperar que el cdlculo de los ORT-SPAI tenga més problemas
de progragacion de errores que en el caso de los LSQ-SPAI ya que los ORT-SPAI
requiren un proceso de calculo iterativo en el cual se realiza una ortogonalizacién.
Incluso calculando de forma exacta las matrices Z y W se pierde ortogonalidad a
medida que la matriz A esta peor condicionada, es decir, cuando la dimension de A
crece o cuando Cec crece. Como contrapartida aproximar las matrices Z y W* con
un determinado umbral, supone tener muchos més ntimeros de A~! que si se usa un
LSQ-SPAI con el mismo umbral.

Es importante mencionar que estas dos formas artificiales de construir los pre-
condicionadores SPAI da como resultado una cota optimista de una verdadero pre-
condicionador SPAI, ya que el proceso de diezmado se realiza despues de obtener la
matriz inversa (LSQ-SPAI) o las matrices ortogonales (ORT-SPAI). En una imple-
mentacion verdadera de cualquiera de los dos SPAI el proceso de diezmado es parte
del proceso de calculo.

Comparacién de los precondicionadores

Se compara la convergencia de un método iterativo (GMRES(32)) usando los pre-
condicionadores LSQ-SPAI, ORT-SPAI y una factorizacién incompleta ILUt con
fil=70y 17=10"3.

Habitualmente se comparan los precondicionadores SPAI con la factorizacion
ILU(0). Sin embargo, esta no es una comparacién realista, dado que la factorizacién
ILU(0) no tiene aplicabilidad en casi ningtn problema industrial. Basado en la lite-
ratura, se decidio usar un precondicionador ILU%(70,10~3) por considerar que sus
parametros fil = 70 y 7 = 1073 no introducen un excesivo llenado en la factoriza-

cion.

Las figuras 1.20 y 1.21 muestran la convergencia del GMRES(32) para los pre-
condicionadores descritos y diferentes valores de C'c. El valor mostrado como medida
de convergencia es el residuo normalizado, es decir

7l
log
11l
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Figura 1.20: Convergencia del GMRES para Cc = 10.
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Figura 1.21: Convergencia del GMRES para C'c = 1000.

Se pueden observar tres fendmenos fundamentales:

e La factorizacion I LUt supera en todos los casos a los precondicionadores SPAI.

Si se centra el estudio en problemas fuertemente convectivos, el margen de

ganancia de la factorizaciéon LUt es muy grande.

e Los precondicionadores ORT-SPAI con un umbral de diezmado lo suficien-

temente pequeno, superan a los LSQ-SPAI, salvo cuando el valor de Cc es

lo suficientemente grande como para que el proceso de ortogonalizacién sea

numeéricamente poco estable.

e Para tener precondicionadores SPAI que se acerquen al comportamiento de un

precondicionador I LUt es preciso un diezmado a 2 ordenes de magnitud. Lo
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que implica una cantidad de calculo muy superior a la que require la factori-
zacién I LUt.

Luego de este estudio, y tomando en cuenta que la matriz A es de dimension
pequena, se puede concluir que los precondicionadores SPAI no son practicos para
problemas industriales dominados fuertemente por la conveccion.
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Figura 1.22: Estructura de la matriz A.

Figura 1.23: Matriz LSQ-SPAI para C'c = 10 y diezmado a 1 orden de magnitud.
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Figura 1.24: Matriz LSQ-SPAI para C'c¢ = 10 y diezmado a 2 orden de magnitud.

Figura 1.25: Matriz LSQ-SPAI para C'c = 1000 y diezmado a 1 orden de magnitud.
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Figura 1.26: Matriz Z para Cc = 10 y diezmado a 1 orden de magnitud.

Figura 1.27: Matriz w para C'c = 10 y diezmado a 1 orden de magnitud.
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Figura 1.28: Matriz Z para Cc = 10 y diezmado a 2 orden de magnitud.

Figura 1.29: Matriz w para C'c = 10 y diezmado a 2 orden de magnitud.
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Figura 1.30: Matriz Z para Cc = 1000 y diezmado a 1 orden de magnitud.

Figura 1.31: Matriz W para C'c = 1000 y diezmado a 1 orden de magnitud.
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Figura 1.32: Matriz Z para Cc = 1000 y diezmado a 2 orden de magnitud.

Figura 1.33: Matriz W para C'c = 1000 y diezmado a 2 orden de magnitud.
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Capitulo 2

Métodos Multinivel

En este capitulo se estudia otra técnica de resolucion de sistemas lineales dispersos:
los métodos multinivel o multimalla. En primer lugar, se presenta una introduccién
acerca de los métodos multinivel en general. Seguidamente, se presenta una breve
descripcion de los métodos multinivel geométricos. Luego, se estudia detallada-
mente los métodos multinivel algebraicos mas importantes, los basados en técnicas
de interpolacién y los basados en técnicas de agregaciéon. Finalmente, se presenta
un estudio experimental de convergencia para el método multinivel algebraico més
robusto.

2.1 Introduccion

En la década de los 60, los matemdticos rusos Fedorenko y Bakhavalov [Fed62]
[Bak66] desarrollaron una nueva técnica iterativa de resolucién de sistemas lineales
provenientes de EDPs. Dicha técnica se basaba en los métodos iterativos clasicos
y en explotar informacién adicional proveniente de discretizaciones mas gruesas del
mismo problema. A principios de la década de los 70 esta técnica comenzo6 a popu-
larizarse en occidente gracias a los trabajos de A. Brandt [Bra77], que la denominé
método Multinivel o Multimalla. Los métodos multinivel presentan una complejidad
en operaciones lineal con el tamafio del sistema, frente a la complejidad cuadratica
de los métodos clasicos. Como contrapartida son muy especificos y menos versatiles
en su aplicacién. Para una recopilacién de todos los métodos multinivel ver [Bri87]
[Hac85] [McC89] [AV89a] [Rud93]| [Tum89] [Yse82].

Un método multinivel consta de los siguientes elementos:

1. Una secuencia de mallas con una matriz asociada a cada malla.

2. Operadores de transferencia entre mallas (Interpolador y Diezmador).

43
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3. Un método iterativo clasico (Gauss-Seidel, Jacobi, SSOR, etc), al que se de-
nomina relajador.

Para dar un explicacién detallada del funcionamiento de un método multinivel
supondremos que tnicamente se tienen dos mallas, denominadas M" (la malla més
fina) y M*¥ (la malla més gruesa). Se denomina A, y Ay respectivamente a las
matrices provenientes de una discretizacién en M" y M*¥. Las dimensiones de las
matrices A, y Ay son respectivamente n X n 'y N X N. El problema es resolver un
sistema lineal en la malla fina M", como el siguiente:

Apul = f* (2.1)

donde u”, f* € R", denominaremos V" = %", y andlogamente V# = RV,

Se tienen que construir dos operadores de transferencia entre V" y VH. EI
operador de interpolacién I : VH# — V" v el operador de diezmado R : V* — V.
Los métodos multinivel suelen imponer como condicién adicional que R = I*. En
los métodos multinivel geométricos R e I se construyen de forma que:

En los métodos multinivel algebraicos (AMG), Ay se define justamente como
indica (2.2), una vez que se tengan definidos R e I. Otra posibilidad de generar
Ay es discretizar la ecuacién diferencial parcial sobre la malla gruesa con el mismo
método que fue aplicado sobre la malla fina. Para algunas discretizaciones, estas
dos opciones son equivalentes.

El método multinivel se basa en el siguiente algoritmo:

1. Relajar v veces Apu® = f* en V" con solucién inicial uf}.
2. Calcular r = R(f" — Apul).
3. Resolver: Ayefl =rH en V.

4. Corregir la aproximacién en la malla fina: u? = ul + Ie¥.

v =

5. Relajar u veces Apu = f* con solucién inicial u?.

Si se tienen mas de dos mallas anidadas, la idea se puede aplicar de forma recur-
siva en el paso 3 del algoritmo hasta reducir el problema a una malla suficientemente
gruesa. El algoritmo anterior es conocido como V-ciclo. Existen diferentes algorit-
mos multinivel, dependiendo de la forma de visitar cada uno de los niveles. En la
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figura 2.1 y 2.2 se puede observar los tres esquemas existentes, el V-ciclo, el W-ciclo
y el F-ciclo. Los puntos negros representan operaciones de relajaciéon o suavizado.
Normalmente, el esquema F-ciclo es el mas optimo debido a las correcciones fre-
cuentes en cada nivel, pero este esquema es el mas costos desde un punto de vista

computacional.

Figura 2.1: V-ciclo y W-ciclo para cuatro niveles.

Figura 2.2: F-ciclo para cuatro niveles.

Los relajadores tipo Jacobi o Gauss-Seidel sélo reducen de forma eficaz ciertas
componentes del error, en concreto, aquellas componentes asociadas a los autovalo-
res del relajador cercanos a cero. A estas componentes se las denomina frecuencias
altas del error porque en el caso de la ecuacién de Poisson en un cuadrado, que fue
el primer caso estudiado, los autovectores tienen una expresién analitica en forma
de funcién senoidal, y los autovalores cercanos a cero estan asociados con los auto-
vectores cuya frecuencia es la mas alta. En la figura 2.3 se puede observar el efecto
del suavizado después de un paso de relajacién.
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Figura 2.3: Efecto del suavizado.

La clave del éxito de un método multinivel es encontrar los operadores R e [
adecuados, de forma que el operador de correccién malla gruesa sea capaz de corregir
los errores que el relajador no es capaz de atenuar. De esta forma, inicamente con
unas pocas relajaciones se obtiene la solucién exacta del sistema. Si se consigue esta
propiedad, la complejidad del método en su conjunto serd una expresion del tipo:

Complejidad = O(n + NP)

con p = 2 6 3 dependiendo del método usado para resolver el sistema en la malla
gruesa. Si se tiene que NP < n, se ha obtenido un método de complejidad lineal.

Para entender mejor como converge un método multinivel veamos la relacién
entre los espacios vectoriales asociados a cada nivel y los diferentes operadores.

Por definicién Im(R) = VH. Por la relacién de ortogonalidad entre los su-
bespacios de un operador lineal, se tiene que Ker(R) L Im(R'), y por lo tanto
Ker(R) L Im(I). Es decir, se puede descomponer V" como V" = Im(I)® Ker(R),
ver figura 2.4. Haciendo unas simples manipulaciones algebraicas, se tiene que,
Ker(RAp) L, Im(I). Entonces, tenemos que V" = Im(I) & Ker(RA,).

Por otro lado, V" se puede descomponer usando como base los autovectores del
relajador. Si se denomina L al subespacio cuya base estd formada por los auto-
vectores asociados a autovalores cercanos a 1, y H al subespacio cuya base esta
formada por los autovectores asociados con autovalores cercanos a 0, se tiene que
VR = L& H. Las letras L y H provienen de Low/High frecuencies.

En la figura 2.5 se puede observar como la energia del error (||e||) se atentia me-
diante un algoritmo multinivel. En primer lugar las componentes de e asociadas al
subespacio H son atenuadas por el relajador. A continuacién, las componentes de e
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VII

Ker(R) Im(I)

Figura 2.4: Esquema de los operadores de transferencia.

asociadas al subespacio I'm(I) son eliminadas por la correccién de la malla gruesa,

y asi sucesivamente hasta la convergencia.

Ker(RA
Aer( )

Figura 2.5: Efecto del método multinivel sobre e”.

La convergencia del método multinivel es 6ptima si los pares (Ker(RA"), Im(I))
y (H, L) estdn dispuestos formando un dngulo de 0°. Sin embargo, si L es "muy
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Ker (RA"
Aer( )
- &
—-®
H
I
Im(1)

Figura 2.6: Caso limite. (a) Bueno. (b) Malo.

paralelo” a Im(I) la convergencia serd mala. En la figura 2.6 se puede observar el
caso limite para las dos descomposiciones del espacio V*.

Se explica asi que la clave de un método multinivel sea encontrar unos operadores
R e I que se ajusten adecuadamente al relajador.

En 1989, O. Axelsson [AV89a] [AV89b] desarrollé un nuevo enfoque al estudio
de las técnicas multinivel. Su formulacién conecta los métodos multinivel con los
métodos de descomposicion en dominios, y demuestra que los métodos multinivel
son un caso particular de descomposicién en dominios. En concreto, los métodos
multinivel se basan en ordenar los nodos de M" en dos grupos: nodos nuevos (los que
s6lo pertenecen a M") y nodos viejos (los que provienen de M*). Si en primer lugar
se enumeran los nodos nuevos y en segundo lugar los nodos viejos, se obtiene una

matriz de coeficientes A, que tiene una estructura 2x2 a bloques como la siguiente:

Ann Am)
AU’I’L A?]?}

Apn O
Apm S

I Al-Ay,

A, =
h 0 I

Se puede demostrar que la matriz S es espectralmente equivalente a la matriz
Apg. Es decir, si se usa Ay como precondicionador de S en cualquier método itera-

tivo, éste convergerd en un numero de iteraciones O(1).

Existen dos tipos de métodos multinivel, los geométricos y los algebraicos. A

continuacion estudiaremos ambos métodos.



2.2. MULTINIVEL GEOMETRICOS 49

2.2 Multinivel Geométricos

Los métodos multinivel geométricos trabajan sobre una jerarquia de mallas. Este
conjunto de mallas anidadas puede ser obtenido por refinamientos sucesivos a partir
de la malla gruesa, o bien por alguna estrategia de diezmado a partir de la malla fina.

Para que un método multinivel sea programable de forma sistematica es preciso
que el proceso de engrosamiento o refinamiento sea lo mas simple posible. Desa-
fortunadamente, si los coeficientes de la EDP no son constantes e isotropicos, los
errores no son atenuados por el relajador de igual forma en todas direcciones. Es-
to hace que el proceso de engrosamiento/refinamiento sea particular practicamente
para cada problema.

Ante la dificultad de programar un proceso de engrosamiento/refinamiento espe-
cifico para cada caso, se suele optar un mecanismo de engrosamiento/refinamiento
uniforme. Entonces, es preciso buscar relajadores adecuados a este esquema unifor-
me. Los relajadores I LU suelen presentar un comportamiento mejor que los clasicos
Gauss-Seidel o Jacobi.

La implementacion de eficientes y robustos relajadores para casos de modelos
2D no es dificil. Pero para aplicaciones 3D sobre mallas complejas su realizacién es
muy complicada. Los relajadores /LU pierden muchas propiedas de suavizado en
situaciones 3D.

Otra estrategia para mejorar el rendimiento de un método multinivel es usar
operadores de interpolacién y diezmado no lineales. Sin embargo, esta estrategia
solo logra pequenas mejoras.

Resumiendo, podriamos decir que los métodos multinivel geometricos tratan de
usar esquemas simples para generar la jerarquia de mallas, y buscan operadores de
relajacién, interpolacion y diezmado complejos. Ademds, en general, las dos descom-
posiciones del espacio V" no estan orientadas de forma éptima, no es sencillo lograr
una complejidad lineal y la implementacion de estos métodos requiere modificar
todo el software de una simulaciéon completa.

2.3 Multinivel Algebraicos (AMG)

El desarrollo de estos métodos comienza en los anos ochenta. Una de las motivacio-
nes del AMG fue la observacién de que el operador dependiente de la interpolacién
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y el operador de Galerkin pueden ser derivados directamente desde operaciones ma-
triciales, sin ninguna referencia acerca de las mallas.

Los métodos multinivel algebraicos han sido desarrollados para resolver un sis-
temas lineal de ecuaciones como una caja negra. En estos métodos el operador de
relajacién es fijo. El proceso de engrosamiento es ejecutado automdticamente de tal
manera de que en el rango de la interpolacién se aproximan aquellas componentes
del error que no son eficientemente reducidas por el proceso de relajacion. Desde un
punto de vista tedrico, el método ha sido bien entendido y definido en el contexto
de M-matrices simétricas positivo definidas, aunque, en la practica el uso no esta
restringido a tales casos.

Los métodos multinivel algebraicos sélo necesitan la informaciéon que esta con-
tenida en la matriz del sistema. Por lo tanto, los AMG son mas generales que los
geométricos e incluso aplicables a sistemas que tengan mallas muy irregulares o que
no provengan de ninguna malla. Sin embargo, en los AMG es necesario desarrollar
un fase de inicializacién, llamada fase de setup, para construir los niveles gruesos y
los operadores de transferencia. Este trabajo extra es una razon de que los AMG se-
an menos eficientes que los métodos multinivel geométricos, si al problema a resolver
se le puede aplicar el método geométrico. Lo interesante de los AMG es su relativa
robustez y su aplicabilidad en cualquier sistema lineal. Es decir, los AMG prove-
en una atractiva variante multinivel cuando los métodos multinivel geométricos son
complicados de aplicar o cuando estos no puedan ser usados. Ademas de un método
de solucién en si mismo, los AMG pueden ser usados como precondicionadores muy
eficientes.

Formalmente, un ciclo AMG puede ser descrito de la misma manera que un ciclo
multinivel geométrico, excepto que los términos malla, submalla, nodos, etc. pueden
ser reemplazados por conjunto de variables, subconjunto de variables, variables, etc.
En esta tesis se utilizardn ambos conjuntos de términos de igual manera. Para
describir los componentes formales de un AMG se re-escribe (2.1) como:

Z a;‘jug =ft Gevh (2.3)
Jjevh
donde V" denota el conjunto de indices {1,2,...,n}. Se asume que A es una matriz

dispersa. Para generar un sistema grueso a partir de (2.3) es necesario hacer una
particién del conjunto V" en dos subconjuntos disjuntos, V* = C* U F*, donde el
subconjunto C" contiene las variables que estan en el nivel grueso (coarse nodes)
y el subconjuntos F" (fine nodes) es el complemento de C". Asumiendo que tal
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particién estd dada y definiendo V¥ = C", el sistema grueso ser3,

Agu =" o > apu = (ke V™), (2.4)
leQH
donde Ay = RALI, R : V" — VH es el operador de diezmado e I : VH — V7
es el operador de interpolacién. Se impone R = I'. Finalmente, como en cualquier
método multinivel, se necesita un proceso de suavizado S,. Un paso de este proceso
de suavizado es de la forma

uh — @ donde @' = Spul + (I, — Sp) AL 1 (2.5)

(I, denota el operador identidad). Consecuentemente, el error e = u® — v (u

denota la solucién exacta de (2.3)) es transformado acorde a

e —s " donde é" = Sye". (2.6)

Como se ha mencionado con anterioridad, el AMG emplea un proceso de suavi-
zado sencillo, por ejemplo, relajaciones Gauss-Seidel (S, = I, — @, Ay, donde @,
es la parte triangular inferior de Ay, incluyendo la diagonal) o relajacién w-Jacobi
(Sy = I,—wD; ' Ay, donde Dy, = diag(Ay)). Es claro que, a menos que A sea diago-
nal dominante, el uso de tales métodos requiere implicitamente hipétesis adicionales
sobre Ay.

El sistema grueso (2.4) formalmente es equivalente a las ecuaciones de correccién
malla gruesa en el multinivel geométrico. En particular, f y u corresponden a re-
siduos y correcciones, respectivamente. Para ser mas precisos, un paso de correccion
de dos niveles esta definido como

ul = ul + Ie! donde Apef = Rl = R(f" — Apul), (2.7)
donde los subindices n y v representan vectores nuevos y viejos, respectivamente.
Para los correspondientes errores, esto significa

62 = Kh,HEZ con Kh,H = Ih — IAEIRA}“ (28)

donde K}, g es el llamado operador de correccién malla gruesa. Consecuentemente,
la reduccién del error, aplicando un paso de iteraciéon completa de dos niveles, esta
dado por:

el = My gel con My, y(vi,v2) = S} Ky uSp* (2.9)

donde v; y w9 representan pasos de pre y postsuavizado, respectivamente.
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La particién C'/F'y los operadores de transferencia I y R deben ser explicitamente
construidos. La construccion de estas componentes es la tarea mas importante de un
AMG. Estas componentes deben ser construidas tal que exista una eficiente relacion
entre el proceso de suavizado y el operador de correccién malla gruesa. Esta relacién
depende del sentido algebraico de los errores suaves bajo cierto proceso de suaviza-
do. Sin embargo, hasta los momentos, la interpretacién algebraica de los errores de
baja frecuencia para los relajadores como el Gauss-Seidel o el Jacobi estd s6lo bien
estudiada para M-matrices simétricas positivas definidas con diagonal dominancia
débil, ver [Ruge87]. Para estos casos la construccién de los espacios gruesos se basa
en caracterizar sobre el grafo de la matriz como se aproximan estos errores, los cuales

estan caracterizados por la siguiente expresion:

2
aii| (e; —e;
> | ”'% <<1 (2.10)
g£i i ]
donde a;; son los coeficientes de la matriz y e;, e; son componentes del error. En-
tonces, para que se cumpla (2.10) la diagonal dominancia de la matriz debe ser
significativa.

De igual manera, es importante que la particion y los operadores de transferencia
sean tales que Ap sea razonablemente dispersa y mucho més pequena que Aj.

Los AMG estan divididos en dos grupos: los métodos basados en técnicas de
interpolacion y los métodos basados en técnicas de agregacién. La diferencia entre
estos métodos estd en la forma como se construyen la particiéon C/F y los operadores
de transferencia. A continuacion se describira los métodos mas relevantes de ambos
grupos.

2.3.1 Meétodos de Interpolacién

En 1987, J. Ruge y K. Stuben [Ruge87| proponen un AMG para M-matrices simé-
tricas positivas definidas con diagonal dominante débil, usando el método de Jacobi
o Gauss-Seidel como relajador. Aqui, la interpolaciéon se basa en el concepto de
conexion fuerte entre nodos. En ese trabajo se demuestra la convergencia y la
complejidad lineal del método. A continuacion se describird este método con algunas
variantes que fueron propuestas en posteriores trabajos [KS97] [Stu99].

Engrosamiento

En este método el objetivo es construir los subconjntos C' y F' de manera que los
F-nodos sean obtenidos interpolando los C-nodos. Si este objetivo es tomado en
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cuenta, la interpolacién tiende a ser mucho mejor y como resultado la convergencia

es mucho mas rapida. Sin embargo, no existe una prueba algebraica de esto.

En general, la estrategia de engrosamiento es aplicada entre nodos vecinos. Sin
embargo, existen estrategias de engrosamiento en donde esto no siempre sucede.
Tales estrategias permiten reducir drasticamente el costo computacional de la fa-
se setup, ciclo, la complejidad del operador de nivel grueso y el requerimiento de
memoria. Claramente, estos beneficios tienen la desventaja de que la velocidad de
convergencia se reduce significativamente, ya que la relacién entre los operadores de
transferancia y el relajador desmejora.

Engrosamiento estandar: En este método se definen los siguientes conjuntos:

Si={j € N; : —ai; > n maz;zi{—ay}} (2.12)

El conjunto S; es llamado conjunto de conexiones fuertes del nodo 7. Comunmente,
n es 0.25.

Para M-matrices, la mayoria de los acoplos fuertes son negativos. Pero esto no
se puede asumir de forma general, ya que pueden existir matrices que contengan

elementos con conexiones fuertes positivas. Esto se discutird posteriormente.

La subconjuntos C'y F' resultantes deberan ser tal que todos los F'-nodos tengan
una cantidad sustancial de conectividad fuerte negativa hacia los C'-nodos vecinos.
En otras palabras, el engrosamiento es hecho en la direccién en la cual el error al-
gebraicamente suave cambia lentamente. Notese que todas las conexiones positivas
son observadas como débiles.

Los nodos de interpolacién C; se definen como,
C;,=CcCs5;

Los nodos no interpolantes D; son divididos en dos subconjuntos: uno de cone-
xiones fuertes, (s), y otro de conexiones débiles, (w). Estos se definen de la siguiente

manera:
D;=N;—C; D:=D;nS; D¥=D;— S

El algoritmo de engrosamiento tiene dos etapas. En la primera, se realiza una
eleccién rapida de los C-nodos. Los C-nodos son seleccionados segin el siguiente
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criterio: C' debera ser un subconjunto maximal de todos los nodos con la propiedad
de que dos C-nodos no estan fuertemente conectados entre si. En la segunda etapa,
los F-nodos tentativos son revisados a fin de que cumplan un segundo criterio: para
cada nodo 7 en F, cada nodo j en S; debera estar en C' o deberd estar fuertemente
conectado hacia al menos un nodo en C;. Aquellos F-nodos que no cumplan este
criterio son etiquetados como C-nodos.

Engrosamiento agresivo: Este tipo de engrosamiento se utiliza cuando el engro-
samiento estandar pueda causar una complejidad relativamente alta. Es decir, que
el requerimiento de memoria sea excesivo debido a los operadores Galerkin de los
niveles gruesos. En estos casos, la matriz de Galerkin es mucho més densa que la
matriz original.

Para permitir un engrosamiento agresivo, se extiende la definiciéon de conecti-
vidad fuerte hacia nodos que no estan acoplados directamente. En este caso, se
introduce el concepto de n-conexiones fuertes de largo rango: un nodo i se dice que
estd fuertemente n-conectado a un nodo j a través de un camino de longitud [ si
existe una secuencia de nodos g, %1,...,% con ¢ = iy j = 4 tal que 441, € S, .
Dados los valores p > 1 y I > 1, entonces una nodo 7 estd fuertemente n-conectado
a un nodo j si existe un camino p de longitud < [, se escribe (p,[) tal que 7 estd
fuertemente n-conectado a j a través de cada uno de estos caminos. El conjunto S;
es modificado como sigue:

Sf’l ={j € Q: iesta fuertemente n — conectado a j}

Desde un punto de vista practico, generalmente no es costoso explotar la fuerte
n-conectividad. De hecho, los caso p =2, 1 =2y p =1, 1 = 2 son los mas ttiles.
Sin embargo, es muy costoso usar el engrosamiento agresivo en mas de un nivel.
Usualmente el engrosamiento estandar es suficientemente eficiente.

Conexiones fuertes positivas: En los dos tipos de engrosamiento ya menciona-
dos la construccion de los subconjuntos C'y F' estd basada en acoplos negativos. Se
estd suponiendo que existen acoplos positivos relativamente pequenos, y esto puede
ser ignorado en el proceso de engrosamiento y en la interpolacién. Sin embargo,
esto no puede ser asumido en todos los casos. Un proceso de construccién de los
subconjuntos C'y F' debera asegurar que para todos los F-nodos, los cuales tienen
acoplos fuertes negativos y positivos, un nimero minimo de ambos acoplos deberd
estar representado en C. Construir tales subconjuntos dentro de un sélo paso es re-
lativamente complicado, ya que para una gran variedad de situaciones la mayoria de
las conexiones fuertes son negativas. En [Stu99] se propone una alternativa sencilla:
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Después de aplicar alguno de los procesos de engrosamiento descritos anteriormente,
se revisan todos los F-nodos o aquellos nodos en donde exista un acoplo positivo de
F hacia F'. Se puede verificar esto con la condicién

aij > p maTgzila|, J# 1 (2.13)

donde, p es una tolerancia que se debe ajustar. Usualmente, p = 0.5.

Si tales j existen, todos los nodos j que satisfagan (2.13) deberdn adicionarse al
conjunto S; (esto afecta la interpolacién) y el nodo que tiene el acoplo més fuerte
deberd ser redefinido como un C-nodo. Claramente, este proceso de actualizacién
de los subconjuntos C'y F' es eficaz sélo si no existen muchas conexiones fuertes
positivas.

Interpolacion

Se asume que los subconjuntos C' y F' han sido construidos mediante un engrosa-
miento estandar o agresivo. En el primer caso, la interpolacién usada es la directa o
la estandar. En el segundo caso, la interpolacién usada es la multipaso. En ambos
casos, la interpolacion puede ser mejorada mediante pasos adicionales de relajacion.

Interpolaciéon directa: Para cada 7 € F', se define el conjunto de nodos de inter-
polacién P, = C{(Cf = C N S;) y se aproxima

a;e; + Z a;je] =0 = a;ie; + oy Z a;er + B Z aﬁcek = (2.14)
JEN; kep; kep;
con
_ Yjen; W _ Yjen; 44
j= SNy = I (2.15)
2kep; Gig D kep; i

Esto inmediatamente conduce a la siguiente férmula de interpolacion:

€; = Z W;ik€r CONl Wi =
kEP;

—Biaixfay (k € P;")

Interpolacién estandar: Se puede modificar la interpolacion directa para que las

{ —a;ai/ai; (k€ P;) (2.16)

F-conexiones fuertes sean (indirectamente) incluidas en la interplacién de cada i €
F'. Esto se obtiene inmediatamente aproximando la i-ésima ecuacién (lado derecho
de la ecuacién (2.14)). Primero, aproximadamente, se eliminan todos los e; (j €
Ff = FNS;) por medio de la correspondiente j-ésima ecuacién. Especificamente,
para cada j € F}, se sustituye
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€; —r — Z a]-kek/ajj (217)
kEN;
en la nueva ecuacién para e;,
&iiei + Z &ijej =0 con NZ = {j 75 7 &ij 75 0} (218)

JEN;

Definiendo P; como la unién entre C; y todos los C; (j € F}), se define la inter-
polacién exactamente como en (2.14)-(2.15) con todas las a sustituidas por a y N;
sustituido por Ni.

Esta modificacion usualmente mejora la calidad de la interpolacién. La principal
razon es que el tipo de aproximacién (2.14), si se aplica a la ecuacién (2.18) intro-
duce menos error. Sin embargo, el objetivo principal es tener F-nodos como nodos
de interpolacion.

Interpolacién multipaso: Este método de interpolacién se aplica cuando los sub-
conjuntos C'y F' son construidos mediante un engrosamiento agresivo. Esta inter-
polacion se realiza en varios pasos, usando interpolacion directa cuando sea posible
y, para el resto de los nodos, usar las férmulas de interpolacion en las vecindades de
los F-nodos. Cada paso individual es como sigue:

1. Usar interpolacion directa para derivar las férmulas para cada todo ¢z € F' para
los cuales C; # () y definir el conjunto F'* que contiene todas esas variables. Si
F* = F parar, en otro caso seguir.

2. Para toda 1 € F\F* para el cual S; N F* # () hacer lo siguiente: Tomar la
i-ésima ecuacién (lado derecho en (2.14)) y, para toda j € S; N F*, sustituir

€ — Z WjkCk
keP;

siendo la nueva ecuacién (2.18) para e;. Definiendo el conjunto de variables
de interpolacién P; como la unién de toda P; para j € S; N F™*, se obtiene una
férmula de interplacién como en el caso de la interpolacién estandar. Si todas

las variables ¢ han sido procesadas, se actualiza '™ con todas las variables que
han sido obtenidas en la férmula de interpolacién durante este paso.

3. Si F* = F parar. En otro caso, ir al paso 2.
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Interpolacién de Jacobi: Dada cualquiera de las formulas de interpolacion que se
han senalado anteriormente, se puede obtener un mejora adicional si a porteriori se
aplica una relajacion tipo Jacobi. Especificamente, una iteracion de esta relajacién
procede como sigue: Para todas las variables i € F', tomar la i-ésima ecuacion (lado
dereho de (2.14)) y, para toda j € Fj, sustituir

la cual es la nueva ecuacién (2.18) para e;. Definiendo el conjunto de variables de
interpolacién P; como la unién de C; y toda P; para j € F;, la p-formula de inter-
placién es obtenida como en el caso de la interpolacién estandar.

Sélo uno o dos pasos de Jacobi son practicos. Dependiendo de la situacion, la re-
lajacion de la interpolacion puede mejorar la convergencia considerablemente. Esta
mejora del operador de interpolacién fue propuesta en 1997 por Krechel y Stuben
[KS97].

Truncamiento de la interpolaciéon: Cuando se utiliza el engrosamiento estandar
o la interpolacién de Jacobi, el conjunto P; de variables de inerpolacion tiende a
ser muy grande. Esto es particularmente cierto para la interpolacién de Jacobi ya
que en cada paso de relajacién se introducen adicionales C-variables que son usa-
das en la interpolacién. En consecuencia, si un paso de Jacobi es aplicado en cada
nivel AMG los operadores de Galerkin resultantes crecen sustancialmente hacia los
niveles gruesos. Este proceso, sin un truncamiento razonable, genera un costo com-
putacional muy alto. Por lo tanto, antes de calcular el operador de Galerkin del
nivel grueso se tiene que truncar el operador de interpolacién ignorando todas las
conexiones interpolatorias las cuales sean mucho més pequenas que la mas grande
(en valor absoluto) por un factor de truncamiento. Luego, se tiene que reescalar las
variables restantes para que la suma total por filas, del operador de interpolacion,
no cambie. En la practica, el factor de truncamiento es, usualmente, 0.2.

Luego de haber construido el operador de interpolacién I usando cualquiera de
los métodos anteriores, se obtiene el operador de diezmado R, que usualmente es
R = I', si A; es una matriz simétrica. Para problemas no simétricos R es la tras-
puesta de un interpolador diferente, correspondiente a Af. Sin embargo, el uso de
R = I, donde I es construido desde A, en problemas no simétricos no degrada
mucho el rendimiento de un AMG. Luego, Ay = RA,I.

Aunque se ha mencionado que en los AMG el proceso de relajacién o suavizado
es fijo, en este método los autores han presentado algunas variantes en el relajador,
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pero siempre basado en relajadores tipo Gauss-Seidel o Jacobi. Hasta los momen-
tos han utilizado F-relajacién (relajar sélo las F-variables), C'F-relajacién (relajar
primero las C-variables y luego las F-variables) y relajacién sin orden especifico
de variables. También han propuesto combinaciones entre estas. Sin embargo, la
CF-relajacion Gauss-Seidel es muy eficiente en la practica. En particular, para
problemas positivos definidos usualmente es mas eficiente que la relajacion Gauss-
Seidel sin un orden especifico de variables. La CF'-relajacién estd relacionada con
la relajacién red-black en el método multinivel geométrico.

Los resultados que presentan Ruge y Stuben, muestran el buen rendimiento de
su AMG para diferentes problemas, incluso para M-matrices no simétricas pero
siempre diagonal dominante débil. Una explicaciéon mdas detallada de este método
revisar [RS87] [Stu99].

En 1991, W. Huang [Hua91] se apoya en los resultados de Ruge y Stuben para
demostrar la convergencia del AMG para matrices simétricas positivas definidas con
diagonal dominante débil. En 1994 Reusken [Reu94| propone un método similar al
de Ruge y Stuben basado en una aproximacion al complemento de Schur. En este
método, la matriz A, es particionada en cuatro bloques acorde a alguna estrategia
de etiquetado F'/C de los nodos. Luego, una matriz M es construida de la siguiente
manera:

MFF MFC
ACF ACC

AFF AFC

Ah -
ACF ACC

=M

Los bloques Mpr v Mpc estan dados por:
Mrpp = diag(Apr)

Ak
mij = a,-j + Z m

M es invertida exactamente utilizando una eliminaciéon a bloques:

vt | Ir ~MriMrc | | Mpp 0
0 Ic 0 Ag'

Ir 0
—Acr Mzt I¢

As = Acc — Ack My pMpc

Entonces, los operadores de interpolacién I, diezmado R y la matriz Ay estan
dados por:
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R=|-AcrMp}: Ic |

AH = RMI = AC’C - ACFMF_II;vMFC

En 1997, Wagner [WKWO91] presenta una versién modificada del método de
Reusken. En esta version se resuelve un sistema lineal modificado Mx = F'f con
una simple eliminacién a bloques, como en el método de Reusken. Aqui, los coe-
ficientes de M son definidos de forma diferente. Ambas propuestas trabajan bien
para matrices simétricas positivas definidas con diagonal dominante débil.

2.3.2 Métodos de Agregacion

Existen otros tipos de AMG basados en el concepto de agregaciéon o aglomeracion.
La principal diferencia entre estos métodos y los métodos de interpolacién es la cons-
truccién de los operadores de transferencia y las mallas gruesas. En estos métodos,
se pierde la nocién de interpolacion clasica, ya que un nodo no es eliminado en una
fase de engrosamiento. Aqui, la idea es agrupar nodos utilizando algun criterio de
agrupamiento con el objetivo de generar un cubrimiento del conjunto inicial de no-
dos. Por lo tanto, un nodo en la malla gruesa generada por agregados no permite
identificar de forma simple nodos de la malla fina, al contrario de los métodos de
interpolacion en donde cada nodo de la malla gruesa tiene asociado de forma directa
nodos de la malla fina.

En 1995, D. Braess [Bra95] propone un método de agregacién que agrupa varios
nodos en grupos de uno a cuatro nodos. Los grupos son construidos en dos pasos.
En el primer paso, se agrupan parejas de nodos fuertemente conectados. El criterio
usado para definir los conjuntos de conexiones fuertes es: dos nodos 7 y j estan
fuertemente conectados si

a2

“?— >¢, donde € (0,1]. (2.19)
i
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En el segundo paso, se agrupan parejas formadas en el paso anterior. Para dar
una idea del método supongamos que se han agrupados los nodos en j grupos o
agregados. El operador de interpolacién I es definido como:

I — 1 iEGj
Y1 0 otro caso

Luego, R=1I'y Ay = tRA,I. Donde c es una constante.

La estimacién del valor de ¢ fue hecha estudiando la ecuacién de Poisson en 2D
y 3D, asumiendo una malla uniforme y que los agregados son construidos por blo-
ques de nodos vecinos 2x2 y 2x2x2, respectivamente. En casos de problemas mds
generales y diferentes mallas el valor de ¢ no es mayor que 2. Sin embargo, se ha
demostrado en [Bra95] que ¢ = 1.8 lleva a una mejora sustancial de la convergencia
del V-ciclo para varios tipos de problemas, si el ciclo es usado como precondiciona-
dor del CG y si el nimero de niveles es fijo (en [Bra95] siempre son usados cuatro
niveles). El suavizado es hecho usando relajaciones tipo SSOR y los resultados de
sus experimentos son comparados con el CG precondicionado con un SSOR.

Claramente, la robustez y eficiencia de esta aproximacion esta limitada ya que
un 6ptimo valor de ¢ depende de varios aspectos, tales como: el tipo de problema,
el tipo de malla y, en particular, del tamano de los agregados. Para una revisién
mds detallada de este método revisar [Bra95].

En 1996, P. Vanek, J. Mandel y M. Brezina [VMB96]| desarrollan un AMG ba-
sado en interpolaciéon por suavizado de agregados. Ellos utilizan su algoritmo para
resolver problemas elipticos de segundo y cuarto orden. Al igual que el método de
Braess, solo se necesita la matriz del sistema. Ellos utilizan una técnica basada en
conexiones fuertes para construir los grupos o agregados. De la misma manera que
el método anterior la conexién fuerte entre nodos se define como en (2.19). La fase
de construccion de los agregados consta de tres pasos. En el paso 1, se seleccio-
na como una inicial aproximaciéon del cubrimiento a conjuntos disjuntos de nodos
fuertemente conectados. En el paso 2, los nodos restantes son adicionados hacia los
conjuntos del cubrimiento para los cuales estos nodos estén fuertemente conectados,
si tales conjuntos existen. Finalmente, en el paso 3, los nodos que aun no hayan
sido agrupados son colocados dentro de agregados que estdn compuestos de sub-
conjuntos de nodos vecinos fuertemente conectados. Para dar una idea del método
supongamos que se han agrupados los nodos en j grupos o agregados. Entonces se
define un interpolador tentativo como:
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1 1€q,
Py = )
0 otro caso
Luego, este interpolador es mejorado utilizando un suavizado para obtener el
interpolador /. Ellos utilizan el método de Jacobi como suavizador y obtienen:

I=(I-wD'AF)P

donde AT = (a;;)¥ es la matriz original filtrada y estd dada por:

ge{ 1280 Vi

0 otro caso

af =ai; — », (ay— al;)
j=Li#i
donde N; es el conjunto de conexiones fuertes del nodo ¢ y D denota la diagonal de
AT . Es decir, dado algun vector e en el nivel grueso, e? = Ief! es definido aplican-
do un paso de relajacién w-Jacobi al sistema de ecuaciones homogéneo Afv" = 0
con aproximacién inicial Te”. Luego, R = I' y Ay = RA,I. Para una explicacién
mas detallada de este método revisar [Vane96.

En 1997, F. Kickinger [Kic97] propone un AMG en donde la estrategia de engro-
samiento es independiente de las conexiones fuertes. Esto significa que su método,
al igual que los anteriores, estd basado en el grafo de la matriz inicamente. La estra-
tegia de engrosamiento es agresiva y rapida. Esta se basa en un coloreado del grafo
de la matriz de manera que un nodo etiquetado como grueso tendra todos sus veci-
nos etiquetados como finos. En la figura 2.7 se muestra un ejemplo de esta estrategia.

En la figura 2.7.(a) se muestra el grafo original de la matriz. En la figura 2.7.(b)
se puede ver como queda el grafo luego de aplicar la estrategia de coloreado. Los
nodos gruesos estdn coloreados en negro y su nueva numeracién también.

La principal propiedad de este método es la rapidez para construitr los conjuntos
C y F, de forma agresiva. Ademas, se obtiene una secuencia anidada de grafos o
mallas gruesas correspondientes a la jeraquia de la malla dada.

Una vez que se ha especificado la malla o grafo grueso, o lo que es equivalente,
se han construido los conjuntos C' y F, se obtiene el operador de interpolacién, 1.
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Figura 2.7: (a) Grafo original. (b) Grafo resultante después del coloreado.
El autor presenta dos estrategias para construir este operador:

Estrategia 1:

ai; =1 sijeC
I:(aij)::{ J

a;; =0 otro caso

Para el ejemplo de la figura 2.7, se tiene que:

- _t

11110000O0O0O0O0DO0O0OO0OO0OGO0TO

000011001 1O0O0O0O0O0O0O00O0
I— 0000O0OO0B1TO0OO0OO0OT1TO0OOOOO®ODO
0000000100011 00000

0000O0OO0OODOO0OOOOO0OT11TT1TO0T1T1

|0 00OOOOO0OOO0OO0ODOOOOO0OT1TTO0OO0]

Estrategia 2:
Clijzl SijEC
I = (ay) = aij:% sije Fynesla

cantidad de vecinos gruesos
a;; =0 otro caso

Para el ejemplo de la figura 2.7, se tiene que:

105 05 033 0 0 00 O 0 0 0 0 000 O O
0 05 0 033 1 05 00 033 05 0 O 0 000 O O
- 0 0 O 0 00510 O 0 05 0 0 000 O O
0 0 0503 0 0 0103 0 0 05033000 0 O
0 0 0 0 0 0 0O0WO033 05 05 0 033110 051
0 0 0 0o 0 0 00 O 0 0 05 033001 05 0]
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La estrategia 1 produce una interpolacién constante. La estrategia 2 genera una
interpolacion lineal. La segunda estrategia, en general, obtiene mejores resultados.

Al igual que la mayoria de los método descritos, el operador de diezmado, R, es
obtenido como R = I'y Ay = RAL.

2.3.3 Operadores de Complejidad

Existen dos operadores de complejidad que indican aproximadamente los requeri-
mientos de memoria necesarios al usar cualquiera de los AMG. Estos requerimientos
estan expresados en términos del operador de complejidad de malla, Cq, vy del ope-
rador de complejidad algebraico, Cy,

Co=3"1 (2.20)
!
y
o, =32 (2.21)
] nzy

donde n; y nz; denotan el nimero de variables y el nimero de elementos no ceros
de la matriz A en el nivel [. El nivel [ = 1 corresponde al nivel mds fino. Aunque el
requerimiento verdadero de memoria para un AMG no estda completamente reflejado
en estas cantidades, estas medidas dan una idea muy aproximada del requerimiento
de memoria necesario en una aplicacion.

Cuando estén (2.20) y (2.21) mads cercanas de 1, la estrategia de engrosamiento
es mas optima en cuanto a requerimiento de memoria.

2.4 Precondicionador AMG

Originalmente los AMG fueron disenados para ser usados stand-alone. Debido a ex-
periencias practicas, se puede observar que los AMG también pueden ser muy buenos
precondicionadores, mejores que los precondicionadores tipo /LU. Heuristicamente,
la mayor razon de esto es debido al hecho de que los AMG operan sobre todas las
componentes del error, las de corto rango y las de largo rango. Sin embargo, la fase
de setup puede requerir un costo computacional alto, por lo tanto, usar engrosa-
mientos de tipo agresivo son ttiles si los AMG son usados como precondicionadores.

Aunque un AMG trata de capturar toda la informacién relevante del problema
usando apropiadas técnicas de engrosamiento e interpolacién, la relacién entre éstas
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debera ser muy 6ptima. La interpolacion puede ayudar a que la reduccién del error
sea significativamente menos eficiente para algunas componentes muy especificas del
error. Esto puede causar que unos pocos autovalores de la matriz de iteraciéon AMG
estén considerablemente mucho mas cercanos a 1 que el resto de ellos. Por lo tan-
to, el factor de convergencia del AMG estara limitado por la lenta convergencia de
unas pocas componentes del error mientras que la mayoria de éstas son reducidas
muy rapidamente. Si se usa un método iterativo como acelerador estas frecuencias
particulares son reducidas muy eficientemente. Otra alternativa es prevenir tales
situaciones desarrollando interpoladores mas complejos, pero esto aumenta el costo

computacional.

Al ser usado un AMG como precondicionador, la fase de setup es realizada una
sola vez. De esta manera, el método iterativo aplicado al sistema precondicionado
debera usar ciclos multinivel para resolver el sistema (y = M~'2) en cada iteracién
del método iterativo. Usualmente, con uno o dos ciclos multinivel es suficiente en
cada iteracion del método iterativo seleccionado.

2.5 Problemas en los AMG

Todos estos métodos (AMG basados en interpolacién y AMG basados en agrega-
ci6n) han sido evaluados para la ecuacién de Poisson y para algunos otros problemas.
La mayoria de los métodos manipulan la discretizacién del problema para obtener
como resultado una M-matriz simétrica positiva definida débilmente diagonal do-
minante o una matriz simétrica positiva definida débilmente diagonal dominante o
una M-matriz no simétrica con diagonal dominancia débil. Esto es debido a que
la cosntruccién de los espacios gruesos se basa en caracterizar sobre el grafo de la
matriz como se aproximan los errores de baja frecuencia (errores suaves), y esto esta

bien estudiado para casos especificos, como los mencionados con anterioridad.

No esta claro que usando las discretizaciones clasicas se pueda obtener un buen
rendimiento de estos métodos. En general, ambas metodologias tienen rendimien-
to comparables, en aquellos casos que pueden ser aplicadas. En algunos casos, el
AMG basado en interpolacion es mas rapido y en otros casos, los AMG basados en
agregacién son mas rapidos. La mayor ventaja de los métodos de agregacién es que
necesitan mucho menos requerimientos de memoria que los métodos de interpola-
cién. Por otro lado, los métodos de agregaciéon requieren ser acelerados por algiun
método iterativo para mantener su eficiencia y robustez en muchas situaciones com-
plejas. Hasta el momento el uinico resultado con demostraciéon formal en cuanto a

convergencia lo han dado Ruge y Stuben [RS87].
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Nombre

Ty

Descripcion

C1

27.000

183.600

ecuacion 3D escalar de
conveccion-difusion
malla 30x30x30,
Cec=10°

C2

64.000

438.400

ecuacion 3D escalar
conveccion-difusion
malla 40x40x40,
Ce=10°

C3

125.000

860.000

ecuacion 3D escalar
conveccién-difusion
malla 50x50x50,
Cec =103

D1

21.200

1.488.768

Raefsky3 desde
coleccién Davis

D2

19.779

1.328.611

Raefsky4 desde
coleccién Davis

D3

16.146

1.015.156

Olafu desde
coleccién Davis

P1

11.783

1.587.323

Bearing desde
cédigo PERMAS

P2

25.906

786.380

Railway desde
cédigo PERMAS

P3

48.162

2.386.056

Methan desde
cédigo PERMAS

Tabla 2.1: Descripcién de los problemas de prueba.
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En principio estos métodos son presentados en la literatura como muy prome-

tedores, pero no estd claro que puedan ser usados como una caja negra que sea

independiente de los otros modulos de un paquete de simluaciéon. Por tal motivo,

nosotros a continuacién haremos un estudio del AMG propuesto en [RS87] para

varios problemas de test. Es importante mencionar que estos problemas estan dis-

cretizados de forma clésica.

Se desea resolver el sistema lineal no singular Az = f, donde A proviene de un

operador 3D escalar de conveccién-difusién, de la coleccién de Davis [Dav97] y del
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c6digo PERMAS [AJL*97]. El vector lado derecho, f, es generado de tal manera
que el vector solucién, x, tiene valores aleatorios en [0, 1]. De esta manera, se puede
medir el vector residuo y el vector error.

En la tabla 2.1 esta la descripcion de cada problema. En la primera columna se
encuentra el nombre del problema. En la segunda columna se encuentra el nimero
de filas de la matriz. En la tercera columna se encuentra la cantidad de elementos
no nulos de la matriz. En la cuarta columna se encuentra una breve descripcion del
problema.

Las matrices C1, C2 y C3 provienen de un operador 3D escalar eliptico discre-
tizado por diferencias finitas. Las matrices D1, D2 y D3 proviene de problemas de
dindmica de fluidos y su descretizacién es mediante elementos finitos. Las matrices
P1, P2 y P3 proviene de un paquete industrial para probelmas de mecéanica estructu-
ral y su discretizacion es mediante elementos finitos. Es importante mencionar que
las primeras 6 matrices son no simétricas y las matrices P1, P2 y P3 son simétricas
positivas definidas. Ademads, ninguna de las matrices de prueba son debilmente dia-

gonal dominantes.

Nombre | AMG

C1
C2
C3
D1
D2
D3 *

P1 >> 500
P2 >> 500
P3 >> 500

| K| K| ¥ *

Tabla 2.2: Convergencia del AMG.

En la tabla 2.2 se puede observar la convergencia del AMG usando un esquema
de V-ciclo con dos pasos de relajacién C'F' en cada nivel. Se construyé un engrosa-

miento con conexiones fuertes positivas y se uso una interpolacién estandar.

El criterio de parada para este esquema es ||7%||o/||f|lo < 107!2, donde 7* es el
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vector residuo en la k-ésima iteracion y f es el vector lado derecho. Se ha fijado el

espacio mas grueso en 1000 nodos.

log]Ir]|

10+

12+

-14

BEARING
RAILWAY
METHAN

100 200 300

V-ciclos

400

Figura 2.8: Convergencia del AMG.

500

Para los casos C1, C2, C3, D1, D2, D3 el AMG diverge debido a la no diagonal
dominancia de las matrices. Para los casos P1, P2 y P3 la convergencia es demasiado

lenta. Esto es debido a la mala disposicion de las dos descomposiciones del espacio

V", En estos casos, el trabajo de convergencia lo est4 haciendo solamente el método

relajador. En la figura 2.8 podemos observar las graficas de convergencia para los

casos P1, P2 y P3.

Estos resultados experimentales demuestran que estos métodos no pueden ser

usados como cajas negras en un paquete de simulaciéon, porque su implementacién

requiere usar discretizaciones especificas para cada problema con el fin de obtener

matrices con una diagonal dominancia significativa. Lo cual implicaria modificar

sustancialmente el software del paquete de simulacion.
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Capitulo 3

Sistema Complemento de Schur

En este capitulo se presenta una breve introduccién del Sistema Complemento de
Schur. Se describe como se obtiene el sistema de Schur. También, se presentan
algunas técnicas algebraicas para precondicionar dicho sistema.

3.1 Introduccion

Los métodos de descomposicion en dominios no son tnicamente un esquema de pa-
ralelizacién de grano grueso, sino que en muchas ocasiones también permiten reducir
la complejidad numérica de la resolucién del sistema lineal, incluso en cédigos se-
cuenciales. Esto se debe a que partiendo de la distribucion de datos que induce una
descomposicién en dominios es posible explotar caracteristicas numéricas que con
otras ordenaciones pasan desapercibidas.

El desarrollo de las técnicas de descomposicion en dominios va histéricamente
unida a la resoluciéon de EDPs. El primer trabajo conocido sobre descomposicién en
dominios data de 1870 y fue realizado por H. A. Schwarz. Derivado de este trabajo
se generd una familia de métodos conocidos como métodos de Schwarz o métodos
con solape. Dichos métodos descomponen la regién donde se define la EDP en un
conjunto de subdominios solapados. Por solape entendemos superposicién de ele-
mentos en el caso de elementos finitos, o de intervalos de discretizacion en el caso de
diferencias finitas. La formulacién original del método es la siguiente, partiendo de
una primera aproximacién a la solucién, se resuelve de forma alternativa el problema
original en cada subdominio, usando como condicién de contorno en la frontera que
esta en el interior de otros subdominios la aproximacién de la solucién en la iteracion

anterior en esos subdominios.

Existen diferentes mejoras del algoritmo original que generan dos familias de
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métodos conocidos como métodos aditivos de Schwarz [DW92] y métodos multipli-
cativos de Schwarz [DSW93]. Cuando estos métodos son usados como precondicio-
nadores en problemas tridimensionales simétricos definidos positivos, se demuestra
que k(M 'A) > C(£), donde H es el didmetro de los dominios, h es el didmetro de
los elementos y C' es una funcién dependiente tinicamente del solape entre dominios
[Drij93]. Para un andlisis detallado sobre los aspectos practicos de los métodos de
Schwarz ver [GS93al.

Estos métodos han sido usados principalmente en dindmica de fluidos dentro
de los llamados métodos multibloque [Ber89] [DJF90] [Ece88] [Ewidl] [GS93al. Sin
embargo, el interés en los métodos de Schwarz es cada vez menor, ya que se ha
demostrado que todo método con solape se puede formular de forma equivalente
como un método sin solape, y los métodos sin solape tienen la ventaja de no re-
plicar el trabajo que se hace en las zonas solapadas, [TC88] [BW89]. Ademis, los
métodos sin solape permiten un enfoque méas algebraico, que los hace més facilmente
generalizables a otros campos diferentes de la resolucién de EDPs.

] D2| D3 .
e 1| o | I
1 I I
(2 | o 1 |
[ T . k =
D, e 1o 1
I | 3
® 10
|
® 1 ©
1

Figura 3.1: Particién en 5 dominios.

Los métodos sin solape se basan en descomponer la regiéon donde se define la
EDP en un conjunto de subdominios no solapados. Esta descomposicion se realiza
mediante algin algoritmo de particién de grafos [SE87] [BB87] [PSL90] [DMM95].
En las aplicaciones de resoluciéon de EDPs la particién se aplica a la malla que
discretiza el dominio de resolucién, considerando a los elementos de dicha malla
unidades indivisibles. La particion se realiza de forma que se obtiene un conjunto
de subgrafos, llamados dominios, que no tienen ninguna conexion entre ellos. Los
dominios tienen unicamente conexiones con otro subgrafo llamado frontera. En la
figura 3.1, se muestra un ejemplo para 5 dominios. Luego, numerando primeramente
las incégnitas de los dominios y después las de la frontera, obtenemos un sistema
lineal, donde la matriz tiene una estructura de flecha a bloques como la siguiente:
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Figura 3.2: Estructura a bloques de la matriz.

Ay AP [
. SN T i1
U F .

AD AP Ay T5 by

En la figura 3.2 se puede observar las estructura a bloques de la matriz para el
ejemplo de 5 dominios. Este sistema puede ser reducido por eliminacién gaussiana
a bloques al sistema de complemento de Schur:

A AP [
. A -
AL A | | T .

B bB

donde, S = App — b AP AD AR v bp = b —TF AP AP 1HE).
El resto del capitulo esta organizado como sigue. En primer lugar, se describe
como queda expresado el sistemas reducido de Schur. Luego, se presentan algunas

técnicas algebraicas, las mas populares, para construir precondicionadores para dicho
sistema.
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3.2 Sistema de Schur

Para una manipulacién mas sencilla del sistema lineal (3.1) lo vamos a representar

Tr b[
MY

donde Aj; es una matriz diagonal a bloques. Como se explicé anteriormente este

de la siguiente manera:

AII AIB
ABI ABB

sistema lineal puede ser reducido a:

Srp = EB (3.4)
P
S = ABB - AB[AI_IIA[B = ABB - Z Agf)Az(f)_lAgf) (35)
k=1
5 P
bp = b — AprA; by =bg — 3 AW AL 1 (3.6)
k=1

Por lo tanto, para resolver el sistema (3.3) en primer lugar se resuelve el sistema
(3.4) para obtener =g, y finalmente se calcula x; en una sustitucién paralela hacia

atras:

or = AP (O — AP zp) (3.7)

Una primera opcién para resolver (3.4) es usar un método directo. Esto implica
calcular de forma explicita los coeficientes de S, lo que supone factorizar la matriz
Ajr y resolver tantos sistemas triangulares como incégnitas haya en la frontera. Se-
guidamente, se deberia factorizar la matriz S y resolver los sistemas triangulares
pertinentes. Claramente esto es muy costoso en operaciones, y un cuello de botella
secuencial en la fase de factorizacién de S [Cha87] [CR87]. Esta opcién tiene mu-
chas mas operaciones que calcular la factorizacién de A usando una ordenacién que

minimice el llenado.

Una segunda opcién para resolver (3.4) es usar un método iterativo. Dado que
en un método iterativo sélo se requiere la matriz de coeficientes para multiplicarla
por un vector, esta operacién puede hacerse usando la expresién (3.5), sin necesidad
de calcular explicitamente los coeficientes de S. De esta manera, la secuencia de
operaciones para calcular w = Sv, donde w y v son vectores se puede observar en
la figura 3.3.
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MATRIZ-VECTOR DE SCHUR
1.- CALCULAR p := A;pv
2.- RESOLVER Arrq =p
3.- CALCULAR w := Agpv — Apq

Figura 3.3: Algoritmo matriz-vector de schur.

El uso de la matriz de Schur presenta notables ventajas desde el punto de vista
numeérico en la resolucion del sistema lineal. Para EDPs bidimensionales elipticas
autoadjuntas definidas positivas se demuestra que el nimero de condicién de A es
O(h™2), y en el caso de problemas tridimensionales O(h~3), donde h es el didmetro
de los elementos. Sin embargo, en estos mismos problemas el niimero de condicion
de S es respectivamente O(H'h™") y , O(H 'h™%) donde H es el didmetro de los
dominios [CM94]. Por ejemplo, para problemas de electromagnetismo tridimensio-
nales H puede estar en el orden de las decenas de centimetros y h puede estar en
el orden las decimas de milimetros. Es decir, H = 107! y h = 10~*. Entonces, se
tiene que:

k(A) = 0(102)
k(S) = 0(10°)

Aunque la mejora del nimero de condicion es notable frente a la matriz completa,
puede no ser suficiente, y por lo tanto serd necesario algun tipo de precondicionador
para S. No es posible usar una factorizacién incompleta, ya que S no se calcula
de forma explicita. Una opcidén seria usar un precondicionador polinomial, que tan
s6lo requiere para su aplicacion la operacién matriz por vector. Sin embargo, tales
precondicionadores requieren tener una buena estimacion de los autovalores maximo
y minimo de la matriz para ser competitivos [AMO92]. Salvo en problemas muy
especificos donde esta estimacion puede hacerse de forma analitica, en la mayoria de
los casos s6lo pueden emplearse las cotas de Gerschgorin, resultando entonces que
el coste de la aplicacién del precondicionador supera el ahorro en iteraciones que
proporciona.

3.3 Precondicionamiento

Utilizando un precondicionamiento por la derecha, explicado en el capitulo §1, para
el sistema de Schur (3.4). El sistema precondicionado queda expresado como:

Sip = fp (3.8)
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donde,

S=8SM"1'y ig=Mzg. (3.9)

La matriz M es el precondicionador. Para realizar el producto matriz por vector,
w = Sw, en cada iteracién del método iterativo se deberd resolver un sistema lineal
con M y seguidamente multiplicar por la matriz S. Esto se puede ver en la figura 3.4.

MATRI1Z-VECTOR CON PRECONDICIONADOR
1.- RESOLVER Mu = v
2.- CALCULAR w := Su, USANDO EL ALGORITMO 3.3

Figura 3.4: Algoritmo matriz-vector de Schur con precondicionador.

Existen varias opciones para definir la matriz M. Estas opciones deberan basarse
en alguna interpretacién fisica que se pueda dar a la matriz S. Por ello, vamos en
primer lugar a relacionar la matriz S con el problema continuo. Para mayor claridad
en la exposicién haremos uso del siguiente ejemplo:

Lu= _V(a(gj’ y,z)v'u,) = f(,Z‘,y, Z) en () y u= 0 en 0f2 (310)

Supongamos para simplificar la notacién que sélo tenemos dos dominios. De-
notamos por €2; y €y los dos dominios en que ha sido descompuesta la region ).
Denotamos por I' la frontera entre 2; y {25. Asi mismo, denotamos por uy, us y ug
a la solucién u de (3.10) restringida a 4, Qs y I, respectivamente.

Integrando por partes la formulacién débil de (3.10) obtenemos que u, uy y ug
cumplen los siguientes problemas locales:

(Luy=f en
S up=0 en O \T (3.11)
U1 = Ug €n r

((Lus=f en
T ue=0 en 0N \T (3.12)

U9 = U €N r

\

y la condicién de continuidad de flujo a través de I':

iy - (@Vuy) = =iy - (@Vuy) en T (3.13)
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donde 71 y 7i» son respectivamente las normales a I' en Q; y €2,.

Sea g una condicién de contorno tipo Dirichlet arbitraria en I, y sean v; y vq las
soluciones de los siguientes problemas:

(Lvi=f en
{ vy=0 en 0 \T (3.14)
| v1=g en r

(Lv,=f en
{ v,=0 en 892 \ r (315)
| v2=g en r

Naturalmente, v; y v9 no cumpliran la condicién de continuidad de flujo a través
de T" (3.13), salvo si g = ug.

Definimos el operador T como:

T g — ’I'_L'l . (CkV’Ul) + ﬁg(&vvg) (316)

Es decir, T" mapea g en el salto de flujo a través de I'. Entonces upg satisface la
ecuacion:

Tup =0 (3.17)

El operador T se conoce como el operador de Steklov-Poincaré [Ago88] [QVI1].
Si L es un operador simétrico positivo definido se puede demostrar que 7" es también
un operador simétrico positivo definido respecto al producto interno L? en T.

La versién discreta de la ecuacién (3.17) se obtiene al reducir el sistema lineal que
discretiza (3.10) al sistema de complemento de Schur. Por lo tanto las propiedades
numéricas de S estan relacionadas con las del operador de Steklov-Poincaré. Casi
todos los precondicionadores propuestos para S en el contexto de la resolucién de
EDPs se basan en analizar las propiedades del operador T en los espacios de Sobolev
pertinentes [Dry82] [BW93] [EIm89]. La formulacién analitica de 7', o simplemente
el andlisis de sus propiedades (autovalores), s6lo es posible en algunos problemas,
esencialmente en problemas elipticos en dominios regulares. Por ello casi todos los
precondicionadores propuestos para S son de aplicacién practica muy limitada. Sin
embargo, un punto muy interesante de esta linea de trabajos es que clarifican la re-

lacién entre los algoritmos multinivel o multimalla y la descomposicién en dominios
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[AV89a|. Para una recopilacién de todo el conjunto de precondicionadores propues-
tos para S siguiendo este esquema de trabajo ver [STA88] [SIA89] [SIA90] [SIA91]
[STA92].

3.3.1 Precondicionador con Vectores Prueba

El primer intento de formular un precondicionador de caracter mas general para la
matriz de Schur fue realizado por T. Chan. La propuesta se baso en la observacion
experimental de que en muchos problemas, el operador diferencial que discretizado
generaria el sistema de Schur presenta un acoplo global débil y un acoplo local fuerte
[Cha89] [CK90]. Esto significa que el coeficiente s;; de la matriz de Schur es tanto
mas grande en magnitud cuanto més cercanos entre si estén los nodos i-ésimo y

j-ésimo.

Basado en esta observacién T. Chan propuso el precondicionador MSC(k). La
idea basica de este precondicionador es aproximar la matriz de Schur por una ma-
triz en banda donde el nimero de diagonales incluidas en la banda lo controla el
pardmetro k (k=0,1,2,...). En concreto se pretende calcular E} de forma que:

Eyv; =Sv; para i=1,...,L (3.18)

En problemas no simétricos L = 2k + 1 y en problemas simétricos L = k+ 1. Es
decir, forzamos que el producto del precondicionador por un conjunto de vectores
prueba sea idéntico al producto de la matriz S por el mismo conjunto de vectores
prueba. Por lo tanto, este precondicionador tan sélo requiere la operacién matriz
por vector para ser calculado. Los vectores prueba, para el caso no simétrico con 2
dominios, son:

Eo:vi=[1,1,1,1,..]' E;:v =][1,0,0,1,0,0,1,..]"
vy =1[0,1,0,0,1,0,0,.. ]t
vy =[0,0,1,0,0,1,0,.. ]

y en el caso simétrico con 2 dominios son:

Ey:vi=[1,1,1,1,..]'  Ey:v, =[1,0,1,0,1,0,1,.. ]
vy =10,1,0,1,0,1,0,.. ]

Para k = 0 el precondicionador MSC(k) aproxima la matriz de Schur por una
matriz diagonal cuyo elemento i-ésimo es la suma de la fila i-ésima de S. Para
k = 1 se tiene una matriz tridiagonal cuyo elemento e;; es la suma alternada en
columnas de los elementos de la fila i-ésima de S. Intuitivamente se observa que
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los vectores de prueba tratan de muestrear la matriz S y comprimirla pero respe-
tando la disposicion relativa de los nimeros més significativos. En problemas sobre
mallas estructuradas y con particiones regulares el precondicionador MSC(k) puede
llegar a captar los niimeros mds significativos de la matriz de Schur, ya que estos
estan dispuestos en forma regular. Desafortunadamente, en problemas genéricos de
elementos finitos usando mallas no estructuradas este precondicionador deja de ser
eficaz debido a que los elementos mas significativos de S se disponen de forma irre-
gular, y en consecuencia, los vectores prueba que deben ser usados acaban siendo la
base candnica, lo que es equivalente a calcular toda la matriz S.

Hoy en dia, a este método de obtener un precondicionador también es llamado
probing. En [Saa96] también hay una explicacién breve de esta técnica.

3.3.2 Precondicionador Agg

O. Axelsson [Axe94] ha abierto una linea puramente algebraica de andlisis de los
precondicionadores para S. Para lograr precondicionadores de S propone aproximar
la ecuacién (3.5) de la siguiente forma:

M = ABB - AB[D;IIA[B (319)

donde Dj; es una matriz diagonal a bloques con la misma estructura que Ay, pero
mas sencilla de invertir. Este precondicionador es de especial interés en aquellos pro-
blemas en los que es posible tomar D;; = 0, en cuyo caso nos queda M = Agpg. Esto
implica que de los dos términos que forman la matriz de Schur, Agg y ABIAI_IIAIB,
el primero sea dominante frente al segundo.

Notar que el primer termino, Agpg, representa la influencia entre nodos frontera
de forma directa (acoplo local), mientras que el segundo termino, Ap; A7} Arp, re-
presenta la influencia entre nodos de la frontera a través de nodos internos (acoplo
global). Es decir, la propuesta de precondicionar la matriz de Schur mediante la
matriz Agp es vélida en los mismos casos que lo es el precondicionador MSC(k),
con la ventaja de que ahora la malla puede ser irregular. Evidentemente, no todos
los operadores diferenciales presentan la propiedad de acoplo local fuerte y acoplo
global débil. Esta propiedad es tipica de los operadores que modelan fenémenos de
difusion, mientras que los operadores que modelan fenémenos de conveccién presen-
tan justamente la propiedad opuesta. Por lo tanto, este tipo de precondicionadores
se restringe al caso de EDPs con operadores diferenciales de difusion.

En [Axe94] se analiza el uso de la matriz Agp como precondicionador para
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problemas simétricos positivos definidos, en los que A define una norma, ||z|4 =

V< x, Ax >.

Dados los espacios vectoriales V; y V5 de dimensiones ny y no, definimos W =
Vi x Vi de dimension n = n; + ny. Particionando segin V; y V, la matriz A, que es
simétrica positiva definida, tenemos:

All A12

3.20
Ao Ag ( )

Definimos también los espacios Wi = {v = [v1,0]', v1 € Vi}, Wo = {v =
[0, vo]t, ve € Va}, de forma que Wy y Wy cumplen Wi N W, = [0, 0]*.

La desigualdad de Cauchy-Schawrz-Bunyakowski, que es una generalizacion de
la desigualdad de Schwarz, afirma que existe v < 1 dependiente tinicamente de la
elecciéon de Wy y W, tal que:

| < wy, Awy > | SW\/< wy, Awy > - < we, Awy > Yw, € Wiy Ywy € Wy (3.21)

Al valor minimo de 7 se le denomina coseno del dngulo entre Wy y Wy [Ip-
se95]. Para un andlisis detallado de la desigualdad Cauchy-Schawrz-Bunyakowski
ver [EV91]. De (3.20) y (3.21) tenemos que:

< wy, Awg > _
V<, Awy > - < wa, Awg >
< vy, A1ovg >
A1vg > - < U9, Agpung >

Y= SUpwlewl, woEWo

Sup’UlEVl v €V
’ \/< V1,

En [Axe94] se demuestra que si se usa como precondicionador de S la matriz
Apgp el nimero de condicién del sistema precondicionado es:

—1
k(AgzpS) < =2 (3.22)

Este estudio analitico no se puede extender a problemas no simétricos ya que
entonces A no define una norma, aunque el precondicionador sigue siendo aplicable

en sistemas no simétricos.

3.3.3 Precondicionador Inducido

Un precondicionador mds general es el llamado precondicionador inducido [Saa96].

Este precondicionador usa una aproximacién al término global A,(,l;)Agf )_1A§,’f) basada
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en una factorizacién ILU. Es decir, se obtiene una aproximacién de cada AEZ- ), en

paralelo, como:
AP =LYUY - RY (3.23)

Entonces, la aproximacién de la matriz de Schur S queda:

S = App — AP AR 4 (3.24)

De esta manera, con los paramétros adecuados de la factorizacién I LU se puede
obtener la matriz S de forma exacta. La matriz S es densa, lo que implica aplicar
alguna estrategia de diezmado para eliminar elementos no significativos de dicha
matriz. Sea T la matriz obtenida luego del diezmado,

T=S-FE. (3.25)

Por 1ltimo, se debe calcular una factorizaciéon ILU de T para ser usada como
precondicionador en el método iterativo seleccionado.

Esta técnica de construir un precondicionador tiene la desventaja de que la fac-
torizacién (3.23) puede ser muy densa para problemas en donde el acoplo global de

los nodos es fuerte. Ya que como minimo se puede hacer una I LU (0) que implicaria
(k)

tener en la factorizacién la misma cantidad de elementos de A;;” en las mismas

- (k)
posiciones que en A;;”.
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Capitulo 4

Precondicionador Algebraico

En este capitulo se presentan varios precondicionadores algebraicos paralelos para
el sistema complemento de Schur. El primer precondicionador propuesto, llamado
DFP, se basa en una factorizacién fuertemente diezmada. El segundo precondicio-
nador propuesto, llamado AMGP, se basa en técnicas multinivel algebraicas. Se usa
paralelismo de paso de mensaje y threads para explotar dos niveles de paralelismo.
Los precondicionadores son evaluados con una ecuaciéon de conveccién-difusion, con
un conjunto de casos industriales provenientes de un paquete de elementos finitos lla-
mado PERMAS [AJL"97] y un conjunto de problemas obtenidos desde la coleccién
de Davis [Dav97]. Se ha obtenido una aceleracion cuasi-lineal hasta 32 procesadores.

4.1 Introduccion

La resolucién de sistemas lineales es el nicleo computacional que mas tiempo con-
sume en una simulacién de elementos finitos, pero éste no es el médulo de software
mas grande (més costoso en cuanto a desarrollo de software). Debido a razones
economicas, el método de resolucién del sistema lineal debe ser tan independiente
como sea posible del esquema de discretizacion, del generador de malla y del siste-
ma CAD que envuelven la simulacién completa. Ademads, el método de resolucién
lineal debe ser tan robusto como sea posible. Hoy en dia, los métodos directos
(factorizaciones LU o Cholesky) son los principales métodos de resolucién de un
paquete comercial de elementos finitos. También, en algunos casos, los paquetes
comerciales ofrecen como alternativa métodos iterativos que usan precondicionado-
res basados en factorizaciones incompletas. Aunque, los métodos directos tienen
varias desventajas (llenado, cantidad de operaciones, bajo grado de paralelismo),
son seleccionados como el principal método de resolucién debido a su efectividad y
robustez para problemas de tamano moderado. Ademas, ellos son una perfecta caja

negra sin parametros de usuario.

81
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Para los métodos directos existe una estrecha relacién entre el llenado producido
por la factorizacién y el paralelismo, debido a la estructura de la matriz. Usualmen-
te, el factor dominante es la cantidad de llenado. Por tal razén, hay que seleccionar
un orden que minimice el llenado. La escalabilidad de un método directo no es
muy alta (O(10) procesadores), debido a los limites impuesto por el orden elegido.
Ademas, son requeridos médulos complejos de software (parallel scheduler) para ex-
plotar este paralelismo potencial [AJL197].

Deseamos desarrollar un método de resolucién lineal que sea competitivo con
los métodos que actualmente usan los paquetes comerciales, es decir, los métodos
directos. Nuestro método debera tener las siguientes propiedades:

e Pueda ser usado en un amplio rango de aplicaciones.
e El nimero de operaciones debera ser similar al de un método directo.
e Sea independiente de otras partes de la simulacién

e Este deberd tener pocos parametros de usuario, y estos parametros deberan

poderse sintonizar facilmente.

e El paralelismo deberd ser explotado facilmente, y la escalabilidad debera ser
al menos hasta O(100) procesadores.

El esquema propuesto se basa en la formulacién del complemento de Schur del
sistema lineal. Se construyen dos precondicionadores paralelos para la matriz com-
plemento de Schur. Estos precondicionadores sélo requieren informacion algebraica.
El primero, llamado DFP, usa una factorizacion fuertemente diezmada. El segundo,
llamado AMGP, usa técnicas de métodos multinivel algebraicas. Ademds, se ha
explotado dos niveles de paralelismo (procesos y threads) usando PVM [GBDJ93] y
openMP [Ope98]. Esto permite una mayor escalabilidad [LCO00], [LCO01a], [LC01b],
[LCra].

El resto del capitulo estd organizado como sigue. En primer lugar, se presen-
ta la formulacién del problema. Se describe la forma a bloques del sistema y los
componentes de la matriz de Schur. En segundo lugar, se proponen dos precon-
dicionadores algebraicos paralelos para este sistema. Finalmente, se presentan los
resultados experimentales para un conjunto de problemas de prueba.
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4.2 Formulacion del Problema

Se desea resolver el siguiente sistema lineal no singular de ecuaciones,

Az = f (4.1)

donde A es una matriz de gran dimension y dispersa, de orden N x N. Se asume
que un ordenamiento en descomposicion en dominios ha sido aplicado al grafo de la
matriz o a la malla original, de forma tal que son obtenidos P dominios no solapados.
Entonces, la estructura del sistema lineal es la siguiente:

Ag VAN
: : _ : 49
A e )

a0 Al gy )\ )\t

Con el fin de simplificar la notacion, el conjunto de bloques Agf ), Agf), A,(,f), §’“)
y fi(k) seran denotados por Ay, Arg, Apr, x1 y fr El sistema lineal (2) puede ser

reducido al sistema complemento de Schur,

S,’EB = fB (43)
donde,

S=App — ApiAflArs v fp=fs— AprAil fi
Cuando el sistema (4.3) es resuelto, el vector solucién z; se obtiene como:
o1 = Ap; (fr — Arpap)

Puede ser usado un método iterativo para resolver el sistema complemento de
Schur (4.3). De esta manera, sélo es necesario un método de resolucién lineal para

)

cada matriz AZ(-i cuando se requiera multiplicar la matriz S por un vector. Noso-

tros usamos un método directo (factorizaciéon LU o Cholesky) para las matrices Agf ),

Un ordenamiento basado en una descomposiciéon en dominios genera una manera
natural de introducir una paralelizacién de pasos de mensajes, creando un proceso
por dominio. Este ordenamiento produce una forma 6ptima de asignacion estatica
de datos en procesadores, es decir, esta asignacién resuelve el problema de secuen-
ciamiento dindmico (parallel scheduler). Sin embargo, un orden basado en una
descomposiciéon en dominios genera mas llenado que otras técnicas como minimun

degree o multilevel nested dissection. Por este motivo, los métodos directos nunca
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usan ordenamientos basados en una descomposiciéon en dominios, y ellos necesitan

un secuenciamiento dindmico para una paralelizacién de paso de mensaje.

En términos del nimero de operaciones, la formulaciéon de Schur puede ser com-
petitiva con respecto a un método directo sélo si el método iterativo converge muy
rapido. Debido a esto, es obligatorio tener un eficiente y robusto precondicionador
para la matriz de Schur.

4.3 Precondicionador Algebraico Paralelo

Nosotros usamos un precondicionador por la derecha del sistema de Schur. Entonces,
el sistema (4.3) se transforma en:

SM_lM.Q?B = fB (44)

La matriz M es el precondicionador. Para multiplicar SM~! por un vector, se
necesita resolver un sistema lineal con la matriz M, y luego, multiplicar el vector

solucién de ese sistema por la matriz S.

La matriz de Schur, S, estd formada por dos términos:

S = Crloca.l - Tglobal = ABB - ABIA;IIAIB (45)

El estado del arte de los precondicionadores para la matriz de Schur consiste en
técnicas de aproximar el término local y global de la expresién (4.5). El término lo-
cal, Tjcqr, permite capturar los acoplos fuertes que aparecen entre los nodos vecinos
de la malla. El término global, Ty, permite capturar los acoplos fuertes entre
nodos que no son vecinos directos en la malla.

En [Axe94] se propone usar sélo el término local como un precondicionador
algebraico para S, es decir, la matriz Agp o alguna aproximacion a ésta. Desafortu-
nadamente, esto no es suficiente para un amplio rango de aplicaciones. Por lo tanto,
es necesario alguna técnica algebraica para obtener una aproximacién del término

global.

En [Saa96] son presentadas varias aproximaciones algebraicas para el término
global como técnicas con vectores de prueba y precondicionadores inducidos, ya ex-
plicadas en el capitulo anterior.
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Otra posibilidad es usar una técnica de aproximacién dispersa de la inversa
(SPAI) [SC98] [BMT96] [GHI7]. De esta manera, se puede obtener una aproxima-
cién de A7/ A;p utilizando operaciones matriz por vector tinicamente. En [CS97] se
propone un precondicionador basado en SPAIL

Todas estas técnicas mencionadas son efectivas si existe un acoplo global débil.
La méas general de todas es usar un precondicionador inducido, pero la cantidad
de computo a realizar puede ser excesivo para problemas con acoplo global fuerte.
Ademads, desafortunadamente la gran mayoria de los problemas industriales presen-
tan un acoplo global fuerte. Por lo tanto, es necesario construir precondicionadores
que permitan capturar estos acoplos de forma efectiva.

Nuestro precondicionador M tiene la siguiente forma:

M = ABB — AB[AI_IIA[B. (46)

donde A;}! es una aproximacién de A;}. El término local Agg no es aproximado
7 I

porque no es significante el costo computacional asociado a este término. Nosotros

calculamos explicitamente la matriz M.

En general, la matriz M en (4.6) tiene una densidad alta, aunque la matriz A7}
sea una matriz muy dispersa. Deseamos que M tenga una densidad similar que la
matriz Agp para reducir el nimero de operaciones en el método de resolucién. Por
lo tanto, debemos usar algin criterio de diezmado que debe ser aplicado a la ma-
triz M. Ademads, como es necesario resolver sistemas lineales con M, entonces esta
matriz debe ser factorizada. Nosotros usamos una factorizaciéon incompleta, especifi-
camente usamos la LUt [Saa94b]. Los pardmetros de usuario de esta factorizacién
pueden ser sintonizados para obtener como minimo una ILU(0) y como maximo
los factores completos. En el Capitulo §1, se describe con detalle esta factorizacién
incompleta. Debido a todas estas aproximaciones, nuestro precondicionador tiene
tres fuentes independientes de error: la aproximacién A;}, la matriz diezmada y la
factorizacién incompleta de la matriz diezmada.

La matriz M es construida explicitamente usando una paralelismo de paso de
mensajes. Entonces, existe un proceso por cada dominio trabajando independien-
temente con las submatrices A,(,];), fll(f ) y Agf). Se requiere alguna comunicacion
entre procesos para construir M porque la matriz Agp también estd distribuida. El
k-ésimo proceso debe resolver con fiz(zk ) tantos sistemas lineales como columnas no
nulas de la matriz Ag,’f). La cantidad de columnas no nulas de la matriz Agf) es igual

a la longitud de la frontera del k-ésimo dominio. La figura 4.1 muestra los pasos del
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algoritmo paralelo para calcular la matriz M.

CALcuLo PARALELO DE M
Para cada dominio k: (procesos paralelos)
1.- Obtener /i,(f)_l
2.- Para cada columna no nula en Agf) j: (threads paralelos)
21.-M; = A,(,f) * flgf)_l * A,(,’;)j,
2.2.- Reduccién M; = Agp; — M;
2.3.- Diezmar M;

Figura 4.1: Algoritmo paralelo para calcular M.

Las soluciones de todos estos sistemas lineales pueden ser calculadas en paralelo.
Para explotar este segundo nivel de paralelismo nosotros usamos threads. Entonces,
dentro de cada proceso paralelo un conjunto de threads son creados para este calculo.
Es importante mencionar que no existen puntos de sincronizacion entre threads, que
reducen la aceleracion. La figura 4.2 se observa el esquema paralelo para 2 procesos
PVM y 3 threads openMP por proceso.

Thread 1 Thread 2 Thread 1 Thread 2

LN
LN

PVM 0 PVM 1
Thread 0 - Thread 0

Figura 4.2: Esquema Paralelo.

En general, esta aproximacién debe tener mds operaciones que la factorizacié LU
de la matriz completa usando un ordenamiento de llenado minimo. Sin embargo, la
cantidad de paralelismo y la reducciéon de operaciones debido a las aproximaciones
es lo suficientemente grande para obtener una reduccién significativa del tiempo de

ejecucion.
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Como se menciono con anterioridad, algin criterio de diezmado debe ser aplica-
do a la matriz M para tener un razonable niimero de operaciones en (4.6). Nosotros
usamos un doble criterio, el primer criterio se basa en un umbral numérico relativo
al maximo valor absoluto de los elementos de cada columna de la matriz M. Para
definir este umbral, es necesario un parametro de usuario llamado tol,;. Esta es-
trategia no garantiza que la cantidad de elementos resultante sea lo suficientemente
pequena. Por lo tanto, se usa un segundo criterio que establece: si el nimero de
elementos es mas grande que un numero maximo sélo los mas grandes seran selec-
cionados. La cantidad méaxima de elementos permitidos en la columna j-ésima de
M, llamado N Zmax, se obtiene como:

NZmaxz = MIN(fillp; * elementos no nulos j-ésima columna de Agg,n)

donde n es la dimensién de Agp y fillyr es un parametro definido por el usuario tal
que fillpr > 0. Si fillyr = 1.0, la matriz M tendrd como maximo tantos elementos
por columna que la matriz Agg. El mismo criterio puede ser aplicado a filas en vez

de columnas.

El punto clave de nuestro precondicionador algebraico es la aproximacién usada
para construir A;}. Nosotros hemos aproximado la matriz A7} usando tres técnicas.
La primera técnica, que llamaremos DFP (Dropped Factorization Preconditioner),
usa los factores diezmados de las matrices Aff ) y la segunda técnica, que llamaremos
AGMP (Algebraic MultiGrid Preconditioner), usa los espacios gruesos definidos por
un método multinivel algebraico.

4.3.1 DFP

Esta aproximacion usa los factores diezmados de las matrices Aﬁf ). Estos factores
son siempre calculados porque son necesarios para multiplicar la matriz de Schur
por un vector. Obviamente, si estos factores no son fuertemente diezmados el cos-
to computacional del precondicionador debera ser similar que calcular la matriz de
Schur explicitamente.

La estrategia de diezmado es aplicada a cada fila o columna de los factores, de tal
forma que mantiene s6lo un porcentaje pequeno de los elementos mas significativos.
Sin embargo, el nimero maximo de elementos no es uniforme para cada fila. Este es
proporcional a la cantidad de nuevos elementos (llenado) en la fila correspondiente.
Entonces, en las filas iniciales no se elimina cualquier elemento. En las filas finales
es en donde se eliminan la mayor parte de elementos.
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Figura 4.3: Diezmado de un factor. (a) Factor original. (b) Factor diezmado.

En la figura 4.3 se puede observar un ejemplo de la operacion de diezmado apli-
cada a un factor de un caso PERMAS [AJL197]. La figura 4.3.(a) muestra el factor

original, supongamos el factor LSZI ). En la figura 4.3.(b) se puede observar el fac-

tor diezmado LEFP. Las zonas negras indican que existe llenado. Notese que las
filas con pocos elementos, por ejemplos las filas iniciales, no se elimina cualquier
elemento, aunque estos sean numéricamente insignificantes. Nosotros establecemos
un nimero maximo de elementos para cada fila, si en una fila existen mas elementos

que ese maximo entonces los mas grandes son seleccionados.

Este niimero maximo de elementos por fila deberd ser definido directamente como
un parametro de usuario. Pero, de esta forma no es sencillo sintonizar éste para un
problema en especifico. Por tal motivo, nosotros calculamos el maximo niimero de
elementos por fila de la siguiente manera:

NZ

maximo elementos por fila = fillp * 5~

donde fillp es un parametro de usuario, NZ es el total de elementos no nulos en el
NZ

factor y N es el nimero de filas del factor. Entonces, = es la cantidad promedio
de elementos por fila y fillr es el porcentaje de esta cantidad promedio. De esta
manera, el rendimiento del algoritmo es menos sensitivo a variaciones pequenas
de fillg, y el rango de fillr estd claramente acotado. Nosotros encontramos que
valores razonables para fillrp estan entre 0.1 y 0.3. Es importante mencionar que el
paralelismo de threads puede ser usado también en este algoritmo de diezmado.

En la figura 4.4 se presenta el esquema paralelo usado para la construccién de

este precondicionador. La estrategia de diezmado es aplicada a cada fila de los fac-
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ALGoriTMO DFP
Para cada dominio k: (procesos paralelos)
1.- Para cada fila i (threads paralelos)
Diezmar la fila; de L{¥) usando filly
Diezmar la fila; de Ui(ik) usando fillp

Figura 4.4: Agoritmo paralelo para diezmar los factores.

tores Lgf ) y Ui(z-k) en paralelo usando directivas openMP.

Es importante mencionar que los factores resultantes después del diezmado tienen
menos elementos que una factorizacién ILU(0).

4.3.2 AMGP

En la actualidad existen varios métodos multinivel algebraicos (AMG). Los més po-
pulares son presentados en [Stu99] [VMB96]. El AMG maés general y robusto es el
propuesto por K.Stuben en [Stu99]. En el capitulo §2, se describen estos métodos
ampliamente. Como se observo en ese capitulo, la interaccién entre los operadores de
transferencia entre mallas y el método suavizador es la clave del buen rendimiento de
un AMG. Hasta ahora, sélo esta interaccion ha sido bien estudiada para M-matrices
simétricas con diagonal dominancia débil usando los métodos de Gauss-Seidel o Ja-
cobi como suavizadores. En [Stu99] se presentan algunos resultados experimentales
para matrices no simétricas, pero siempre con diagonal dominancia débil.

Para construir nuestro precondicionador AMGP, nosotros usamos los espacios
gruesos definidos por un método AMG. Para cada matriz Afzk ) nosotros construimos
un conjunto de espacios anidados definidos por un método AMG. Entonces, la matriz
Agf ) es proyectada hacia el espacio mas grueso. Para aproximar z = Aff )_ly, se
proyecta y hacia el espacio mas grueso para resolver un sistema lineal con la matriz
mas gruesa. Luego, se proyecta hacia el espacio mas fino el vector solucion, es decir:

v=1Ip 1---LA7'Ry 1--- Ry

donde L es el nimero de niveles definidos por un método AMG, A, es la matriz
mas gruesa: A, = R;_ ---RlAEf)Il---IL_l, y R;, Ij con j =1,---,L —1 son los
operadores de diezmado e interpolacién en el j-ésimo nivel del AMG. La matriz mas
gruesa A. es factorizada para resolver el sistema lineal en el espacio mds grueso.
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Aii » Yii Uji

(LU = y°

Figura 4.5: Esquema de cuatro niveles para cada dominio.

Estos factores son llamados L¢ y U°.

En la figura 4.5 se puede observar un esquema de cuatro niveles para cada do-
minio. En el nivel més fino estan la matriz A;; y el lado derecho y;. Cada punto
negro en el esquema es un paso de diezmado, R, e interpolacién, I. En el nivel més
grueso se resuelve un sistema triangular con las matrices L¢ y U¢, como se mencio-
na anteriormente. Luego, mediante los operadores de interpolaciéon se proyecta el
vector soluciéon grueso, u€, hacia el espacio mds fino para obtener el vector u;;, que

es una aproximacion al vector solucion del sistema A;;x; = vy

Los métodos AMG completos pueden ser usados para construir una aproxima-
K

i

inaceptables para los problemas tratados en esta tesis. Ademads, para varios de los

cién de las matrices A 1, pero esta aproximacion tiene un niimero de operaciones
problemas evaluados en este trabajo el AMG falla en convergencia en ambos proble-
mas: en un simple dominio y en el problema completo. Esta falla de convergencia es
debido a que la interaccién entre el método suavizador y el operador de correccion
grueso es deficiente. Sin embargo, los espacios gruesos pueden ser usados como una
buena aproximacién del problema original.

En la figura 4.6 se presenta el esquema paralelo usado para construir este pre-
condicionador. En el paso 1 de este algoritmo, se realiza una fase inicializacién. En
esta fase se construyen los niveles gruesos y los operadores de transferencia, como
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se explico en el capitulo §2.

ALGOrRITMO AMGP
Para cada dominio k: (procesos paralelos)
1.- Fase de inicializacién del método AMG
2.- Para cada nodo j en el espacio més grueso (threads paralelos)
col; AS, = R°--- R'AuI*---col; I°
3.- Factorizar A§

Figura 4.6: Algoritmo paralelo del AMGP.

El tiempo que consume la construccién del conjunto de espacios anidados (R;, I;)
puede ser significativo comparado con el tiempo requerido para construir y factorizar
la matriz A°. Para un método AMG la anterior observacion es critica para construir
el conjunto de espacios gruesos que interactuan perfectamente con el operador de
suavizado. Debido a esto, estrategias muy complejas han sido desarrolladas para
la fase de inicializacién. Sin embargo, nosotros no necesitamos estas estrategias
complejas para mantener una razonable aproximacién del espacio original porque
no usamos ningun operador de suavizado. Nosotros usamos una fase de inicializa-
cién propuesta por Kickinger [Kic97]. En esta fase, la estrategia de engrosamiento
es agresiva y sencilla. Aunque este método no es tan robusto como el propuesto
por Stuben [Stu99], este construye unos espacios gruesos lo suficiente buenos para
nuestros casos de prueba. Esta estrategia de engrosamiento ha sido descrita en el
Capitulo §2.

Método de Proyeccion basado en Wavelet

Otro posible método basado en proyecciones algebraicas de matrices hacia un con-
junto de subespacios gruesos es la transforma wavelet 2D [PTVF94]. La transforma
wavelet es un método de multiresolucion en que descompone una funcién en diferen-
tes escalas. Usualmente, esta técnica es usada en areas de procesamiento de senales
sismicas e imagenes.

Nosotros podemos usar este método para proyectar las matrices Agf ) hacia un
espacio lo suficientemente grueso, como en el AMGP.

La transformada wavelet 2D de una matriz A es:
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A B

WAW" =
Cr D

(4.7)

donde W es una matriz ortogonal definida por un nivel de transformada wavelet.
De esta manera, la expresion (4.7) es la representacién de la matriz A en una base
wavelet. Existen diferentes bases, las més populares son las de Daubichies [PTVF94].
El bloque A; de la expresién (4.7) es una compresién de la matriz A en un nivel
de escala mas pequeno. El algoritmo de transformacion es realmente eficiente si la
dimension de A es potencia de 2. El método se puede aplicar recursivamente al
bloque A; para obtener varios niveles de escala de la matriz A. La matriz A; tiene
exactamente la mitad de la dimension de la matriz A. En la figura 4.7, se puede
observar como es la estructura de la matriz A después de haber aplicado 3 niveles
de transforma wavelet no estandar (NS-forma) [BCR91]. En este caso, la dimensié
de Az es Dim(A) * 27!, donde [ = 3.

Az| B3 B,
C D
3| D3 B,
G D,
Cy Dy

Figura 4.7: Tres niveles de transformada wavelet de la matriz A.

Este método no es atractivo para resolver sistemas lineales dispersos, ya que la
transformada wavelet de una matriz dispersa es mucho mas densa que dicha ma-
triz. Aunque una gran cantidad de elementos de la matriz transformada no son
numéricamente significativos. Sin embargo, para resolver sistemas lineales densos
esta metodologia ha motivado algin interés. Por ejemplo, En [GBD98] los autores
usan la representacién NS-forma para proponer un método directo para sistemas en
donde la matriz asociada es densa.
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Nosotros exploramos la posibilidad de construir un precondicionador basado en
este método. La idea fue construir un sélo nivel de escala de la matriz Aff ) apli-
candole la transformada wavelet 2D. De esta manera, se utilizé el bloque Agk) como
una aproximacion de la matriz Agf ), Desafortunadamente, esta aproximacién no
logré capturar los acoplos globales del problema de forma eficiente, y por lo tanto
su aplicabilidad no fue competitiva para nuestros problemas de prueba.

Para més detalle acerca de la transformada wavelet 2D revisar [PTVF94].

4.3.3 Algoritmo Paralelo Propuesto

En esta seccion vamos a describir con detalles todos los pasos del algoritmo paralelo
de nuestro método de resolucion.

Supongamos que la matriz A ya estd ordenada usando una descomposicién en
dominios. Ademads, supongamos que cada procesador tiene almacenado los bloques
Af,’“ ), Ag,’f), A,(,f) y A,(,'Z), donde £k = 1,---, P. El valor P representa el nimero total

de procesadores.

Se desea resolver el sistema reducido de Schur:

donde S = SM ™', ig = Mzp y fz = fs — AprA;} fr. La matriz M ' la obtene-
mos usando cualquiera de los precondicionadores propuestos. Nosotros usamos el
GMRES(m) como método iterativo. La figura 4.8 se presenta el algoritmo paralelo
de nuestro método de resolucion.

Nosotros queremos ver que comuicacién entre procesos requiere el algoritmo pa-
ralelo. Para ello, hemos dividido el algoritmo en 6 pasos.

El primer paso es calcular la factorizacion en paralelo de cada bloque A;;. Este

paso no requiere ningun tripo de comunicacién entre procesos.

El segundo paso es diezmar los factores originales de cada matriz A; para el
DFP usando el algoritmo de la figura 4.4 6 construir los espacios gruesos para el
AMGP usando el algoritmo de la figura 4.6. Este cdlculo es completamente paralelo
y no requiere ningun tipo de comunicacién entre procesos.

El tercer paso del algoritmo es calcular la matriz M usando el algoritmo de la
figura 4.1. En este paso es necesario la comunicacién entre vecinos. La matriz M
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DO k=1,P
1)  Calcular: Agf) = LE?U;’“)
C ... Calculo del Precondicionador

2) IF (DFP) THEN
Diezmar Lgc), Ui(!c)
ELSE IF (AMGP)
Calcular A®, R® )
ENDIF
3) Calcular M
4) Calcular la ILUt de M
c ... Método Iterativo
Elegir zy; calcular ry = fB — S’xo
5) WHILE (no convergencia)
DO j=1,m—1

DO =1,
h,ij =< S”wj,wi >
ENDDO

Wi = Sw; — Y1 hijw;
hjsig = w4l
Wis1 = Wjt1/hj1,
Calular la rotaci6én de Givens
Actualizar ¢g y la matriz R
IF (convergencia) GOTO 10
ENDDO
10 Calcular vy, = R g
Calcular T =x9+ Wy
END WHILE
Calcular: zp=M 12y

¢ ... (Obtener z;
6) Resolver: (L,(f)Ui(,-k))fU,(-k) = fi(k) - Agf)xB
ENDDO

Figura 4.8: Algoritmo paralelo del método.

queda distribuida en bloques de columnas.

El cuarto paso es calcular la factorizacién incompleta de M para usar ésta como
precondicionador. Antes de calcular la factorizacién incompleta de M, es necesa-
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rio redistribuir M de forma entrelazada. El tamafio del entrelazado depende de la
relacién calculo-comunicacion de la maquina usada. En el calculo de la ILUt de
M se necesitan comunicaciones globales. Los factores resultantes L y U quedan
distribuidos de forma entrelazada.

El quinto paso es aplicar el método iterativo precondicionado para obtener una
solucion aproximada xp. En este paso, se necesitan comunicaciones globales al
resolver los sistemas triangulares en cada paso del método iterativo. Ademas, se
requieren comunicaciones entre vecinos al multiplicar S por un vector, en el caso de

frontera simple. También, los productos escalar requieren una comunicacién global.

El sexto paso es resolver en paralelo k sistemas lineales para obtener la solucién
aproximada z;. Este paso es completamente paralelo y por lo tanto no requiere

ningun tipo de comunicacién entre procesos.

Una observacién importante es que el calculo de la ILUt y la resolucién de
sistemas triangulares representan un cuello de botella para nuestra implementacién.
Sin embargo, aunque esto reduce el paralelismo, el computo y la comunicacién que
esto requiere es poco en comparaciéon con las otras partes del algoritmo. Por lo
tanto, el paralelismo masivo de las otras partes del algoritmo es muy superior que
este paralelismo reducido.

4.4 Resultados Numeéricos

Se desea resolver el sistema lineal no singular Az = f, donde A proviene de un
operador 3D escalar de conveccién-difusién, de la coleccién de Davis [Dav97] y del
c6digo PERMAS [AJL*97]. El vector lado derecho, f, es generado de tal manera
que el vector solucién, z, tiene valores aleatorios en [0, 1]. De esta manera, se puede
medir el vector residuo y el vector error. Todos los cédlculos son hechos en un super-
computador SGI Origin2000.

El criterio de parada para el método iterativo es ||7%||o/||f||l2 < 10712, donde r*
es el vector residuo en la k-ésima iteracion y f es el vector lado derecho. Hemos
usado el paquete METIS [KK95] para el ordenamiento y particién del grafo de la

matriz original.

La tabla 4.1 muestra la descripcion de los problemas de prueba. En la primera
columna se encuentra el nombre de los problemas. En la segunda columna, n es la

dimensién de las matrices. En la tercera columna, n, es el nimero de elementos
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no nulos de las matrices. En la cuarta columna, se observa la procedencia de los
problemas.

Nombre n n, Descripcion

C1 27.000 183.600 | ecuacion 3D escalar de
conveccion-difusion
malla 30x30x30,
Cec =103
C2 64.000 438.400 | ecuacion 3D escalar
conveccién-difusion
malla 40x40x40,
Ce=10°
C3 125.000 860.000 | ecuacién 3D escalar
conveccion-difusion
malla 50x50x50,
Ce =103
D1 21.200 | 1.488.768 Raefsky3 desde
coleccion Davis
D2 19.779 | 1.328.611 Raefsky4 desde
coleccion Davis

D3 16.146 | 1.015.156 Olafu desde
coleccion Davis
P1 11.783 | 1.587.323 Bearing desde
cédigo PERMAS
P2 25.906 | 786.380 Railway desde
cédigo PERMAS
P3 48.162 | 2.386.056 Methan desde

cédigo PERMAS

Tabla 4.1: Descripcién de los problemas de prueba.

El operador para la ecuacién 3D escalar de conveccién-difusién es: L(u) =
V(aVu) + fVu, donde el coeficiente de conveccién Ce = % mide la influencia
de la conveccién. Nosotros usamos C'c = 10%. Las constantes a y 3 son isotrépicas.
El dominio computacional es un cubo. La discretizacion es hecha usando diferencias
finitas con un 7-stencil. Para esta valor de Cc las matrices obtenidas son fuertemen-

te no simétricas. Las matrices obtenidas desde la coleccién de Davis también son
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no simétricas. La matriz D1 proviene de un problema de interaccién de estructuras
de fluidos turbulentos. Las matrices D2 y D3 provienen de problemas de analisis
estructural. Las matrices obtenidas desde el cédigo de PERMAS son simétricas po-
sitivo definidas. Estas provienen de problemas de mecanica estructural. Todas las
matrices de prueba no son débilmente diagonal dominantes.

Es importante mencionar que se ha intentado resolver este conjunto de problemas
utilizando otros métodos. Especificamente,

1. Dos diferentes métodos AMG [Stu99] [VMB96] usados como métodos de reso-

lucién lineales.

2. GMRES [SS86] con diferente pardmetro de re-inicializacién usando la ILUt
[Saa94b] como precondicionador de la matriz completa.

3. GMRES con diferente parametro de re-inicializacién usando varios precondi-
cionadores SPAI [GH97] [BMT96] [SC98| para la mariz completa.

4. Sistema de Schur. Usando el GMRES con diferente parametro de re-inicializacién
precondicionado con la ILUt [Saa94b] de la Agp.

Los métodos AMG fallan en convergencia para C1, C2, C3, D1, D2 y D3. Para
P1, P2 y P3 su convergencia es demasiado lenta. Entonces, la cantidad de traba-
jo computacional es muy alta. El precondicionador /LUt de la matriz completa
trabaja bien en todos los casos, pero la cantidad de llenado que el precondiciona-
dor requiere es practicamente el mismo que en la factorizacion completa. Con los
precondicionadores SPAI siempre es posible llegar a la convergencia, pero en la ma-
yoria de estos problemas de prueba la matriz que se calcula es la inversa completa.
Tampoco se tuvo éxito utilizando sélo el termino local para aproximar la matriz de
Schur, es decir, un precondicionador I LUt de la matriz Agp. Este precondicionador
requiere una cantidad de llenado muy grande si se desea una convergencia rapida
del método iterativo. En general, ninguno de estos métodos son competitivos con
respecto a los métodos directos para el conjunto de problemas usado en este trabajo.

Nosotros queremos ver que tan eficiente es el método de descomposicion en do-
minios. Para ello podemos observar la tabla 4.2. En esta tabla se observa la descom-
posicién en dominios de cada problema de prueba. El nimero de dominios se denota
como P. Para A;;, n y n, representan valores promedios de dimensién y elementos
no nulos, respectivamente. La desviacion de este valor promedio es muy pequena.
Para cada problema el numero de dominios es calculado tal que el nimero de nodos
internos este entre 2.000 y 5.000 nodos. En la figura 4.9 hay una escala porcentual
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de la tabla 4.2. Se puede observar el porcentaje de nodos internos y frontera gene-
rados por el método de descomposicign en dominios. El eje horizontal representa el
nombre de los problemas y el eje vertical representa una escala porcentual. Se puede
ver que el 80% de los nodos son nodos internos y sélo aproximadamente el 20% son
nodos frontera. Sin embrago, METIS genera una frontera doble. Si se generara una
frontera simple la cantidad de nodos fronteras se reduciria a la mitad. Ademas, en
la figura 4.10 se muestra la eficiencia del método de descomposicién en dominios en
términos del porcentaje de elementos no nulos de los bloques A;;, A;g, Agr v Ags,
generados por la descomposicién. Se puede observar que también en este caso el
método de descomposicién es eficiente.

Nombre | P nAEf) n, AV [ n Agp | n, Apg

1)

C1 8| 2.750 | 18.002 | 4.996 | 28.972
C2 16 | 3.098 | 20.265 | 14.424 | 84.742
C3 32| 2.923 | 19.092 | 31.452 | 185.964

D1 4| 4.788 | 324.657 | 2.048 | 100.292
D2 41 4.270 | 268.142 | 2.696 | 130.466
D3 41 3.643 | 219.522 | 1.572 | 74.414
P1 41 2.365 | 271.628 | 2.322 | 226.750
P2 8| 2.880 | 83.079 | 2.861 | 48.987

P3 16 | 2.354 | 104.730 | 10.494 | 345.188

Tabla 4.2: Descomposicion en dominios para cada problema.

Es importante comparar la cantidad de elementos no nulos generados por un
método directo aplicado a la matriz A usando orden de llenado minimo (multilevel
nested dissection) y un método directo aplicado a la matriz A usando un orden ba-
sado en una descomposicion en dominios.

En la tabla 4.3 se observa la cantidad de elementos no nulos de la factorizacion
completa de A usando un orden de llenado minimo (multilevel nested dissection) y
un orden basado en una descomposicién en dominios. Se presentan sélo el niimero
de elementos no nulos del factor L. Todas las matrices tienen estructura simétrica.
Se observa que la principal parte del llenado adicional en el orden basado en descom-
posicion en dominios esta en las matrices Lgg v Lgr. En la quinta columna de esta
tabla se puede observar la diferencia entre los elementos no nulos de la matriz L;; y
la matriz completa L usando un orden de llenado minimo. Esta cantidad nos da una
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Figura 4.9: Eficiencia de la descomposicién en cuanto a nodos.
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Figura 4.10: Eficiencia de la descomposicion en cuanto a no nulos.

cota del niimero de operaciones que nosotros podemos gastar en el precondicionador
y en el método iterativo para que nuestro método de resolucién sea competitivo con
respecto a un método directo. Esto es una cota pesimista porque la factorizacion
de Ajr puede ser hecha en paralelo sin ningiin tipo de comunicacion entre procesos.
Entonces el costo computacional es proporcional a los elementos no nulos del factor
Lz(f ). Enla figura 4.11 se muestra la anterior comparacién en términos de porcenta-
je. El eje horizontal de la figura representa los problemas de prueba y el eje vertical
una escala porcentual. El 100% representa al método directo usando una estrategia
de minimo llenado. Se puede ver que aplicar un método directo usando un orden
basado en una descomposicion en dominios nos es competivo en frente de un método
directo usando un orden de llenado minimo. Sin embargo, el porcentaje de no nulos
del factor L;; es menor que el porcentaje de no nulo del factor L,,;,r;. En la figura



100

CAPITULO 4. PRECONDICIONADOR ALGEBRAICO

4.12 se puede observar esto con mas detalle.

Nombre Ny Linra n, Lp.p. N, Lz(f ) Nz Lpinra
—nz Ly
C1 3.244.154 | 10.870.755 | 135.032 2.163.898
C2 13.844.258 | 49.973.542 | 153.433 | 11.389.330
C3 37.855.331 | >3 Gbytes | 137.489 | 33.455.683
D1 4.245.672 | 5.429.814 | 635.974 1.701.776
D2 5.549.729 | 7.214.817 | 765.702 2.486.921
D3 2.746.996 | 3.256.444 | 422.310 1.057.756
P1 3.930.937 | 5.719.192 | 426.623 2.224.445
P2 3.257.124 | 4.863.817 | 196.419 1.685.772
P3 16.230.251 | 32.179.292 | 313.120 | 11.220.331
Tabla 4.3: Cantidad promedio de los elementos no nulos.
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Figura 4.11: Llenado minimo vs DD.

La tabla 4.4 muestra el nimero de iteraciones hasta la convergencia del GM-

RES(50) aplicado al sistema de Schur, usando los precondicionadores DFP y AMGP.
En ambos casos, fillyy = 1.5, y tolyr = 107%. La factorizacién ILUt de M usa

filILU = 10, tOl[LU =10"3.
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Figura 4.12: Llenado minimo vs Lj;.

El precondicionador DFP usa fillr entre 0.1 y 0.3. En el AMGP, se ha fijado la
dimensién del espacio méas grueso menor o igual a 10? nodos. Para los problemas C1,
C2 y C3 los espacios mas gruesos se alcanza construyendo 3 niveles. Para el resto
de los problemas estos espacios se alcanza construyen sélo 2 niveles. Para todos los
problemas de PERMAS, se obtiene una mejora en convergencia del GMRES si el
AMGP usa un esquema de V-ciclo completo con 2 pasos Gauss-Seidel como método
suavizador. Pero, entonces el niimero total de operaciones es inaceptable.

Aunque nuestro método de resolucién tiene varios parametros de usuario, el
método no es muy sensitivo a variaciones en los parametros fillys, tolys, filipu v
tol;py. Estos parametros pueden ser ajustados para un amplio rango de problemas
de forma sencilla. Los pardmetros criticos son fillp para el DFP, la dimensién del
espacio mas grueso para el AMGP y el nimero de niveles para la transformada
wavelet. Estos parametros necesitan ser sintonizados en cada problema. Para el
AMGP, no es sencillo conocer el niimero de niveles éptimo, ya que esto depende
esencialmente de la dimensién de problema. El DFP puede ser sintonizado con me-
nos esfuerzo.

En tabla 4.5 se presenta la cantidad de no nulos de las distintas aproximaciones

para Aj;. La primera columna representa la cantidad promedio de los elementos

no nulos de los factores Lgf ) de las matrices Az(f ). La segunda columna representa

la cantidad promedio de los elementos no nulos de los factores diezmados L% del

DFP. La tercera columna representa la cantidad promedio de los elementos no nu-
los de los factores gruesos, LS, usados para construir el precondicionador AMGP.

También, se muestran las medidas de complejidad de malla, Cg, y algebraica, C4,
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Nombre | DFP | AMGP
C1 22 148
C2 24 95
C3 23 72
D1 44 148
D2 20 280
D3 83 195
P1 42 134
P2 78 330
P3 33 250

Tabla 4.4: Iteraciones GMRES para los diferentes problemas.

para el AMGP. Estas medidas de complejidad son definidas como: Cg = 3; :—Jl y
Ca=7%; Z—Z, donde n; y nz; denotan el nimero de variables y el nimero de no nulos
sobre el nivel j, respectivamente. Aunque el verdadero requerimiento de memoria,
para un AMG no estd completamente reflejado en estas cantidades, se necesita es-
pacio de trabajo extra, estas cantidades estan muy cercanas a la realidad.

Nombre n, n, n, | Cgqg Cy
Ly | LT L
C1 135.032 | 35.237 | 7.428 | 1,46 | 2,25
C2 153.433 | 33.434 | 8.613| 1,52 | 2,33
C3 137.489 | 31.736 | 7.418 | 1,50 | 2,30
D1 635.974 | 110.706 | 1.972 | 1,02 | 1,003
D2 765.702 | 96.647 | 4.989 | 1,04 | 1,011
D3 422.310 | 85.774 | 2.222 | 1,03 | 1,007
P1 426.623 | 56.825 | 2.305 | 1,03 | 1,008
P2 196.419 | 49.154 | 21.569 | 1,11 | 1,077
P3 313.120 | 51.986 | 8.556 | 1,08 | 1,071

Tabla 4.5: Promedio de no nulos para los factores y operadores de complejidad.

Se puede observar que el algoritmo DFP elimina entre de 75% y 90% de los
elementos originales de los factores L;;. Lo que implica una reduccién significativa
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de operaciones para construir M. Los factores gruesos generados por el AMGP
tienen menos elementos que los factores DFP. Por lo tanto, el numero de operacio-
nes requeridas para construir M es menor que en el DFP. Ademas, las medidas de
complejidad Cg v C4 indican que la estrategia de engrosamiento es éptima para
la mayoria de los casos, ya que lo ideal es que estas medidas estén muy cercanas
a 1. Entonces, los requerimientos de memoria son minimos para estos casos. Sin
embargo, observando la tabla 4.4 podemos ver que existe una significativa diferencia
en el nimero de iteraciones entre el DFP y el AMGP.

En la figura 4.13 se puede observar una representacion porcentual de la tabla
4.5. El eje horizontal representa los problemas de prueba y el eje vertical representa
una escala porcentual. El 100% representa la cantidad de elementos no nulos del
factor Lj;, después de usar una estrategia de llenado minimo. Se puede observar
con mayor claridad la reduccion significativa de operaciones de nuestras propuestas.
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Figura 4.13: Aproximaciones para Ajj.

Es muy importante que nuestra aproximacién M tenga una cantidad similar de
elementos no nulos con respecto de Agg. En la tabla 4.6 se muestra la densidad de
la matrices Agg, Mprp ¥ Mayap. Se puede observar que el nimero de no nulos
de las matrices Mprp v Mayep es similar al nimero de elementos no nulos de la
matriz Agg. En la figura 4.14 se puede observar una representacién en grafica de
barra de esta tabla.

Nuestro método de resolucion tiene que ser competitivo en frente de los métodos
usados en los paquetes comerciales, como hemos dicho estos métodos son los métodos
directos. En la tabla 4.7 se observa el ntiimero total de operaciones en Mflops que
requiere nuestro método de resolucion iterativo ejecutandose de forma secuencial,
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Nombre | Agp | Mprp | Mamcr
C1 0,12 0,20 0,17
C2 0,04 0,07 0,06
C3 0,02 | 0,03 0,03
D1 2.39 | 2,30 1,49
D2 179 | 220 2,61
D3 3,01 3,82 4,38
P1 421 | 258 6,29
P2 0,60 0,70 0,87
P3 0,31 0,57 0,46

Tabla 4.6: Densidad (%) de ABB; MDFP y MAMGP-

16.29

4,21
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|HABB B M (DFP) CIM (AMGP) |

Figura 4.14: Densidad de M.

es decir, sin solapamiento de operaciones. En la columna 2, se presenta el niimero
total de operaciones de las factorizaciones Agf ). En la columna 3 y 4, se presenta
el nimero total de operaciones para obtener la matriz M. Esta matriz se obtiene
usando las aproximaciones propuestas. En la columna 5, se presenta el nimero de
operaciones para la factorizacién incompleta de la matriz M. Por tultimo, en la co-
lumna 6, se presenta el nimero total de operaciones para una iteracién del GMRES.

En la tabla 4.8 se muestra el nimero total de operaciones (Mflpos) de un método
directo (LU o Cholesky dependiendo del caso) y de nuestro método de resolucién
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Nombre | Fact. A% M ILU(M) | GMRES
MDFP MAMGP
C1 259,45 | 520,80 | 461,40 0,98 4,80
C2 586,72 | 1.779,55 | 1.582,70 286 | 11,24
C3 990,30 | 3.997,20 | 3.683,35 6,48 | 207,75
D1 893,74 | 1.429.90 | 178,70 597 11,46
D2 1.537,80 | 2.317,50 | 344,25 | 1124 14,44
D3 526,30 | 822,20 | 125,54 6,83 8,06
P1 406,10 | 1.415,65 | 383,56 | 35,42 9,83
P2 182,70 | 622,40 | 518,52 2,58 7,28
P3 924,78 | 4.401,60 | 1.578,87 | 26,20 | 24,70

Tabla 4.7: Nimero total de operaciones secuenciales.

105

iterativo, sin solapamiento de operaciones, usando las aproximaciones DFP y AMGP

para alcanzar la convergencia observada en la tabla 4.4. Se puede observar que para

C1, C2 y C3 nuestro método de resolucién tiene una reduccién significativa de ope-

raciones. Para D1, D2, D3, P1, P2 y P3 nuestro método de resolucion tiene similar

numero de operaciones que el método directo. Entonces, si nosotros explotamos el

paralelismo natural de nuestro método de resolucién, se puede obtener una signifi-

cante reduccion del tiempo de ejecucion.

Tabla 4.8: Nimero total de operaciones (Mflops) para convergencia.

Nombre Directo Solver

DFP AMGP
C1 3.064,92 886,83 | 1.432,23
C2 30.150,25 | 2.638,89 | 3.240,08
C3 131.600,45 | 9.772,23 | 19.638,13
D1 2.637,42 | 2.833.85 | 2.274.49
D2 4.785.16 | 4.155,34 | 5.936,49
D3 1.496,96 | 2.024,31 | 2.230,37
P1 1.783,73 | 2.270,03 | 2.142,30
P2 854,88 | 1.375,52 | 3.106,20
P3 9.745,82 | 6.167,68 | 8.704,85
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En la figura 4.15 se puede observar una representacion porcentual de la tabla 4.8.
El eje horizontal representa los problemas de test y el eje vertical representa una
escala porcentual. El 100% representa la cantidad de operaciones del método directo.
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Figura 4.15: Operaciones secuencial.

En la tabla 4.9, se muestra el numero de operaciones en paralelo, es decir, con
solapamiento de operaciones para cada parte de nuestro método de resolucién asu-
miendo un perfecto solapamiento de operaciones entre procesos paralelos, donde
este solapamiento es tedricamente posible. Se asume que existen tantos procesos
paralelos como dominios. El nimero de operaciones de la factorizacion incompleta
de la matriz M es el mismo que en la tabla 4.7, ya que esta factorizacién se realiza
de forma secuencial. También, todas las operaciones en el GMRES son conside-
radas secuenciales excepto el producto matriz por vector. Esta tabla no considera
que existe un importante segundo nivel de solapamiento de operaciones debido a los
threads paralelos.

En la figura 4.16 se puede observar un representacion porcentual de esta tabla.
El eje horizontal representa los problemas de prueba y el eje vertical representa una
escala porcentual. En esta figura se puede ver la reduccion significativa de opera-

ciones de nuestro método en comparacién con un método directo.

Es importante conocer como estan distribuidas las operaciones de ambos pre-
condicionadores. En la figura 4.17 y 4.18, se puede observar esta distribucién. Para
el DFP la mayor cantidad de operaciones estan en la construccion de la matriz M y
para el AMGP la mayor cantidad de operaciones estdn en el método iterativo. Esto
indica que el DFP es mejor precondiconador que el AMGP. Ademas, la factorizacion
incompleta de M es despreciable en nimero de operaciones.
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Nombre | Fact. A% M GMRES Total
Mppp | Mancp DFP | AMGP
C1 32,43 | 65,10 | 57,67 0,98 | 99,49 | 92,06
C2 36,67 | 111,22 98,91 1,90 | 152,65 | 140,34
C3 30,94 | 124,91 | 115,10 3,39 | 165,72 | 155,01
D1 223,43 | 357,47 | 44,67 3,63 | 590,50 | 277,70
D2 384,45 | 579,37 | 86,06 4,96 | 980,02 | 486,71
D3 131,57 | 205,55 | 31,38 2,81 | 346,76 | 172,59
P1 101,52 | 353,91 | 95,89 3,97 | 494,82 | 236,80
P2 2283 | 77,80 | 64,81 3,82 | 107,03 | 94,04
P3 57,79 | 275,10 | 98,67 4,65 | 363,74 | 187,31

Tabla 4.9: Numero de operaciones (Mflops) en paralelo.
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Figura 4.16: Operaciones en paralelo.
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La tabla 4.10 muestra el nimero de iteraciones requeridas, aproximadamente,

por el GMRES para que el método de resolucion paralelo DFP o AMGP tengan un

nimero total de operaciones similar a un método directo. Un valor negativo en la

tabla indica que nuestro método no es competitivo, y en ese caso tiene mucho mas

operaciones que un método directo. Esto se puede observar para P1 usando el DFP

sin solapamiento. Se puede observar que al solapar operaciones, nuestro método

otorga un margen amplio de holgura para aumentar el parametro fillr de la apro-

ximacién DFP, aumentar el llenado de la matriz Mprp 0 Maygp y/0 aumentar el

llenado de la factorizacion incompleta de la matriz M. Comparando las tablas 4.3



108 CAPITULO 4. PRECONDICIONADOR ALGEBRAICO

C1 Cc2 C3 D1 D2 D3 P1 P2 P3

‘DFactorA_II EM_DFP OILU OGMRES ‘

Figura 4.17: Distribucién de operaciones para el DFP.
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Figura 4.18: Distribucién de operaciones para el AMGP.

y 4.10 se puede observar que nuestro método es competitivo para todos los casos
de prueba. Ademads, tanto el DFP como el AMGP requieren similar cantidad de
trabajo.

Es importante mencionar que, el AMGP realiza mas trabajo en el método ite-
rativo y el DFP realiza mas trabajo en la construccion del precondicionador M.
Nosotros preferimos al DFP porque es mas sencillo de sintonizar para un problema
especifico. Ademads, en el limite siempre es posible alcanzar convergencia con éste,
aunque el nimero de operaciones sea muy grande.

En la tabla 4.11 se muestra la aceleraciéon obtenida en la construccién del pre-
condicionador DFP. Para el AMGP la aceleraciéon obtenida es similar. La tabla
muestra la aceleraciéon usando diferentes niimeros de threads por proceso. Para ca-
da problema, el numero de procesos se muestra en la primera columna. Nosotros
estamos limitados a 32 CPUs.
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Nombre DFP AMGP
Sin Con Sin Con
solapamiento | solapamiento | solapamiento | solapamiento
C1 475 3.026 488 3.034
C2 2.471 15.789 2.489 15.795
C3 609 38.772 610 38.775
D1 26 564 136 651
D2 63 768 200 867
D3 17 410 104 472
P1 -7 325 97 390
P2 6 196 20 200
P3 177 2.018 292 2.056

Tabla 4.10: Maximo nimero de iteraciones GMRES sin y con solapamiento.

Nombre 1 Thread | 2 Thread | 4 Thread | 8 Thread
C1 (8 procesos) 7,45 15,30 30,25 -

C2 (16 procesos) 15,35 31,95 - -

C3 (32 procesos) 31,75 - - -

D1 (4 procesos) 3,80 7,90 15,85 27,70
D2 (4 procesos) 3,90 7,60 15,95 30,45
D3 (4 procesos) 3,95 7,72 15,80 31,35
P1 (4 procesos) 3,65 7,95 15,70 31,05
P2 (8 procesos) 7,55 15,35 30,35 -

P3 (16 procesos) 15,85 30,60 - -

Tabla 4.11: Aceleracién obtenida para el precondicionador DFP.

El nimero de CPUs usados es igual al nimero de procesos por el nimero de
threads por proceso. Esto es:

Total CPUs = total procesos X (total threads por proceso)

La aceleracién es medidad con respecto al mismo programa ejecutado en un
procesador. Esta medida muestra la escalabilidad de nuestro método, que como se
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puede observar es cuasi-lineal hasta 32 CPUs.

Una medida mas interesante es comparar los tiempos de ejecuciéon de nuestro
método y un método directo paralelo con una buena estrategia de parallel scheduler.
Desafortunadamente, no tenemos disponible un buen método directo paralelo.

Nosotros usamos un secuenciamiento dinamico openMP para los bucles para-
lelos. Esto es porque en nuestra implementacion, el bucle, en toda las columnas
de la matriz Agf), es hecho sobre la frontera completa, y no sobre la frontera del
k-ésimo dominio. Sin embargo, esto no introduce un owverhead significativo ya que
el balanceo de carga es muy bueno. Con un cédigo escrito més eficiente es posible
usar un secuenciamiento estatico. Esto es importante especialmente si esta técnica
es implementada en ambientes mas complejos, como métodos out of core, donde los
threads son manejados directamente por el programador. Ademas, los threads acce-
den las rutinas de paso de mensaje con exclusiéon mutua, ya que existe la necesidad

de comunicacion entre threads de distintos procesos.
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Esta tesis trata sobre la resolucion de sistemas lineales de ecuaciones mediante des-
composicion en dominios. Estos sistemas son provenientes de la resolucion de ecua-

ciones diferenciales en derivadas parciales.

La descomposicién en dominios permite un doble enfoque numérico para la reso-
lucién de sistemas lineales: usar la matriz completa o usar la matriz de complemento
de Schur. De estos dos enfoques numéricos, el primero esta limitado por el uso de
precondicionadores basados en factorizaciones incompletas que reducen la eficiencia
debido a la secuencialidad de la resolucién de los sistemas triangulares. El segundo
enfoque, estd limitado por la carencia de precondicionadores de propdsito general.
Para el primer enfoque, existen precondicionadores basados en factorizaciones in-
completas que permite al usuario seleccionar que tipo de dependencia de datos son
aceptadas, y en consecuencia permite reducir la secuencialidad de las comunicacio-
nes que deben realizarse a la hora de resolver los sistemas triangulares. En cambio,
para el segundo enfoque el problema aun no esta resuelto. En tal sentido, en esta
tesis se proponen varios precondicionadores de caracter general para la matriz de
complemento de Schur.

Especificamente, en esta tesis se proponen dos precondicionadores algebraicos
paralelos para el Sistema Complemento de Schur, llamados DFP y AMGP. Estos
precondicionadores permiten capturar informacién de los acoplos globales del pro-
blema. El precondicionador DFP es construido usando los factores fuertemente
diezmados de las matrices Agf ), y el precondicionador AMGP se construye usando
los espacios gruesos generados por un método multinivel algebraico. Para la cons-
trucciéon de estos precondicionadores se explotan dos niveles de paralelismo: paso
de mensajes y threads. Esto permite explotar al maximo el rendimiento de los su-
percomputadores actuales.

Los dos precondicionadores propuestos han demostrado ser robustos para el con-
junto de problemas usados en esta tesis, frente al otro precondicionador propuestos,
y frente a las técnicas algebraicas de precondicionamiento que existen en la actuali-
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dad, usadas cuando es necesario obtener una aproximacion del término global de la
matriz de Schur. Ademas, la matriz M obtenida tiene similar cantidad de elementos

no nulos que la matriz Agg.

El precondicionador DFP es mas robusto que el precondicionador AMGP. Ademas,
nuestro método de resolucién es competitivo con respecto a los métodos directos.

Las principales aportaciones de este tesis son:

Se ha realizado un estudio experimental de viabilidad de los precondicionado-
res SPAL

Se ha realizado un estudio de convergencia de los AMG en casos industriales.

Se ha hecho un anélisis de efectividad de la Transformada wavelet como pre-
condicionador para el sistema complemento de Schur.

Propuesta de dos precondicionadores algebraicos para el sistema complemento
de Schur, el DFP y el AMGP. El primero, estd basado en una factorizaciéon
fuertemente diezmada. Este diezmado es controlado por medio del parametro
fillp. Mientras fillr es méas grande, los factores diezmados tienden a ser
los factores originales. De esta manera, se puede obtener una muy buena
aproximacion de los factores originales. Este precondicionador posee una alta
escalabilidad. El segundo, estd basado en técnicas multinivel algebraicas. En
general, este precondicionador es menos robusto que el DFP, pero puede ser
atractivo en muchos casos. Ambos precondicionadores son de caracter alge-
braico.

e Propuesta de un esquema de paralelizacién para la construccién del precondi-
cionador. Este esquema esta formado por dos niveles de paralelismo: paso de
mensaje y threads. Esto permite obtener una mayor escalabilidad y explotar
al maximo el rendimiento de los supercomputadores actuales.

El trabajo futuro que se abre a la vista de los resultados de esta tesis son:

e Estudiar otras heuristicas para diezmar los factores del DFP.
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e Realizar mas pruebas experimentales con problemas industriales.

e Implementar un cédigo més eficiente.
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