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APENDICE |

FUNDAMENTOS BASICOS DE LOS MODELOS ELASTO-PLASTICOS

Ap-1.1.- TEORIA DE LA PLASTICIDAD CLASICA:
“UN MODELO CONSTITUTIVO ELASTO-PLASTICO” GENERICO — INTRODUCCION

Se denomina modelo constitutivo de un material, a una formulacidn matemdtico- numérica
capaz de describir su comportamiento mecdnico a un nivel macroscdpico 81,

Es muy complejo emular el comportamiento de un sélido real, dentro de su rango total de
aplicacion. Esto hace que sea muy costoso (casi imposible) obtener una perfecta simulacién
matemdatico-numérica del mismo. Ademds, en la naturaleza no hay dos sélidos con idénticas
caracteristicas mecanicas; sino solo similares. Por todo esto, los modelos constitutivos proveen
una formulacién tedrica que solo pretende aprorimar, tanto como sea posible, el comportamiento
de los sdlidos ideales. Estos representan a los sélidos reales, mediante hipétesis que simplifican
su respuesta caracteristica. Asi, cada sélido real serd estudiado por medio de un sélido ideal, que
a su vez serda simulado mediante un modelo constitutivo numérico. Algunos materiales tienen
comportamiento mas claro y con menos dispersion que otros; asi los materiales metalicos han
sido mejor descritos por estos modelos matemdticos que los geomateriales en general (incluyendo
en este grupo los hormigones pétreos). En cualquier caso, los modelos constitutivos solo simulan
materiales ideales, y por lo tanto deberdn ser capaces de emular la respuesta de los mismos,
descomponiendo su comportamiento en dos procesos mecdnicos con caracteristicas y rangos
muy diversos, uno eldstico (lineal o nolineal), y el otro ineldstico. A continuacién se presentan
brevemente ambos conceptos.

Ap-1.2.- SOLIDO ELASTICO IDEAL o SOLIDO HOOKEANO

En mayor o menor medida, todos los sdlidos tienen un periodo durante el proceso de
deformacion, en el que su comportamiento es eldstico, donde la tension en un punto depende
solamente del valor actual de su deformacion y no de la historia seguida por ésta durante el
proceso de aplicacién de cargas. El sélido elastico ideal se caracteriza por tener deformaciones
totalmente recuperables y tensiones obtenidas segtiin el modelo constitutivo mas simple, “la ley
de Hooke”, que para procesos uniaziales lineales, caso trivial, toma la siguiente forma:

oc=EFEge€ ) (Ap-1.1)

que expresa una relacion secante total entre la tension o y la deformacion e, mediante el
mddulo de elasticidad secante Eg o modulo de Young . Esta ecuacién constitutiva, para el caso
de corte puro y simple, resulta:
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T=Gg Y s (Ap-1.2)

siendo Gg el mddulo de corte secante, T la tension de corte, y v la distorsion en un punto del
sélido.

La teoria de la elasticidad clasica adopta como modelo constitutivo, para procesos
multiaxiales, la ley de Hooke en su versién generalizada; expresando cada componente del tensor
de tensiones como una combinacion lineal de las componentes del tensor de deformaciones. Esto
es, en notacion indicial:

0ij = [Dijrils €r , (Ap-1.3,3)

o en notacion tensorial:

(Ap-1.3,b)

I8

I
IS

lien

Siendo o;; y €;; los tensores de sequndo orden de tensidn y deformacion respectivamente
(anezo-E); y [Diju]s el tensor de cuarto orden de rigidez secante del material 18U, Las ec.(Ap-
1.3) representan nueve ecuaciones que contienen un total de ochenta y un coeficientes del tensor
de rigidez del material, siendo inter-dependientes entre si en ciertos casos particulares. Asi
cuando los tensores 0;; ¥ €;; son simétricos, se reduce a treinta y seis el nimero de componentes
independientes del tensor de rigidez secante del material [D;ji]s, llegando a depender solo de
dos pardmetros independientes, el mdédulo de Young Egs y el coeficiente de Poissén vg, para el
caso mas simple de materiales isdtropos. En esta situacién particular, se presenta una total
independencia entre las componentes extensionales del tensor de tensiones y las distorsionales
del tensor de deformaciones, y viceversa; quedando expresada las ecuacidnes (Ap-/.3) como:

055 = K?Gkkéij + 2G€6ij =p 57;]' + Sij (Ap-1.4,a)
o bien:

o= 3K§Dgoct + 2G€(g—§ +s (Ap-1.4,b)

siendo :
Ooct 0 0 o11 T2 Ti13 011 012 013

= 0 oot O ; To1 O22 T3 | = | 021 022 023 |;
0 0 oot T31 T32 033 031 032 033

I8
19
|



Apéndice | : Fund. de los Mod. Elasto-Plasticos —343—

1 1
€oct 0 0 €11 3712 3713 €11 €12 €13
Le— | 1 _ .
€t ™ 0 €t O ; €= ?’721 €22 5723 | = | €21 €22 €23 (]
= 1
oct 5731 3 : 31 :
0 0 e 5731 3732 €33 €31 €32 €33

p=Kleundij = KPe, = KE (e11 + €20 +€33)

1
D .
Sij = O'ij—ggkk(sij = O'ij—O'oct(sij = 2GS €ij 3

1
€ij = €ij_§€kk5ij = €ij—€octlij

- L, sii=j;
§ij : funcion de Kronecker = .. .
0, si i#j.
D. . ) g o Eg
Kg : modulo extensional secante o médulo volumeétrico = ——
3(1—21/3)
D . . Eg
GS . modulo de corte secante o modulo distorsional = ————
2(1 + lls)

Las ecs.(Ap-1.4) describen bastante bien el comportamiento de algunos materiales cuando
éstos estdn sometidos a pequerias deformaciones 1. Estas ecuaciones, también pueden
escribirse en forma matricial del siguiente modo:

o=Dgs .€ (Ap-1.5)

siendo @ y € matrices de una columna, vectores *, que solo contienen los coeficientes de la parte
simétrica de los respectivos tensores de tension o;; y deformacion €;;,(anexo-E):

o11 011 €11 €11
022 022 €22 €22
oo\ _)oss e= €33 | _ ) €33
T12 o12 Y12 2 €12
To3 023 V23 2 €23
T31 031 731 2 €31

*  Nota: En dlgebra matricial se denomina vector a un conjunto de elementos ordenados en forma
de matriz columna. Se utiliza esta notacion, que para este caso particular de aplicacion carece de
sentido fisico, como una forma algoritmica que simplifica el tratamiento de los problemas numéricos.
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y Dg la matriz de rigidez secante del material, que contiene los treinta y seis coeficientes del
tensor de rigidez secante [D;jii]s. Esto es :

1—1/5 vs vs 0 0 0
1—VS vs 0 0 0
D Es 1-vg 0 0 0
ST ) e 00|
sim. 1=2vs 0
1—21/5

o escrita en funcién de los médulos K g y G? , queda del siguiente modo:

DL D!Ys D's 0 0 0 A
DL D's 0 0 0 D§:K3D+§G§
DL 0 0 0
Ds = G2 o 0|’
sim. GE 0 DI g = KQ—%GSD
GY

esta matriz de rigidez secante se define para los casos particulares de: tensidn plana,
deformacion plana, y simetria azial, como:

— Tension plana: 033 = 703 = 731 = 0 y €33 # 0 , se tiene:

1 vs 0

E
Ds= " 10
(1-v3) sim. 1—vs

— Deformacion plana: €33 = 23 = 31 = 0y 033 # 0, se tiene:

Es 1—v, Vs 0

(1 —l—lls)(l—Qlls) sim. 1—

Ds =

— Simetria axial: 739 = 7,9 = Y39 = V¢ = O se tiene:

1-v, Vg Vs 0

De—__ Bs I-vs  vs 0

5T U +vs)(1—2vg) | sim. 1-v, 0
1—21/5
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La ecuacion constitutiva eldstica lineal ec.(Ap-1.4) puede ser generalizada para procesos
eldsticos no lineales *%, independientes de la historia de deformaciones, si se define el mddulo
de rigidez extensional K 5’? y el mddulo de rigidez cortante G? como funciones del primer
invariante Iy  del tensor de tensiones o;; y del sequndo invariante Jo del tensor desviador
de tensiones s;;, respectivamente (anexo-E). Esto es:

Ksj? = KSD(Il) = KSD(Uoct)

Ap-1.6,a
GE =GB (1) = GE (rou) (Ap-1.6:2)
o bien, a partir de la ec.(Ap-1.5), definiendo :
Be— IK2(I) GE(Js)
5T 3KP(L) + GR(J)
(Ap-1.6,b)
__3KE(1)-GE(J])
Vs

- 2[BKR(I) + GE ()]

Para mayores detalles sobre este tema, se recomienda consultar un tratado de mecdnica de
los medios continuos (7 1811,

Ap-1.3.- SOLIDO INELASTICO IDEAL - TEORIA DE LA PLASTICIDAD CON PEQUENAS
DEFORMACIONES.

Ap-1.3.a.- Introduccion

Las teorias ineldsticas emulan el comportamiento de los sélidos cargados, dentro de un rango de
aplicacién en el que no es factible hacerlo mediante el uso de la teoria de la elasticidad. Estas
formulaciones matematicas se caracterizan por contemplar el fenémeno de irreversibilidad de
las deformaciones, que induce a un comportamiento energético no-conservativo dependiente
del camino recorrido. Existen diversos fenémenos fisicos que hacen que el sélido tenga una

[79][81][144].

respuesta ineldstica en este trabajo solo se estudia una forma de inelasticidad

[3]BE8ITIBY o Aluencia instdntanea, y se describirdn brevemente

conocida como “plasticidad” 33!
sus fundamentos mediante la homoénima teoria matematica incremental. Esta se basa en la
mecdnica de los solidos continuos e intenta emular el comportamiento fisico macroscépico de
los sdlidos ideales a partir de los siguientes rasgos caracteristicos, que definen dos estados de

comportamiento mecdnico:
- Un periodo inicial eldstico, lineal o no lineal.

- Un comportamiento, denominado elasto-pldstico, que sigue al periodo inicial, donde
el campo de tensiones no crece en forma proporcional al campo de deformaciones, y
donde estas deformaciones resultan de la adicién de una parte recuperable (cuota
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eldstica) y otra parte irrecuperable (cuota pléstica). Esta parte ineldstica de la
deformaciéon se manifiesta al iniciar un proceso de descarga, que por hipdtesis
serda siempre elastico.

El limite que marca la separacién entre estos dos estados mecanicos se lo conoce como
“limite de fluencia” para los materiales metdlicos, y como “limite de discontinuidad” [33] [34]
para los materiales friccionales, quedando definido, en cualquiera de los casos, a través de
una funcion en el espacio de tensiones que recibe el nombre de funcidn de fluencia pldstica o
funcién de discontinuidad , respectivamente.

La fig.(Ap-1.1), muestra en forma esquemdtica el comportamiento uniazial de un punto
correspondiente a un material elasto-pldstico ideal. Al comenzar el proceso de carga
presenta una zona eldstica lineal que se mantiene hasta el punto A llamado limite de
proporcionalidad. Seguidamente inicia un proceso eldstico nolineal hasta alcanzar el punto
A’ llamado limite de elasticidad, a partir del cual comienza un proceso elasto-pldstico
caracterizado por un decrecimiento sostenido del modulo de rigidez tangente debido a la accién
de los mecanismos ineldsticos irreversibles. Si durante el comportamiento elasto-plastico del
punto se inicia un proceso de descarga, se observa que solo se recupera la parte eldstica €¢ del
total de la deformacion € , sufrida durante el proceso de carga inelastico, quedando otra parte
remanente no recuperable que recibe el nombre de deformacidon pldstica €P.
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fig.(Ap-1.1): Comportamiento uniaxial esquematico de un “material elasto-plastico ideal”
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Dentro del perfodo elasto-pldstico se pueden distinguir tres regiones fig.(Ap-1.1):

- Una donde hay crecimiento de la tensién, tramo (A ’-C), que recibe el nombre de zona
elasto-pldstica con endurecimiento.

- Otra donde el punto que se analiza no experimenta cambio de tensién, tramo (C-D),
y recibe el nombre de zona elasto-plastica perfecta o de endurecimiento nulo.

- Por ultimo, una zona donde la tensiéon decrece bajo crecimiento sostenido de las
deformacién, tramo (D-E), periodo elasto-pldstico con ablandamiento.

Este material elasto-pldstico ideal permite representar, bastante bien, el comportamiento
de distintos materiales reales (metélicos y no-metdlicos), mediante una simple modificacién de
los limites definidos anteriormente.

De los conceptos detallados, se puede observar que hay dos grandes aspectos a tratar
dentro de la teoria matematica de la plasticidad:

- El criterio de fluencia o de discontinuidad, que permite establecer, durante el proceso
de carga, el comienzo del proceso ineldstico y posterior evolucion de las fronteras del
dominio elastico dentro del espacio de tensiones.

- El comportamiento més alla del limite elastico, denominado comportamiento elasto-
pldstico, que queda definido a partir de la formulacién de: (i) una descomposicién de
deformaciones en una parte eldstica y otra pldstica; (ii) una regla de flujo plastica;
(7i1) y unas variables internas * g (Se verd mds adelante, que la deformacién plastica
puede también ser tratada como una wvariable interna, por lo tanto la regla de flujo
pldstica serd entendida como su regla de evolucién explicita de esta variable interna).

En los apartados subsiguientes se detallan estos dos concéptos bésicos.

Ap-1.3.b.- Criterio de discontinuidad para materiales friccionales, o criterio de fluencia plastico
para metales

El criterio de discontinuidad inicial, o fluencia inicial para materiales metalicos, establece
un limite de tensiones para un punto del sélido, a partir del cual se inicia un proceso tenso-
deformacional (—e€) ineldstico en dicho punto, caracterizado por el desarrollo de deformaciones
irrecuperables. En un proceso uniaxial de tensidn, se reconoce facilmente este limite de

* Nota: Las variables internas de un modelo elasto-pldstico son escalares o tensores definidos
internamente por el mismo proceso, en forma implicita, a partir de una regla de evolucion explicita
formulada segun la siguiente ley general 79 :

HC (0’, q)

, | Hy (o,9)
g=\H(ow.qv) =X Hy (0,9
H, (0,9

HGP (07 q)
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discontinuidad inicial por tratarse de un escalar que adopta un valor equivalente a la tension en
el limite eldstico; sin embargo para puntos sometidos a estados multiaziales de tension no resulta
tan trivial la definicién de ese limite. Para solucionar esta indefinicién, se formula a partir de
estudios experimentales una expresiéon matemaética llamada criterio limite de discontinuidad,
que entre otras variables, depende del estado tensional del punto. La “mision” de esta funcion
es “traducir” el estado de tension multiazial a uno de caracteristica uniazial equivalente,
comparable con los que resultan de estudios uniaxiales simples.

En forma general, se puede definir el criterio limite de discontinuidad como una funcion
escalar que depende del estado tensional actual del punto del sélido @ y de un grupo de variables
internas ¢q. Esto es:

F=F(ow.qn)=0 (Ap-1.7)

siendo:

o (t) : tensor de tensiones en el estado actual,

T . .
qit) = {H(t), 7n0), €’ (t) } . vector de variables internas en el estado actual
K(t) : variable de endurecimiento plastico isotropico;
7)(t) : variable de endurecimiento plastico cinematico;

€’ () : tensor de deformacion plastica.

Se ha visto que la teoria incremental de la plasticidad solo admite dos estados de
comportamiento mecdnico (apart. Ap-I.3.a) para cada punto de la masa del sdlido ideal:
—FEl estado eldstico 6 —Fl estado elasto-pldstico. La situaciéon de un punto cualquiera, en un
determinado instante t del proceso de carga cuasi-estatico, queda inequivocamente definido a
partir de la condicién de consistencia plastica 4™ fig.(Ap-1.2), o también llamada condicién

de consistencia de Prager (apart. Ap-I.3.d); esto es:

— El proceso de deformacién de un punto es eldstico *:

S Flow,qt) <0 o bien: F= g—i& + %—zd <0 (descarga) (Ap-1.8,a)

— El proceso de deformacién de un punto es elasto-pldastico:

* Nota: Para mayor claridad en las expresiones matematicas, en adelante se sustituira oit) y q)
por @ y {, respectivamente. Entendieéndose, a pesar de la omision, que son variables que dependen
de un pseudo-tiempo t que define un instante en la evolucion de un proceso elasto-plastico cuasi-
estatico.
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81 Flow),q1)) =0 y o F= 8}—0‘4— a;}—q 0 (carga) (Ap-1.8,b)
oo 0q
Funcion limite de discontinuidud\‘ éij (carga)

o Funcion de fluencia

(descarga)
/// 22N
/ 7/ N
Periodo etastlco/ \ o,
. %

F<OoF<O 2 o

Periodo pldstico
F=0 ¥y F20

fig.(Ap-1.2): Representacion genérica de la “condicion general de consistencia plastica” de Prager.

Debido a que en materiales isdtropos ideales, el tensor de tensiones @ es simétrico, se puede
formular un criterio limite de discontinuidad inicial simplificado. De esta manera la funcién
(Ap-1.7) pasa a representar, en el espacio de tensiones principales, una superficie simétrica e
independiente del sistema inercial de referencia del solido, transformando al modelo elasto-
pldstico en una ley constitutiva isdtropa. (sobre la conveniencia del uso de formulaciones
isétropas para el hormigén, consultar la referencia [29).

Estudios experimentales realizados por Bridgeman [, prueban que la influencia
de la presion hidrostdtica sobre la deformacion pldstica es despreciable en sdlidos no
porosos (materiales metdlicos); y también muestra que esta deformacién pldstica depende
fundamentalmente de la tension desviadora. Esto asegura que la deformacion volumétrica
serd siempre eldstica, (s6lido incompresible) [79]. Para este caso particular, de material metdlico
e isdtropo, el criterio de fluencia plastico ec.(Ap-1.7) se reduce a :
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fig.(Ap-1.3,a): Representacion de un criterio de fluencia genérico en el espacio de tensiones principales, o
espacio de Westergard.
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F = ./T(JQ, Jg,q) =0 (Ap-1.9)

siendo Js y J3 el sequndo y tercer invariante del tensor desviador de tensiones, respectivamente
(anexo-F).

Para los materiales friccionales, es necesario tener en cuenta que las fuerzas de rozamiento
entre particulas aumentan con la componente normal del tensor de tensiones o;; (ver también
criterio de Mohr-Coulomb apart. Ap-1.3.f). Por ello la resistencia de estos materiales crece
con el aumento de las fuerzas de rozamiento interno, que a su vez vienen influenciadas por la
tension esférica o hidrostdtica (primer invariante del tensor de tensiones I ), que actia en la
35 Tanto el hormigén como los geomateriales presentan esta caracteristica;
por lo tanto deben ser tratados a través de un criterio limite de discontinuidad que tenga en

masa del sélido [

cuenta la influencia de I;. Esto es :

F:F(IlaJQaJZqu) =0 (Ap-1.10)

La representacién general de las funciones (Ap-1.9) y (Ap-1.10), se realiza mediante una
superficie en el espacio de tensiones, donde las direcciones principales de éstas, configuran los
ejes de referencia. A este espacio se lo denomina espacio de tensiones de High-Westergard
[44][113]. fig.(Ap-1.3). Otra forma de describir un criterio de fluencia, es mediante una
descomposicién en planos fig.(Ap-1.3). Esto es:

— Planos octaédricos: FEstos planos cortan en forma ortogonal al espacio diagonal
de tensiones (recta definida por: o1 = o3 = o03) y por lo tanto forman igual
angulo con los tres ejes principales de tension (o1,02,03) que definen el octante de
compresion o traccion total. En estos planos, como es obvio, el primer invariante
del tensor de tensiones se mantiene constante I[; = cte. ; por lo tanto, a través
de este invariante se puede conocer su posicion a partir del origen de tensiones:
€ = V300et = \/§(I1/3) = Il/\/g. Su forma depende de otros dos invariantes: del
radio octaédrico p = /3Tt = /2J2; vy del dngulo de similaridad de Lode 6 =
L aresin[(3v/3 J3)/(2(J2)*/?)]. Se denomina plano 7 al plano octaédrico que pasa
por el origen del espacio diagonal & = 0 . La interseccién de estos planos con la
superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, que se denominan
funciones de fluencia segin planos octaédricos.

— Planos meridianos de compresiéon maxima: Estos planos son ortogonales a los planos
octaédricos, y quedan inequivocamente definidos por la recta que describe el espacio
diagonal (o1 = o2 = 03), y por cada recta que describe el radio octaédrico p , cuando
0 = —l—%ﬂ';—l—%ﬂ';—l—%ﬂ'. Estos planos cortan a los ejes de tensiones principales o;, en
puntos de valor igual al de la tensiéon de compresién uniaxial o¢. La interseccion de
estos planos con la superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, que
se denominan funciones de fluencia segun planos meridianos de compresion.

— Planos meridianos de traccién maxima: Estos planos son ortogonales a los planos
octaédricos, y quedan inequivocamente definidos por la recta que describe el espacio
diagonal (o1 = 02 = 03), y por cada recta que describe el radio octaédrico p , cuando
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fig.(Ap-1.3,b): Relaciones geométricas entre planos octaédricos, planos meridianos, y plano principal
(o1 — 02); de un criterio de fluencia genérico definido en el espacio de tensiones principales, o espacio

de Westergard.
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fig.(Ap-1.3,c): Descomposicion en planos de un criterio de fluencia genérico.
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0 = —%7‘(‘, —%77, —%7‘(‘. Dichos planos cortan a los ejes de tensiones principales ¢;, en
puntos de valor igual al de la tension de traccién uniaxial op. La interseccion de estos
planos con la superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, que se
denominan funciones de fluencia segun planos meridianos de traccion.

— Planos principales: Son aquellos que quedan definidos por la interseccién de dos, de las
tres direcciones de tension principal. La interseccién de estos planos con la superficie
de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones que se denominan funciones de
fluencia segin planos de tension principal.

Ap-1.3.c.- Comportamiento mas alla del limite de elasticidad — Comportamiento elasto-plastico

Teoria de Levy-Mises:

Una forma de modelar el comportamiento elasto-pldstico de un punto del sélido es mediante
la teoria de Levy-Mises. Esta admite, como primera hipdtesis, que el incremento temporal de
deformacion total es igual el incremento temporal de deformacidn pldstica durante el proceso
elasto-plastico. Esta suposicién considera que la deformacion eldstica es préxima a cero, o

[58][81]

también que el médulo de Young se hace muy grande en este perfodo 44 . Esto es :

é=¢&¢ = €& ~0 o Es— (Ap-1.11)

Esta teoria también supone, como segunda hipdtesis, que el sélido ideal que se modela
es pldsticamente incompresible €5 = 0; resultando de aqui y de la hipétesis anterior, que
el incremento temporal del tensor desviador de deformacion pldstica, es igual al incremento
temporal del tensor de deformacion plastica total. Esto es :

& =&-d 1=&-&,=¢& (Ap-1.12)
con:

-p _ -p _
3€p =€ =0

1={1,1,1,0,0,0}" .

resultando de las ec.(Ap-1.11) y (Ap-1.12), para este caso particular:

é=¢ = éer=¢ (Ap-1.13)

de esta ultima expresién se deduce que el sélido ideal de Levy-Mises tiene un comportamiento
elasto-pldstico no influenciado por la presion hidrostdtica (no depende de Iy).

Un sélido ideal con estas caracteristicas, se identifica bastante bien con los materiales
metélicos, y su comportamiento puede ser descrito por la relacién tensiéon-deformacién de Levy-
Mises. Esta propone que los ejes principales de deformacidon pldstica coincidan con los ejes
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principales de tension, lo que conduce a una proporcién constante entre cada componente del
tensor desviador de tensiones s;; y el de deformaciones e;;. Esta nueva hipdtesis se conoce
como regla de flujo asociada al criterio de fluencia de Von Mises, (apart. Ap-1.3.f). Esto es:

é=\s = é=)\s (Ap-1.14)

siendo:

. incremento temporal del tensor de deformaciones ;

L0

. incremento temporal del tensor desviador de deformaciones

. tensor desviador de tensiones actualizado

> a0

. escalar no negativo que varia a lo largo de la historia de carga.

-parametro de consistencia plastica.

Teoria de Prandtl-Reus

Otra forma de modelar el comportamiento elasto-pldstico de un punto del sélido es a través
de la teoria de Prandtl-Reus. Esta constituye una generalizacién de la teoria de Levy-Mises, a
partir de la hipotesis que considera que el incremento temporal de deformacion total €, resulta
de la contribucién de una cuota elastica é mas otra plastica é (ecuacién de Prandtl-Reus)
[44][58](81]  Por esto, la ec.(Ap-1.11) quedara :

E—¢é +é& (Ap-1.15)

donde el incremento temporal de deformacion eldstica € serd obtenido segin las leyes de la
teoria de la elasticidad (apart. Ap-1.2.);y el incremento temporal del tensor de deformacion
pldstica € se obtendrda como una proporcion del tensor desviador de tensiones s, en cada
instante del proceso de cargas. Esta hipdtesis se conoce como regla de flujo de Prandtl-Reus:

& =)\s (Ap-1.16)

siendo:

€’ : incremento temporal del tensor de deformaciones plasticas 3
8 : tensor desviador de tensiones actualizado ;
)\ : escalar no negativo que varia a lo largo de la historia de carga.

-parametro de consistencia plastica.

para este material ideal, (s6lido de Prandtl-Reus), el pardmetro de consistencia plastica A tiene
un valor particular, que puede ser obtenido en forma inmediata a partir de definir la ec.(Ap-1.16)
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en el espacio de tensiones y deformaciones principales:

611) = )\ S1
=X\ sy (Ap-1.17)
613) = )\ S3

que también puede escribirse como:

(7 —€éf) = A (s1—52)
(65—€5) = A (s2—s3)

(7 =€) = A (s1—53)

elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro, las ecuaciones anterior, se obtiene:
P :P\2 P :P\2 P :P\2 __ )2 2 2 2
(e —e5)? + (5—eb)? + (7 —éB)? = A% [(s1—52)" + (s2—s53)° + (s1—53)7]
pero:
o1+ 02+ 03 o1+ 02+ 03

(8i=85) = [oi~(———F—=-loy—(———F ) = (0i-0;)
quedando:
(1=e5)% + (=) + (§—&5)” = A* [(01=02) + (02—03)" + (01—03)*]
6 JP =\ 6 .J,

resultando de aqui el pardmetro de consistencia pldstica buscado:

A= 2 (Ap-1.18)

siendo Jép el segundo invariante del incremento temporal del tensor desviador de deformaciones
pldsticas €°; y Ja el segundo invariante del tensor desviador de tensiones s. De esta forma, la
ec.(Ap-1.16) resulta escrita:

& = s = \JJP — (Ap-1.19)
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La ec.(Ap-1.16) y (Ap-1.19) son una generalizacion de la ec.(Ap-1.14), pero constituyen en ambos
casos, debido a las hipétesis de partida, una particularizacién de la regla de flujo generalizada
que serd tratada en el apartado siguiente.

Teoria de la plasticidad clasica: Descomposicion de la deformacion total — Regla de flujo
generalizada

Cuando el estado tensional de un punto del sélido ideal alcanza el criterio de discontinuidad
inicial: F(o,q) =0,y a la vez cumple con la condicién de consistencia pldstica: f(a, q,)=0;
se admite, por hipdtesis, que este punto se encuentra en estado elasto-plastico. El estudio del
comportamiento elasto-plastico, mediante la formulacién cldsica general de la teoria incremental
de la plasticidad sin degradacién de rigidez, comienza por adoptar como valida la hipédtesis de
Prandtl-Reus respecto a la descomposicién de la deformacion total e,

e:Dgla—l—ep: € + é (Ap-1.20)

y luego define una regla de flujo gemeralizada que considera el incremento temporal de
deformacion pldstica €, como una variable interna tensorial, cuya regla de evolucién establece
la proporcionalidad entre las componentes de € y las componentes del tensor de flujo plastico
g definido en el espacio de tensiones. Esto es:

& — \ He (0,q) — ) % “ig (Ap-1.21)

esta expresién, que también recibe el nombre de regla de normalidad (normal a la superficie
de potencial plastico G(a,q) ), es una generalizacién de la ec.(Ap-1.19). En la ec.(Ap-1.21) \ es
un escalar no negativo llamado parametro de consistencia plastica que se determina a partir
de la propia condicion de consistencia de Prager(apart. Ap-1.83.d) y que da la magnitud del
incremento temporal de deformacién plastica €. La funcidn de potencial pldstico G se formula
a partir de estudios experimentales [!! y es la que define la direccion del incremento temporal
de deformacion pléstica €”.

La teoria de la plasticidad considera un caso particular de flujo pldstico, cuando por
hipétesis se adopta a la superficie de fluencia pldstica como superficie de potencial pldstico
G = F. En este caso particular la ec.(Ap-1.21) se reduce a :

& =\ 07(0.9) _ A f (Ap-1.22)
oo

y se dice que se trata de una regla de flujo asociada a la superficie de fluencia. En caso contrario
se dice que se trata de una regla de flujo no-asociada a la superficie de fluencia.
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Los geomateriales y los hormigones en particular, necesitan normalmente ser

considerados mediante una formulacion pldstica no-asociada para describir adecuadamente su

comportamiento 23],

Se presenta en el (anexo-F) una forma simple y apropiada de definir el tensor de flujo

plastico g para ser tratada en el calculo numérico. Esta formulacién ha sido propuesta
88

originalmente por Nayak-Zienkiewicz |
Teoria de la plasticidad clasica: Trabajo plastico unitario — Deformacién plastica efectiva

El trabajo total desarrollado en una unidad de volumen de un sélido elasto-plastico ideal,
durante un pseudo incremento de tiempo (t — ¢ + dt) ocurrido en un proceso de carga cuasi-
estdtico, es conocido con el nombre de incremento temporal de trabajo unitario o de trabajo

especifico; y vale :

wW=0" € (Ap-1.23)

siendo:

0O : tensor de tensiones actualizado ;

€ : incremento temporal del tensor de deformaciones totales

La ec.(Ap-1.23) puede ser expresada segun la hipétesis de descomposicién de deformaciones,

ec.(Ap-1.15), como:

W =o' (€& + &),
w=o0lé+o'é (Ap-1.24)

W = i® + WP

donde w® representa el incremento temporal de trabajo unitario eldstico recuperable y wP
representa el incremento temporal de trabajo unitario ineldstico no-recuperable, o energia

especifica disipada, que puede ser expresado como

1
WP =olé = (5 L 1+8)T & =l +ul (Ap-1.25)

siendo:
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. . 1 .

P = Ooct €F = (§ I 1)1 &  incremento temporal
de trabajo plastico unitario volumétrico ,

Wey = Toct Yher = (s)Tép :incremento temporal

de trabajo plastico unitario distorsional ,

1={1,1,1,0,0,0}" .

A continuacién se deduce para sdlidos metdlicos ideales * (o sélido de Prandtl-Reus ) [43/791181]
la expresion del incremento temporal de trabajo unitario. Esto es:
WP =8 & =Wl = Toer Y (Ap-1.26)
Sustituyendo la ec.(Ap-1.19) en la ec.(Ap-1.26), se tiene:
L7 Jo T
U.}p = = ép ép = 0 ép ép (AD-/.Q?)
€= @
siendo :
. 1 1
/: . . T
=g e = @),
pero : & = €&~ 3 b 0ij
——
h,’:L'pO
/D 1 .p D 1 -pT -p
quedando : Jy" = 3 (€;€;) = 3 (€' é). (Ap-1.28)

* Nota: Caracteristicas mecanicas mds destacadas en los materiales metdlicos ideales segtin las
hipotesis de Prandtl-Reus:

—El flujo plastico viene dado por la regla de normalidad de Prandtl-Reus: éfj =A Sij -

—El incremento temporal de deformacion inelastica volumétrica es nulo €5 =0, (material plastico

incompresible).
—El incremento temporal de trabajo plastico especifico realizado por la presion hidrostatica es nulo

Y 1 . P P
Wy = 311045 €i; = Ooct €5 =0.
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Sustituyendo el segundo invariante del incremento temporal del tensor desviador de
deformaciones pldsticas Jép, en la ec.(Ap-1.27); resulta el incremento temporal de trabajo pldstico
especifico WP, igual a:

-pT -p
WP =/2J5 \}%—\/ﬂz \V(@'e) (Ap-1.29)
(e &)

que constituye una forma de expresar la ec.(Ap-1.25) para el caso particular de materiales
metélicos del tipo de Prandtl-Reus. Para este material, también se puede presentar el
incremento de trabajo pldstico especifico como el producto de una tension uniazial equivalente
7 , por el incremento temporal de una deformacion pldstica uniazial equivalente ¢ . Paraello
conviene relacionar término a término la ec.(Ap-1.21) con la ec.(Ap-1.19), de donde surge para
este caso particular el siguiente tensor de flujo pldstico:

g = 95e.9) _ s (Ap-1.30)

oo

La funcidon potencial pldstico que cumple con esta particular relacién de flujo, es conocida
en la actualidad como la funcién de Von Mises (apart. Ap-1.3.f):

Glo,k) = Jo(e) — K*(k) =0 , (Ap-1.31)

donde :

K : variable interna de endurecimiento plastico ;
K (k) = funcion de endurecimiento pldstico

Jo (0') = segundo invariante del tensor desviador de tensiones.

Como se ha visto en la ec.(Ap-1.30), la regla de flujo de Prandtl-Reus, lleva implicita la
funcién potencial (Ap-1.31). Si multiplicamos ambos miembros de la ec.(Ap-1.31) por /3, se
puede obtener:

Glo,k) = /3J2(6) — V3 K(k) =0 , (Ap-1.32)

de donde surge la denominada tensién efectiva, o tensién generalizada, o tensién uniaxial
equivalente:

7=1/30e) = V3 K(k) , (Ap-1.33)
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Sustituyendo la ec.(Ap-1.33) en la ec.(Ap-1.29), resulta la siguiente expresion particular del
incremento temporal de trabajo pldstico especifico WP, vélida solamente para un material del
tipo Prandtl-Reus:

WP — \/g 7 \J(@Te) =T€ (Ap-1.34)

de donde se puede obtener la expresién de la deformacién plastica efectiva, o también
denominada deformacion plastica generalizada, o deformacion plastica uniaxial equivalente,
para un cierto instante ¢ del proceso elasto-plastico. Esto es:

2
e = /6 dt = /— dt = / 5 epTep dt (Ap-1.35)
t t

Conviene observar, que las expresiones (Ap-1.29) y (Ap-1.34) constituyen un caso particular
de la ec.(Ap-1.25) para materiales del tipo de Prandtl-Reuss, o Von Mises (apart. Ap-I.3.c);
por lo tanto la ec.(Ap-1.35) * es vdlida solo para materiales ideales con estas caracteristicas, no
siendo generalizable a ningin material que utilice otra funcion de potencial pldstico.

Teoria de la plasticidad clasica: Superficie de carga plastica — Variable de endurecimiento
plastico: « .

En la fig.(Ap-1.1) se describe el comportamiento uniaxial esquemético de un sélido elasto-pléstico
ideal. En ella se reconocen cuatro zonas de comportamiento muy distinto, de las cuales una
sigue estrictamente las leyes de la teoria de la elasticidad, y las otras tres se rigen por la teoria
de la plasticidad. El limite entre la zona elastica y la pldstica se establece mediante la superficie
de fluencia o superficie de discontinuidad , y a partir de alli esta superficie adquiere movilidad
en el espacio de tensiones, a medida que evoluciona el proceso plédstico, transformandose en
la denominada superficie de carga plastica. Esta funciéon de carga no es otra cosa que la
actualizacion de la funcién limite de discontinuidad (Ap-1.7) para cada valor de las variables
internas q(t) correspondiente a cada instante de pseudo tiempo ¢ del proceso elasto-plastico.
El fenémeno que gobierna este cambio de posicién en el espacio de tensiones, se lo conoce como
endurecimiento plastico; que puede ser:

*  Nota: En condiciones de “carga radial” o “carga proporaonal” (o sea cuando se cumple durante

todo el proceso de carga la relacion ;1110 = m = = 033330 entre las componentes del tensor

de tensiones en el estado actual y el estado inicial, respectivamente), se tiene que la ec.(Ap-1.35) se
puede escribir:

2
e = Z (erTer
€ 3(6 €)
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— Isotrépico: si hay movimiento homotético de la superficie de carga plastica. A su vez este
movimiento puede ser:

o positivo: Cuando el movimiento homotético de la superficie de carga plastica es
de expansién fig.(Ap-1.4,b). En este caso se habla de un proceso elasto-pldstico con
endurecimiento isotropico.

o nulo: Cuando la superficie de carga plastica no evoluciona durante el proceso elasto-
pléstico fig.(Ap-1.4,a). En este caso se habla de un proceso elasto-pldstico perfecto.

o negativo: Cuando el movimiento homotético de la superficie de carga plastica es de
contraccién. En este caso se habla de un proceso elasto-pldstico con ablandamiento
isotrdpico.

— Cinematico: si hay movimiento de traslacién de la superficie de carga plédstica. Este
comportamiento plastico tiene por objeto emular el fenémeno fisico conocido como efecto

Baushinger [P8[79][81],

Sup. actual

T
./ o
Sup. inicial

Sup. actual
Sup. inicial

fig.(Ap-1.4): Distintos tipos de endurecimientos considerados por la teoria de la plasticidad.

e El endurecimiento isotrdépico, movimiento homotético de la funcién de carga plastica,

queda controlado por la evolucién de la funcidon de endurecimiento pldstico K(k), que depende,
de la wariable interna de endurecimiento pldstico k. La evolucién de esta variable interna
depende del proceso mismo, y lo hace condicionada por una regla de evolucién que se formula

explicitamente (apart. Ap-I.3.a.). Una manera simple de expresar la funcidn de carga

plastica, resulta de la siguiente particularizacion de la ec.(Ap-1.7):

F=Flo,x) = (@) - K(x) =0 (Ap-1.36)
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Esta funcién escalar, se caracteriza por ser homogénea de primer grado en las componentes
del tensor de tensiéon *, y permite relacionar sin ambigiiedad la funcién de endurecimiento
pldstico K(k) con una funcidn de tension uniazial equivalente 5(r) [ (la funcién (Ap-1.32)
también goza de esta caracteristica). Esta funcién de endurecimiento depende, durante el
proceso de carga, de la variable interna de endurecimiento pldstico k, y de su ley de evolucién,
y puede ser expresada matematicamente en forma general del siguiente modo:

0G(o, k)

HZ)‘ HH(U,Q)E)\ hZ(O',FE) 80’ )

(Ap-1.37)

i=h."(0,K) &

donde h, (o, k) es un tensor de segundo orden, funcién del estado de tensiones actualizado y
de la variable de endurecimiento plastico también actualizada; que en el caso més simple de la
teorfa incremental de la plasticidad toma la forma del tensor de tensiones (para una definicién
més general de la funcién h,” (o, k), vease (apart. IV.4.a)). Esto es:

h.(o,x) =0 (Ap-1.38)

en esta situacién particular, resulta una variable de endurecimiento pldstico igual al incremento
temporal de trabajo pldstico especifico; llamandose por lo tanto trabajo de endurecimiento
plastico especifico ec.(Ap-1.25):

T ¢p (Ap-1.39,a)

kE=uwP =0

Esta simple regla de endurecimiento puede simplificarse atin maés si se modela un material
metalico que cumple con las hip6tesis de Prandtl-Reus; situacién que permite formular en modo
alternativo la ec.(Ap-1.39,a), como una wvariable de endurecimiento basada en la deformacion
plastica efectivax ec.(Ap-1.35). Para ello, igualando la ec.(Ap-1.39,a) con la ec.(Ap-1.34), se tiene:

* Nota: f(&) es una funcion homogénea de grado m en las componentes de tension, siempre

que se cumpla: f(a. o) =a" .f(o)

* Nota: El teorema de Euler, aplicado a funciones f(@) , homogéneas de grado n en @ ,

permite obtener Ia siguiente transformacion: {0f(6)/de} & = n f(a) , y por ello, aplicada
a una funcion homogénea de primer grado en las tensiones, del tipo de la ec.(Ap-1.36), permite

escribir:  {8f(0)/06} 0 = f(6) = K(k) . Considerando en esta ditima la ec.(Ap-1.32)
(funcion de Von-Mises tratada como superficie potencial), se obtiene la magnitud de la tension

efectiva: {Dg(0)/00}" o = /3 K(k) = , tal que sustituida en la ec.(Ap-1.39,a), surge para este
caso particular la siguiente simplificacion en la expresion de la variable de endurecimiento plastico:

. . L 3 ) . i =P
k= wP = X\ T, donde el parametro de consistencia pldstica vale: X\ =¢ .
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k=1l =0 & =5¢ (Ap-1.39,b)

resultando de aqui la nueva variable de endurecimiento, valida solamente para materiales del
tipo de Prandtl-Reus:

. oP 2
ko= = % — \/; V@Te) (Ap-1.40)

Esta regla de evolucion de la variable de endurecimiento, formulada en deformaciones efectivas,
se puede generalizar para cualquier material ideal, considerando una constante ¢, que se puede
determinar a partir de la correspondiente funcién de potencial plastico G. Asi la ec.(Ap-1.40)
queda:

fe =€ = Vr (é;DTé;D) (Ap-1.41)

¢ El endurecimiento cinematico, movimiento de traslacion de la superficie de carga plastica,
queda controlado por la wvariable interna de endurecimiento pldstico cinemdtico 1, que define

[43][79][81] | ] continuo

las coordenadas del centro del dominio eldstico en el espacio de tensiones
cambio de estas coordenadas, durante la evolucién del proceso elasto-plastico, provoca un
movimiento de traslacién de la superficie de fluencia que puede o no combinarse con un
movimiento isotrépico de expansion o contraccion de la misma. En el caso méas general se

puede escribir la funcién de carga pléstica ec.(Ap-1.36) como:

F = Flo.q) = flo—n)—K(x) =0 (Ap-1.42)

siendo:

T , .
q={Kk,n, €} : vector de variables internas

La ecuacién de evolucion de la variable interna 5, que define el centro del dominio eldstico
para cada instante del proceso cuasi-estatico, puede escribirse como:

=B (Ap-1.43)

n M3IMIBY propusieron otra ecuacién de evolucién de g més simple, que

Prager y Mela
puede considerarse como un caso particular de la anterior, ya que hace la hipdtesis de que
esta variable es proporcional al incremento temporal de deformacién plastica. Esta regla de

evolucién considera un endurecimiento cinemdtico lineal 311, Esto es:

= c.€ (Ap-1.44)
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siendo en relacién a la ec.(Ap-1.43):

Cr

ﬂ - v
Ver o\ (€78)

e

fe=7¢ = \/cn \/(&7&)

¢, = constante que depende de la funcion de potencial plastico.

Teoria de la plasticidad clasica: Relacién tensién deformacion generalizada

—365—

La ley constitutiva elasto-pldstica tangente & = D1 € y el parametro de consistencia pldstica
A pueden ser formulados a partir del criterio general de fluencia plastica o condiciéon de

consistencia de Prager (apart. Ap-1.3.d):

Flo. k) = flo) - K(x) =0,

Flo,6,k, k) = 0

- {M},+M

Sustituyendo la ec.(Ap-1.45,a) en la ec.(Ap-1.45,b), se tiene

or\" . oF . 9K(»)
o 77 "ok Ok

Sustituyendo la ec.(Ap-1.37) en la ec.(Ap-1.46), resulta:

or\ " . OF ]
() o

y sustituyendo esta tdltima en la regla de flujo generalizada ec.(Ap-1.21), se tiene:

oF\" . . OF r 0G
{%} = % ("*f %)

(Ap-1.45,a)

(Ap-1.45,b)

(Ap-1.46)

(Ap-1.47)

(Ap-1.48)
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pero el incremento temporal de tensién, durante un proceso de carga plastica, puede ser escrito

COomao:
=Dg (é—ép) = Dg ( é— A %) (Ap-1.49)

siendo Dg el tensor de rigidez eldstico secante del material ec.(Ap-1.5).

Sustituyendo la ec(Ap-1.49) en la ec.(Ap-1.48) resulta:

or " R v oG . OF r OG

agrupando términos se obtiene el pardmetro de consistencia pldstica. Esto es:

ANy o] ey - () v

T
A= {%‘7;} > (Ap-1.50)
= -
OF " oG
s (%) ps &
siendo:
A\ > 0 : parametro de consistencia plastica ,
OF T+ 0G ) N o

= _% K 8_ . parametro de endurecimiento plastico , (Ap-1.51)

—_——
o

o = tension uniaxial efectiva, definida para un genérico material.

Sustituyendo la ec.(Ap-1.50) en la ec.(Ap-1.49), resulta la siguiente relacién incremental de

tension-deformacion:

é (Ap-1.52)
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Pudiendose escribir, finalmente a partir de esta dltima, la ley constitutiva incremental
tangente para un proceso elasto-plastico no-asociado y sin degradacion de rigidez. Esto es:

6 = DY ¢é (Ap-1.53)

DY = Ds -

(Ap-1.54)

este tensor de cuarto orden, escrito en forma de matriz, tiene validez en todo el proceso
elasto-plastico. Asi , para el caso particular de un proceso puramente elastico, se tiene

_OF _ 9K(k)

que: G 55~ — 00 , entonces A — oo y por lo tanto D7 — Ds.

Ap-1.3.d.- Postulados de estabilidad de DRUCKER — Condiciones de PRAGER

Las definiciones de material pldsticamente estable dadas por Drucker no son méas que una
generalizacion al espacio n-dimensional de las conclusiones que se pueden extraer sobre el trabajo
plastico desarrollado en un proceso uniaxial causado por un incremento de tensiones bajo la
accion de un agente externo. Refiriendose exclusivamente a materiales con endurecimiento y
flujo asociado enuncia que un punto de un sélido cargado tiene un comportamiento estable si
[43][58][81]

se cumple lo siguiente 33!

Postulado (i): El trabajo pldstico realizado por un agente externo, durante la aplicacion
de un estado adicional de tensiones, es positivo.

Postulado (ii): El trabajo neto ejecutado por un agente externo, durante un ciclo de

aplicacion y remocion de un estado adicional de tensiones, es no negativo.

Considerando un punto de un sélido sometido a un estado tensién-deformacion previo
o — €, que es alterado en & — € por la accion de un agente externo, se tiene de acuerdo
al postulado(i), que la respuesta tensién-deformacién del punto es estable si se cumple que el
incremento temporal de trabajo de sequndo orden es positivo fig.(Ap-1.5,a):

a~,T

E€+67& >0

é >0 ,
. .T (Ap-1.55)
0 St . g
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fig.(Ap-1.5): Estabilidad e inestabilidad en un material plastico sometido a un proceso uniaxial

y por el postulado(ii), se tiene estabilidad en la respuesta tensién-deformacién pldstica de un
punto si se cumple que el incremento temporal de trabajo pldstico de sequndo orden es no
negativo fig.(Ap-1.5,a) y fig.(Ap-1.5,c):

)T

V

& >0 ,
T =p

(6 — 0"
(Ap-1.56)

donde:

o" . Tension en el punto al inicio del dltimo incremento de carga.
Este estado satisfizo en el instante previo la ec.(Ap-1.7) ;

o : Tension en el punto en el estado actual del proceso de carga .
Este estado satisface en el instante actual la ec.(Ap-1.7) ;

€ : Incremento de deformacion plastica, desarrollada

durante el incremento de tiempo t (al concluir el ciclo de carga).

Ademés de estos dos postulados, un material con endurecimiento pldstico debe satisfacer
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también las cuatro condiciones de Prager para asegurar un apropiado comportamiento elasto-
plastico. Estas son:

(i) Condicién de continuidad: Se considera un punto de un sélido, sometido a un estado
de tension & que estd situado en la superficie de fluencia, sobre el que se aplica un
incremento temporal de tensién &, fig.(Ap-1.6), proveniente de un incremento en el
estado de carga, descarga o carga neutra (segin sea que el incremento de tensiones se
dirija hacia el exterior, interior o sea tangente a la superficie de fluencia) . Para evitar
discontinuidades en la respuesta tension deformacion la condicién de continuidad
requiere que para estados de carga neutra, no se desarrollen deformaciones plésticas,

lo que significa que en este caso particular el parametro de consistencia plastica de la
ec.(Ap-1.50) es nulo A =0 (0F/0e 1 &=Dgé ). Situacién que conduce a
desarrollar un trabajo plastico nulo.

fig.(Ap-1.6): Camino de tensiones seguido durante un incremento de carga

(ii) Condicién de unicidad: Si sobre un punto del sélido ideal, sometido a un estado
previo de tensién-deformacion, se aplica un incremento de tensién, resultard un
incremento de deformacién asociado al de tensién, (y viceversa), que serd unico. Esta
condiciéon queda cumplida siempre que se respeten los dos postulados de Drucker.

(iii) Condicién de irreversibilidad: Esta exige que el trabajo pldstico sea irrecuperable
dado el caracter irreversible de las deformaciones plasticas. En otras palabras, esta
condicion exige que el trabajo pldstico de primer orden ec.(Ap-1.39) sea siempre positivo
cualquiera sea el proceso plastico desarrollado.

T

wP=0"é& >0 (Ap-1.57)
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Esta ecuacion, es considerada como un caso particular del segundo principio de la

termodindmica 104 .

(iv) Condicién de consistencia plastica: Esta condicién dice que bajo condiciones de
carga ( F(o,q) > 0) ,un punto del sélido que se encuentra en estado elasto-plastico,
pasa necesariamente a otro estado elasto-plastico. Matematicamente esto es:

Flo,k) = fle) = K(k) =0, (Ap-1.58,a)

T
f(a, K) = M g + M £=0 (Ap-1.58,b)
oo ok

Es importante notar, que si un punto del sélido tiene un comportamiento con
endurecimiento negativo (ablandamiento), no cumple con el segundo postulado de
Drucker, ec.(Ap-1.56) fig.(Ap-1.6), por lo tanto, segin este postulado se trataria de un
comportamiento inestable a nivel del punto, o inestable localmente. No obstante, esto
no implica que necesariamente se trate de un proceso inestable para todo el sélido
(condicién de estabilidad global, apen. II); por lo tanto el segundo postulado de
Drucker serd considerado solo como una condicion suficiente de estabilidad global.
Otros comentarios sobre la estabilidad de un proceso elasto-plastico pueden ser

consultados en las referencias [5[71[11][67][104][140]

Ap-1.3.e.- Condiciones de KUHN-TUCKER en plasticidad.

La condicion de carga-descarga 'y la condicion de consistencia pldstica de Prager, se satisfacen
(131 " que es otra forma de
presentar el axioma de la méxima disipacién plastica MDP (apart. IV.8.f):

simultaneamente mediante las tres condiciones de Kuhn-Tucker

A >0 (Ap-1.58,¢)
Flo,q) < 0 (Ap-1.58,d)
\ Flo,q) = 0 (Ap-1.58,€)

De estas tres condiciones se deduce que:

1- Si F(o,q) < 0, la condicion de fluencia pldstica no se satisface y se desarrolla un proceso
puramente elastico, por lo tanto, de la tercera condicién de Kuhn-Tucker ec.(Ap-1.58,e) se
obtiene que A=0 , de donde se deduce que las variables plasticas internas no evolucionan
Gg=)\ H(a(t),q(t)) =0 (apart. Ap-I1.3.a), (particularmente se tiene que € =0 ).

2-Si A>0 , se deduce a partir de la tercera condiciéon de Kuhn-Tucker ec.(Ap-1.58,e) que
el proceso debe satisfacer necesariamente la condicidn de fluencia pldstica F(e,q) = 0,
significando que se trata de un estado de carga elasto-plastico

3-Si A=0 , se deduce a partir de la tercera condicién de Kuhn-Tucker ec.(Ap-1.58,e) que
F(o,q) < 0. Para este caso particular se pueden presentar dos situaciones distintas:
Un proceso de carga nula donde F(o,q) = 0, o Un proceso de descarga eldstico donde
Flo,q) < 0.
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Ap-1.3.f.- Criterios clasicos de fluencia, o discontinuidad, plastica.

Se han formulado en los 1ltimos afios una gran cantidad de criterios de fluencia, o
discontinuidad pldstica, con el fin de mejorar la simulaciéon del comportamiento mecdnico
de los sdlidos ideales dentro de un cierto rango de trabajo. Hay criterios mas aptos para
reproducir el funcionamiento tenso-deformacional de los materiales metdlicos y otros que
funcionan mejor para los geomateriales. En general estos criterios deberian considerar las
siguientes caracteristicas basicas de comportamiento:

— Los materiales metalicos tienen una resistencia a tracciéon y compresiéon del mismo
orden de magnitud. La presién hidrostética, (primer invariante del tensor de tensiones
I ), influye muy poco en la determinacién del estado de fluencia plastica. Los cambios
de volumen permanente son despreciables (incremento temporal de deformacién
volumétrica permanente, dilatancia, nula €2 = 0 ); lo que significa que la forma
y tamafio de una seccién transversal de la superficie de fluencia (plano octaédrico),
se mantiene inalterada tanto a bajas como altas tensiones (no depende del tercer
invariante del tensor desviador de tensiones Js ), (ej.: forma cilindrica: superficie de
Von Mises que serd estudiada més adelante en este mismo apartado). El incremento
temporal de deformacién plastica € depende del tensor desviador de tensiones s en
cada instante del proceso de carga cuasi-estdtico; pudiendose usar satisfactoriamente
la regla de flujo de Prandtl-Reus ec.(Ap-1.16), que es lo mismo que utilizar la forma
general de la regla de flujo ec.(Ap-1.21), con una funcién de potencial plastico del tipo
de la de Von Mises ec.(Ap-1.31). En este caso particular, el tensor de flujo plastico
g = g‘g , €s proporcional a s .

— Los materiales friccionales del tipo de los hormigones pétreos tienen menor resistencia
a traccién que a compresiéon. La presién hidrostédtica influye mucho en la condicion
de fluencia pldstica para tensiones bajas y moderadas, en cambio comienza a perder
importancia en altas tensiones hidrostaticas. El sélido sufre cambios de volumen
irrecuperables exhibiendo el fenémeno de dilatancia €5 # 0 . La forma y dimensiones
de una seccién transversal de la superficie de fluencia (plano octaédrico), es distinta
a bajas que a altas tensiones, pasando de una forma casi triangular a otra circular,
respectivamente (para bajas presiones hidrostdticas depende del tercer invariante del
tensor desviador de tensiones J; y se independiza de él en altas presiones). La
deformacion pléstica tiene una direccién distinta a la que da el gradiente de la superficie
de fluencia, siendo necesario formular una superficie de potencial plastico distinta a la
de fluencia pléstica (plasticidad no-asociada). En estos materiales, y a diferencia de
los metales, el criterio de fluencia depende, entre otras, de tres variables: la cohesion
interna entre particulas c , el rozamiento interno entre particulas ¢ y la dilatancia
interna 1 . Estas pueden ser tratadas como variables internas del proceso mismo,
o también expresadas como una funcién formulada en forma explicita que depende
de la evolucién de las variables internas ¢q (ej.: en la ec.(Ap-1.36) la funcidn de
endurecimiento pldstico K(k) estd expresada como una funcién explicita que depende,
entre otras, de la variable interna de endurecimiento pldstico k).
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De esta breve descripcion surge la necesidad de formular distintos criterios de fluencia y
potencial plastico que permitan considerar los requisitos exigidos por cada tipo de material

ideal. A continuacidn, se describen algunos criterios clasicos de fluencia plastica.

Criterio de fluencia plastica de Rankine — De méxima tensién de traccion.

Este criterio fué formulado por Rankine en 1876 y forma parte de los criterios que dependen de
un solo parametro, la maxima resistencia uniaxial de traccién o7'** . Incluye en su formulacién
el primer invariante del tensor de tensiones: I; y el segundo y tercer invariante del tensor

desviador de tensiones: Jo y Js3 , respectivamente.

Actualmente se lo suele utilizar en procesos de traccién para establecer el limite donde se
inicia el fenémeno de fractura fragil en los hormigones; hipétesis que conduce a suponer que la
fractura ocurre cuando la méxima tensién principal, en un punto, alcanza el valor de la méxima

max

resistencia uniaxial a tracciéon Ko = K(ko) = o#*® . La expresién matemdtica que describe

esta funcién en el espacio de tensiones principales es:

F = Flo,0F*") = max.[o;] — of*® =0 (Ap-1.59)

o bien, en funcién de los invariantes del tensor de tensiones y de su desviador:
F = F(Iy, J5,0,00°%) = 2/3 J; cos(0+ %) T R L (Ap-1.60)

o también, a partir de los invariantes definidos en el espacio de Westergard segin las coordenadas

octaédricas fig.(Ap-1.7):

F=F(p.£,0,00") =v2p cos(9+%) + & - V3o =0 (Ap-1.61)

Cualquiera de estas tres expresiones matemdticas describe en el espacio de tensiones
principales una pirdmide de base triangular fig.(Ap-1.7,a). En el plano octaédrico o desviador,
un tridngulo equildtero fig.(Ap-1.7,c). En el plano meridiano de traccion mdrima, (0 = —%),
una recta de pendiente 1/y/2 y en el plano meridiano de compresién mdzima, (0 =+%), una
recta de pendiente /2 fig.(Ap-1.7,b); ambas rectas meridianas se encuentran en un punto del
eje de tensiones hidrostédticas ¢ a una distancia del origen: ¢° = /3 o,y cortan al eje de

tensién octaédrica de corte p en: p% = /3/205% yen: pd = —6oF fig.(Ap-1.7,b).
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fig.(Ap-1.7): Criterio de fluencia de Rankine:

a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segtin los meridianos de traccion y compresion maxima.

c) Segin el plano octaédrico I; =0 o plano T;

—-373—
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- 01 GTmax

i

fig.(Ap-1.7): Criterio de fluencia de Rankine:
d) Segin el plano oy — 03,02 = 0.

Normalmente se utiliza el criterio de Rankine como un criterio de barrera tensional,
para limitar la mdxima tensién de traccién que puede soportar un punto del sélido fig.(Ap-
1.7,d). Combinado éste con otros criterios de discontinuidad que permiten simular mejor el
comportamiento a compresion, puede ser utilizado para tratar materiales del tipo del hormigén.

Criterio de fluencia plastica de Tresca — De maxima tension cortante.

Este criterio fué formulado por Tresca en 1864, y forma parte de los criterios de fluencia que
dependen de un solo parametro, la maxima resistencia al corte 7™% .

El criterio de Tresca incluye en su formulacién el segundo y tercer invariante del tensor
desviador de tensiones: Jo y Js , respectivamente, e ignora la influencia del primer invariante
del tensor de tensiones I; , permitiendo simular un comportamiento que se aproxima bastante
al de los metales. De acuerdo con este criterio , se alcanza la fluencia plastica cuando el valor
de la funcién de endurecimiento plastico K = K'(ko) , que tiene el significado de una tensién
cortante escalada, alcanza la maxima tensién de corte puro 77% .
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La forma matematica de expresar el critero de fluencia pldstica de Tresca, en el espacio de

tensiones principales, es:

1 1 1
F = F(a,K') = maz. [; lor — o2, ;|02 — o3|, ;|03 — o1 } - K'(k) =0 (Ap-1.62)

siendo K'(k) una funcién de tensién de corte puro *. También puede expresarse la ec.(Ap-1.62)

en funcién de los invariantes del tensor desviador de tensiones como:

F = F(,0.K) = % VT cos® — K'(k) = 0 (Ap-1.63)

* Nota: Esto se puede ver expresando los tensores & y 8, en el espacio de tensiones principales,

para un estado plano de corte puro o9 =0, 03 = —0q :
_01 0 0 op 0 0
g = 0 (op)] 0 - 0 0 0 )
L 0 0 o3 0 0 —o1
[s1 0 0 s1 00 s1 = oy
s=10 so0 0| =110 0 0 , pero: ;1 =0=;
|0 0 s3 0 0 —s1 §3 = —S1 =03 = —01

sustituyendo este estado de tensiones en la ec.(Ap-1.62), resulta

F=|tlos—ail| = K'w) = 0,
F= E|—sl—sl|} ~ K'(k) = 0,

F=|-s1] — K'(k) = s1 — K'(k) =0.
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a)
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fig.(Ap-1.8): Criterio de fluencia de Tresca:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segun los meridianos de traccion y compresion maxima.
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fig.(Ap-1.8): Criterio de fluencia de Tresca:
c) Segin el plano octaédrico I; =0 o plano T;
d) Segun el plano o1 — 03,02 = 0.

=377



—378— Apéndice | :Fund. de los Mod. Elasto-Plasticos

Si multiplicamos por 2 /3 la ecuacién anterior, se obtiene el criterio de Tresca expresado
en valores de tensidon uniazial efectiva & , en vez de la tensién de corte puro K’ . Esto
permite utilizar una funcién de endurecimiento pldstico (k) obtenida de un ensayo a traccién
0 compresion uniaxial:

F=F(J2,0,K') =2/ Jo cos§ — V3 2K'(x)] = 0,
N——

K(x) (Ap-1.64)

F =F(J2,0,5) =2/ J2 cosd — (k) = 0.

o también puede ser expresada en funcién de los invariantes definidos en el espacio de
Westergard, segun las coordenadas octaédricas, como:

F=F(p,0,5) =p cost — g(k) =0 (Ap-1.65)

Como se pudo ver, el primer invariante del tensor de tensiones no interviene en la
formulacién de las expresiones que definen este criterio de fluencia, por lo tanto el plano
octaédrico se mantiene constante e igual al plano 7 cualquiera sea la tensién media:
Ooct = Om = %1 ; describiendo en el espacio de tensiones principales un prisma de base
hexagonal orientado segun el eje de presiones hidrostaticas (o1 = o2 = o3) fig.(Ap-1.8,a). En el
plano octaédrico o desviador representa un hexdgono regular fig.(Ap-1.8,c). De la interseccién
del plano meridiano de traccion, (§ = —%), con la superficie de fluencia surge una recta de
pendiente nula, paralela a la que resulta de la interseccion del plano meridiano de compresion,

(0 = +%), con la superficie de fluencia; ambas rectas meridianas cortan al eje de tensién de
corte octaédricaen pl = ph. = :I:\/g (k) fig.(Ap-1.8,b). En el plano 01 —03, 02 = 0 representa

un hexdgono deformado segin el eje de tensiones oy = o3 fig.(Ap-1.8,d).

El criterio de Tresca se utiliza normalmente para estudiar problemas de plasticidad en
materiales metalicos.

Criterio de fluencia plastica de Von Mises — De tension cortante octaédrica.

Este criterio fué formulado por Von Mises en 1913 y forma parte de los criterios que dependen
de un solo parametro, la maxima resistencia de corte octaédrica, Tt .

El criterio de Von Mises incluye en su formulacién solamente el segundo invariante del
tensor desviador de tensiones Jy , y es independiente del primer invariante del tensor de
tensiones [I; y del tercer invariante del tensor desviador de tensiones Js . De acuerdo con
este criterio, un punto del sélido alcanza la situacién de fluencia plastica cuando el valor de
la funcién de endurecimiento plastico Koy = K(ko) , que tiene el significado de una tensién
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cortante escalada, alcanza la méxima tensién de corte octaédrica, Toes -
Este criterio puede escribirse matematicamente como:

F=Fo.K)= [(01 —09)° + (02 — 03)° + (03 — 1)*| = K*(k) = 0 (Ap-1.66)

=

siendo K(k) una funcién de tensién cortante *. También a partir de esta dltima ecuacién se
puede deducir la relacién que hay entre la tension uniazial efectiva T y la tensién de corte
KC . Para ello consideremos un estado de traccién simple y arbitrario en el espacio de tensiones
principales: 01 =0or =0¢c =0, 02 =03 =0, que sustituido en la ec.(Ap-1.66) da:

F=2 00+ @] -k =0 |

{ 2 (6)2} - K*r)=0 , (Ap-1.68)

(=

(k) = V3 K(k)

Sustituyendo la ec.(Ap-1.67) en esta iltima, resulta la conocida tension uniazial efectiva, o
tension uniaxial generalizada, o tension uniazial equivalente:

o(k) = \/§IC(/£) = V3 5 (Ap-1.69)

Otra forma de expresar la funcién matematica que describe este criterio de fluencia plastica,
resulta de formular la ec.(Ap-1.66) en funcién del segundo invariante del tensor desviador de
tensiones Jo . Esto es:

Jo — K*(k) = 0, (Ap-1.70)
*  Nota: Considerando en el espacio de tensiones principales, un arbitrario estado plano de corte
puro 01,09 = 0, 03 = —07 y sustituyendo este estado de tensiones en la ec.(Ap-1.66) y considerando
que 81 =01 ; 83 = —81 =03 = —01 (ver pié de pdg. criterio de Tresca), se tiene:
1 2 2 2 2
F=5 |00 +(=03)" + (03— 0’| — k() =0,
1 2 2 2 2 Ap-1.67
= = [0 + (=50 + (=1 = 1) = K2w) = 0 (Ap-1.67)

F=s1—K()=0



—380— Apéndice | :Fund. de los Mod. Elasto-Plasticos

siendo inmediato de aqui presentarla en su forma méas conocida:

V2 — K(k) =0, (Ap-1.71)

o también, a partir de esta ultima ecuacién se puede formular este criterio en funcién de la
tension cortante octaédrica, razén por la cual lleva el nombre de criterio de la maxima tension

de corte octaédrica. Esto es:

2 2
Toct = \/ng = \/;IC(/@) (Ap-1.72)

Otra manera de formular el criterio de fluencia de Von Mises, es en funcién de la tension

uniazxial efectiva. Sustituyendo la ec.(Ap-1.68) en la ec.(Ap-1.71) resulta:

V3Jo — aT(k) =0 (Ap-1.73)

A partir de la ec.(Ap-1.72) se puede representar también el criterio de Von Mises en funcién

de los invariantes definidos en el espacio de Westergard segin las coordenadas octaédricas como:

2

p _ -
75 ke =0, (Ap-1.74)

o multiplicando ambos sumandos por 3 |, resulta:

V3p — V2V3K(k) =0,
(Ap-1.75)

V3p — V23(k) = 0
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fig.(Ap-1.9): Criterio de fluencia de Von Mises:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segtin los meridianos de traccion y compresion maxima.
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S
0'\/'
fig.(Ap-1.9): Criterio de fluencia de Von Mises:

c) Segiin el plano octaédrico I; = 0 o plano T;
d) Segin el plano oy — 03,02 = 0.
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De las distintas formas de presentar el criterio de fluencia de Von Mises, se puede ver que
en el espacio de tensiones principales dicho criterio representa un cilindro cuyo eje coincide
con el eje de presién hidrostdtica (o7 = o2 = o3) fig.(Ap-1.9,a). Esto se debe a que en el
plano octaédrico o desviador representa una circunferencia que mantiene constante su didmetro
cualquiera sea el valor de I , ya que es independiente de la influencia de la presién hidrostética
fig.(Ap-1.9,c). De la interseccién del plano meridiano de tracciéon mdrima, (§ = —7%), con la
superficie de fluencia plastica se obtiene una recta, de pendiente nula, paralela a la que resulta
de la interseccién con el plano meridiano de compresion mdzima, (0 = +7%); ambas rectas

cortan al eje de tensién de corte octaédrica en:  p% = p% = + \/g (k) fig.(Ap-1.9,b). En
el plano 01,092 = 0,03 representa una elipse que tiene su radio mayor orientado segtn el eje

de tensiones o1 = o3 fig.(Ap-1.9,d). La funcién de esta elipse surge de sustituir un estado de
tensién plano 1,09 = 0,03 en la ec.(Ap-1.66). Esto es:

(01 — 0)2 + (0 — 03)% + (03 — 01)2} = 6 K2(x) (Ap-1.76)

sustituyendo en ésta la ec.(Ap-1.68) se tiene:

207 — 20103 + 207 = 6K*(k) = 252 (Ap-1.77)

Reordenando esta tltima, se puede presentar la ecuacién de la elipse de Von Mises como:
2 2
() -F)F) + (F) =1 (Ap.72)
o) o) o) o)

La diferencia fundamental entre el criterio de Tresca y el de Von Mises, radica en la forma
de considerar los estados tensionales de corte puro:

1
de la ec.(Ap-1.65), para TRESCA: p° = 7 o(k) ;para =0 ,
(Ap-1.79)
2
de la ec.(Ap-1.75), para Von MISES: p° = 3 a(k) VvV 6
tal que la relacién de proporcién entre ambos radios octaédricos es de:
(pO)M'
———£ases = 1,154700538. .. (Ap-1.80)

(po) Tresca
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siendo mas acertado para los materiales metalicos el radio octaédrico previsto por Von Mises.

En estudios numéricos sobre hormigones, llevados a cabo por M. Suidan and W. Schnobrich
, se utilizé el criterio de fluencia de Von Mises para tratar el material a compresién,
combinado con el criterio de Rankine para considerar el comportamiento a traccién (Von Mises
con disminucién de la tensién limite de traccién). Sobre la combinacién de criterios de fluencia

[135]

plastica, ver (apart. Ap-1.3.g).

Criterio de fluencia plastica de Mohr-Coulomb — De tension cortante octaédrica.

Este criterio, formulado por Coulomb en 1773 y desarrollado en profundidad por Mohr en
1882, forma parte de los criterios que dependen de dos pardmetros, siendo éstos la cohesion
interna entre particulas del sélido ¢ y el rozamiento interno entre ellas, medido por el angulo
¢ . Incluye en su expresion matematica el segundo y tercer invariante del tensor desviador de
tensiones: Jo y J3 , respectivamente, y a diferencia de los criterios utilizados en materiales
metélicos depende del primer invariante del tensor de tensiones I; . Esto se debe a que al
ser un criterio de fluencia basado en el concepto del rozamiento entre particulas, la fuerza de
rozamiento interna desarrollada entre ellas crece con el aumento de la presiéon en la masa del
sélido. Esto es:

| 7] = flom) (Ap-1.81)

siendo:

T . Tension cortante que se desarrolla en el plano de fallo

Om = — . Tension media u octaédrica.

En el caso uniaxial representa la tension normal al plano de fallo o, .

A partir de esta idea béasica surge el criterio de fallo de Coulomb como:

| 7] = ¢ + on tang (Ap-1.82)
siendo:

c . Cohesion interna entre particulas del solido

¢ : Angulo de rozamiento interno entre paticulas del sélido.

En el caso extremo en que el dngulo de rozamiento interno sea nulo, ¢ = 0 , este criterio
de fluencia se transforma en el de Tresca: 7 =c =K' fig.(Ap-1.11,d), y con ello se convierte en
un criterio de maxima tensién de corte.
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Representando la ec.(Ap-1.82) en el espacio 7—o, fig.(Ap-1.10), resultan dos rectas tangentes
a los circulos de méaxima tensién principal de Mohr. De aqui se tiene que el estado de fluencia
plastica se alcanza cuando el estado de tensiones hace que el circulo de Mohr toque las dos

rectas envolventes descritas por la ec.(Ap-1.82).

At

01>02>03

g
OQ=c.cotg g

(9o

fig.(Ap-1.10): Relacion entre las tensiones principales y el criterio de Mohr-Coulomb

A partir de la fig.(Ap-1.10) se puede reescribir la ec.(Ap-1.82) del siguiente modo:

(252 e - [(252) (252 o s v

Reordenando algebraicamente esta ecuacién, queda:

Flo,c,d) = (01;03) + (01—503) sing — ¢ cosp = 0 (Ap-1.84)
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siendo:

01 . Tension principal mayor
o3 . Tension principal menor
c: Cohesion interna entre particulas del solido

¢ : Angulo de rozamiento interno entre particulas del sclido.

De la ec.(Ap-1.84) se deduce que el criterio de Mohr-Coulomb ignora el efecto de la tensién
principal intermedia o3 , lo que es un inconveniente para la definicién del criterio de fluencia
en funcién de las tres tensiones principales (o01,02,03) . No obstante, este problema queda
resuelto si se escribe su expresién matematica en funcién del primer invariante del tensor de
tensiones I; , del segundo invariante del tensor desviador de tensiones Jo y del &ngulo 6 que
depende de Jo y Js, definiendo asi , en forma inequivoca, la posicién del estado tensional en
el espacio de tensiones principales. Esto es:

I . .
F(I1, J2,0,c,9) =§1 sing + /Ja (cos@—smeTsmqb) — ccosp=0 (Ap-1.85)

o idénticamente, se puede presentar en funcién de los invariantes definidos en el espacio de
Westergard:

sinf sin¢

f(p,£7970,¢):\/§£ smd) +\/§p<6039_ \/5

) — V6 cosp =0 (Ap-1.86)

Se puede ver en las ecs.(Ap-1.84), (Ap-1.85) y (Ap-1.86), que el criterio de Mohr-Coulomb
representa en el espacio de tensiones principales una pirdmide de base hexagonal distorsionada,

con eje coincidente con el de presién hidrostética (o7 = oo = o3) fig.(Ap-1.11,a). Esto se

debe a que en el plano octaédrico representa un hexagono deformado que crece a medida que

se incrementa la presiéon hidrostatica o, = %1 fig.(Ap-1.11,c). De la interseccién del plano

meridiano de traccion mdrima, ( = —%), con la superficie de fluencia resulta una recta de
. . 2\@51‘71(1) . .. P . 0_25\/6005(1)

pendiente: ismg - due corta el eje de tensién cortante octaédrica en: pg = Stsme

al eje de tension normal octaédrica en: €0 = V3¢ cotep . De la interseccién del plano

meridiano de compresion mdzima, (0 = +7%), con la superficie de fluencia resulta una recta de

2V2 sin¢

3 smg o+ due corta el eje de tension cortante

pendiente mayor que el meridiano de traccién:
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octaédrica en:  p2, = chsl/fimcm y al eje de tensién normal octaédrica en el mismo punto
que el meridiano de traccién fig.(Ap-1.11,b). En el plano o1,02 = 0,03 representa un hexdgono

deformado que se orienta segin el eje de tensiones o1 = o3 fig.(Ap-1.11,d).

De las funciones que describen el criterio de fluencia de Mohr-Coulomb y de la fig.(Ap-1.11),
resulta claro que este criterio trata en forma diferenciada el comportamiento tensional a traccién
y a compresién, admitiendo una relacién entre resistencias uniaxiales Rpson,r = }U% | / |a%} , que
solo depende de la magnitud del d&ngulo de rozamiento interno ¢ fig.(Ap-1.11,d). Esto se puede
comprobar escribiendo la ec.(Ap-1.84) a partir de la convencién: o3 < o2 < g1 , por lo tanto

max

o =01,y o™ =o03:

(14 sing) 9 cos ¢
03 = 01—~ — 2¢ 77—
3 "1 =sing) (1—sing) ’
m T
o5 = oy tan® <Z + g) — 2c¢ tan (Z + g) , (Ap-1.87)
o™i = g™ tqn? (% + g) — 2c¢ tan (% + g) 5
pero haciendo:
0
o
Ryronr = @ = tan® Ul + ? ) (Ap-1.88)
|UT‘ 4 2
resulta la siguiente expresién del criterio de Mohr-Coulomb :
omin — gmaz Ryjonr — 2 ¢ \/m (Ap-1.89)

Puesto que las tensiones principales o1,092,03 pueden ir tomando, de una a la vez, los
valores de ™% y ™" | resultan de la ec.(Ap-1.89) seis planos en el espacio de tensiones
principales, que establecen las seis condiciones de fluencia plastica que delimitan el dominio
piramidal del criterio de Mohr-Coulomb. Para expresar estas seis condiciones se estudiara el
caso particular de un problema plano, con o9 = 0 fig.(Ap-1.11,d), que permitird obtener seis
ecuaciones de rectas que demarquen el dominio de este criterio en el plano o1 — o3 . Esto es:

o Condicién 1-(Traccion-Compresion). Para o3 = ¢™" < 0 < g1 = 0™ | resulta de la

ec.(Ap-1.89):
2c
Para.og =0 = 0] = ——
V RMohr
—03 = 01 Ryonr — 2 ¢ V Rytonr = (Ap-1.90)

Para:c1 =0 = 03 = 2¢v/ Ryronr
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a) Plano octaddrico
11=0 (plano TT)

_02

Plano desviador
u octaedrico
I1 =cte. o,} S

Ap= V3 Toct /
TRAC.-COMP
/ TRACCION
/ TOTAL

pO= 2.c. V6 cos @
. (3+sen @)

COMPRESION
TOTAL

§o= \/3_.c.cotg @
€= V3 Ooct

450 B1

Pc

19c\9€
\_—"=componente que
provoca dilatancia
o_2c. V4 cos [/}

Pc= (3-seng)

fig.(Ap-1.11): Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segun los meridianos de traccion y compresion maxima.



Apéndice | : Fund. de los Mod. Elasto-Plasticos —389—

c)
-011 -01

+TU/6

o

o;

fig.(Ap-1.11): Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb:
c) Segin el plano octaédrico I; =0 o plano T;
d) Segun el plano o1 — 03,02 = 0.
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o Condicién 2-(Compresion-Compresion). Para o3 = ¢™" < gy = ¢™%® < 0 , resulta de la
ec.(Ap-1.89):

—03 = —01 Ryrohr — 2 ¢ A/ Ryrohr = { Para:oc; =0 = 03 = 2¢\/ Ryronr (Ap-1.91)

o Condicién 3-(Compresion-Compresion). Para o, = c™" < g3 = ¢™%® < () , resulta de la
ec.(Ap-1.89):

—01 = —03 Ryonr — 2 ¢ v/ Ryronr = { Para:os =0 = 01 = 2¢c/ Raronr (Ap-1.92)

o Condicién 4-(Compresion-Traccion). Para o1 = ¢™" < 0 < g3 = ¢™* | resulta de la
ec.(Ap-1.89):

2c

RMohr
—01 = 03 Ryonr — 2 ¢/ Ryonr = (Ap-1.93)

Para.og =0 = 01 = 2¢n/ Ryrohr

Para:oc1 =0 = o3 =

o Condicién 5-(Traccion-Traccion). Para 0 < o1 = 0™ < g3 = ¢™*® | resulta de la
ec.(Ap-1.89):

2c

01 = 03 Ryonr — 2 ¢ A/ Ryronr = { Para:c;1 =0 = 03 = F (Ap-1.94)
Rasonr

o Condicién 6-(Traccion-Traccion). Para 0 < o3 = o™ < g1 = ¢™*® | resulta de la
ec.(Ap-1.89):

2c

03 = 01 Rymonr — 2 ¢/ Ryonr = {Para"g?) =0 =01 = R (Ap-1.95)
Mohr

A partir de estas condiciones de fluencia, se puede verificar la relacién entre resistencias
uniaxiales a compresién y traccién ec.(Ap-1.88). Por ejemplo, a partir de la ec.(Ap-1.90) se tiene:
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o1 =0"" = ——— : g3=0""=2c\/Ryrohr - (Ap-1.96)
y de aqui resulta:

min |O’

Vv RMohv"

= BRyonr = 01 (Ap-1.97)
o7

Q°

Entre las principales desventajas que presenta el uso de este criterio de fluencia plastica,
se pueden mencionar:

— No tiene en cuenta la influencia de la tensién principal intermedia o5 , resultando
un material con igual resistencia para un estado de compresiéon biaxial simétrico,
que para un estado de compresién uniaxial simple. Los ensayos fisicos [741[136]
muestran que para alcanzar la resistencia maxima en un estado de compresion biaxial
simétrico, es necesario aplicar componentes de tension algo mayor que la componente
correspondiente a un estado de compresién uniaxial. (por ej.: en hormigones
sometidos a compresién doble simétrica se alcanzan resistencias 1.16 veces mayor que
a compresién uniaxial [74]).

— Los meridianos de tracciéon y compresion describen lineas rectas ya que son funciones
lineales del primer invariante del tensor de tensiones I;. Esta aproximacién resulta
deficiente si se trabaja con estados de tensién hidrostatica muy altos, siendo necesario
para altas presiones que las curvas de los meridianos de traccién y compresién sean
paralelas (Dentro del rango habitual de trabajo de los hormigones no se alcanzan
presiones hidrostaticas que hagan necesario considerar esta situacién, siendo bastante
aproximado considerar meridianos rectos (apart.IV.5) [ ). Entre los criterios
de fluencia que satisfacen esta condicién se encuentra el conocido con el nombre de

cap-model [431(131],

— La relaciéon entre resistencias uniaxiales de compresién y traccién ec.(Ap-1.88) depende
solamente del dngulo de rozamiento interno ¢ , lo que hace dificil adaptar este criterio
a un gran nimero de materiales. En el caso particular de los hormigones se tiene una
relaciéon maxima de Rpyjonr = |a%‘/|a%‘ ~ 10.0 con un angulo de rozamiento interno
¢ ~ 32° . Si se observa la fig.(Ap-1.12), esta situacién no puede ser satisfecha con
el criterio estandar de Mohr-Coulomb. Entre las alternativas mds utilizadas para
solucionar este problema esta la de usar Mohr-Coulomb en la zona de compresion, y
en la zona de traccién un limite de tensién del tipo Rankine 33, pero la combinacién
de criterios de fluencia provoca serias singularidades en la zona de uniéon de ambas
superficies si se pretende utilizar el criterio de fluencia como criterio de potencial
plastico. Otra forma de resolver el problema es mediante la utilizacién de un angulo
de rozamiento interno ficticio muy alto ¢ ~ 55° que permita alcanzar una relacién
de resistencias uniaxiales Rpyjonr = ‘U%|/|U%‘ ~ 10.0 . Esta tultima solucién, en
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fig.(Ap-1.12): Relacién entre el dngulo de rozamiento interno y el prametro Ryson, = |og‘/|o%‘

el caso de que se utilice la superficie de fluencia como funcién de potencial plastico,
trae aparejado un excesivo efecto de dilatancia fig.(Ap-1.11,b), debido a que al crecer
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el angulo ¢ crece la componente de deformacién plastica que provoca este efecto
(crecimiento de € ) (apart.IV.4.d).

Criterio de fluencia plastica de Drucker-Prager.

Este criterio, formulado por Drucker y Prager en 1.952, es considerado como una aproximacién
alisada del criterio de Mohr-Coulomb para evitar sus aristas que producen problemas numéricos
cuando se trabaja con plasticidad asociada (ver al final de este apéndice: regla de flujo en puntos
singulares (apart. Ap-1.3.h) ).

La formulacién matematica de este criterio surge como una simple modificacion del criterio
de Von Mises, donde se incluye el efecto de la presién hidrostéatica influenciada por una funcién
del dngulo de rozamiento interno @(¢) . También depende del segundo invariante del tensor
desviador de tensiones Jy y es independiente de su tercer invariante Js . Es un criterio que
depende de dos parametros, siendo éstos la cohesion interna entre particulas del sélido ¢ y
el rozamiento interno entre ellas ¢ .

Su expresiéon matematica, en funcién de los invariantes del tensor de tensiones y su tensor
desviador, es :

F(li, J2,e,0) = ali + /Jo — K(k) = 0 (Ap-1.98)

o idénticamente, se puede presentar en funcién de los invariantes definidos en el espacio de
Westergard:

Flp,&c,p) = avoe + p — V2K(k) = 0 (Ap-1.99)

donde @(¢) y K(x) son multiplicadores positivos que permiten ajustar este criterio de fluencia
al de Mohr-Coulomb. En el caso particular que @ = 0 se transforma en la teoria de Von Mises
ec.(Ap-1.75).

Este criterio de fluencia representa un cono de base circular en el espacio de tensiones
principales, orientado segun el eje de presiones hidrostaticas o1 = o2 = o3 fig.(Ap-1.13,a). Esto
se debe a que el plano octaédrico es una circunferencia que mantiene su geometria, pero cambia
su dimensién en funcién lineal del primer invariante del tensor de tensiones I; fig.(Ap-1.13,c).

De la interseccion del plano meridiano de traccion mdzima, (6 = —%), con la superficie de
fluencia resulta una recta de pendiente: /@ , que corta al eje de tension cortante octaédrica
en: pY = V2 K y al eje de tensién normal octaédrica en: €0 = \/355 . Debido a que este

criterio no tiene en cuenta la influencia del tercer invariante del tensor desviador de tensiones,
la interseccién del plano meridiano de compresion mdrima, (6 = +7%), con la superficie de
fluencia da una recta de igual pendiente que la del meridiano de traccién, coincidiendo también
en los puntos de interseccién con los ejes octaédricos fig.(Ap-1.13,b). En el plano o1,09 = 0,03
representa un elipse del tipo de la de Von Mises, pero desplazada de su centro por influencia del
primer invariante del tensor de tensiones fig.(Ap-1.13,d). Esto es, particularizando la ec.(Ap-1.98)
en el plano o1 — o3 resulta:
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fig.(Ap-1.13): Criterio de fluencia de Drucker-Prager:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segun los meridianos de traccion y compresion maxima.
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-0

fig.(Ap-1.13): Criterio de fluencia de Drucker-Prager:
c) Segin el plano octaédrico I; =0 o plano T;
d) Segun el plano o1 — 03,02 = 0.
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o que es lo mismo:

con:

ﬁ
|
&l

— @ (01 + 03)

Esta curva, que estd en el plano o1 — o3 , corta los ejes coordenados en:

para: 01 =0 = r = K — @o3 = o03=

para: 03=0 = r = K — aoy = o1 =
y al eje de presiones hidrostéaticas en:

= V3K

para: 01 =03=0 = r =K — 200 = 0= ——F7——
P 2a V3 +1

Resultando de éstas, las siguientes relaciones de resistencias:

0 _V3K
uniaxial:  Rpruck = |UC‘ _ av3 -1 a3 +1
‘ TUuc - 0 — \/g E ,
g a3 -1
| T‘ @ V341 V3
45°
o ‘ ¢ 200 V3 +1
biaxial simétrica (45°): Riroh = 1= 5 o
EETE

(Ap-1.100)

(Ap-1.101)

(Ap-1.102)

(Ap-1.103)

(Ap-1.104)

Entre los distintos caminos que hay para obtener las magnitudes de las constantes de ajuste
@ y K, se han elegido aquellos que resultan de exigir la coincidencia del criterio de Drucker-
Prager con el de Mohr-Coulomb en:  a.-sus meridianos de traccién méaxima y  b.- en sus

meridianos de compresién méaxima.
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e Constante de ajuste que resulta de exigir que el criterio de Drucker-Prager coincida con el

de Mohr-Coulomb en sus meridianos de traccién maximas:

2¢V6 oS ¢ —
0 _ (0 _
(pT)Mohri (pT)Druck = 3+SZ"I’L¢ 7\/§IC ’
(Ap-1.105)
(€) s = (€ e cotd = —~
E Mohri5 Dv"'u‘ck:> CCOd)—\/ga.
resultando de este sistema de ecuaciones:
_ 6 c coso
K=Kips = —————————
e V3 (34 sing)
(Ap-1.106)
— 2 sing
a = Q; s == —F/—  —————_
" V3 (3 4 sin @)

Estas dos constantes sustituidas en las ecs.(Ap-1.98) v (Ap-1.99) describen un cono inscrito en

la pirdamide de Mohr-Coulomb, coincidiendo ambos criterios en los meridianos de traccién

fig.(Ap-1.1).

e Constante de ajuste que resulta de exigir que el criterio de Drucker-Prager coincida con el

de Mohr-Coulomb en sus meridianos de compresién maxima:

00 st = () pras = T2~ 2K

(Ap-1.107)
K
V3

(go)MOhr = (go)Druck = 3¢ 60t¢ =

ol

resultando de este sistema de ecuaciones:
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fig.(Ap-1.14): Relacién entre los criterios de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager:
a) En el espacio de tensiones principales o espacio de Westergard;
b) Segun el plano o1 — 03,02 = 0.
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fig.(Ap-1.14): Comparacion entre los criterios de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager:
c) Segin los meridianos de traccion y compresion maxima.
d) Segin el plano octaédrico 7; = 0 o plano ;
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_ 6 c coso
L
V3 (3 — sin¢)
(Ap-1.108)
- 2 sing
A = Qcjr =

V3 (3 sin¢)

Estas dos constantes sustituidas en las ecs.(Ap-1.98) v (Ap-1.99) describen un cono que
circunscribe la pirdmide de Mohr-Coulomb, coincidiendo ambos criterios en los meridianos
de traccién fig.(Ap-1.14).

Entre las principales desventajas que presenta el uso de este criterio de fluencia pléstica,
se pueden mencionar:

— Aligual que en la superficie de Mohr-Coulomb, los meridianos de traccién y compresién
méxima describen lineas rectasno paralelas, (funcién lineal de Iy ), resultando
deficiente su utilizacion en problemas con grandes presiones hidrostaticas.

— No depende del tercer invariante del tensor desviador de tensiones Js , incorporando
mayores difucultades que el criterio de Mohr-Coulomb para ajustar el comportamiento
de los geomateriales en su rango total de aplicacién, (plano octaédrico circular:
para cada{ = [p=cte. V 0]).

— La relacién entre resistencias uniaxiales de compresién y traccion solamente depende
de la magnitud del angulo de rozamiento interno ¢ , lo que hace dificil su adaptaciéon
a las caracteristicas de un gran nimero de materiales friccionales.

A continuacién se detallardn las razones que llevaron a expresar estas dos ultimas
desventajas del criterio de Drucker-Prager. Sustituyendo en las ec.(Ap-1.104) las constantes
de ajustes expresadas en las ec.(Ap-1.106) y ec.(Ap-1.108), resultan cuatro relaciones tensionales:
dos que corresponden a la superficie de fluencia de Drucker-Prager inscrita en la de Mohr-
Coulomb y dos que corresponden a la superficie de Drucker-Prager que circunscribe a la de
Mohr-Coulomb, respectivamente. Esto es:

3sing+3
(RDruck)ins = Sin—(j)(b— 3
sustituyendo (Ap-1.106) — (Ap-1.104) : (Ap-1.109,a)
o 5sing+ 3
R45 ins =
( Druck)"h 3 S'lnd) _ 3
sing+ 3
(RDruck)cir = 3 S’LTL(b—(j) _3
sustituyendo (Ap-1.108) — (Ap-1.104) : (Ap-1.109,b)
o 3sing+3
R45 Nt A N
( Druck)c’”" 5S’LTL(1)— 3
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0= Oz= G,

fig.(Ap-1.16): Funcién de Drucker-Prager para las constantes de ajuste ec.(Ap-1.108), en el caso particular:

o1 =03,00=0, ¢= arcsin(%) .

De analizar las ec.(Ap-1.109,a), para la superficie inscrita dentro de la de Mohr-Coulomb,
resulta obvio que la funciéon de Drucker-Prager se indetermina en el plano ¢;—o3 , para tensiones
—01 = —03 , en (R;{?:uck)ms con un angulo de rozamiento interno de ¢ = 7 fig.(Ap-1.15).
Esto también ocurre en la superficie de Mohr-Coulomb, pero en el criterio de Drucker-Prager
hay un problema adicional ya que ni aun para estos angulos de rozamiento interno tan altos,
del orden de ¢ =~ 7 , se pueden alcanzan relaciones de resistencias uniaxiales superiores
a |Rprucklins =~ 3 , magnitud que estd muy lejos de la requerida por materiales como los
hormigones. Ademas es necesario observar que estas situaciones extremas conducen a excesivos

e irreales efectos de dilatancia.

La superficie de Drucker-Prager que circunscribe a la de Mohr-Coulomb, permite lograr
mayores relaciones de resistencias uniaxial, ec.(Ap-1.109,b) con angulos de rozamiento mas bajos,
pero presenta una indeterminacién en el plano o¢; — o3 , para tensiones —o; = —o3 , en
(R% )eir con un angulo de rozamiento interno de ¢ = arcsin(2) ~ 36.8698...° (valor
comprendido dentro de las caracteristicas del hormigén) fig.(Ap-1.15). Esta indeterminacién se
debe a un crecimiento desmedido de la superficie en la zona de compresion frente a la de traccién,
tal que la curva contenida en el plano meridiano de traccién maxima no alcanza a cortar el plano
o1 — 03,09 = 0 fig.(Ap-1.3,a), o en otras palabras que el octante —o1,—02, —03 ha quedado
totalmente contenido dentro de la superficie de fluencia plastica. Para este caso particular,
la formulacién del criterio de Drucker-Prager ec.(Ap-1.98) se reduce a la siguiente expresién
matematica:
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o2 —
a0 + 3~ K =0 (Ap-1.110)
con: 0 =01 =03,00=0
o bien escribiendo la ec.(Ap-1.110) de otro modo, resulta:
o — V3K _ 6 c cos¢ (Ap-1.111)

2V3a + SIGN(o) 4 sing + /3 (3 —sing) SIGN(o)

Sustituyendo ¢ = arcsz’n(%) en la ec.(Ap-1.108), resulta: @ = ﬁg y K=4ac = K=

\% ¢ que reemplazados en la ec.(Ap-1.110) proveen la siguiente relacién entre la tension y la

cohesion para este caso particular:

c = %(a + lo]) = (o) (Ap-1.112)

Esta particular expresion de la funcién de Drucker-Prager, representada en el plano ¢—o,
permite ver que solo se puede satisfacer la condicién de fluencia plastica en el caso particular:
01 =03,00=0, ¢ = arcsz’n(%) ,siysolosi o> 0, o0 sea para estados de traccion doble
o de tension nula, ya que en la zona de compresiéon exige que la cohesion sea nula, situacion
totalmente inadmisible fig.(Ap-1.16).

Del andlisis de la funcién de Drucker-Prager que inscribe a la de Mohr-Coulomb, surge
que solo es posible su uso con angulos de rozamiento interno ¢ bastante méas bajos que el
critico: ¢ < arcsin(2) y en tal caso se estd muy lejos de poder aproximar las propiedades

5
del hormigén.

Ap-1.3.g.- Comentarios sobre la combinacién de criterios de fluencia plastica.

Los criteros de fluencia de Tresca y Von Mises fueron formulados para el tratamiento de
los materiales metdlicos, ajustandose bastante bien a su comportamiento mecdnico. No se
puede decir lo mismo de los criterios de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager, formulados para el
tratamiento de los materiales friccionales. Con el fin de solucionar los defectos que presentan
estos dos ltimos criterios cldsicos, normalmente de han seguido tres caminos alternativos:

1- Modificar ligeramente un criterio clasico para solucionar un cierto problema puntual. Ver
(anexo-C): modificacion del criterio de Mohr-Coulomb. Ver también ref. [33].

2— Formular nuevos criterios de fluencia plédstica, basados o no en los criterios clésicos,
con el fin de mejorar la simulacién del comportamiento de los sélidos ideales. Ver
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(apart IV.5.): criterio de fluencia propuesto en esta tesis. Ver también las

refs. [26][29][33][34][46][47][51][56]([70][72][73][78][87][102][113][131] .

3— Utilizar distintos criterios de fluencia dentro de cada zona del espacio de tensiones
principales (combinacién de criterios). Se incluyen aqui los criterios de fluencia con limite

de tensidén a traccién [331[301[54][121][126]

En este apartado solo se hard un comentario sobre la tercera opcién para resolver el
problema. En general este camino, desde el punto de vista de las técnicas de programacion,
constituye una opcién simple y cémoda que permite considerar uno u otro criterio de fluencia
pléstica mediante decisiones logicas . No obstante, esta solucién trae problemas desde el punto

de vista de la mecdnica.
Entre las combinaciones posibles, se trataran las siguientes:

-1- Criterio de Von Mises a compresién y Rankine (o disminucién de tensién) a traccién.

Entre los muchos problemas que presenta esta combinacién de criterios, los més serios son:

PLANO DE COINCIDENCIA P /

fig.(Ap-1.17): Combinacidn del criterio de fluencia plastica de Von Mises con el de Rankine en el espacio

de Westergard.
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— Debido a que la superficie de Von Mises es cilindrica y la de Rankine una pirdmide de base
triangular, se presenta una discontinuidad funcional en el plano o planos de combinacion
funcional fig.(Ap-1.17), quedando indefinido, el criterio de fluencia resultante, en esta region.
Esto se agrava si se adopta una regla de flujo asociada al criterio de fluencia, ya que se
presenta una definicién multiple del flujo plastico en la interseccién de ambas superficies.
Solamente en el plano o1 — 03,00 = 0 se presenta un caso particular de continuidad
funcional con discontinuidad en el flujo pldstico fig.(Ap-1.17). Siendo esto tltimo salvable
utilizando el criterio de Koiter (apart. Ap-I1.3.h).

— Los materiales friccionales presentan dilatancia € j # 0, y esta combinacion de criterios de
fluencia no tiene en cuenta este efecto en la zona de compresién pura, donde el fenémeno es
més importante (desprecia la influencia de I7 ), y lo tiene en cuenta en la zona de traccién

donde es menos importante debido al bajo nivel de tensiones.

— En la zona de compresién pura desprecia la influencia del tercer invariante del tensor

desviador de tensiones J3 .

— Si se utiliza una variable de endurecimiento simplificada, como la deformacidn pldstica
efectiva ec.(Ap-1.41), serd necesario utilizar una constante ¢, para cada superficie de

fluencia, esto es:

Cr) i vV I < cte.
Cx, — ( K)M?,SGS (Ap_lll3)
(C"‘)Rankine v I > cte.

Siendo en estos casos mas conveniente trabajar con una variable de endurecimiento del

tipo del trabajo pldstico especifico ec.(Ap-1.39).

-2- Criterio de Von Mises a compresién y Mohr-Coulomb a traccion.

Esta combinacién, de un cilindro (Von Mises) en la zona de compresién con una pirdmide de
base exagonal (Mohr-Coulomb) en la zona de traccién, adolece de los mismos defectos que los

mencionados en la combinacién -1- fig.(Ap-1.18).

-3- Criterio de Von Mises a compresion y Drucker-Prager a traccion.

Se trata de la combinacién de un cilindro (Von Mises), en la zona de compresion, con un cono
de base circular (Drucker-Prager), en la zona de traccién fig.(Ap-1.19). Tiene una gran ventaja
sobre los tratados en los dos apartados anteriores, ya que permite lograr continuidad funcional
en los planos de combinacién, aunque no en sus derivadas. Debido a esto si se utiliza este
criterio de fluencia plastica como criterio de potencial, serd necesario definir un flujo tinico

sobre el plano de combinacion.
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PLANO DE COINCIDENCIA

fig.(Ap-1.18): Combinacién del criterio de fluencia plastica de Von Mises con el de Mohr-Coulomb en el

espacio de Westergard.
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Entre los problemas maés serios que presenta esta combinacién, estan:

— Falta total de dilatancia en la zona de compresion, al igual que los tratados anteriormente,
debido a que desprecia la influencia del primer invariante del tensor de tensiones en esta

zona de trabajo, al igual que las dos combinaciones anteriores.

— Desprecia tanto a traccién como a compresion la influencia del tercer invariante del tensor

desviador de tensiones.

— Es necesario trabajar con una variable de endurecimiento plastico del tipo del trabajo
pléstico especifico ec.(Ap-1.30), en forma andloga que en las dos combinaciones anteriores.

— Y por ultimo, aparece un problema adicional en la relacién de resistencia uniaxial

compresion-traccién, que hace que ésta no pueda ser mayor que dos en ningiin caso.



Apéndice | : Fund. de los Mod. Elasto-Pldsticos —-407—
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fig.(Ap-1.19): Combinacion del criterio de fluencia plastica de Von Mises con el de Drucker-Prager en el
espacio de Westergard.

Para explicar este ultimo problema, es conveniente definir previamente la funciéon de
fluencia resultante y la condicién para que exista coincidencia entre ambas.

Vo — IC(K) =0 ; vV 1 <0,
Flo,k) = (Ap-1.114)
al, ++/Jo—K(k)=0; ¥V >0 .

La funcién de endurecimiento de la ec.(Ap-1.114,a) debe coincidir con el de la ec.(Ap-1.114,b)
en el plano de coincidencia, que por simplicidad elegiremos I; = 0 . Para ello debe cumplirse
que:
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Kk) = K(k) (Ap-1.115)

siendo K(k) la constante de ajuste de Drucker-Prager, definida en las ec.(Ap-1.106) o
ec.(Ap-1.108), segin se elija un cono inscrito o circunscrito a la superficie de Mohr-Coulomb,
respectivamente.

Definida la funcién de fluencia y la condicién de coincidencia, se determinaran los limites de
tensiéon uniaxial y biaxial, y a partir de éstos se obtendran las relaciones de resistencia buscada.
Estos limites de tensién resultaran de la funcién de Drucker-Prager para I; > 0, y de la de
Von Mises para I; <0 .

o Tensién de compresién uniaxial: sustituyendo o3 = oc < 0,020 =01 =0 en la ec.(114,a)
resulta:

loel _ ¢
WfIC()

(Ap-1.116)

loc| = los| = V3 K(r)

o Tensién de traccién uniaxial: sustituyendo o1 = op > 0,02 = 03 = 0 en la ec.(114,b),
(ver también ec.(Ap-1.102)), resulta:

V3 K(k)

ol = loi| — (Ap-1.117)
lor| = |o1] T3 11

o Tensién de compresion biaxial doble simétrica: sustituyendo o3 = o9 = Jé?o < 0,01 =
0 en la ec.(114,a) resulta:

45°

|08 ©
7€ 1= K(w)
3
V3 (Ap-1.118)
‘0%50 = V3 K(r)

o Tensién de traccién biaxial doble simétrica: sustituyendo o1 = o9 = 0%50 > 0,03 =0 en
la ec.(114,b), (ver también ec.(Ap-1.103)), resulta:

V3 K(x)
2a+v3 +1

45°%| _

‘O’T (Ap-1.119)
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De acuerdo a estos limites de tensiones, resultan las siguientes relaciones de tensién maxima:

e relacion de resistencia uniaxial : de la ec.(Ap-1.116) y ec.(Ap-1.117) resulta:

0
‘RO‘:m:aﬁ + 1 (AD-I.IQO)
o]

— Para el caso en que la superficie de Drucker-Prager esté inscrita a la de Mohr-Coulomb:

2 sing , Resulta de la ec.(Ap-1.120) = ‘RO‘ = 23sind . 4o donde

Q= Qins = V3 (3+sin ¢) 3+sin ¢

surge que:

para : 0<¢p<—, = 1<R’°<15 (Ap-1.121)

oS

— Para el caso en que la superficie de Drucker-Prager circunscriba a la de Mohr-Coulomb:

2 siné , Resulta de la ec.(Ap-1.120) = |RO| = 3+sinéd . 4o donde

O=0eir = 5 Bsing) 5=sing |

surge que:

IN
<
IN

para : 0 g, = 1<R’°<2 (Ap-1.122)

e relacion de resistencia biaxial doble simétrica: de la ec.(Ap-1.118) y ec.(Ap-1.119) resulta:

o8|
=S 1=2aV3 + 1 (Ap-1.123)
o7’

‘R45

— Para el caso en que la superficie de Drucker-Prager esté inscrita en la de Mohr-

Coulomb: @ = Wins ﬁ% , Resulta de la ec.(Ap-1.123) = |R*’| =

3+5sin ¢

3tsing de donde surge que:

IN
ASS
IN

Vs o
para : 0 5 = 1< R¥ <2 (Ap-1.124)

— Para el caso en que la superficie de Drucker-Prager circunscriba a la de Mohr-Coulomb:

2 sin¢ Resulta de la ec.(Ap-1.123) = ‘R45U| = 33sind . gq

a = Qgip m , 3—sin ¢

donde surge que:

IN
ASS
IN

para : 0 g, = 1<R¥ <2 (Ap-1.125)



—410— Apéndice | :Fund. de los Mod. Elasto-Plasticos

De las ecs.(Ap-1.121), (Ap-1.122), (Ap-1.124) v (Ap-1.125) queda claro que esta combinacién
de criterios no admite relaciones de tension superior a dos en ningin caso.

-4- Criterio de Mohr-Coulomb a compresién y Rankine a traccién.

La combinacién de una pirdmide de base exagonal (Mohr-Coulomb) en la zona de compresion,
con una pirdmide de base triangular (Rankine) en la zona de traccién, adolece de los mismos
defectos que la combinacién -1- fig.(Ap-1.18).

Se podria continuar mencionando criterios de fluencia pldstica que surgen de la combinacién
de otros, pero en general esta soluciéon adolece de los mismos problemas mencionados en los
cuatro apartados anteriores. Por esta razén es mas conveniente recurrir a la formulacién de un
criterio tnico.

Ap-1.3.h.- Regla de flujo en puntos singulares

Se pueden presentar funciones de potencial pldstico G con puntos singulares, donde la regla
de flujo dada en la ec.(Ap-1.21) no tenga definicién dnica. Esto significa que en ciertos puntos,
la funcién G no tiene derivadas continuas (ej.: las funciones de Mohr-Coulomb y Tresca para

0 = +I).

Con el fin de establecer una definicién tnica del flujo plastico, W. Kéiter ™ propuso una
generalizacion de la ec.(Ap-1.21), diciendo que: el incremento temporal de deformacion pldstica
puede ser obtenido como la suma de los subincrementos de deformacion pldstica que resultan

de la contribucion de cada una de las “n” superficies de potencial pldstico que concurren al
punto singular fig.(Ap-1.20). Esto es:

g . 9G®) g g
& wum% . p(2)>\(2)% b 30 ag g A % (Ap-1.126)
g g g g

siendo p( un factor de peso del flujo pléstico , correspondiente a la funcién de potencial G |
que varfa entre 0 < p() <1 y sirve para ajustar la regla de flujo tanto como sea necesario; y

(Ap-1.127)

el pardmetro de consistencia pldstica correspondiente a la funcién de potencial G . La
definicién de este pardmetro de consistencia, ec.(Ap-1.127), es valido siempre que F tenga
primeras derivadas continuas, caso contrario se tendrda en cuenta en la ec.(Ap-1.127) la
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fig.(Ap-1.20): Flujo pldstico para una superficie de potencial que presenta puntos singulares

discontinuidad de las derivadas de F . En el caso de plasticidad asociada G = F , se
deberd también tener en cuenta en la ec.(Ap-1.127) que las derivadas de la funcién de fluencia

plastica son discontinuas.
De esta forma se garantiza en los puntos singulares un flujo pldstico nico.

Existe otro método para lograr un flujo pldstico tinico en los puntos singulares de la
superficie de potencial, cumpliendo asi con el requerimiento de Koiter. Este es conocido

como el método de redondeo de aristas y fué propuesto por Nayak y Zienkiewicz (88 .

Para explicar el tratamiento que se da al flujo pldstico en los puntos singulares, se
presentaran, a modo de ejemplo, los criterios de fluencia de Tresca y Mohr-Coulomb tratados
como superficies de potencial plastico. Para ello es necesario definir el criterio en el punto donde

se presenta la discontinuidad de su primera derivada. Esto es:

e Criterio de Tresca: Haciendo § = +% en la ec.(Ap-1.63), resulta:
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F:f(Jz,ezi%,iC’) -k lﬁ

7 2]—/@(&)—0,

f:f(Jzﬁzig,IC’) =/Jo — 2K'(k) = 0, (Ap-1.128)

Coincidiendo esta tltima con la expresién matematica de la superficie de Von Mises
ec.(Ap-1.71), la cual es continua incluida sus primeras derivadas en todos los puntos,
por lo tanto permite definir una direccién tnica para el vector de flujo plastico en los

puntos singulares de la superficie de Tresca fig.(Ap-1.21). Esto se puede interpretar
(63]
S .

como un redondeo de arista

fig.(Ap-1.21): Criterio de Von Mises interpretado como redondeo de aristas del criterio de Tresca.

e Criterio de Mohr-Coulomb — meridianos de compresiéon: Haciendo § = +¢ en la

ec.(Ap-1.85), resulta:
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™ I . V3 sin @
I = — = — - _ —
F(Iy, Jo, 0 —|—6,c,q5) 3 sing + /Ja ( 5 2\/§> ccosp=0,
FI D0 =+5,6,0) =2 sing + VI (2222) _ ¢ cosé=0 (Ap-1.129)
Y Y 6’ k) 3 2\/3 Y
T 2sin ¢ 6 c cos¢
FL,Jo, 0= +5 c6) =1 ——210 L\ fg, - 2080
(L, J2 gre? = V3(3 — sin¢) 27 VBB - sing)

Comparando esta expresion con la ec.(Ap-1.98), para & y K dados por la ec.(Ap-
1.108), se deduce como conclusién que la superficie de Drucker-Prager (que es continuo
incluidas sus derivadas primeras) circunscrita en la de Mohr-Coulomb, provee la
direccién tnica del vector de flujo pldstico en los puntos singulares de esta ultima

superficie fig.(Ap-1.22). Esto se puede interpretar como un redondeo de aristas [03] .

DRUCKER PRAGER
-Og  GCIRCUNSCRIPTA -0y

fig.(Ap-1.22): Criterio de Drucker-Prager interpretado como redondeo de aristas del criterio de Mohr-
Coulomb.

¢ Criterio de Mohr-Coulomb — meridianos de traccién: Haciendo § = —§ en la ec.(Ap-

1.85), resulta:
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T 2sin ¢ 6 c cos¢
F(Iy, Jo, 6,c,¢) 1 3G 1 sind) + Vo 3G+ sind) (Ap-1.130)

Comparando esta expresiéon con la ec.(Ap-1.98), para @ y K dados por la ec.(Ap-
1.106), se deduce como conclusién que la suerficie de Drucker-Prager (que es continua
incluidas sus derivadas primeras) inscrita en la de Mohr-Coulomb, provee la direccién
unica del vector de flujo pldstico en los puntos singulares de esta ultima superficie
fig.(Ap-1.22). Esto, al igual que los casos anteriores se puede interpretar como un

redondeo de aristas (03]
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apenbice )y  ANEXO E

TENSOR DE TENSIONES, DEFORMACIONES Y SUS INVARIANTES

An-E.1.- INTRODUCCION.

Los criterios de fluencia, potencial y dano plastico, se formulan a partir del estado de tensiones
y/o deformaciones de un punto del sélido. La formulacién de estos criterios se simplifica si se
trabaja con los invariantes del tensor de tensiones y deformaciones. Estos invariantes, como

su nombre lo expresa, son magnitudes que no sufren alteraciones cuando se cambia la posiciéon
de los ejes de referencia.

Se utilizard la siguiente convencién de signos para las tensiones y deformaciones fig.(An-
E.1):

o Tensiones: signo positivo para estados de traccion.

o Deformaciones: signo positivo para estados de estiramiento o alargamiento.

An-E.2.- VECTOR DE TENSIONES: p,

Este vector da la intensidad, direccién y sentido de la tensién en un punto, segiin un plano
cualquiera cuya normal es £ fig.(An-E.2). Mateméticamente queda definido como:

dP
= = An-E.1
P JA (An-E.1)

siendo:

P, : Vector de tensiones que representa el estado tensional

de un punto segtin el plano T’ ;

-

£ : Versor normal al plano T'

P : Vector de fuerza actuante .

o

La no coincidencia de las direcciones del vector de tensiones p, con el versor normal £,
da lugar a dos vectores componentes del de tensiones, @y y T uno normal al plano T' y
otro contenido en dicho plano, respectivamente. Esto es:
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fig.(An-E.1): Estado de tensiones y deformaciones positivas, en un punto del sélido

P = O +Tpt
(An-E.2)

P = llowl €+ el £,

siendo:

lloee|| : Modulo de la tension normal al plano T’ |
|l7etll : Modulo de la tension contenida en el plano T' |

i‘ : Versor tangencial al plano T’

An-E.3.- TENSOR DE TENSIONES: @&

El estado tensional de un punto puede ser representado mediante tres planos ortogonales fig.(An-
E.3) que pasen por dicho punto. En cada plano, el correspondiente vector de tensiones puede
ser descompuesto en una direccién normal y otra tangencial al mismo; esto es:
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fig.(An-E.2): Vector de tensiones segun un plano T .

P = {011 ) Tlt} = {[011] , [7'12 ) T13]}
P = {022 s T2t} = {[022] s [T21 ) 1'23]}
{

ps = 1033, T3} = {[o33] , [T31, T3]}

—417—

resultando asi nueve vectores componentes, asociados a los tres wectores de tensiones
correspondientes a tres planos ortogonales entre si fig.(An-E.3). Estos tres vectores de tensiones
dan lugar a un tensor denominado tensor de tensiones, de orden dos. Su expresion canénica es:

pL=011T1 + Ti2Ta + Ti3 T3
Py =To1 T1 + 022 T2 + To3 T3

Ps =T31 T1 + T3a Ta + 033 T3

en forma indicial resulta:

pi = Jij i‘fj 3 v 7')] ]72;3 )

(An-E.3)

(An-E.4)
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fig.(An-E.3): Representacion del estado tensional de un punto segtn tres planos ortogonales.

o en forma tensorial, queda:

011 Ti12 T13 011 Ti2 T13 011 012 013
g = T21 022 T23 | = 022 T23 | = 022 023 ;
T31 T32 033 stm. 033 stm. 033
(An-E.5)
con: 045 = 0ji
Oij 5 vVoi=7
y Oij =
Tij ) vV oi#)

y en forma matricial *, considerando solo la parte simétrica del tensor de tensiones:

*  Nota: Cabe observar, que en algebra matricial una matriz columna recibe el nombre de ‘“vector
de tensiones”, pero no tiene el sentido fisico dado en el apart. An-E.2., sino solamente el de un
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011 011
022 022
o={ 930 (An-E.6)
T12 012
723 023
T31 031

An-E.4.- RELACION ENTRE EL VECTOR DE TENSIONES, CORRESPONDIENTE A UN
PLANO CUALQUIERA, Y EL TENSOR DE TENSIONES - TETRAEDRO DE CAUCHY.

Para obtener la relacion que hay entre un vector de tensiones correspondiente a un plano
cualquiera y los tres vectores asociados a tres planos ortogonales entre si , es necesario estudiar
su estado de equilibrio. Es decir, estudiar el equilibrio entre p, y @ fig.(An-E.4). Esto es:

Py dA — P dAss o dAq3 — Ps dAs1 =0 (An-E.7)

que escrito en forma indicial resulta:

p dA —p; dAj. =0
pdA—p;, l; dA=0 (An-E.8)
p—pili=0

siendo:
dAji, ={; dA: Area del plano j-k ;

-

€, =1{; ¥i: Versornormal al plano j-k ;

{1 = cos (LAON)
l; = ¢ Uy =cos (LBON) ,
{3 = cos (LCON) .

Sustituyendo en ésta la ec.(An-E.4), resulta:

P — 0ij 1_‘.3 l;i=0 (An-E.9)

conjunto ordenado de magnitudes. Se recurre a esta notacion como una forma algoritmica que
simplifica el tratamiento de los problemas numeéricos.
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fig.(An-E.4): Relacién entre:  p, y @.

Siendo ésta, la ecuacién de Cauchy (1822) que relaciona el vector de tensiones, segin un
plano cualquiera que pase por un punto, con el tensor de tensiones. Desarrollando la ec.(An-
E.9), se tiene:

P = (011 F1 b1+ T2 T2 b1 + 713 T3 £1) + (121 71 L2 + 092 T2 lo + To3 T3 L2) +
+ (731 71 03 + 732 T2 l3 + 033 T3 £3)

P = (011 Uy + 791 bo+ 7131 U3)T1 + (T12 01 + 022 lo + 732 €3) T2 + (An-E.10)
+ (113 01 + 723 o + 033 €3)T3

po =p1T1L + p2T2 + p3T3

También es habitual encontrar la ecuacién de equilibrio de Cauchy, escrita componente a
componente. Esto es:
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P1
Pr=1 P2 =
3

5]
Sy

(An-E.11)

con:

p1 = (011 41 + 121 Lo + 731 {3)
p2 = (112 €1 + 092 Lo + T32 {3)
p3 = (113 €1 + Ta3 U2 + 033 {3)

Anp-E.5.- DIRECCIONES PRINCIPALES DE TENSION — INVARIANTES DEL TENSOR DE
TENSIONES.

Para cada punto del sélido hay infinitos vectores de tensiones, asociados a cada plano que pasa
por dicho punto. Interesa encontrar los planos principales, que hacen que la tensién normal a
él sea maxima. Estas tensiones reciben el nombre de tensiones principales y la direccién en que
actian se les llama direcciones principales.

El criterio de bisqueda se basa en encontrar un plano principal, donde el vector de tensiones
coincida con la normal al plano, es decir que su componente tangencial sea nula (la proyeccién
del vector de tensiones sobre el plano principal es nula). Para ello, se puede escribir la ecuacién
de Cauchy ec.(An-E.11) para un plano principal, como:

. Pl O'* 0 0 gl
p=0 €= (p, = o 0| - < 4 (An-E.12)
P3 sim. o* [3

siendo ¢* el valor de la tensién principal a determinar. La magnitud de cada tensién principal,
(tensién principal méxima, intermedia o minima) resulta de igualar la ec.(An-E.12) con la ec. (An-
E.11), vale decir que surge de exigir que uno de los infinitos planos que satisface la ec.(An-E.11)
sea un plano principal. Esto es:

19
Sy
I

e,
Sy

p = (An-E.13)

resultando de aqui :

- g - =0 (An-E.14)

[

siendo éste un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas, que son los tres cosenos

(19
19

directores de la normal a cada plano principal. Para que el sistema tenga solucion distinta de la
trivial (€1 #0; o #0; 5 #0), [g — g*} debe resultar una matriz de determinante nulo.
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Asi , en este problema de autovalores y autovectores, se tiene para cada valor propio (tensién

principal) un vector propio (direccién principal de tensién), o sea que para cada tensién principal

o
habrd un plano normal a ésta, que viene determinado por el vector de cosenos directores £ .

La ecuacién caracteristica del tensor de tensiones, surge de anular el determinante de la

matriz [g — g*} . Esto es:

detg—g* = det|@ — J*g =
det g— g
siendo:
o Il ) IQ ) I3

o1 —o" T12 T13
det T21 0929 — O’”< T23
T31 T32 033 — 0"

| = (") =L (") + L (07) — Iy = 0

INVARIANTES DEL TENSOR DE TENSIONES.

Escalares que no varian con la posicion de los planos que pasan

por el punto.

e 03 <03 <07

Raices de la ec.(An-E.15), que sustituidas en la ec.(An-E.14) permiten

TENSIONES PRINCIPALES.

obtener los cosenos directores de la normal a cada plano principal:

. (611

para: o1 = €1 =< (l2)1
(€3)1

. (41)2

para: o9 = By = { ({2)2
(€3)2

(€1)3

para: 03 = Eg = (62)3
(

= ()4 () + (13)7 =1

= (01)3 + (2)5 + (L3)3 = 1

= (01)3 + ()5 + (L)5 = 1

(An-E.15)
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o=-1/0

fig.(An-E.5): Coordenadas cilindricas en el espacio de High-Westergard.

An-E.5.a- Expresiones de los invariantes del tensor de tensiones.

De la ec.(An-E.15), se obtiene en forma explicita la expresién matematica de los invariantes del

tensor de tensiones:

— Primer invariante del tensor de tensiones: Es el invariante lineal, y es proporcional a la

presién hidrostédtica en un punto. Su expresién matemaética es:
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I = o1 + 022 + 033 = tr (@) (An-E.16)

Seleccionando un sistema de referencia que coincida con las direcciones de las tensiones
principales, se puede escribir este invariante, como la ecuacién del plano desviador (normal
al espacio diagonal):

I = 01 + 02 + o3 = tr (@) (An-E.17)

La tension media u octaédrica se relaciona con el primer invariante del tensor de tensiones,
de la siguiente manera:

Om = Ooct = — (An-E.18)

siendo 0,c¢ la tensién normal al plano octaédrico, que es aquel que forma igual angulo
con los tres ejes de tensiones principales fig.(An-E.5). En funcién de esta tensién media
se puede obtener la distancia que hay desde el origen del espacio de tensiones hasta el
correspondiente plano octaédrico. Esta magnitud, medida sobre el espacio diagonal, vale:

€= V30m = V300 = ﬁ% = % (An-E.19)

— Segundo invariante del tensor de tensiones: Es el invariante cuadratico, y vale:

2 2 2
I, = (011 092 + 011 033 + 022 033) — Tin — Tiz — T3

(An-E.20)
P (am)11 + (am)oz + (am)s3

siendo (au,)i; el determinante del menor adjunto correspondiente al cofactor o;; , del
tensor de tensiones.

Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el segundo invariante del
tensor de tensiones queda escrito como:

I, = (0’1 o9 + 0103 + 092 0’3) (An-E.21)

— Tercer invariante del tensor de tensiones: Es el invariante ctbico, y vale:

2 2 2
I3 = det(g) = (011022033 + 2712713723 — T{9033 — T13022 — 7'23011) (An-E.22)
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Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el tercer invariante del
tensor de tensiones queda escrito como:

I3 = o1 09 03 (An-E.23)

An-E.6.- COMPONENTE ESFERICA Y DESVIADORA DEL TENSOR DE TENSIONES.

Siendo el tensor de tensiones un tensor simétrico & , puede ser descompuesto a su vez en
dos tensores simétricos, uno que representa estados de corte puro denominado tensor desviador
de tensiones 8§ y otro que representa un estado hidrostatico de tension denominado tensor

esférico de tensiones o tensor hidrostdtico de tensiones p o también llamado tensor de tensiones

octaédrico o . Esto es:
—oct

+ s (An-E.24)

siendo:

011 Ti12 T13

g = T21 022 T23 )
731 T32 033
S$11 S12 513

s = S21 S22 S23 )
| S31 S32 533
P11 P12 P13

p = P21 P22 P23 ;
P31 P32 P33

011 + 022 + 033 I
bij = D 5%] = 0m 51] = Ooct 51‘]’ = <%> 5”‘ " (5” ;

1 I
Sij = 0ij =3 0kk0ij = 0ij—Ooct0ij = 0ij — 5 0ij

1, sii=j;

047 : funcion de Kronecker = .. s
*J 0, si i#j.

An-E.6.a- Expresiones de los invariantes del tensor desviador de tensiones.
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Procediendo en manera andloga al apartado (apart. An-E.5), se puede obtener la ecuacién
caracteristica del tensor desviador de tensiones. Esta surge de anular el determinante de la
matriz [g — g*] . Esto es:

511 — 8* 512 S13
det ‘g — §*| = det ‘g — s £| = det S91 S99 — S* 593 =0
531 532 533 — 8™
det|s — s*| = ()’ — 71 (") + L (5%) — J3 = 0 (An-E.25)

siendo:

e Ji, Jo, J3s : INVARIANTES DEL TENSOR DESVIADOR DE TENSIONES.
Escalares que no varian con la posicion de los planos que pasan
por el punto.

e s* : TENSION PRINCIPAL DESVIADORA: 53 < 89 < 51

Se obtienen como raices de la ec.(An-E.25), que sustituidas en la ecuacion :
(s -5] ¢ =0,

permite obtener los cosenos directores de la normal ? a cada plano principal desviador .

De la ec.(An-E.25), se obtiene en forma explicita la expresion matemaética de los invariantes
del tensor desviador de tensiones:

— Primer invariante del tensor desviador de tensiones: Este invariante es nulo, y su expresién

matematica es:
Ji = S11 + S99 + 833 = tr (g) =5L-30, =0 (An-E.26)
Seleccionando un sistema de referencia que coincida con las direcciones de las tensiones

principales, se puede escribir este invariante como:

Ji = s1 + sa + s3 = tr (§) (An-E.27)

— Segundo invariante del tensor desviador de tensiones: Es el promedio cuadratico de las

desviaciones, y vale:

1
Jy == [(011 — 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)?| + T + T35 + 75, = 5SSy (An-E.28)

=
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Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el segundo invariante del
tensor desviador de tensiones queda escrito como:

1
Jo = —[(o1=02)" + (02-03)* + (o3 —01)%] = 5(s7+55+s3) (An-E.29)

2

(=

También se puede escribir este invariante como el radio vector de la curva que delimita el
dominio de la funcién de fluencia en el plano desviador u octaédrico fig.(An-E.5):

2
p = V3Tou = V3 [ 3 ng = /2 J5 (An-E.30)

Por dltimo, es importante mencionar que la tension uniazial efectiva o tension uniaxial
equivalente surge como una funcién de este segundo invariante del tensor desviador de tensiones
(ver: ec.(Ap-1.33)y ec.(Ap-1.69) ):

T=1/3Jo (An-E.31)

— Tercer invariante del tensor desviador de tensiones: Es el invariante cubico, y vale:

J3 = det(s) (An-E.32)

Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el tercer invariante del
tensor desviador de tensiones queda escrito como:

1
Ty = 3 (st + 83 + s3) = 515283 (An-E.33)

Este invariante, junto a I; y Js , permite situar de modo inequivoco un punto de tensién
en un cierto plano octaédrico fig.(An-E.5); pues el primer invariante del tensor de tensiones
I, sitda la posicién del plano octaédrico y el segundo invariante fija los contornos de este
plano. Asi, el tercer invariante del tensor desviador de tensiones J3 , permite definir la tercera
y ultima coordenada del sistema cilindrico de High-Westergard, y suele representarse mediante
el dngulo de similaridad de Lode:

V2 s - 3V3 s
36 = arcsin = arcsin | — =
Toct 2 (JQ)i
(An-E.34)
T gl
con: - — —
6~ — 6
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Debido a que este angulo es funcién del segundo y tercer invariante del tensor desviador, permite
junto al primer invariante determinar la magnitud de las tensiones principales 33163 = De la
ec.(An-E.24) se tiene:

o1 S1 Om

o2 = 52 + Om )

g3 S3 Om

oL 2]y Sm(?" +23) I ! (An-E.35)
o2 = sin(0) + =<1

o3 V3 sin(0 +4%) 311

[\]
=

con: Toct =

An-E.7.- TENSOR DE DEFORMACIONES: €

Cuando un sélido estd sometido a cargas externas experimenta una deformacién respecto de su
configuracién original. Hay distintas maneras de definir las deformaciones en este trabajo se ha
utilizado la definiciéon de deformaciones dada por Cauchy, que por otro lado es muy apropiada
para tratar problemas con deformaciones infinitesimales.

Para cada vector de tensiones existe uno de deformacién asociado, o viceversa, de manera
que los vectores de deformaciones correspondiente a tres planos ortogonales dan lugar a un
tensor de deformaciones del siguiente tipo:

1 1 1 1
€11 3712 ?’713 €11 5712 ?713 €11 €12 €13
_ 1 _ _ .
€ = | 3721 €2 3723 = €22 3723 | = €22 €23 ;
= 1 ) .
3731 3732 €33 stm. €33 sim. €33
con: € = €j; (An-E.36)
€ij Vo=
y €ij =
1 .
5%‘]‘ ; vV o1#£]

En notacién indicial se puede expresar este tensor de deformaciones, del siguiente modo:
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o L fow 0wy An-E.37
=3 \og; " Omi (An-E.37)

Escribiendo la parte simétrica del tensor de pequenas deformaciones, como un conjunto
ordenado de magnitudes al igual que en el problema tensional, se tiene el vector de pequenas
deformaciones:

€11 €11
€22 €22
e=2 B L) €3 (An-E.38)
Y12 2 €12
Vo3 2 €23
Y31 2 €31

An-E.8.- DIRECCIONES PRINCIPALES DE DEFORMACION - INVARIANTES DEL TENSOR
DE DEFORMACIONES.

Procediendo en manera andloga al apartado (apart. An-E.5), se puede obtener la ecuacién
caracteristica del tensor deformaciones. Esta surge de anular el determinante de la matriz
[g — g*] . Esto es:

€11 — €" €12 €13
det ‘g - g*| = det |g — €* £| = det €21 €99 — €* €23 =0
€31 €32 €33 — 6*
d *| *\3 / *\2 / * ’
etle — € = () = L () + L (¢) =I5 = 0 (An-E.39)

siendo:

o I}, I}, If : INVARIANTES DEL TENSOR DE DEFORMACIONES.
Escalares que no varian con la posicion de los planos que pasan
por el punto.
ec* . DEFORMACION PRINCIPAL: e3<e<¢€g
Se obtienen como raices de la ec.(An-E.39), que sustituidas en la ecuacion :
e-¢] d=0,
permite obtener los cosenos directores de la normal #t a cada plano de deformacion

principal. La proyeccion del vector de deformaciones sobre estos planos es nula.
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De la ec.(An-E.39), se obtiene en forma explicita la expresién matematica de los invariantes
del tensor de deformaciones:

— Primer invariante del tensor de deformaciones: Este invariante es lineal, y su expresion
matematica es:

I{ = €11 + €22 + €33 = tr (g) (An-E.40)

Seleccionando un sistema de referencia que coincida con las direcciones de las deformaciones
principales, se puede escribir este invariante, como:

I{ = €1 + € + €3 = tr (g) (An-E.41)

La deformacion volumétrica y la octaédrica se relacionan con el primer invariante del tensor
de deformaciones, a través de la siguiente expresion matematica:

€ = — (An-E.42)

Segundo invariante del tensor de deformaciones: Es el invariante cuadratico, y vale:

I% = (61/1 €22 + 61/1 €33 + 622/ 633) — 6%2 — 6%3 — Egl (An-E.43)
Iy = (o) + (og)22 + (ah,)ss

siendo (al,)i; el determinante del menor adjunto correspondiente al cofactor e; , del
tensor de deformaciones.

Si los ejes de referencia coinciden con las deformaciones principales, el segundo invariante
del tensor de deformaciones resulta:

I = (e1ea + e1 €3 + €2 €3) (An-E.44)

Tercer invariante del tensor de deformaciones: Es el invariante ctibico, y vale:

/ 2 2 2
I3 = det(€) = (€11€22€33 + 2€12€13€23 — €79€33 — €13€22 — €55€11) (An-E.45)

Si los ejes de referencia coinciden con las deformaciones principales, el tercer invariante del
tensor de deformaciones resulta:

Ié = €1 €3 €3 (An-E.46)
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Ap-E.9.- COMPONENTE ESFERICA Y DESVIADORA DEL TENSOR DE DEFORMACIONES.

Siendo el tensor de pequenas deformaciones un tensor simétrico € , puede ser descompuesto a
su vez en dos tensores simétricos, uno que representa estados distorsionales denominado tensor
desviador de deformaciones e 'y otro que representa un estado volumétrico de deformacién

denominado tensor esférico de deformaciones o tensor volumétrico de deformaciones p' o

también llamado tensor octaédrico de deformaciones €. - Esto es:

e=p +te=¢, t+e (An-E.47)
siendo:
€ €11 + €22 + €33 I
Py = 0 0ij = gv 0ij = €oct 0ij = (#) 0ij = gl 0ij 3
1 I
eij = Gij_gﬂck(sij = €jj—€oct0ij = €ij — 31 dij

1, si1=7;

0;: : funcion de Kronecker = .o .
K 0, si i#j.

An-E.9.a- Expresiones de los invariantes del tensor desviador de deformaciones.

Los invariantes del tensor desviador de pequenas deformaciones se obtienen, al igual que para
el tensor desviador de tensiones, a partir de su ecuacién caracteristica, la que surge de anular

el determinante de la matriz [ e — g*] . Esto es:

e1r — e’ e12 €13
det |g - g*| = det|e — e g = det €1 €99 — €* €23 =0
*
€31 €32 €33 — €

detle — e'| = (1) — Ji (") + J5 (¢") = Jp = 0 (An-E.48)
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siendo:

o J;, Jy, Ji : INVARIANTES DEL TENSOR DESVIADOR DE DEFORMACIONES.
Escalares que no varian con la posicion de los planos que pasan
por el punto.
ec* : DEFORMACION PRINCIPAL DESVIADORA: ez < ey < e
Se obtienen como raices de la ec.(An-E.48), que sustituidas en la ecuacion :
e -¢] @ =0,

permite obtener los cosenos directores de la normal 7’ a cada plano principal desviador .

De la ec.(An-E.48), se obtiene en forma explicita la expresién matematica de los invariantes

del tensor desviador de deformaciones:

— Primer invariante del tensor desviador de deformaciones: Este invariante es nulo, y su

expresiéon matematica es:

J{ = e11 + e29 + eszz3 = tr (g) = I{—Gv =0 (An-E.49)

Seleccionando un sistema de referencia que coincida con las direcciones de las deformaciones
principales, se puede escribir este invariante como:

J = e + ea + ez = tr (e) (An-E.50)

Segundo invariante del tensor desviador de deformaciones: Es el promedio cuadrético de
las desviaciones, y vale:

1
Jh == [(e11 — €22)® + (€22 — €33)° + (€33 — €11)%] + €15 + €35 + €31 = 5% (An-E.51)

=

Si los ejes de referencia coinciden con las tensiones principales, el segundo invariante del
tensor desviador de deformaciones, resulta:

1
[(e1—€2)® + (e2—€3)® + (e3—€1)?] = 5(e?+e§+e§) (An-E.52)

| =

También se puede escribir este invariante, como una distorsiéon octaédrica:

8
Voot = ,lgjé (An-E.53)
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— Tercer invariante del tensor desviador de deformaciones: Es el invariante cubico, y vale:

Jy = det(e) (An-E.54)

Si los ejes de referencia coinciden con las deformaciones principales, el tercer invariante del
tensor desviador de deformaciones queda escrito como:

(ei’ + eg + eg) = e €3 €3 (An-E.55)

wl
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APENDICE 1l

ALGUNOS ASPECTOS SOBRE EL TRATAMIENTO NUMERICO
DEL MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO

Ap-II1.1.- EQUILIBRIO DEL SOLIDO CONTINUO - PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS
VIRTUALES.

Ap-Il.1.a.- Campos virtuales.

Se dice que el campo de una variable es wvirtual, cuando es arbitrario, admisible con las

condiciones de contorno forzadas del problema y es independiente de cualquier otra variable.

El principio de los trabajos virtuales PTV puede formularse a través de variables definidas

en dos campos virtuales diferentes e independientes entre si :
— Variables de desplazamientos y deformaciones virtuales: ém , J€ .
— Variables de fuerza y tensiones virtuales: of , o@ .

Dada la orientacién que tiene la tesis, hacia una formulacién en el campo primal, se adopta
como campo virtual el correspondiente al espacio de desplazamiento y deformaciones, situacion
que conduce a que la ecuacién fundamental del PTV se transforme en una condicion general de

equilibrio del sélido continuo.

Ap-I1.1.b.- Campo de desplazamientos virtuales.

Dentro del campo de desplazamientos virtuales, se puede formular un vector de desplazamientos
hipotético (pero factible), arbitrario, no asociado a ningin sistema de cargas exteriores
actuantes (independiente de ellas), y que satisface las condiciones geométricas de contorno
(condiciones cinemdticas forzadas). Al vector que cumple con estas condiciones, se lo denomina

vector de desplazamiento virtual.
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e Los desplazamientos virtuales 0w(r1,22,x3) , deben
ser continuos en el dominio del sélido, y deben cumplir
con la siguiente condicién de compatibilidad:

O€(w1, 9, 73) = Vs(0u(w1, 22, 73)) (Ap-11.1)
donde Vi(--+) = 1/2[Vs(--)+VI(-)] es el

operador gradiente simétrico.

Condiciones necesarias y suficientes
que debe cumplir du(x1,x2,x3) :

o Los desplazamientos virtuales (51[(:51, T2, £C3) , deben

ser infinitesimales.

° Por 1ltimo,
deben cumplir las condiciones de borde geométricas, o
condiciones geométricas forzadas (vinculacién) ouw = ;
siendo ® los desplazamientos prescritos. De acuerdo

con éstas, los desplazamientos virtuales dw(z1,z2,x3) ,

deben ser funciones admisibles.

Ap-IL.1.c.- Ecuacién general de los trabajos virtuales — Identidad fundamental.

La energia virtual interna acumulada en un sélido debido a la accién simultdnea de las variables
o€ y Og , definidas en los dos campos virtuales diferentes e independientes entre si , es igual
a (trabajo virtual de segundo orden):

5*Wini (0a, 6€) = / 5*w(oa, de) dV (Ap-11.2)
1%

donde 52w(5g, d€) = 6@.0€ = 0@. (5ge + 0€’ ) es la energia especifica virtual total. Sustituyendo

la ecuacién de compatibilidad geométrica (ec.(Ap-11.1)) en la ec.(Ap-11.2), se tiene:

5°Wint(6@de) = dg.oe dV = /6g. Vs(ou) dV (Ap-11.3)
\4 \4

integrando por partes esta ultima, (teorema de Green), resulta la denominada identidad
fundamental de los trabajos virtuales:
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[6ant = / 60.V (o) dV} = [ / div(da). ouw dV + f{ So. Eou dS =SW2,|  (Ap-1.4)
v = \% s =

donde:
— gl -o/\
L= </ . Versor normal a la superficie del solido ; con : £; = cos ( £— x;)
L3
0€(x1,x2,23) = Vs(ow(x1,29,23)) : Ecuacion de compatibilidad geométrica
0fy = div(d@) : Ecuacion de equilibrio en un volumen elemental. Siempre que
0@ sea simétrico: 0045 = 60j;
5fs = Jo. £ . Ecuacion de las condiciones de contorno forzadas del tipo estatico.

o bien, sustituyendo esto dltimo en la ec.(Ap-11.4), se tiene:

52Wint - 52Wezt =0

(Ap-I1.5)
/ ég. o€ AV — / 0fy. dudv — 74(5}'5. udS = 0
\% \% S
donde:
8%py = —6f. du : Potencial especifico de las fuerzas virtuales de volumen & f,.
6%ps = —0fg. dw : Potencial especifico de las fuerzas virtuales de superficie §fs.

Ap-I1.1.d.- Formulacién del Principio de los trabajos virtuales a partir de las variables de
desplazamientos y deformaciones virtuales — Principio de los desplazamientos virtuales.

Debido a que el campo real de una variable, es uno de los posibles campos virtuales que ésta
puede adoptar, se puede considerar en la identidad fundamental del PTV ec.(Ap-11.5), un campo
de deformaciones y desplazamientos virtuales ( éu , o€ ), y un campo de tensién y fuerzas reales
(@, fv, fs) Estoes (trabajo virtual de primer orden):
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/g. oe dV — /fv. udV — ffs. ‘udS =0 (Ap-11.6)
14 14 S

pero el trabajo virtual de las fuerzas de superficie, puede ser presentado como: 7{ fg-0udS =
s

/ fs,-0udS + / fs,-0udS , donde Sp es la superficie del sélido donde u = cte. (zona
SF Sp

vinculada), por lo tanto se cumple en esta zona que du=0; Sr es la superficie del sélido
no vinculada, por lo tanto en ella el campo de desplazamientos u es incégnita; y fg,. ,
fs, »son las fuerzas superficiales aplicadas y sus correspondientes reacciones, respectivamente.
De acuerdo a esto, el trabajo virtual de las fuerzas de superficie queda expresado por:

]{fs. ou dS :/ fs,. oudS (Ap-11.7)
S SF

Sustituyendo ésta en la ec.(Ap-11.6), resulta la expresion de la energia potencial virtual total,
desarrollada durante la accién de un desplazamiento virtual du :

/g. de dV — /fv ‘udV — / fs.-0udS =0 (Ap-11.8)
v v Sr

donde:

t t
a = / gdt = | Dvédt (Ap-11.9)
t

siendo D’ el tensor de rigidez elasto-plastico tangente, de cuarto orden. De esta forma,

se desarrolla un trabajo virtual, por unas tensiones y fuerzas reales, durante la acciéon de unas
deformaciones y desplazamientos virtuales, (recordar que son campos independientes entre si ).

Debido a que los desplazamientos son virtuales y la deformacién es funcién de estos ec.(Ap-
11.1), la ecuacién de los trabajos virtuales ec.(Ap-11.8), constituye una condicion general de
equilibrio para los sdlidos continuos, formulada de modo integral en el dominio V' . De esto se
deduce, que es una forma débil de la condicién de equilibro formulada a través de una ecuacién
diferencial aplicada a un volumen elemental, m&ds dos condiciones forzadas, una estatica y
otra geométrica o cinemdtica. Su validez se extiende a problemas con no linealidad en su ley
constitutiva.
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Ap-IL.1.e.- Criterio de energia para formular la condicién de estabilidad en la solucién.

Durante la aplicacién de incrementos de fuerzas externas, suficientemente pequenos, se puede
observar que la respuesta de un punto del sélido tiene distintas relaciones entre las tensiones
y deformaciones. Inicialmente se presenta una relacién lineal, que gradualmente se desvia de
la linealidad hasta alcanzar un punto (tensién mdxima), donde la respuesta cesa de ser estable

145] | En este apartado se considera la formulacién

fig.(Ap-11.1), bajo ciertas condiciones de carga |
de la condicion de estabilidad en la solucion, a partir de un criterio de energia. Partiendo de
una configuracion de equilibrio del sélido, que se denomina en adelante configuraciéon de origen,
donde las variables que intervienen en el problema valen: u; € @; fy; fs, , y por lo tanto su
energia potencial total vale: TI = Wy,;+Weyt . Dando un desplazamiento virtual dw (sin violar
las condiciones de borde geométricas), se obtiene una nueva configuracién, donde las variables
que intervienen en el problema valen: w* =u+du — € =€+de — g =a+ig; f =

fv; fs. = fs, » y por lo tanto su energia potencial total vale: II* = o o

Si el incremento de trabajo virtual desarrollado por las fuerzas externas, durante la
aplicacién de un desplazamiento virtual, tiende a cero, no hay incremento en la energia
almacenada, y se dice entonces que la configuracién de origen es estable 49 | Por el contrario,
si esto no se satisface, el exceso de energia aparece en forma de energia cinética, indicando una

inestabilidad en la configuracién original [14%!

Estas consideraciones, conducen a la siguiente formulacién matematica, donde la energia
potencial en la nueva configuracion puede ser aproximada por el siguiente desarrollo en serie
de Taylor:

1 1
I = I + 6l + 5521'1 + 5631'1 + .- (Ap-11.10)

donde %511'[ representa la i-ésima variacion de la energia potencial total. Despreciando
la influencia de las variaciones de orden superior a dos, se puede obtener de la anterior el
incremento de trabajo virtual total como:

1
All = II* -1 ~ 611 + 55211 (Ap-11.11)

A pesar de que en plasticidad no siempre se puede conocer la expresion del funcional
de energia potencial total TI (sélo se puede conocer explicitamente su forma matemética en
determinados casos simples — ver K. Washizu [14%] —), es posible conocer su primera variacion
01 v su sequnda variacion 6%I1 | ya sea: — mediante una formulacion implicita factible de
[147]

ser derivada* a través de la aplicacion del teorema de las funciones implicitas — o0

bien, en este caso particular, se puede conocer su primera variacion Il a través de la energia

* Nota: Si la primera variacion del funcional de energia potencial total, vale:

ol = /g.éng—/fV.éudV—/ fs,. - oudS =0
\% 1% Sp
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potencial total que se desarrolla durante la aplicacién de un desplazamiento virtual ec.(Ap-11.8),
y su segunda variacién 62II mediante la energia desarrollada durante la aplicacién de un campo
de fuerzas y desplazamientos virtuales ec.(Ap-11.5). Esto es:

ST = /g. e dV — /fv.éudV —/ fs,. 6uds (Ap-11.12,3)
v |4 Sr

62 = /6g. de dV — /5fv. SudV — 7{5fs. Su dS (Ap-11.12,b)
14 14 S

Pero debido a que el desplazamiento virtual dw configura un campo admisible y arbitrario
que actua sobre un sélido en equilibrio, se tiene que el trabajo virtual desarrollado es nulo, por
lo tanto se puede decir que se trata de un proceso estacionario donde la primera variacién del
funcional de energia potencial total es nula §I1 = 0 (Condicién de equilibrio en la configuracién
original).

Sustituyendo la condicion de estacionaridad en la ec.(Ap-11.11), resulta que el incremento
total de trabajo virtual es igual a la sequnda variacion del funcional de energia potencial total,
que coincide en este caso con la energia desarrollada durante la aplicacion de dos campos
virtuales ec.(Ap-11.12,b) (trabajo virtual de segundo orden)

15 Lo
Al ~ I + 55 I = AIl ~ 55 1I (Ap-11.13)
=0

Con las consideraciones realizadas, se puede concluir en que la estabilidad de la
configuracion original en las vecindades del punto de equilibrio, puede determinarse a través
del signo de la segunda variacién del funcional de energia potencial total. Esto es:

se puede escribir en forma implicita el funcional como:

H:/wdv+/pvdv—/ psy dS
\% \% Sk

donde si se conocen las primeras variaciones de:

dw=a(€).0e; opv = —fy.0u ; dps = —fg. ou
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La configuracién original es estable
para  cualquier desplazamiento
> (0 virtual.
AIl ~ %521'1 (Ap-11.14)

La configuracién

original es inestable para al menos

< (0 un desplazamiento virtual.

Si se introduce la ec.(Ap-11.12,b) en la ec.(Ap-11.14), y en la que resulte de aqui se sustituyen
las variables virtuales por sus correspondientes valores ( éw — J€ = Vi(u) — dg =
Do¢; 5fy =0; 6fs, =0), se obtiene la expresion general explicita que estudia la estabilidad

de la solucién en la configuracion original M1

1
Al ~ —/ oo. 0e AV (Ap-11.15)
2 1% - -

Segtin Bazant '] | esta condicién aplicada a materiales con ablandamiento, permite definir
un tamano de zona de localizacion de deformaciones pldsticas, donde se desarrolla un incremento
de deformacién positivo que junto al incremento de deformacion negativo que se produce en la
zona no plastificada, conduce a un incremento de trabajo de seqgundo orden positivo y maximo
sobre todo el volumen del sélido. Asi , a partir de la ec.(Ap-11.15), la solucién serd estable en
un determinado instante del proceso de carga cuasi-estatico, si se cumple que fig.(Ap-11.1):

AIT 21/52. Se dV = 1{ sa. sedV + | da. 6st] > 0
2 v — = 2 Vo - -

vy (Ap-11.16)

All =~ {[ATl]y, + [AL],}™*" > 0

donde V9 es el volumen de la zona no plastificada o eldstica, V? es el volumen de la
zona plastificada con ablandamiento, [All]\,, = %fvo dg. 6€¢° dV > 0 es el trabajo de
segundo orden desarrollado en la zona que no ha plastificado; y [AIl],,, = % fvp oa. o€’ dV +
% fvp dg. 6€” dV > 0 es el trabajo de segundo orden desarrollado en la zona que ha plastificado.

En la ec.(Ap-11.16), se observa claramente, que para que el trabajo global de segundo orden
sea mayor que cero, el volumen de la zona danada no debe superar de una cierta dimension.
Esto garantiza que se pueda cumplir durante todo el proceso elasto-plastico con ablandamiento,
que: | [, 6a. 6€” dV | < | [, 6a. 0€° dV |+ | [, d@. € dV|
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a)Endurecimiento por deformacion b) Ablandamiento por deformacién

fig.(Ap-11.1): Respuesta esquemdtica uniaxial, para estados elasto-plasticos:  a) Con endurecimiento.
b) Con ablandamiento.

Es importante observar la diferencia entre la condicién de estabilidad global, dada por la
ec.(Ap-11.16), y la de estabilidad local de Drucker (condicién suficiente) dados por la ec.(Ap-1.55)
y la ec.(Ap-1.56). De todo esto, se puede concluir que en un punto del sélido es posible que se
viole la condicién de estabilidad de Drucker, sin que la respuesta global sea inestable (consultar

también BI7ILL67][104][140][145] )

Ap-I1.1.f.- Criterio de energia para formular la condicién de unicidad en la solucién.

Si a partir de un estado de equilibrio de un punto del sélido (configuracién de origen) €,0,
se consideran dos incrementos de desplazamientos virtuales (arbitrarios y cinemé&ticamente
admisibles) dw; , dus , se podria medir la diferencia de energia potencial total entre una
y otra de estas dos nuevas configuraciones que ha adquirido el sélido, si se aplica sobre éste
un unico desplazamiento A(du) = dup — du; . Este nuevo desplazamiento serd también
virtual (arbitrario y cinematicamente admisible), y dard lugar a una variacién de deformacién:
A(de) y a una tensién: A(d@) ; de donde resulta un trabajo virtual de segundo orden igual a
ec.(Ap-1.15):
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A(STI) = /A(ég). A(de) dV (Ap-11.17)
\%4

de donde se deduce que si la variacion de tensién A(d@) producida por el desplazamiento virtual
A(éu) esnula ( A(dg) =0 ), se tiene para los dos estados de desplazamientos cineméticamente
admisibles e independientes duy # dw; , el mismo incremento de tensién 622 = 521 , por lo
tanto la solucion mo es dnica, y resulta de la ec.(Ap-11.17) que:

A(8*TT) = 0 (Ap-11.18)

(18]

y debe ser entendida como una bifurcacién en la respuesta ; por lo tanto la ec.(Ap-11.18)

serd una condicion necesaria para que haya bifurcacion en la respuesta. De esto se deduce que

18]

la unicidad en la solucidn estd garantizada | si se cumple:

A(S*I) > 0 (Ap-11.19)

e incluso para A(62%I) < 0. Pero en este caso es posible violar la condicién de estabilidad
dada por la ec.(Ap-1.14) 18]

Ap-11.2.- EQUILIBRIO DEL SOLIDO DISCRETO.

Para una regién de dimensiones finitas I'(®) | que en adelante representard el dominio de
un elemento finito, se puede aproximar en forma polinémica el campo de desplazamientos del
s6lido continuo u(®) (z1,22,23) mediante el campo de desplazamiento del sélido discreto U ) ,
a través de la siguiente expresion:

u(e)(xl,xg,x3) ~ N(e)(xl,xg,xg) U (Ap-11.20)

donde u(® (21,2, 23) representa el campo de desplazamiento del sélido continuo en la regién
de dominio I'(®) | N© (1,%2,23) una cierta funcién polindmica, denominada funcidn de
forma, que interpola el campo de desplazamiento del sélido discreto U () en la misma regién
re .

Ademas, el campo de deformaciones del dominio continuo puede ser expresado mediante
la siguiente ecuaciéon de compatibilidad:

g(e)($1,$27$3) ~ V,(ul® (21,29, 23))
o en forma matricial (Ap-11.21)

€ (@1, 09,23) ~ D w (@, 29, 25)
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Rol44] - que para el caso de

problemas geométricamente lineales se mantiene constante e independiente de % . Sustituyendo

donde D es un operador diferencial en forma de matriz
la ec.(Ap-11.20) en ec.(Ap-11.21), resulta el siguiente campo de deformaciones aproximado, para

el s6lido continuo, en la regién elemental T'(€) :

e(e)(xl,xg,x3) ~ D N(e)(xl,xg,xg) U

B®)

(Ap-11.22)

e(e)(xl,xg,xg) ~ B(e)(l‘l,l‘g,l‘g) U

Sustituyendo las ecs.(Ap-11.22) y (Ap-11.20) en la ecuacién de los trabajos virtuales ec.(Ap-11.8),
resulta la condicion de equilibrio para un sélido discretizado de dominio T'(¢) (por simplicidad
operativa en el calculo numérico, en lo sucesivo se utilizan matrices de una columna en lugar
de los tensores simétricos de segundo orden, y matrices cuadradas en lugar de los tensores de
cuarto orden (anexo-E)):

{ /V . B9 ¢ av - /V . N f9av - /S L NOTfG) dS} ST = 0

(Ap-11.23)

para que ésta tenga solucién distinta de la trivial, debe ocurrir necesariamente que U ) #0,
situacién que puede interpretarse como que la condicion anterior debe cumplirse para cualquier
desplazamiento virtual del sélido discretizado U . Quedando la condicidn de equilibrio de
la region T(©) del sélido discretizado, como:

B = / B 6 qv - / N, av - / NO" £ a5 =0
Ve Ve 5
(Ap-11.24)

B© — B9 g® qv — @ — o
V(e

siendo IR el vector de fuerzas residuales, y F©) las fuerzas nodales equivalentes.

La ec.(Ap-11.24) establece el equilibrio de una regién elemental T'(¢) discretizada. Si ahora
se propone discretizar el sélido con n regiones elementales, de dominio I‘sf) cada una, el
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equilibrio global de todos estos sub-dominios ensamblados, que cubren todo el dominio del sélido,
surge de una generalizacién del equilibrio elemental ec.(Ap-11.24). Esto es:

n

B = Z [/ BT g dv] _F =0 (AD-11.25)
V(e)

T(e)=1

siendo una operacion sumatoria especial la que se enuncia en la ec.(Ap-11.25), denominada
ensamblaje, pues se debe sumar respetando las coincidencias nodales 2510441 asi pues, el
vector de fuerzas residuales surge: B = [w_, B y el vector global de fuerzas nodales :
F = Z;(e):l F

En problemas no-lineales, como el que presenta la teoria de la plasticidad, la ec.(Ap-11.25) debe
ser resuelta en forma iterativa a través de linealizaciones sucesivas de la ley constitutiva dentro
de incrementos de cargas muy pequenos. En la actualidad existe una gran cantidad de métodos
que permiten la resolucién no lineal del sistema de la ec.(Ap-11.25), que pueden ser consultados

(18][37](38][39][63] [80][82][88][105][143] (ver también la presentacién sintética que se

en las referencias
hace en el apart. Ap-II.3.). Gran parte de estos métodos, utilizan la denominada matriz de
rigidez tangente Kgf ) del dominio elemental T'(®) . Esta se obtiene haciendo la hipétesis,
de que dentro de un incremento de carga la ley constitutiva es lineal (la matriz elasto-pléstica
para cada punto del dominio I'(®) no se actualiza D © = cte. ), por lo tanto la ecuacién
de equilibrio elemental ec.(Ap-11.24) puede ser linealizada, y en tal caso se puede obtener la

derivada de las fuerzas residuales respecto al campo de desplazamientos discreto:

o(me© 9
K\ = ( (e)) = —5 { / B 6 qv — Il"(e)]
ou ou v
o(me©
K — (=) _ 9 [ B D gl g© qv _ 1F<e>}
oute U@ | Jve
(Ap-11.26)
K9 - B per©) gl gy
Ve
R U e T perle) gle)
Kr = > K = > B9 D B qy
re—1 re—’V®

entendiéndose nuevamente el sumatorio, como un ensamblaje. A continuacién, se puede observar
un diagrama de flujo esquemaético, donde se muestra muy someramente el ordenamiento del
programa de elementos finitos con el que se han resuelto los problemas presentadado en el cap.
V., y donde se puede ver el proceso de resolucién no lineal del sistema de la ec.(Ap-11.25)
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Diagrama esquematico de un programa de Elementos Finitos
problemas con no-linealidad en su ecuacién constitutiva

INICIO

Definicién e inicializacién a cero de las variables del problema

Incremento de cargas m =1 . Iteracién n =1

Definicién de las fuerzas nodales :

r

!

1 - Aplicacién de una parte de las fuerzas nodales, como

incremento de carga:

Alri,m = /J/mF

!

En la primera iteracién ¢ = 1 adopta como fuerzas residuales:

AR) = —AF\)

i,m i,m
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|

2 - Obtencién de los desplazamientos nodales, a nivel global,

para el incremento de carga inpuesto:

n

KTi,m - Z K'(I?)i,m = Z B(S)TDep(e)B(e)dv

=1 P =17V i,m

n
AR, = Y ARY,,

T(e)=1

KT117m AUz,m = Amz,m

|

Obtencién de las deformaciones en cada punto de integracién
y actualizacion de las variables de

del elemento finito,
deformacién y desplazamiento:
Ae), =B AU,

m

€ = €l + A€,

U = Ul + AU,

!

Integracién de la ecuacién constitutiva (ver apart. Ap-11.4):

Aaf = Dfﬁn(e) Aeq(eil

,m
y actualizacién de las tensiones:

oy =0l + Aall,
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|

Obtencién de las fuerzas residuales elementales para el nivel

de carga impuesto:

A‘mge}n = B(G)T Aa1(lew)rl v — AFEeT)n
) v ; )

|

Comprobacién de la convergencia — Si el nivel de tensién

obtenido no soluciona el problema, retorna a 2 y hace una

nueva, iteracion:

n
Amimz,: Z Am(e)i,m
re)=1

si Ami,m > 0 — A«Hri,m, = _Ami,m

(i=i+4+1)e—
l

Post-Procesamiento de los resultados, y obtencién de la

informacién sobre el dario en un punto del sélido. Ver anexo-D
(capitulo IV). — SALIDA DE RESULTADOS

|

Si no se alcanzé el nivel total de fuerza aplicada se retorna a

1

si Fi,m + AFi,m < r

(m=m+1)e—

|

FIN
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Ap-11.3.- RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE EQUILIBRIO NO LINEAL -
METODO DE CONTROL DE RESPUESTA - PROPUESTA DE UNA SIMPLE VARIANTE
DE CONTROL A TRAVES DE UN CAMINO PLANO - PROPUESTA DE UN ALGORITMO
DE CONTROL DE PLASTIFICACION.

Ap-I1.3.a.- introduccién.

Cuando la respuesta de un material no es lineal, como la que resulta de un comportamiento
elasto-plastico, la resolucién de las ecuaciones de equilibrio del sélido discretizado ec.(Ap-11.25),
constituye todavia un problema delicado y costoso dentro del uso del método de los elementos
finitos. La solucion de este sistema de ecuaciones viene dada a través de diversos procedimientos
iterativos que tienden a converger hacia la solucién del problema a medida que van disipando
el error residual. En otras palabras, significa que es necesario ejecutar un cierto nimero de
iteraciones, para cada incremento de carga, hasta que el criterio de convergencia indique que
se satisface la condicion de equilibrio dada por la ec.(Ap-11.25). La convergencia se controla

63][82][105]

mediante distintos tipos de normas residuales | , que en general se pueden agrupar

en: normas en fuerzas, normas en desplazamiento y normas en energia.

A continuacién se citan en forma breve, algunas de las técnicas de resolucién de sistemas

de ecuaciones no-lineales mas utilizadas:

e Iteracion directa: El desplazamiento correspondiente a la solucién previa es usado para
predecir el valor actual de la rigidez estructural.

e Newton-Raphson : También denominado de rigidez tangente, por que utiliza esta matriz
actualizada, para predecir la siguiente solucién.

e Newton-Raphson modificado: Para evitar el costo de célculo que significa la evalucién de
la matriz tangente en todas las iteraciones, se han propuesto distintas modificaciones del
procedimiento original: — Ky Método de rigidez inicial, que como su nombre lo indica,
utiliza la matriz de rigidez elastica inicial durante todo el proceso no-lineal. — K; La
matriz de rigidez tangente se calcula en la primera iteracién de cada incremento de carga.
— K> La matriz de rigidez tangente se calcula en la segunda iteracién de cada incremento
de carga .

e Newton Conjugado: Produce una mejora en la bisqueda de la solucién, corrigiendo los
desplazamientos en una nueva direccién. Un caso particular de estos métodos, es el
denominado bisqueda direccional (line search), el cual elige la direccién de bisqueda segin
aquella que signifique un minimo en la energia potencial.

e Cuasi Newton: Constituye una nueva clase de técnica de solucién no-lineal, basada en
ejecutar en cada iteracién una modificacién de los elementos de la matriz de rigidez global,
con el fin de satisfacer una condicion secante local. Existen varios métodos que se basan en
esta técnica, y que llevan el nombre de sus autores:  — actualizacion directa de Davidon
(Davidon direct update), — Davidon, Fletcher, Powell — Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shanno BFGS.

e Newton Secante: Esta técnica puede considerarse como otra versién de los Cuasi Newton.
Fue presentada por Crisfield, y tiene cinco variantes de uso.
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No se entrard en particularizaciones sobre cada una de estas técnicas enunciadas, ya que
no es el objeto de esta tesis, pero si es necesario advertir que bajo estados de carga sostenida
en materiales dominados por el ablandamiento post-pico (pérdida de carga con crecimiento de
desplazamientos), es posible que no se puede encontrar la solucién de la ec.(Ap-11.25) usando
simplemente cualquiera de los métodos antes mencionados. Para ello es necesario recurrir al uso
de las técnicas citadas, conjuntamente con técnicas de control de respuesta como la propuesta
inicialmente por E. Riks 129 . Estos procedimientos, conocidos con el nombre de longitud de
arco (arc-length), han sido desarrollados para seguir el camino del equilibrio luego de superar
puntos criticos de carga maxima, a partir de los cuales, la solucién se encuentra siempre para
un nivel de carga inferior al que se tenia en el paso anterior. El método fue  propuesto

originalmente por E. Riks 2% y por G.A. Wempner y modificado por M. Crisfield y E. Ramm
(38]

La idea original de Riks consiste en introducir una ecuacion de constriccion adicional a
las ecuaciones de equilibrio. A partir de esta base, se han propuesto distintas ecuaciones de
constriccion, dando origen a distintas variantes del método de Riks.

Ap-I1.3.b.- Método general de control de respuesta.

Se puede formular la ecuacion de equilibrio global del sélido ec.(Ap-/1.25), para un cierto
incremento de carga m , como:

BUn pm) = Y [/ B g dV} — pmdF =0 (Ap-11.27)
r@—1 Ve m

A diferencia de cualquier procedimiento incremental, el multiplicador i, , que regula la
intensidad del paso de cargas, es una variable que se ajusta en forma automatica hasta encontrar
el nivel de carga adecuado que satisface la ec.(Ap-11.27). Este ajuste debe ser controlado a través
de una ecuacion de constriccion, de cumplimiento necesario, del siguiente tipo:

JWm,ppm) = 0 (Ap-11.28)

De acuerdo a la ec.(Ap-11.27) y la ec.(Ap-11.28), la solucion del problema, serd la que cumpla
con:

RUm; m) = 0
{ ( a ) _ 0 (Ap-11.29)

SWrns pim)

Para conocer el estado de desplazamiento, y el factor de carga que satisfacen estas
expresiones, se desarrolla en serie de Taylor el vector de fuerzas residuales, con el fin de
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aproximar la solucién del problema. Truncando este desarrollo en la primera variacion, se
tiene para el incremento de carga m , iteracién i :

0 = R(Uifl,m +5Ui,m; Hi—1,m + 5Mi,m) i

(Ap-11.30)
OmR Om
~ B(Uifl’m,uifLm) + W 5Ui,m + 5,ui,m + o
i—1,m Hm i—1,m
donde:
O K Rigidez t te global
—_— = : igidez tangente .
U T g g g
OmR .
8—M = —IF :  Carga total en el sistema global.

de esta forma la ec.(Ap-11.30) puede escribirse como:

0 = B(Uifl,m;/lifl,m)+KT(Ui71,m) 5U’L,m - F(S,U"L,m

Kr(Ui—1;m) Uim = —BRU;,—1m, fti—1,m) + IF Optim
Kre(Uiim) Uim = — | > [ B ¢ dv] — pic1 |+ B Syt m
Moo=y /VE© i—1,m
KT(Ui—l,m) 5U’L,m = - [KT(U'L—l,m) 5ﬁi,7r1,:| + KT(U'L'—l,m) [U'L'][ 5Mi,m
(Ap-11.31)

premultiplicando ambos miembros por K. ;1 , se obtiene la variacién del desplazamiento dentro
de la iteracion i , bajo las condiciones impuestas:

Ui = —0U;pm + Sptim (U, (Ap-11.32)

el desplazamiento correspondiente al incremento de carga resultara :

AUy = AUi_1 + Ui, (Ap-11.33)
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sustituyendo la ec.(Ap-11.33) en la ecuacion de constriccion ec.(Ap-11.28) , resulta la variacién del
incremento de cargas, correspondiente a la iteracion i y a partir de ésta se obtiene el factor
de carga que satisface las ecs.(Ap-11.39)

Him = Mi—im + Ot (Ap-11.34)
El procedimiento operativo puede resumirse en los siguientes pasos:

e Obtencién de la variacién de desplazamiento para el nivel actual de fuerzas residuales:

n

Kr(U; 1) 00;,, = Z [ ()B(S)TU(S) dV} — i1 IF
Ve
=1

e — i—1,m

e Obtencién del desplazamiento total para el nivel de carga total:

KrUi1m) [Ui]; = IF

e Obtencion de las soluciones de la ecuacién de constriccién:

f(Ui,maéﬂi,m) =0 — 5M'L',m

e Actualizacién de los desplazamientos, segun las ecs.(Ap-11.32), (Ap-11.33), y del nivel de
carga segun la ec.(Ap-11.34).

Ap-IL.3.c.- Método de control de respuesta, a través de un camino esférico (7]

La variante del método de control de respuesta, denominada de camino esférico, ha sido
propuesta inicialmente por Riks 1201 | Se fundamenta en expresar una ecuacién de constriccién
en funcién del nivel de desplazamientos y carga a la vez. Esto es:

T
AU, AUy + 02017 T = A7, (Ap-11.35)
donde:
AU;,m = AU;—1m +0U;,, : Incremento de desplazamientos
para el nivel de carga m , iteracion 1
WUim = —0Uim +0uim U], : Variacion del incremento de desplazamientos
en la iteracion 1
F :  Nivel de carga total.
Alzm : Incremento de longitud de arco para el nivel de carga m , iteracion 1

b : Parametro de escala de carga.
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(37]

Esta ecuacion fué modificada por Crisfield , haciendo constante e igual a cero, el parametro

de escala de cargas b = 0.0 en la ec.(Ap-11.35). De esta forma, la ecuacién de constriccién
queda totalmente definida en el espacio de los desplazamientos fig.(Ap-11.2), y por lo tanto se
transforma en una técnica de control de desplazamientos, quedando su ecuacién de constriccién,
€omo:

AU, AU = AL, (Ap-11.36)

Desarrollando esta ecuacién, resulta la siguiente expresién cuadratica:

C1 047 + Co Sptin + C3 = 0 (Ap-11.37)

con:

R T
Cy — 2[5Ui,m 5Ui,m} U,
Cy = [w@m—émmr [wz-,m—éfh,m - AL,

resultando de la resolucién de ésta, dos raices, tal que una llevard a que el arco corte el camino
del equilibrio en A, y la otra en B fig.(Ap-11.2).

Se debe elegir la raiz de la ec.(Ap-11.37) (Opti,m), , que haga minimo el 4ngulo pap entre los
desplazamientos AU, ,, y AU;_1,, . Esto es:

. T
= [AUi—l,m + —Uim + (Optim), [Ui][i| AU;_1,m
COS PAU (Ap-11.38)

. T
= [AUFLm + —0Uim + (Oftim), [Ui][} AU;—1,m

siendo minimo el dngulo, que da un coseno positivo. Si los dos cosenos son positivos, la raiz de
la ec.(Ap-11.37) mas apropiada es la que estd mas cerca de la solucién lineal. Por lo tanto, sera:

Oim = — — (Ap-11.39)

Una vez conocida la variacién del incremento de cargas, se obtiene el desplazamiento a
través de la ec.(Ap-11.33), y el factor de carga de la ec.(Ap-11.34).
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fig.(Ap-11.2): Procedimiento basico de control de desplazamiento, a través de un camino esférico (Crisfield
(611,

Ap-I1.3.d.- Propuesta de una variante simple de control, a través de un camino plano.

Se trata de una variante simple que ha dado respuestas satisfactorias para distintos problemas
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de esta tesis. Sdélo encuentra la respuesta en procesos con ablandamiento y avance en los
desplazamientos, y no puede encontrar el equilibrio cuando hay retrocesos de desplazamientos.
Consiste en un control de desplazamientos a partir de una ecuacién de constriccién que involucra
el estado de desplazamientos actual AU, ,, y el correspondiente a la iteracién anterior
AU;_1,m . Esto es:

AUT, AU = A2, (Ap-11.40)

donde Al%m es el incremento de longitud de arco para el nivel de carga m , iteracién i .
Esta ecuaciéon es una linealizacion de la ec.(Ap-11.36) y da origen a una familia de métodos que
reciben el nombre de plano normal actualizado. Existen varias maneras de metodizar su uso,
una es la que se propone en esta tesis a partir de la formulacién de una ecuacién lineal en

(S‘LLLm :

Cr + Co + Opim C3 = A7, (Ap-11.41)

con:

Cl = AU,LT 1,m Al']i—l,m

Cy = —60,,, AU, 1.,

Cs = [U]7 AU 1m

resultando de aqui una raiz tnica:

A2, —Ci—Cq

Ap-11.42
s (Ap )

6Mi,m =

de donde se deduce que el plano normal cortard el camino de la respuesta sélo en el punto B
fig.(Ap-11.3).

De esta manera, se puede calcular el desplazamiento a través de la ec.(Ap-11.33), y el factor
de carga de la ec.(Ap-11.34).

Durante el procedimiento de solucién, cabe observar que esta formulacién presenta un
indefinicién en la primera iteracién de cada incremento de carga (i = 1) , pues AUp,, =0 =
C3 = 0. En tal caso, se procede en la primera iteracién con una técnica cualquiera de control
de desplazamientos, y en las subsiguientes con el método propuesto.
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i

L{n.m

fig.(Ap-11.3): Procedimiento basico de control de desplazamiento, a través de un camino plano.
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Ap-I1.3.e.- Algoritmo de control de plastificacién — Célculo automatico de Al .

La técnica anterior permite obtener el equilibrio del sélido, bajo cargas o desplazamientos
impuestos, a partir de una restriccion en el campo de los desplazamientos. Sin embargo, resulta
también importante procurar que el incremento de carga sea tal, que en dicho incremento
sélo plastifique un punto. Para ello se propone en este apartado, un concepto de control de
plastificaccion, dentro de la técnica de control de desplazamientos, el cual consiste en obtener
la longitud de arco Al necesaria, que permita al punto més cercano a la superficie de fluencia,
alcanzar su estado de plastificacién. En otras palabras, esta técnica se basa en obtener para
cada instante ¢ del proceso cuasi estatico, la distancia que hay entre la tensiéon de cada
punto del sélido discreto y la superficie de fluencia, seleccionar la menor de ellas y con base en
ésta calcular una longitud de arco que permita plastificar solamente al punto mas cercano a la
superficie de fluencia.

Indirectamente, esta técnica garantiza que el camino de la respuesta que sigue el sélido,
corresponda al de la minima energfa.

e Relacién entre el arco del método del “camino esférico” y la distancia a la superficie
de fluencia.

Debido a que la plasticidad trata un problema lineal de compatibilidad entre desplazamientos y
deformaciones ec.(Ap-11.21), se puede definir un factor de reduccion de desplazamientos ra que
permita obtener el desplazamiento necesario para que el punto de tension mas cercano a la
superficie de fluencia llegue a situarse sobre ella. Asi , a partir de este desplazamiento reducido,
se obtiene una longitud de arco que puede ser considerada dentro de una técnica de control de
desplazamiento. Esto es:

Al7,, = f(ra) (Ap-11.43)
siendo f(ra) una funcién que depende del tipo de ecuacién de constriccién, y del factor de

reducciéon de desplazamientos. De esta forma, para una ecuacién del tipo de la ec.(Ap-11.36), se
tiene:

Al?,m = AUZmAUi,m (Ap-11.44)

siendo AU, = AU;—1,m + 6U; ., , donde el incremento de desplazamientos correspondiente
a la iteracion y el incremento de carga actual puede ser escrito como:

Ui = 7a Ui (Ap-11.45)

siendo 06U im €l desplazamiento que resulta del incremento de carga impuesto, y 0U; ,, el
incremento de desplazamiento deseado para que sélo plastifique un punto. Considerando la
ec.(Ap-11.45), se puede escribir la ec.(Ap-11.44) como:
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Alim = (AUifLm + TA(sﬁi’m)T (AUifl,m + TA(Sﬁi’m) (Ap-11.46)

Operando algebraicamente con esta ultima, se puede escribir la ecuacion de constriccién de
desplazamientos para el método de control de desplazamientos del camino esférico, como:

AR, = (AUL AU 1) +2 78 (AUL,0050) + 74 (007,,000,,)  Ap-i47)

Asi . conociendo el factor de reduccion ra , se puede encontrar la longitud de arco Al necesaria

? ) )
para obtener un du;,, que permita situar el punto del sélido més cercano a la superficie de
fluencia, sobre ella.

e Relacion entre el arco del método del “camino plano” y la distancia a la superficie
de fluencia.

Este constituye un caso particular del anterior, por lo tanto se pueden hacer las mismas
consideraciones para obtener la relacién que hay entre la distancia al plano (longitud de arco
en el caso anterior), y el factor de reducién de desplazamientos.

La ecuacion de constriccién que se toma en este caso es la ec.(Ap-11.40):

Al?,m = AUZmAUz‘—Lm (Ap-11.48)

sustituyendo en ella el incremento de desplazamiento en funcién del factor de reduccion
AUy = AUi—1m + TA5ﬁ17m, y operando algebraicamente, se puede obtener la expresion
que relaciona este factor con la distancia al plano normal, que podrd ser considerada dentro
de la técnica homénima de control de desplazamiento. Esto es:

. T
AR, = AU = [AU 1 + 120050 | AU, (Ap-11.49)

e Obtencidén del coeficiente de reduccién ra .

Dada la linealidad que existe entre los desplazamientos y deformaciones y entre los incrementos
de estas tltimas y los incrementos de tension para una iteracién ¢ dentro del incremento
de carga m (linealizacién de un proceso no lineal mediante iteraciones sucesivas), se puede
obtener el factor de reduccion de deformaciones, como si fuese la distancia del punto de tension
a la superficie de fluencia, mediante una relacién lineal formulada por Nayak-Zienkiewicz (58] .
Esto es:
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e F(@i-1,m) _ FO(@i-1,m) (Ap-11.50)
AT T Fim) — P0irm) | FOiim t Dshen) — Fooiim)

Este factor de reduccién es aproximado, y puede ser calculado con més exactitud a partir de la
siguiente correccién (88 :

F2@i—1,m +7ra DsA€i )
ran = T

{af(a) } DsAe, ., (Ap-11.51)

Jo
i—1,m

siendo F°, F' y F? las funciones de fluencia evaluadas para los estados de tensién previo,
actual y posterior a la primera correccién, respectivamente. Para mayor informacién sobre la
expresion que da la distancia de un punto de tensién, a otro donde se intersecta con la superficie

de fluencia, se recomienda consultar la referencia de origen 88 .

e Implementacién del algoritmo de control de plastificacion.

A continuacién se presentan en forma breve, los pasos generales para la implementacion del
algoritmo de control de plastificacion:

a.— Célculo de la funcién de fluencia para la iteracién i , incremento de carga m , para

todos los puntos de integracién del sélido discreto:

1
F(oim) i Oim = 0i—1,m + DsAe€

b.— Identificacién de los puntos que cumplan con la condicidn de fluencia pldstica, o
aquellos que la violen. En caso que no haya ningtin punto en estas condiciones, el
proceso es elastico y por lo tanto no es necesario el uso de este algoritmo.

Puntos que cumplen con: Foim) >0

c.— Determinacion de los puntos que plastificaron durante esta iteracion. Los restantes no
entran en este proceso.

.Fl(di,m) 2 0

Puntos que cumplen con: 0
F (0’1'_17m) <0

d.— Seleccién del punto que cumple con las condiciones ¢, y que se encontraba, antes del
incremento de tensién Ag; ,, , més cerca de la superficie de fluencia plastica.

max.

Puntos que cumplen con: FHoim)]
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e.— Obtencion del factor de reduccién de desplazamientos.

Fooi—1,m)
Flaim)|™ ™ — FOoi—1,m)

rn = —

f.— Obtencién de la longitud de arco correspondiente.
Al = f(ra)

g.— Continuacién del calculo, con una técnica de control de desplazamientos.

Ap-11.4.- INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA.

Ap-I1.4.a.- introduccién.

Existen diveros procedimientos numeéricos para la integracion de la ecuacion constitutiva elasto-

pléstica:

6 = Ds (é—&)

& — Dsé—iDs %9
oo
6 = DY é

(Ap-11.52)

En general, las técnicas de integracién de la ecuacion constitutiva elasto-plastica, pueden

clasificarse dentro de dos grupos:

a.— Métodos de avance directo —Integracion explicita—. Basados en dividir el incremento

de desplazamiento correspondiente a la iteracién actual AU;,, en una gran cantidad de sub-

incrementos para los cuales se calcula el sub-incremento de deformacién. A partir de estos y

la matriz elasto-plastica actualizada se obtiene el correspondiente sub-incremento de tension

ec.(Ap-11.52). En forma esquematica se tiene para cada punto de integracion de un elemento

finito I'(¢) (Ver la insercién en el programa general de elementos finitos apart. Ap-I1.2.):
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Dado el estado de tensién y deformacién para la iteracién
(e) (e)

y €_1,, » v los incrementos de

AU

i,m

previa: O 1m

desplazamiento y deformacién: Ae(e) se

i,m

calculan los sub incrementos de desplazamiento y deformacion:

@wzhzﬁﬁij (8e2)

n i,m

1 - Célculo de:

Célculo de:

Incremento del estado tensional:

(e10) =(a%0)  +(a0l)).
J Jj—1 J

Obtencién de:

K — A

(= +1)e—

—465—
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b.— Métodos de retorno radial de Euler —Integracién inplicita—. Debido al problema de
ablandamiento que presenta la respuesta tension deformacién del hormigdn, se ha utilizado para
resolver la ecuacion constitutiva de este modelo, una técnica de retorno radial propuesta por

[146]

Zienkiewicz para visco-plasticidad, y utilizada en plasticidad por De Borst and Vermeer

(191124] " con ligeras modificaciones en su implementacion.

Sean (i —1,m) e (i,m) los indices que simbolizan los estados correspondientes a la
iteracién anterior y actual dentro de un incremento de carga m , respectivamente fig.(Ap-11.4).
Se tiene para cada punto de integracién de un elemento finito T'(¢) :

Al = o —al,
(Ap-11.53)
A, = -,
donde el incremento de tension vale:
Aol = Ds Ael), = Ds (Ael), — A€l (Ap-11.54)
i,m i,m i,m i,m
con:
0g|"
Aert) = AN, el (Ap-11.55)
i,m
“ (Fl @)
A = R (Ap-11.56)
’ e 0F (o) 9G(a)
A LY Ds\~55~
117m+{ Jdo }o‘ﬁ(,"‘) o 0 ) gl
o0 = 00+ Da, (015
sustituyendo la ec.(Ap-11.55) en la ec.(Ap-11.54), se tiene:
(e)
Aof), = Ds (e, - ax, o (Ap-1.55)
’ o de |,

y sustituyendo ésta en la ec.(Ap-11.53), permite obtener la siguiente expresién para la tension
actual:
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fig.(Ap-11.4): Esquema de integracién de la ley tensién deformacion: a) Para un caso uniaxial equivalente
con endurecimiento b) Para un caso uniaxial equivalente con ablandamiento c) Para un caso biaxial con
ablandamiento.
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ol = o\ + Dg <Ae(e) — AN 99

i,m i—1lm i,m LM Ao

(e)
(Ap-11.59)

i,m

La mayor ventaja de esta técnica para integrar la ecuacién constitutiva, se basa en la forma

19][24]

de presentar el factor de consistencia pldstica A/\E’e,)n (ec.(Ap-11.55)) [ , v en la evaluacién

de {8]:—(0)} y {_89(0) } para el estado oc® — a(i)l_m + DsAe'®)
o) ol ’

@,m i i,m

i,m i,m

Ap-I1.4.b.- Justificacién y validez del factor de consistencia plastica adoptado.

En la ec.(Ap-1.50), se ha presentado el factor de consistencia pldstica para un material sin
degradacién de rigidez, como:

L0

oF "
A o= {8?} Ds (Ap-11.60)

Ay [{%}T Ds g_g}

siendo:

A > 0: parametro de consistencia pldstica ,

OF (o 1 0G i o o
A= —— ks, — . parametro de endurecimiento plastico , (Ap-11.61)
Ok oo
N——"
he

donde las derivadas estédn evaluadas en el paso anterior (i — 1,m) . Desarrollando en serie de
e(e) (e)

-(€
im =0 1 m —l—DSeg’,)n , y truncando

Taylor la funcién de fluencia, para un estado de tensién o
en el término de primer orden, se tiene:

]-"(a(f)

3

i 60 = F(al?) ) + { [ P (Ap-11.62)

de donde se puede aproximar:
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8 T e e e €
{ 7(")} L= Fel, 16 - Fel ) (Ap-1.63)
"

Pero se supone que en el estado de tensiones previo se satisfizo la condicién de fluencia plastica
.7:(0(6) ) =0 . Por lo tanto, de la ec.(Ap-11.63) se obtiene:

i—1,m

0F (@) " . 5
[PV s~ Flalty, 8 (ap-160)
o | g

i—1,m

Sustituyendo esta tltima en la ec.(Ap-1.50), queda:

i Flolly )
© - B (Ap-11.55)
© OF 0g
Ailim + [{ da }065?” Ds {%}U”]

la ventaja de utilizar este factor de consistencia plastica, consiste en que parte de la condicién

(& . . ., .
F (o'g_)1 m) = 0, por lo tanto no es necesario encontrar el punto de interseccién con la superficie
m

de fluencia durante la transicién de un estado eldstico a uno plastico ( )\ger)n se mide a partir

de la superficie de fluencia).

Ap-I1.4.c.- Implementacion del algoritmo de retorno radial.

Este método, permite un rédpido acercamiento a la nueva superficie de carga, mediante un

numero finito de iteraciones. Una vez obtenido el estado tensional a(e)

im mediante la ec.(Ap-

11.59), es necesario comprobar si satisface la condicién de fluencia plastica F (al(.e) ) =0. En caso

,m
de no cumplir con esta condicién, es necesario realizar un nimero de iteraciones que tiendan a
corregir el error remanente. A continuacion se detallan los pasos bésicos para la implementacién
de esta técnica de integracion implicita de la ecuacion constitutiva elasto plastica, en un punto

de integracion de la regién elemental T'(¢) :

a.— Magnitud del incremento de tensiéon y deformacién al iniciar la integracion de la
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ecuacion constitutiva elasto-plastica:

(aen), =8 (a0),

(80in), = D5 (acn),

b.— Actualizacién de las tensiones y deformaciones:

€9 =+ (22)

7, i—1,m s

ol =o' 4+ (Aage,)n)o

c.— Se verifica si los puntos de la regién discretizada I'(®) han dejado de comportarse
elasticamente:

Fla)) >0

En caso de que el comportamiento del punto siga siendo eldstico, se considera como
valida la actualizacion de tensiones y deformaciones llevados a cabo en b, y se salta
al punto k.

d.— En caso que el punto siga un proceso elasto-plastico, se verifica si se trata de un estado
de carga o descarga.

< 0 descarga: proceso eldstico

{8.7:(0') }T (A (e ) — va al punto k
qa
Oo ae(e_) ™/ > 0 carga: proceso elasto-pldstico

— va al punto siguiente

(Esta verificacion también puede ser realizada mediante las condiciones de Kuhn-
Tucker ec.(Ap-1.58,c) )

e.— En caso de tratarse de un proceso de carga, se calcula el factor de consistencia plastica
como en la ec.(Ap-11.55):

6/\(6) o i,m

)
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f.— Se calcula el incremento de deformacién plastica:

()
dt ~ 6)), g—g
’ g

t.
smo G
win= ) NG

o)

i,m

ti—1,m t

g.— Se obtiene la magnitud de la tension excedida:

50’);% = Dséep;%

h.— Se calcula el nuevo incremento de deformacion plastica, el de tensién y la tensién
actualizadas:

2o, = (8010,), +0e),

)

i,m ,m ,m

Ag'®) = (Aage) )0 - 50”56)

a9 =gl 4 AaEf}n

i,m 1—1,m

i.— Se calcula la deformacién eldstica, a partir del verdadero incremento de tensién:
2elt) = D5’ 2ol
j-— Verificacién del cumplimiento de la condicién de consistencia plastica:

.7:(056 )=20

,m
Si no la cumple, se transforma este estado ultimo en un nuevo estado inicial:
h-alh . (a0l) —ael | (a0()) - o)

’ ’ O b v

i,m m ) i,m

y se regresa al punto e.

k.— Fin del proceso de integracion de la ecuacion constitutiva del punto.
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