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Apéndice B.

QEE.R.áCIQ.NES ANALI.I.ICAS.....EAa..LCAS..,...i.3.D.)..

S.I.S.TEMAS......DE ,GQ.QS.D,ENADA.S..

Como ya hemos visto anteriormente usamos unos

ejes coordenados "directos", como referencia de los

puntos del espacio. Un punto cualquiera puede

quedar referido a dichos ejes de dos formas: por

coordenadas cartesianas o por coordenadas esféri-

cas .

Las relaciones entre ambos tipos de coordenadas

ya han sido comentadas anteriormente, pero podemos

enunciarlas nuevamente:

X = R. eos «.eos 6

Y = R. sen «, cos Í3

Z = R. sen (3

R2- X2+Y2+Z2
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Apéndice B.

' T.SAN..S..F.QEMACJQNES. BÁSICAS M EL ESPACIO..

Vamos & proceder a un estudio parecido al del

Apéndice A, pero trabajando ya directamente con co-

ordenadas homogéneas, o sea que un punto cualquiera

del espacio lo notaremos como una matriz |X,Y, Z,l|,

consecuencia de lo cual, las matrices de

transformación, deberán ser cuadradas y de cuatro

por cuatro.

Análogamente a lo visto en el plano, la matria

de cj,mb,.i.Q _,.cLe es.Qa.La tiene forma diagonal , llaman-

a T seria:

A
0
0
0

0
B
0
0

0
0
c
0

0
0
0
1

y su efecto sobre un punto cualquiera será:

| X Y Z Ij . T =j A.X B.Y C.Z 1|

En cuanto a los,_..g.i.r..Q.s., el hecho de encontrarnos

en el espacio introduce unas variaciones que no

tenian lugar en el Apéndice A: hay que notificar

alrededor de que eje se quiere hacer dicho giro.

Situémonos en el caso más parecido al plano, con

los ejes x e y en la posición habitual y pensando

que el origen de coordenadas no es más que la

proyección del eje a sobre el plano x,y, sea A un

punto que gira alrededor del eje z'.
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Apéndice B.

si estuviéramos trabajando en 2D, la matriz val-

dria:

cos «
-sen oí
O

sen ex 0
cos « 0
O 1

y añadiéndole una fila y una columna unitarias de

forma que pase a ser de cuatro por cuatro, nos

quedará:

eos oí
-sen oí

O
O

sen a O O
eos « 0 0
O 1 0
O 0 1

ésta será la matris de giro alrededor del eje z, en

3D y coordenadas homogéneas. Análogamente obten-
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Apéndice B.

driamos la que nos da el giro alrededor de x y de

1 O 0 0
O eos « sena O
O -sen « coso O
O O 0 1

eos « O -sen « O
0 1 0 O

sen a O cos <x O
0 0 0 1

Nuevamente se comprueba, además de ser obvio,

que el determinante de las matrices de giro vale

uno. También es interesante constatar, que el pro-

ducto de giros no es conmutativo, por no serlo el

producto de matrices, luego el orden en que se in-

fieran giros a un cuerpo influye en la posición fi-

nal de éste.

Las matrices de t.r..as..l.a.Q.ion, como extensión de lo

dicho para 2D, tienen la forma:

1
0
0
M

0
1
0
N

0
0
1
P

0
0
0
1

L as ,...sjjB.e trias, también son inmediatas teniendo en

cuenta que lo único que hay que hacer es cambiar el

signo de la coordenada que no es del plano

alrededor del cual se hace dicha simetria, Ejemplo:

cambiar x por -x cuando hacemos una simetria

alrededor del plano yz. De acuerdo con lo an-

teriormente dicho, las matrices de simetria res-

pecto a xy, xz e ya tienen las expresiones:
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Apéndice B.

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 - 1 0
0 0 0 1

1 0 0 0
0-1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

- 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Nuevamente el giro alrededor de un eje arbi-

trario, en un caso sencillo, no es más que una ex-

tensión de lo dicho para las transformaciones en

2D. La "traducción" directa de lo dicho en el

Apéndice A, seria girar una figura alrededor de un

eje paralelo a uno de los de referencia un ángulo

dado (3, se tratarla sencillamente de hacer una

traslación del eje dado hasta coincidir con el eje,

a continuación realisar el giro, y, finalmente,

deshacer la traslación:

al ser el eje paralelo a un eje, el x por ejemplo,

aunque dicho eje nos vendrá definido por dos puntos

de paso, como es habitual, de hecho lo único que

nos interesará serán las coordenadas (A,B,C) de uno

341



Apéndice B.

de ellos, mientras que las coordenadas (DjE,F) del

otro solo tienen la misión de definir un eje pa-

ralelo al de referencia. Haremos que (A,B,C) pasen

a valer (0,0,0), como ya vimos en el caso de 2D,

las tres matrices que actuarán en este caso son:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
-A -B -C 1

1 0 0 0
O cosB senB O
O -senfi cosfò O
0 0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
A B C 1

En el caso general siendo la dirección del eje

N, que se descompondrá según loa tres ejes como

N=N}_. i+N2. j+N3. k, siendo i,j,k los versores según

los tres ejes de referencia, la matriz del giro,G,

será:

11 «12
21
31 32
41

«
G42

G13 14
23 n24
33

n
n
«43 G44

con:

G

G

11 = N1
2+(l-N1

2).cosñ

13 -
14

«22
«23
2̂4

«31
G32

= O

. seníS
i Nq ( 1-cosB) -No . senS

N-j_N2( 1-cos.B) -N3 . senS
N2

2 + ( 1-N2
¿) . COSÍ3

N2N3(l-cosB)+N1. senS
O

33 ~
34 ~

41 =
42 ~
43 =
44 =

+N2. senS
N2N3( l-cosíSÍ-N]^. sen(3
N3

2+( 1-N3
2) . cosB

O

O
O
O
1
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Apéndice B,

Vemos que podemos obtener los giros alrededor de

los ejes ye, y o z, sencillamente dando a N el valor

i, j o k, asi :

giro alrededor de s N j_= N <¿= O, N 3= 1

giro alrededor de x N <¿~ N 3= O, N j_= 1

giro alrededor de y N ~ N = O, N <- 1

las. ..... matxi.a.e,s_

1) Observemos que, en el caso anterior, hemos

sometido un punto a dos traslaciones para dejarlo

en la misma posición en que se encontraba; tra-

duciendo dicha operación a forma matricial, tenemos

una matris para una primera traslación, otra para

la segunda traslación y • la matris composi-

c i on -de-ambas -trans f ormaciones. Esta ultima debe

ser una matris, cuadrada, que aplicada sobre un

punto en coordenadas homogéneas, nos dé el mismo

punto, la forma de dicha matris debe ser:

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

es la matriz unidad, y el producto de las otras dos

la debe tener como resultado, esta propiedad se

traduce como que ambas son__.I.n.y_s.r.s..a:s.i hemos llegado

a. una propiedad matemàtica a través de una

propiedad geométrica, independientemente de como se

hallarla la inversa de una matriz por el proce-

343



Apéndice B,

dimiento habitual, cuando se trate de encontrar la

inversa de una matriz de una traslación, basta con

cambiar el signo de M, N y P de la última fila de

dicha matriz:

1
0
0
M

0
1
0
N

0
0
1
P

0
0
0
1

1
0
0

-M

0
1
0

-N

0
0
1

-P

0
0
0
1

Mediante razonamientos parecidos,llegaríamos a

la conclusión de que para encontrar la matris in-

versa de una de cambio de escala, basta sustituir

los elementos A, B y C, por sus inversos I/A, 1/B y

1/C, y en el caso de un giro sustituir G> por -13.

2) La simple inspección de una matriz general de

transformación, nos permite analisar cuales son los

movimientos a que someterán a un cuerpo en su

aplicación.

Podemos dividir la matriz general de una trans-

formación geométrica, de 4 x 4, en cuatro distin-

tas :

3 x 3

1 x 3

3

x

1
1 x 1

a, - Una matriz de 3

x 3 en donde vienen

englobados los con-

ceptos de escalado,
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cisalladura y

tación.

ro-

lo.- Una matria de 3

x 1, que produce una

transformación pers-

pectiva.

c.- Una matria de 1

x 3, que produce una

traslación,

d,- Una matris de 1

x 1, es un factor de

escala.
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