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Capitulo 3.

GEOMETRIA DE PUNTO, RECTA Y PLANO.

DEEINICION. DE_ELEMENTOS BASICOS.

Introducecion.

YVamos a proceder a un recorrido, que podrilamos
llamar tradicional de la exposicidn de la Geo-
metria, para de este modo ir reflexionando, a la
luz de lo expuesto en los capitulos anteriores, so-
bre la validez u obsolescencia de las ayudas geo-
métricas o analiticas que han sido, ¥ son, ne-
cesarias para que se cumplan los conceptos

matematicos en que se bazan.

Fe muy frecuente atribuir a la Geometriayuna
componente artistica muy exagerada, que por otra
parte suele tener, frente a su componente de estu-
dio intelectualizado del espacio. Sin llegar a los
conceptos filosdficos de Platdn, pero méas cerca del
tambien fildsofo Pascal, la Geometria se apoya en
verdades matematicas tan puras como, poOr ejemplo,
la Figica o el Calculo de Egtructuras; la inter-
secciodn de una cdnica y una rechta, pongamos por
caso, es doble, por que se puede calcular
matemdticamente y hallar las coordenadas de los dog
puntos comunes a ambas lineas.

Vamos, pues a seguir una hilacidn tradicional de
la exposgsicion de las partes de la Geometria, y en
cada caso vamos a introducir los conceptos analiti-

cos gue nos permitan su informatizacidn.

ALFABETQ..DE_PUNTOQ...RECTA Y _PLANQ.
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Capitulo 3.

Erevia.

Es normal encontrar en los libros de texto un
apartado dedicado a las posiciones de los puntos, ¥y
rectas como unidn de dos puntos, respecto de los
distintos cuadrantes.

De hecho, ya en un estudic tradicional de la
Geometria es digcutible el espacio reservado a esta
casulstica, pero en nuestro caso aun mas, ya gue
escogemos los planos de referencia segdin nuestra
conveniencia, de forma que siempre nos encontremos
en el primer cuadrante, en caso de que nos surgan
casos particulares, no serd muy complejo entender
gue es 1lo que estid pasando, ademds de que siempre
nos sera posible variar la referencia; de hecho,
siempre se trabaja con coordenadas relativas y la

posicidn del origen es discrecional.
Punto. ' ?

Existen dos formas basicas de definir un punto:
sefialdndolo u obteniéndolo mediante una operacidn
geométrica. En el primer caso la forma de szefialarlo
puede ser puramente fisica ¢ mds analiticamente
dando sus coordenadas respecto de unos ejes carte-
sianos. Dar las coordenadas de un punto es lo mas
logico, y serd lo que almacenemos de &1 aungque lo
definamos de las mas variadas formas, esto es: la
informacidn que almacenaremos en memoria, mediante
una matriz, serd, entre otras cosas, las tres coor-
denadas de cada punto.

Otra informacidn, nada innovadora desde el punto
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Capitulo 3.

de vista de la Geometria Descriptiva, es =1 nombre,
caracter alfanumérico, aque le asoclaremos a dicho
punto. Quizds sea este el momento de introducir
unas consideraciones, que pueden estar en el animo
del lector desde el principio: slo que estamos
definiendo es idéntico a un sistema de CAD?. La
respuesta no es sencilla, muchas de las cosas que
resolveremos estan resueltas en los paquetes come-
rciales de CAD, pero no con el mismo enfoque. Los
praguetes de CAD se quedan en un resultado que res-
ponda de alguna forma al binomio croquis-disefio,
eato es poder hacer un dibujo en borrador en el que
se van afiadiendo conceptos a medida gque se van
resolviendo problemas ajenos al propio dibujo, ¥
que cuando se da por bueno el crogquis ya es el
dibujo definitivo. No importa en este caso de donde
han salido los vértices de un cuerpo sdlido ni las
inclinaciones de las  rectas, ademas del hecho de
trabajar, basicamente, en 2D y 2 1/2 D.

En nuestro caso pretendemos operar con el espa-
cio y almacenar toda la informacidn de todos los
elementos que definen nuestro <frabajo, pues todos
son, o pueden ser, motivo de manipulaciodn. Dicho de
otra forma, nuestra unidad no es el cuerpo a di-
sefiar sino todas y cada una de las entidades, desde
puntos hasta planos, que 1o definen. Nos intersesa
mas como construimos que lo que construimos. Como
nuestro objetivo es geométrico, prima nusstro in-
tereés =1 camino a seguir en la construccidn de la
figura, no las condiciones mecanicas, por ejemplo,
que nos impongan una determinada funcidn posterior
de la pieza. No tenemos tanto en la cabeza la forma
definitiva del objeto a disefiar, como las condi-

ciones que vamos introduciendo en su disefio. En re-
\ ,

129



Capitulo 3.

sumeh, nuestro objetivo no es tanto el final del

camino como el camino en sl mismo.

El dar nombres a los puntos, es ya motivo de
diferenciazidn entre la Geometrla Descriptiva y el
Dibujo Lineal, podriamos decir, sin casi proba-
bilidad de error, gque el CAD se corresponde bas-
tante bien con el Dibujo Lineal, pero, ¥y siguiendo
con la comparacion, en el Dibujo Lineal se re-
suelven los problemas mediante conceptos de Geo-
metria Descriptiva. En nuestro caso, 1 hecho de
dar nombres (de hecho son letras) a los elementos
que vamos creando nos facilitard el trabajo inter-
activo de dos formas: el poder indicar operaciones
mediante un lenguaje bastante coloquial como:

RECTA UNION DEL PUNTO __ CON EL PUNTO __
o, aungue usemos otra forma de indicar un punto,
para almacenar informacion, es mas sencillo almaocs-—
nar que la recta s estd definida pror los puntoz A y
Z, que no que lo estd por el punto entrado en
primeﬂ ﬂugar‘y el decimo, pongamos por caso.
o

Siquerembs definir un punto de una forma arbi-
trarié,‘cuando estamos trabajando con lapiz y pa-
pel, ¥ 'como siempre suponiendo que estamos tra-
bajando en Diédrico, vemos que hemos de indicar las
dos pfoyecoiones de dicho punto para que nos quede
determinado. En nuestro caso el instrumento de
definicidn serd el cursor que se desplazard por la
pantalla, en forma de cruz, para que Se parezca mas
al criterio de definir puntos manualmente, pero
como trabajaremos sobre unos ejes axonométricos nos

serd dificil tener el concepto de profundidad que
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Capitulo 3.

nos daba la proyeccidn horizontal en Diédrico, no
azi la albtura que nos daba la proyeccidn vertical.
Serd, pues, necesario introducir alguna ayuda para
que podamos situar un punto en un sistema axo-
nométrico de forma que sepamos con certeza su posi-
cidn "real”.

La solucidn estriba en que cuando estemos en la
opecidn de introducir un punto, el cursor se des-
doble en dos cruces de tamafios distintos, ya que
representaran conceptos distintos. Una, de nayor
tamafio, nog representard la posicidn "real” del
puntoc en el espacio, lo que se conoce como proyec-
cidn directa de un punto, (X,y,2), ¥y la otra de mas
pequefic tamaffo, que represente una de las proyec-
ciones previas del punto. Parece lddico, a tenor de
lo dicho en el parrafo anterior, que la previa a
representar sea la gque se proyecta sobre el planpo
xy, horizontal, (x,y,0), asl, en cualgquier momento,
podremos saber donde se encuentra el punto que es-
tamos tanteando, ¥y cuando hallemos la posicidn de-
seada, damos la orden de aceptacidn. En este mo-
mento se nos pedird que nombre recibe el punto
definido ¥y se almacenard la informacidn de coorde-
nadas, nombre y forma de definicidn.

Dado que el desplazamiento del cursor sobre el
cuadrante definido por los ejes axonométricos, que
habremos definido previamente, viene medido conti-
nuamente por las variaciones de la terna de valores
(x,¥,2), que vamos representando graficamente en la
pantalla, podemos obtener una ayuda suplementaria
en el proceso de definicidn de puntos, que es que
en una parte de la pantalla, la dedicada a texto ¥

comunicacidn o en otra definida a tal efecto, como
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una ventana por ejemplo, vayan aparecienco esos
valores, con lo que la precisgsidn de la eleccidn au-
menta. La dnica dificultad puede ger debida a la
definicidn de 1la pantalla del ordenador con el que
estemos trabajando.

Continuamente existe una malla, para ayuda gra-
fica en la identificacidn de coordenadas. En los
programas de 2D, esta malla puede ser activada de
forma que el usuario la vé fisicamente, e incluso
puede ser redefinida a conveniencia. El cursgor-
ratdn puede tambien activarse para que siga la es-
tructura de la malla, moviéndose de una forma dig-
creta de tal manera que siempre se encusntre sobre
un de los nudos de la malla. La informacidn pro-
puesta en 3D de las sucesivas coordenadas definidas
por el cursor, pretende tener la misma utilidad que
las mallas comentadas, en 2D. Aldunos programas que
trabajan con modelos de alambre, como CADKEY, aun
que estemos trabajando en 3D, hacen que el cursor
continuamente se desplace en un planc. Dando los
valores correspondientes, en cada caso, a la pro-
fundidad de este plano vamos obteniendo, o sefia-
lando, las distintas entidades que configuran nues-
tro dibujo. La ventaja de este sistema de cursor
radica en que, dado que su movimiento es puramente
de 2D, se puede dirigir mediante ratdn, tableta o
teclado, sin ninguna modificacidn a los proce-—
dimientos normales de Dibujo Informdtico; mientras
que si pretendemos que el cursor se desplace pa-—
ralelo a 1las proyecciones de los ejes, el usuario
deberd decir, en cada momento, a que esje es pa-~
ralelo el movimiento, pulsando, por ejemplo, las
teclas X, y ¥y 2z correspondientes. A pesar de esta

nueva dificultad, considero 1 método de que el
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Capitulo 3.

cursor se mueva paralelamente a las proyecciones de

los ejes, el sistema idéneo.

Puede quedar, +tambien, como opecidn el encontrar
las proyecciones previag del punto en cualquiera de
los planos de referéncia. El trabajar ocon estas
trazas nos acerca a los procedimientos clasicos, si
asi lo queremos. En ocasiones nos puede servir de
ayuda.

La otra forma de definir un punto, es como con-—-
secuesncia de una operacidn geométrica, como puede
ser la interseccidn de dos rectaz o la de tres
planos. Nuevamente gerd interesante almacenar la
informacidn de como ha sido "creado” el punto, de-
berd pues establecerse un ocddigo numgrico gque se
affadird a la matriz en donde estdn lag caracterls-
ticas del punto, por ejemplo: 1= definido por cur-
sor, 2= definido por coordenadas, 3= interseccidn
de dos rectas, 4= interseccidn de tres rlanos,
etec.. Si la matriz en donde nos queda almacenada la
informacidn del punto tiene el nombre de P, hasta
el momento tiene la dimensidn 4, FP(4), siendo
P(1)=x,P(2)=y,P(3)=2, ¥ P(4) la forma en dgque ha
sido definido, puede quedar la opecidn de que =se
guarde la informacidn del punto pero no se dibuje,
esta opcidn quizds suena algo extrafia, pero serd
usada tanto para puntos como para rectas y planos,
como veremos mag adelante.

Otra operacidn gque tiene como resultado un
punto, es la prolongacién de rectazs o la obtencidén
de puntos que sencontrandoze scobre una recta se

hallen a una distancia determinada de otro punto de
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ella. En este caso y los anteriores de punto resul-
tado de operacidn matemdtica, no parece tan aconge-
jable obtener la proyeccidn de dicho punto sobre el
planc horizontal de referéncia, o cualquier otro,
pues la condicidn de definicidn no tiene por que

tener en cuenta dicha posicidn relativa.

Nos queda el caso de la consulta de la posicidn
de un punto respecto a una recta y a un plano, sen-
cillamente podemos consultar su pertenencia o no a

estos elementos ¥y en su cagso la distancia a ellos.

Para todo 1lo que se refiere a las posiciones
relativas de un punto respecto de rectas y planos,
nos queda, nuevamente, por resolver el problema de
como definimos dichas rectas y planos, que serd ob-
jeto de estudio en los apartados referidos a ellos.

Recta.

Igual que en el caso del punto, existen dos for-
mas de definir una recta: por indicacidén sobre pan-
talla o como resultado de una o varias operacionss

geométricas. 1 { |

Al contrario que‘en el caso del punto, para
definir una recta por simple indicacidn sobre la
pantalla, la recta debe estar previamente definida.
En el caso del punto, recordémoslo, existe una
malla en la pantalla con lo aue tenemos una amplia
variedad de puntos por escoger, con el cursor no
hacemos mas que seleccionar uno del resto. Para que
la operacidn de escoger una recta sea de la misma
naturaleza, harla falta aue en la pantalla tu-
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vieramos infinitas rectas definidas, coza que no es
cierta. En cambioc si hay, ya, algunas rectas
definidas, si gque podremos escoger una respecto de
las demas, gefialando, aproximadamente, un punto so-
bre ella. El programa de identificacidén de rectas,
lo que hace es encontrar analiticamente la distan-
cia del punto sefialado a todas laz rectas previa-
mente definldas, ¥y seleccionar como escogida a la
que tenga la distancia menor. Si el programa es
correcto, siempre dejard la posibilidad de que el
usuario se haya equiVooado y pueda empezar de nusvo
el proceso, lo que hard preguntando si la recta
definida es la que realmente se querla definir.
Esta respuesta la puede dar de dos formas: grafica
o mediante dialogo. Dar la respuesta a la seleccidn
graficamente quiere decir, que en la pantalla y so-
bre la recta seleccionada aparezca un signo conven-
cional que asi nog lo indique. La otra forma serila
que en la linea de didlogo nos ezcribiera: EECTA
SELECCIONADA r.”

La forma de definir rectas que mads se parece a
la que hemos estudiado en el caso del punto, es
aquella en la que lo que se hace es definir los dos
extremos que forman un segmento. Debe gquedar claro,
que aungue lo que definamos sea un segmento, lo que
almacenaremos siempre es la recta, entendiendo como
tal un elemento infinilto con una direccidn determi-
nada. En este caso, pues, duplicamos todas las ope-
raciones que " hacilamos para definir un punto, ¥ nos
quedara definida la recta como diferencia de
coordenadas.
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La dltima frase del pédrrafo anterior susna muy
légica, prero encierra unas dificultades anallticas
que veremos en el apartado correspondiente, pero
que no estard de mas adelantar aqul. Sea una recta
definida por dos puntos A y B, de coordenadas
(XA,YA,ZA) ¥ (XB,YB,ZB), sabemos por la geometria
analltica que las coordenadas (X,Y,Z2), de un punto
cualquiera de la recta definida por dichos puntos

deben cumplir las relaciones:

11

X—XA/XA—XB Y—YA/YA_YB = Z‘ZA/ZA—ZB

el hecho de que algin denominador pueda valer cero,
no tiene mayor problema duando estamos trabajando
anallticamente, sobre el papel, es una pequefia
indeterminacidn que se resuelve gin dificultad,
pero en Informadtica NO se puede dividir por cero,
luego hay aque idearse otra forma de "manipular” la
informacidn, sin renunciar a wuna de las defini-

ciones de recta mas légicas e intuitivas.

La solucidn lleva implicita otra forma de
definir una recta: mediante un punto de paso y una
direccidn. Sea A el punto y M la direccidr, las co-
ordenadas de un punto cualquiera de la recta nos

vendran dadas por:

X = XA + N M
Y= ¥, ¢ N
Z = ZA + N H

los distintos wvalores de N nos irdn dando todos los
puntos de 1la recta definida, en el caso general M

se obtiene normalizando el vector definido por Ay
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B. Aungue hayamos solucionadeo un primer problema,
se nog planteard otro de diferente cuando gueramos
encontrar la interseccidn de doz rectas, definidas

como hemos visto mas arriha:

Sean dos rectas r y s, definidas la primera por
Ay H, ¥y la segunda por B ¥ ¢, encontrar 1 punto
de interseccidn implica hallar la solucidn al sisg-

tema de ecuaciones:

XA + N H = X.B + M
YA + N P = YB + M <
ZA + N ¥ = ZB + M o

que son tres ecuacionss con dos incognitas, lo que
va no es tan inmediato, puss previamente habra gue

probar que exista una solucidn del zistema.

Es conveniente recalcar, de nuevo, que es inde-
rendiente la forma en que se maneje o almacene una
informacidn, de la forma en gue =ze presenta dicha
informacidn al usuario. En el caso particular de
definicidn de wuna recta, nosotros podremos seluir
definiéndola comc la unidn de doz puntos, 1 pro-
grama ya lo transformard =n un puntc ¥ una direc-
cildn, Mo obatante, suele ocurrir gue lazs nuevas
herramientas crean nuevas formas de didlogo, - ¥
puede no resultar extrafio gque ze snsefiz a definir
una recta de esta forma. Como nuestro estudio va
dirigido a la ensefianza de log sisztemas de re-
presentacidn, ez en este nivel en donde se ha de
pensar si serla interszante acogtumbrar a los es-
tudiantes a esta nueva forma de definicidn. Otra

ventaja de tratar las rectas mediante vectores
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normalizados, estriba en el concepto de direcciodn
infinita. El1 concepto de infinitud no quedard re-
flejado de una forma explicita, pero si el de
direccidn ya aque coincide con la del versor que la

define.

Una forma +tradicional de definir una recta es,
mediante un punto de paso y la informacidn de los
angulos que forma con 1log planos de proyeccidn de

referencia.
4 - r\\ r\
2 _ S" SQ
3‘— rll 5'
4,- & 1
boj
"
i 5
“
(28
r, g

es sencillo ver que si, informaticamente, traba-
jamos con los versores, son estos los que han de
formar los Angulos gque nos convengan. Este es un
ajemplo de la simplificacidn en la manipulacidn de
la informacidn, ya aque podemos tener resuelto
anallticamente el proceso del calculo del &ngulo.
que forma una direccidn con los plancs de proyec-—

cidn y aplicarlo en cada caso.
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Nuevanmente, nos gqueda la opcidn de encontrar los
puntos traza de la recta, una vez definida, & in-
cluso obtener las rectas-proyeccidn-previa uniéndo-
los adecuadamente. Babemos que estas rectas previasg
son las proyecciones diédricas de la recta, ¥y
pedagdgicamente, tiene un interés claro =1 poder
ver las relaciones entre la proyeccion directa y
alguna de las previas. 8Si el interés no ez sdlo
pedagdgico sino que nos interesa "ver" alguna de
las proyecciones de la recta independientemente de
la directa, nos basta con wvariar el punto de vista,
haciendo que la direccién de proyeccidn coincida
con los esjes coordenados adecuados. Siendo « y B
los angulos  que hemos usado continuamente en este
estudio, no es complicado wver que si la direccidn
de proyececidn es tal que « = B = 0° tendremos el
alzado diédrico de nuestro dibujo, y si « = Q° y

B = 909 estaremos obteniendo la planta.

Esta opcidn es geométricamente discutible, =i
no se usa exclusivamente como "operacidn” no como
definicién, pues una sola proyeccidn de la recta,
no 1a define{ Se podria disefiar una opcidn que sea
dibujar‘eh Diédrico, relaciondndolo con lo definido
en Axonbmétrico, pero no  seria, ya, bajo el con-
cepto que‘ egstamos manteniendo en este estidio:
relamonartqdaslaﬁopmoneamed;antecambwﬁﬁn
laposmlrbmralat;vadelplantodevgata lo que
quiere deéir que habria que almacenar toda la in-
formacibn‘y redefinir nuevamente todo el dibujo
(ver ejemplo de programas hecho por el que sus-
cribe). Conviene remarcar nuevamente, que el pro-

grama ideal que estamos estudiando, que se podria
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llamar GLINK (resultado de unir la G de Geometria
con una de las palabras del nuevo argot informatico
el linkage) (1), por ejemplo, trabaja en 3D, con
pasos opclionales a 2D, siendo éstos Gltimos simples
ayudas de trabajo, no traducciones de la otra

proyeccion definida.

3i pretendemos vigualigzgar la relacidn de lasm
proyecciones directas y previas de una recta, sera
necesario "alargar" la recta hasta los puntos traza
obtenidos. Conjugandolo con las proyecciones pre-
vias del punto nos quedard la relacidn de la

figura.

Igual que en el caso del punto, ¥y quizas mas
claro aquil, es necesario tener la opecidn de vi-
sualizar o no, los objetos entrados u obtenidos,
para mantensr la pantalla lo mds limpia posible,
pues el tamafio de dicha pantalla puede ser uno de
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los inconvenientes en nuestro trabajo. Podemos des-
plazar nuestro dibujo, variar la escala, etc.(ver,
mas adelante, el estudio analltico del uso de las
matrices para la manipulacidn de puntos, asi como
la discusidn sobre el interés de ugar coordenadas
homogéneas ). Supongamos dque hemos usado la posibi-
lidad de ver lags relaciones de una recta con sus
previas, una vez hecho esto, no tiene por gue in-
teresarnos toda esa visualizacidn, el programa debe
tener la posibilidad de no visualizar lo que ya no
nos convenga.

Queda la posibilidad de definir una recta como
interseccidn de dos planos, en la gque nuevamente
nos encontramos con la problematica de como gelec-—
cionamos un plano. Como en el caso de la recta,
debe estar previamente definido el plano para poder
ser seleccionado, pero, una vez definido, ¢como se-—
leccionarlo¥. Serla ideal poder gelecciocnar un
planc mediante la localizacidn de un punto sobre

2l, pero su dificultad, no analitica, es enornme.

Los planos tienen la dificultad de como se de-
finen, ya hemos visto que Monge tuvo la genial idea
de representarlos por su seccioén sobre log planos
de referéncia. Con esto se consigue dar una imagen
“fisica" de donde se encuentra el plano, pero su
operatividad tal como la queremos nosotros, de de-
cir que seleccionamos un plano, no queda resuelta.
Seleccionarlo como haciamos con las rectas,
-anallticamente no representa ninguna dificultad,
pues se trata de encontrar la distancia de un punto
arbitrario a todos logs planos, (si podemos seslec—

clonar que la entidad que estamos buscando, es un
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plano, como serla de desgear), ¥y congiderar gslec-
cionado el que la tenga mazs peguefia, Lperno  gque
critérios tendrd el usuarioc, para saber donde pane
el cursor?. Incluso con el aditamento de que el
cursor vaya dejando constancia de su proyeccidn so-
bre el plano horizontal, tiene bastante de aventu-
rado "intuir” donde se encuentra el plano. 8e puede
rebatir gue el ndmero de planos no serd muy grande
¥y que si nos equivocamos, lo podemos volver a in-
tentar; es cilerto, pero puedo imaginar la faz son-
riente de una persona ajena al problema que estamos
resolviendo, viéndonos cazar infructruosamente,
planos sin cafia. Creo que la opcidn de que se esco-
gan los planos en la linea de didlogo del ordenador
no es descabellada, frente a otra de las opciones
que serla consultar la forma en gque e ha definido

y reseguir nuevamente el proceso.

Finalmente, queda la cuestidn de almacenar la
informacidn del +tipo de recta que es: recta, semi-
rrecta o segmento. Si  suponemos gue la matriz en
donde se almacena dicha informacidn es R, basta con

definir como 1= recta, 2= semirrecta y 3= segmento.

Planog.

Este caso ya ha sido comentado a partir de su
aparicidn en los casos anteriores, dada su dificul-
tad de ‘“sefializacidn", se puede obtar por hacerlo
por su nombre o por las formas de definirlo: por
tres puntos no alineados, por un punto y una recta

o por la interseccidn de dos rectas.
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De hecho, el primer caso engloba a los otros
dos, pues un punto ¥ una recta son tres puntos no
alineados, y la interseccidn de dog rectas también,
Geométricamente existen una serie de conceptos a
comprobar, que los tres puntos NO se hallen sobre.
una recta, en el primer supuesto, que el punto no
se encuentre sobre la recta, en el segundo, y, fi-
nalmente, que las rectas se corten, no que se cru-
cen. Esas tres comprobaciones deben sstar previstas
en el programa de definicion de planos, sea cudl
sea la forma de definicidn de log mismos. Grafica-
mente, suponemos' siempre que <trabajamos en Dié-
drico, el proceso s inverso, se reducen los tres

casos al dYltimo de ellos: dog rectas que se cortan.

Usando las trazas de las rectas, que son puntos
de interseccidn con los planos de proyeccidn, y sa-
biendo que lasgs trazas del plano, que son rectas,
las han de contener resolvemos el problema. Sean A,
By C tres puntos cualesquiera, podemos pasar al
caso de dog rectas r y s, definildos por ellog de
forma que se corten, por ejemplo, en el punto B, r
la definimos por Ay By s por B y C,iy actuamos en
consecuencia. ‘
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en el siguiente caso, sea el plano definido por A ¥
r, escogemos un punto Q de r, ¥y uniéndolo con A

tenemos el caso anterior:

el dltimo caso, no tiene, loégicamente, ninguna di-
ficultad:

-

it
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La definicidn analitica del planc, cuando lo
tenemos definido por tres puntos A (Xl,Yl,Zl), B
(¥9,Y9,20) v C (K3,Y3.23), es sencilla sabiendo que
un punto cualquiera PL (X, Y.2) ha de cumplir upma

ecuacidn del tipo:
M.X + N.Y +P.2 +@Qq@=20

los coeficientes M,N,P ¥ Q, los hallaremos a partir
de la matriz de 1los tres puntos, de la siguiente
forma:
X Y Z
X4 Yy %4
Xo YZ 2o
X3 Yz I3

I

cuyo determinante desarrollado nos dara:

Y. Z4 1 X4 Z4 1 X4 Y4y 1
1 =21 1 1 1
YB 23 1 X3 23 1 XS YB 1
Xy Y4 Z
1 r1.21
X3 Y3 I3
genclllaments, identificando, obtendremos logs  wva-—

lores de los coeficientes del plano, en funcidn de

las coordenadas de los tres puntos que lo definen.

Queda por determinar que criterio se habra de
gsegulir para pasar de los otros dos casos al de tres
puntos. Como conocemos "el | historial” de la
creacidn de las rectas, cuando éstas hayan =ido
definidas por dos puntos no tendremos ninguna difi-
cultad, pero, quizadz, e5 mas aconzejable uwsar un
criterio general, con lo que se hos simplificard el

programa, al eliminar casos particulares.
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Bea el casoc de definicidn de un planoc por un
punto A (XAJYA’ZA) vy una recta r, dado que ésta es
infinita podemos escoger un  punto cualguisra fi-
Jando gue tenga uwna de sus tres coordenadas
determinada, con la seguridad de que existe dicho
punto, consecuentemente, podemos determinar sobre
r, sencillamente, un punto B de coordenadas
(XR,YR,ZA) v obtro C de coordenadas (XR,YA,ZR), A, B
v C nos definiran =1 plano gue buscamos.

Nota.~- El uso del sublndice R, en el parrafoc an-
terior, quiere sgignificar que 1las coordenadas han
sido halladas imponiendo en la ecuacidn de la recta

el que una de las tres coordenadas sea fija.

Nos queda, finalmente, el caso de definicidn de
un planc por dos rectas que se cortan. SBuponiendo
que ya hemos comprobado que se cortan, y tambien
gue hemos obtenido las coordenadas de dicho punto,
{(cosa que no es inmediata, pues puede darse el caso
de que sdlo hayamos comprobado que se corten dichas
rectas, dada la dificultad apuntada anteriormente
del sistema de ecuacicnes a que da lugar la
interseccidn de dos rectas), podemos reproducir,
apreciablemente igual, el proceso seguido con las
definicidn de plano por recta y puntoc exterior.
Podemos simplificar el proceso indicando gque se
busquen puntos sobre las dos gue tendan las misma
coordenada Z, pongamos por caso, que sl de in-

terseccion,

Moz queda,  aun, el caso de los poligonos. Basi-

camente su definicidn se hard sefialando los lados
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que lo forman. Nuevamente 3se nos plantea la dis-
yuntiva de gi existe previamente el poligono o =i
1o hemos de definir. Reflexionemos sobre los cascs

gque se nos plantearan.

Sea un plano «, que ha sido definido no nos im-
porta como, de ecuacidn M. X + N.Y +P.Z2 + Q =0, so0-
bre el que gueremos dibujar un pollgono de n lados
de determinada manera, ¥ con unas magnitudes
determinadas. Lo primero que tendremcs que hacer es
poner el plano & de forma que podamos trabajar so-
bre ¢1 en verdadera magnitud y forma, es lo gue
tradicionalmente se llama abatir dicho plano. Hemos
dicho anteriormente, que esta operacidn de abatir
la substituirliamos por la de un cambio de proyec-—
ciodn, de forma gue la pantalla gea el plano «,
para ello es necesario proyectar 1l dibujo en la
direccidn {m,n,p) de la normal de dicho plano. {eg
conveniente que el vector esté normalizado, de md-
dulo 1, es por eso gque uso las nmindzculas para
diferenciarloc de las componentes del planoc, su
relacidn eg: llamando MOD:J(M2+N2+P2); m =M/MOD; n
=N/MOD; p =P/MOD}. Sobre este plano trabajaremocs, ¥
luego almacenaremos la informacidn sn la matriz PO
indicando que: el nlmero de planos no ha variado,
pero si el de poligonos.

Otro caso sera cuando, en un plano, tenemos una
serie de rectas y con ellas queremos definir wun
poligono, bastard con sefialar dichas rectas, dar un
nombre al poligonu dofinido, y graficamente prolon-
gar los lados del poligono hasta que quede formado
éate, para ello hard falta encontrar loz puntos de

interseccidn, de forma ordenada, segdn =1 mismo or-
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den en que han sido escogidos por el usuario. 3erd
conveniente que la definicidn =& haga en el sentido
contrario a las agujas del reloj, para que el ver-
sor normal tenga =1 sentido "hacia afuera"”. Este
ltimn comentarico Tendri imporbancia cuando hable-
mos del problemas de las caras vistas y ocultas de
un cuerpo, de monento nos conformamos con tener en
cuenta que un plano divide el espacic en dos
partes: delante y detridz. del plano, ¥ normnalments
consideramos que nuestro punto de vista estad de-

lante del plano que definimocs.

(1) También barajd la idea de darle el nombre de
algun ilustre geomebra, oomo puedes zer: Descartes,
Fermat, Pascal, Desarguss o Monge. Finalmente, y
siguiendo la tradicidn de bautizar con nombreg fe-
meninos a poder ser griegos, sl nombre que susti-
tuyd a GLINK fue &1 mids humilde de HYPATIA, hija de
Tedrn de Alejandria, al que =ze debe una edicidn de
los ELEMENTOS de Euclides. Hypatila sra una Joven
erudita que escribid comentarios sobre Apoclonio,
Diofanto y Ptolomeo, su muerte, violenta debido a
sus creencias religiosas paganas, en el afic 415, &g
considerada por algunos historiadores como el final

de la matematica antigua,
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