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Introducci�o

El problema parab�olic no lineal

8>><
>>:

ut = �u+ f(u) ; a 
 ;

u� = 0 ; a @
 ;

u(x; 0) = u0(x) ;

(1)

en un domini acotat 
 � R
n representa l'evoluci�o en el temps de la concentraci�o

u d'una determinada subst�ancia en un contenidor isolat, el qual est�a sotm�es

als efectes d'una reacci�o no lineal representada per la funci�o f i d'una difusi�o

lineal homog�enia.

�Es f�acil comprovar que els zeros de la funci�o f s�on solucions d'equilibri

constants per al problema (1). L'exist�encia de solucions d'equilibri estables

no constants per al problema (1) i amb n � 2 �es un fenomen important, que

sovint s'anomena \morfog�enesi" o formaci�o de patrons.

Motivats per aquest problema amb condicions de contorn de Neumann

homog�enies, el que anem a presentar en aquesta mem�oria pret�en contribuir

a l'estudi de solucions d'equilibri estables no constants per a una equaci�o de

difusi�o amb condicions de contorn de Neumann no lineals. El problema que

considerarem �es el seg�uent:

8<
: ut = �u ; a 
 ;

u� = f(u) ; a @
 :
(2)

Suposem que el domini 
 � R
n , n � 2, �es acotat i amb frontera @
 regular.

En la condici�o de contorn,
@

@�
denota la derivada normal en sentit exterior a

1
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la frontera. La soluci�o u = u(x; t) �es una funci�o de 
 � R en R i la funci�o

f(u) : @
! R.

De manera semblant a all�o que d�eiem per al problema (1), podem inter-

pretar (2) com l'equaci�o que modela l'evoluci�o d'una concentraci�o sota els

efectes conjunts d'una difusi�o lineal homog�enia a l'interior d'un contenidor i

una reacci�o no lineal que succeeix �unicament a la frontera i que ve representada

per f . Per exemple, per la pres�encia d'un catalitzador.

L'observaci�o de fen�omens f��sics, qu��mics, biol�ogics i d'enginyeria que es

poden modelar amb aquest tipus d'equacions presenten sovint condicions de

contorn no lineals. Aquest fet fa augmentar l'inter�es en l'estudi de problemes

com el (2).

Tal com passa per al problema (1), els zeros de la funci�o f s�on solucions

d'equilibri constants del problema (2). Ens preguntem, per�o, per l'exist�encia

o no de solucions d'equilibri estables no constants.

Observem, per exemple, que si el domini 
 �es no connex es poden construir

de manera trivial equilibris estables no constants assignant a cada component

connexa diferents valors constants �i, tals que f(�i) = 0 i f 0(�i) < 0. (L'esta-

bilitat d'aquests equilibris no �es immediata i se seguir�a d'un principi d'esta-

bilitat per linealitzaci�o per al problema (2), tal com es veur�a en el cap��tol 2

d'aquesta mem�oria.)

Com ja es pot deduir del que acabem de dir, en el moment que v�arem

decidir estudiar equilibris estables, es feia necessari tenir criteris per tal de

determinar l'estabilitat de les solucions d'equilibri. Per exemple, un principi

d'estabilitat per linealitzaci�o.

Amb aquest objectiu se'ns va fer necessari un estudi m�es profund del prob-

lema de valor inicial per a (2). �Es per aix�o que all�o que v�arem q�uestionar-nos

en un primer moment era en quins espais de funcions estava ben plantejat el

problema i quines condicions calia imposar sobre f per tal de tenir exist�encia i

unicitat de soluci�o. Una vegada resolta aquesta q�uesti�o intentar��em obtenir un

principi d'estabilitat per linealitzaci�o. En el primer cap��tol d'aquesta mem�oria

respondrem a les q�uestions d'exist�encia i unicitat i dedicarem el cap��tol 2 a les
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d'estabilitat dels equilibris.

�Es conegut que la formulaci�o abstracta de problemes de valor inicial per a

equacions de reacci�o-difusi�o com8>>>><
>>>>:

ut ��u = g(u) ; a 
 ;
@u

@�
= f(u) ; a @
 ;

u(x; 0) = u0(x) :

(3)

en un domini acotat 
 � R
n , com un problema d'evoluci�o en un espai de

funcions s'acostuma a fer, quan les condicions de frontera s�on lineals, incorpo-

rant les esmentades condicions en la de�nici�o de l'espai de fases. Destaquem

algunes refer�encies: [20], [30], : : :

Ara b�e, els problemes amb condicions de contorn no lineals s�on quelcom m�es

dif��cil, com es pot veure a [3], [4], [5], [7] i [12]. La incorporaci�o en aquest cas

de les condicions de contorn a l'espai de funcions no d�ona un espai vectorial,

per la qual cosa l'�us de les t�ecniques de l'An�alisi Funcional sembla, en una

primera aproximaci�o al problema, no massa senzill.

Existeix un cam��, suggerit per H. Amann, per tal de poder superar aque-

sta di�cultat. Aquest punt de vista ha estat usat per ell mateix en l'estudi

de problemes parab�olics quasilineals i de sistemes amb condicions de contorn

no lineals, com es pot veure a [3], [5]. Igualment, altres autors, com per ex-

emple [12], [34], estudien problemes diversos amb condicions de contorn no

lineals usant les t�ecniques i els resultats de H. Amann. En aquesta mem�oria

desenvoluparem en una primera part el punt de vista de H. Amann per al

cas d'equacions parab�oliques semilineals amb condicions de contorn de tipus

Neumann no lineals, com a (3),

Abans, per�o, d'iniciar l'estudi del problema (2), ens va semblar natural

comen�car pel cas m�es senzill d'un interval, �es a dir, per a dimensi�o n = 1. Els

resultats obtinguts ens semblen prou interessants com per reservar un espai,

l'ap�endix A, on exposar-los. Cal dir que aquest va �esser el primer contacte

amb el problema (2) i que el que s'obt�e per als equilibris resulta il�lustratiu

per a alguns casos de dimensi�o major, com els que presentarem al cap��tol 4.

Tornem novament al problema (2), per a dimensi�o n � 2. De fet, els
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resultats d'exist�encia i unicitat de soluci�o i el principi d'estabilitat que donarem

en els dos primers cap��tols de la mem�oria seran per al problema m�es general (3).

Amb els resultats que veurem als cap��tols 1 i 2 ja es tenen les eines necess�aries

per tal d'estudiar el nostre objectiu principal: l'exist�encia o no d'equilibris

estables no constants per al problema (2).

Els tres darrers cap��tols d'aquesta mem�oria estaran dedicats a aquestes

q�uestions de la morfog�enesi. Concretament, en el cap��tol 3 veurem alguns

casos on no �es possible que existeixin equilibris estables no constants i en

els dos �ultims, �es a dir, en els cap��tols 4 i 5, es veuran alguns exemples on

s�� es tindr�a exist�encia d'equilibris estables no constants. En el cap��tol 4 es

consideraran dominis a R
n , n � 2, connexos amb vora disconnexa i en el

cap��tol 5 dominis amb vora connexa.

Finalment, despr�es de l'ap�endix A que cit�avem abans, acabarem la mem�oria

amb un segon ap�endix on es fan c�alculs expl��cits de solucions com aquelles de

les quals s'haur�a provat l'exist�encia en el cap��tol 5.

Descripci�o dels resultats

Tal com d�eiem abans hem utilitzat en el plantejament funcional del nostre

problema el punt de vista que d�ona H. Amann ([3], secci�o 12) per a aquest

tipus de problemes. Aquest punt de vista consisteix, essencialment, en consid-

erar espais de funcions prou grans i veure com, amb una bona elecci�o d'aquests

espais, anomenats espais de fase, i dels operadors lineals involucrats, s'acon-

segueix incorporar les condicions de contorn en una equaci�o semilineal com

una nova no linealitat.

Aix�� doncs, en el cap��tol 1 es mostrar�a com es pot formular de manera

semilineal el problema (3), �es a dir, en la forma8<
: ut = Au+ F (u) ;

u(0) = u0 ;
(4)

on A ser�a un operador lineal i F contindr�a tant la part no lineal de l'equaci�o,

g, com la no linealitat de la frontera, f . Per tal d'arribar a la formulaci�o
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semilineal (4) considerarem una col�lecci�o d'espais de funcions obtinguts per

interpolaci�o entre els espais de Banach W 2
p;B(
) i L

p(
), on W 2
p;B(
) denota

l'espai de les funcions de W 2
p (
) tals que @u=@� = 0 a @
. La interpolaci�o ens

donar�a una col�lecci�o d'espais de Banach ordenats entre l'espai menor W 2
p;B(
)

i el m�es gran Lp(
), entre els quals triarem els espais de fases. A m�es, sobre

els espais extrems es poden triar de manera natural uns operadors lineals A0;p

i A�1;p0, A0;p : W 2
p;B ! Lp i A�1;p : Lp ! (W 2

p;B)
0 tals que A�1;p restringit a

W 2
p;B coincideixi amb A0;p i de manera que, sobre els espais intermitjos, les

restriccions de A�1;p siguin igualment operadors lineals continus.

Veurem que nosaltres considerarem com a espai de fases l'espai W 1
p (
),

amb p > n (
 � R
n). El que farem, per�o, �es mirar-nos-el com un espai

d'interpolaci�o i apro�tar-ne les propietats que aix�o ofereix. Aquesta forma

d'escollir l'espai de fases, ens permetr�a prendre l'espai d'arribada de l'operador

no lineal F m�es petit que l'espai d'arribada de la part lineal A. Aquesta �es una

difer�encia notable amb la formulaci�o que fan alguns autors, com per exemple

D. Henry i A. Pazy, a Lp. En aquells casos es t�e qu�e F s'aplica d'un subespai

dens d'un espai de Banach en l'espai de Banach.

Per a la formulaci�o (4) es podr�a admetre una f�ormula de variaci�o de les

constants que donar�a una equaci�o integral per a la soluci�o, �es a dir,

u(t) = e�Atu0 +
Z t

0
e�A(t��)F (u(�)) d� : (5)

En la proposici�o 1.1 veurem que si f i g s�on funcions de Lipschitz sobre

acotats o b�e s�on de classe C1(R;R), aleshores F �es igualment de Lipschitz

sobre acotats o de classe C1, respectivament, de W 1
p en (W

2�2��1=p0

p0 )0, amb

1=2 < � < 1=2 + 1=2p.

Seguidament, en la secci�o 1.3 provarem, en el teorema 1.1, que si F �es de

Lipschitz sobre acotats existeix una �unica soluci�o per al problema (3) per a

t 2 [0; T ) i valor inicial u0 2 W 1
p donat.

Finalment, a la secci�o 1.4 veurem que el sistema din�amic T (t) que de�neix

(4) a W 1
p i que ve donat per T (t)u0 = u(t) segons (5) �es compacte per a tota

t > 0. Tamb�e ens preguntarem per la regularitat que presenta la soluci�o. En
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la proposici�o 1.2 es provar�a que la soluci�o de (4) u �es derivable respecte de t a

valors a W 1
p , cosa que usarem per tal de provar en el teorema 1.3 que la soluci�o

u(x; t) de (4) �es de classe C1 en t a valors a C�(
) i de classe C2+�(
) per a

t > 0, per a alguna � > 0. A m�es, u(x; t) �es soluci�o cl�assica del problema (3).

Una vegada vistos aquests resultats d'exist�encia, unicitat i regularitat de

la soluci�o, en el cap��tol 2 tractarem les q�uestions de l'estabilitat dels equilibris.

Aquest segon cap��tol est�a dividit en dues seccions. En la primera donarem

un principi d'estabilitat i inestabilitat per linealitzaci�o per al problema (3).

Aquest �es el resultat que es recull en el teorema 2.1 i que ens d�ona el car�acter

estable o inestable d'un equilibri en funci�o del signe de l'espectre de l'operador

lineal que apareixer�a en la linealitzaci�o.

En la segona secci�o donarem una caracteritzaci�o m�es assequible que la que

oferir�a el principi d'estabilitat de la secci�o anterior per al valor propi m�axim de

l'operador linealitzat. El que farem en aquesta secci�o �es donar un quocient de

Rayleigh per al primer valor propi, �es a dir, veurem que aquest es pot trobar

com el suprem d'un quocient sobre funcions a W 1
2 . Com s'ha dit anteriorment

nosaltres considerarem que l'espai de fases �es W 1
p , amb p > n. Aleshores,

l'obtenci�o del quocient de Rayleigh a W 1
2 no ser�a su�cient sin�o que caldr�a

veure que el valor propi trobat amb el quocient donat caracteritza, de fet,

el valor propi m�axim de l'operador a W 1
p . El teorema 2.2 �es el que recull el

quocient del qual parlem.

El tercer cap��tol l'hem dedicat a la no exist�encia d'equilibris estables no

constants per al problema (2), �es a dir, a l'estudi en funci�o de f i de 
 d'aquells

casos on nom�es poden tenir-se solucions d'equilibri estables constants.

El cap��tol est�a dividit en tres seccions. A la primera es d�ona una acotaci�o

a priori de la soluci�o si se suposa que la funci�o f �es tal que existeixen a i b,

amb a � b, tals que f(u) u < 0 si u < a o u > b. Aleshores, tota soluci�o u de

(2) satisf�a a � u(x) � b, per a tota x 2 
.

La segona secci�o parlar�a de condicions sobre f per tal que tot equilibri

estable sigui una soluci�o constant. El primer resultat el donarem en el teorema

3.2 i diu que si f �es una funci�o com la de la secci�o anterior i �es, a m�es, de

Lipschitz a [a; b] o b�e globalment Lipschitz a R, amb constant de Lipschitz
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petita, llavors tota soluci�o d'equilibri �es constant. Cal notar que no nom�es els

equilibris estables s'obtenen constants, sin�o que tamb�e ho seran els inestables.

El segon resultat, en la mateixa l��nia anterior, que es donar�a �es un resul-

tat que ja era conegut per a problemes de reacci�o-difusi�o amb condicions de

Neumann homog�enies, com el problema (1). R.G. Casten i C.J. Holland a [11]

consideren el problema (1) i proven que si f �es una funci�o de classe C2 amb

f 00 > 0 o f 00 < 0, aleshores, tota soluci�o d'equilibri estable �es constant. En

el nostre cas, per al problema (2) provarem en el teorema 3.3 que si f �es una

funci�o c�oncava o convexa en el rang de valors que pren la soluci�o, aleshores

tota soluci�o d'equilibri estable �es constant.

Finalment, dedicarem la tercera i �ultima secci�o d'aquest cap��tol a donar

alguna condici�o sobre el domini per a la qual, com abans, nom�es es tinguin

equilibris estables constants. Per exemple, per al problema (1) R.G. Casten i

C.J. Holland a [11] i H. Matano a [27] proven que si el domini 
 �es convex i u

�es una soluci�o d'equilibri no constant de classe C3(
), aleshores, u �es inestable.

Per al problema (2) all�o que nosaltres provarem �es que si 
 �es una bola a Rn ,

n � 2, aleshores les �uniques solucions d'equilibri estables s�on les constants. Si

b�e no presentarem un resultat sobre convexos, volem destacar que les t�ecniques

utilitzades per tal de provar el nostre resultat s�on molt diferents d'aquelles que

usen els autors anteriors per als convexos. Aix�� doncs, necessitarem provar

que si � = 0 �es el primer valor propi de l'operador lineal que s'obt�e en la

linealitzaci�o del problema amb funci�o pr�opia u, aleshores � �es un valor propi

(algebraicament i geom�etricament) simple i u(x) > 0 per a tota x 2 
.

Els dos cap��tols �nals de la mem�oria estan dedicats a la morfog�enesi o

formaci�o de patrons. Aix�� doncs, el cap��tol 4 recollir�a un resultat d'exist�encia

d'equilibris estables no constants en dominis amb vora disconnexa. En aquest

cap��tol i dividit en tres seccions es veur�a com �es possible trobar equilibris

estables no constants si el domini 
 �es connex i t�e la vora disconnexa. Veurem

que en aquest cas s'obt�e una soluci�o d'equilibri no constant molt propera a la

soluci�o de �u = 0 a 
 amb valors constants a cada una de les components de

@
, que hauran d'�esser diferents com a m��nim a dues d'aquestes components.

Ser�a l'obtenci�o de subsolucions i supersolucions la que permetr�a provar-ho i la

que ens donar�a \a priori" solucions estables. De fet, en el teorema 4.2 veurem
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que la soluci�o trobada amb aquest m�etode �es no constant i no tan sols estable

sin�o que resultar�a asimpt�oticament estable.

En el darrer i �ultim cap��tol, dedicat com d�eiem abans tamb�e a la mor-

fog�enesi, es consideraran, a difer�encia del cap��tol 4, dominis amb vora connexa.

En aquest cap��tol veurem que existeixen equilibris estables no constants per

a dominis tipus halter (\dumbbell" a la literatura habitual en angl�es). Nova-

ment, comparant el nostre problema amb (1), es coneixen per a aquest darrer

problema i sota determinades condicions sobre f , resultats que proven l'ex-

ist�encia d'equilibris estables no constants per a aquests dominis halter. Cal

citar el treball [27] en aquesta l��nia. Aquest treball de H. Matano va �esser

l'origen de l'estudi del nostre problema en aquest tipus de dominis.

Volem fer notar, per�o, que si b�e s'obtindran resultats paral�lels a aquells

de [27], les t�ecniques que nosaltres usarem seran molt diferents. Aix�� doncs,

mentre Matano basa l'exist�encia dels equilibris estables no constants en el lema

de Zorn i apro�ta la monotonia del ux, nosaltres arribem a provar l'exist�encia

d'equilibris estables no constants per a (2) basant-nos en la u-dimensionalitat

d'una varietat central.

Els resultats principals d'aquest cap��tol es donaran en els teoremes 5.2 i

5.3. Els primers d'aquests teoremes donar�a les condicions que s'han de satisfer

per tal que existeixi algun equilibri estable no constant. En el segon, i sempre

suposant que la funci�o f satisf�a alguna hip�otesi ad�dicional a les dels cap��tols

anteriors, es veur�a l'exist�encia per a tota f d'un domini D per al qual valgui

el teorema primer, �es a dir, existeixin equilibris estables no constants. El

domini que s'obt�e t�e una forma semblant a un halter ja que resulta uni�o de dos

subdominis disjunts a trav�es d'un tercer subdomini \petit" comparativament

als primers.

Acabarem la mem�oria amb dos ap�endixos referents, com ja hem dit abans,

el primer al problema (2) en dimensi�o n = 1 i el segon a q�uestions num�eriques

relacionades amb el darrer cap��tol.

Com acabem de dir, en relaci�o al cinqu�e cap��tol neix l'ap�endix B. Una

vegada obtinguts els resultats per a dominis de tipus halter ens va semblar

interessant intentar calcular num�ericament alguns d'aquests equilibris estables
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no constants per a un domini �xat d'aquests a R
2 . Per tal de simpli�car

els c�alculs v�arem considerar D un domini uni�o de tres rectangles, dos d'ells

disjunts i grans comparativament a un tercer m�es estret i petit que els uneix.

Despr�es d'un primer intent usant s�eries de Fourier v�arem optar per la via

dels elements �nits. Aquest cam�� i els resultats que ens va proporcionar �es el

que es recull en l'ap�endix B d'aquesta mem�oria. En aquell es justi�car�a en

primer lloc perqu�e es tria D d'una determinada forma i quina funci�o f ens

convindr�a triar. Una vegada �xats D i f cercarem un conjunt de valors per

a un par�ametre k que haurem afegit davant de la f , de forma que ens situem

sota les hip�otesis del cap��tol 5 i es pugui intentar calcular alguns equilibris

estables no constants, dels quals es va provar l'exist�encia en aquell cap��tol.

Finalment, amb un domini �xat i una funci�o f donada presentarem en

la darrera secci�o com s'ha usat el m�etode dels elements �nits. I per acabar,

donarem alguns gr�a�cs que representin algunes solucions d'equilibri estables

no constants.
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Cap��tol 1

Plantejament funcional

En aquest cap��tol estudiarem alguns resultats anal��tics per al problema evolutiu

de reacci�o difusi�o

8>><
>>:

ut = �u+ g(u) ; a 
 ;

u� = f(u) ; a @
 ;

u(x; 0) = u0(x) :

(1.1)

Suposem que 
 �es un domini acotat amb vora @
 prou regular. Suposem que

f : R ! R i g : R ! R s�on dues funcions amb el grau de regularitat que es

precisar�a m�es endavant. Denotem per f(u) = f(u(x; t)), per a x 2 @
 i per

g(u) = g(u(x; t)), per a x 2 
, on u : 
�R ! R i 0 < t <1. Aqu�� u� denota

la derivada normal exterior i la condici�o inicial u0 la suposem coneguda.

Els resultats anal��tics dels quals parlem donen resposta a diverses de les

preguntes, en torn del problema (1.1), que ens plantej�avem a la introducci�o an-

terior. Aix�� doncs, veurem que (1.1) admet una formulaci�o semilineal aW 1
p (
)

i que es pot usar, a partir d'aix�o, una f�ormula de variaci�o de les constants.

Tamb�e veurem quines condicions caldr�a imposar sobre la part no lineal per

tal de tenir exist�encia i unicitat de soluci�o del problema i acabarem el cap��tol

amb una secci�o dedicada a la regularitat de la soluci�o i a la compacitat del

semigrup de�nit pel problema.

11



12 1. Plantejament funcional

1.1 Formulaci�o semilineal

En la primera secci�o d'aquest cap��tol introduirem alguns espais i operadors

per tal que el problema (1.1) es pugui escriure en forma semilineal i admeti

la utilitzaci�o d'una f�ormula de variaci�o de les constants. Per fer-ho, usarem el

punt de vista de H. Amann ([3], secci�o 12 i [7]).

La idea de H. Amann �es considerar certs espais, de�nits per interpolaci�o,

com a espais de fase i uns operadors sobre ells que siguin generadors de semi-

grups no lineals. Aquesta formulaci�o permet posar problemes m�es generals

que el que aqu�� considerem, en forma semilineal i s'aplica tamb�e a problemes

quasilineals. En els treballs de H. Amann dels quals parlem, un cop s'acon-

segueix posar en forma semilineal el problema, apareix una f�ormula de variaci�o

de constants que permet mirar-se la soluci�o com una equaci�o integral.

Altres autors, com per exemple D. Henry a [20] i A. Pazy a [30], estudien

equacions semilineals del tipus8><
>:
du(t)

dt
+ Au(t) = f(t; u(t)) ; t > t0

u(t0) = x0
(1.2)

per als quals �A �es el generador in�nitessimal d'un semigrup anal��tic en un

espai de Banach X. Per a aquests operadors A es poden considerar, per a

0 � � � 1, les pot�encies fraccion�aries A� (vegi's [30], secci�o 2.6) i el domini

D(A�) de les quals resulta un espai de Banach amb la norma del graf. En

aquests casos suposen que la funci�o f : U ! X, U � R
+ � D(A�) un obert,

�es localment Hlder cont��nua en t i localment Lipschitz en x, a U .

En aquests treballs, per�o, es consideren condicions de contorn o b�e ho-

mog�enies o b�e lineals. A m�es, la formulaci�o de H. Amann s'aplica a una

col�lecci�o m�es �amplia de problemes i d�ona m�es regularitat en la soluci�o que

altres formulacions que, tamb�e v�alides, requereixen m�es restriccions en les

hip�otesis del problema.

Els espais que considerarem seran espais de Banach obtinguts per m�etodes

d'interpolaci�o i que, com veurem m�es endavant, es poden caracteritzar total-

ment, obtenint b�asicament espais de Sobolev.
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Abans de donar els espais que volem usar, anem a recordar breument qu�e

fa la interpolaci�o entre espais de Banach.

SiguinA0 i A1 dos espais de Banach encabits en un espai lineal de Haussdorf

A. Anomenem fA0; A1g una parella d'interpolaci�o. Suposem que tenim dues

parelles d'interpolaci�o fA0; A1g i fB0; B1g, amb B0 i B1 a B com abans. Sigui

T un operador lineal de A en B, tal que les restriccions TjAi
, i = 0; 1, s�on

lineals cont��nues d'Ai en Bi. El que busca la interpolaci�o s�on espais de Banach

A � A i B � B, tals que la restricci�o TjA sigui un operador lineal continu d'A

en B. En aquest cas es diu que A i B tenen la propietat d'interpolaci�o.

La teoria de la interpolaci�o, introdu��da per J.L. Lions, A.P. Calderon,

E. Gagliardo i S.G. Krejn entre 1958 i 1961, es centra en dues q�uestions

b�asicament: d'una banda, trobar \construccions", F , tals que A = F (fA0; A1g)

i B = F (fB0; B1g) tinguin la propietat d'interpolaci�o i, per altra banda, la de-

scripci�o tant d'aquests espais A i B com de les construccions F .

La primera q�uesti�o troba resposta, entre d'altres, a [8] i [36], on es donen

els m�etodes d'interpolaci�o de tipus real i complex.

Notem que si es prenen parelles d'espais de Banach ordenats, �es a dir,

A0 � A1, la interpolaci�o ens d�ona una fam��lia d'espais de Banach intermitjos

i ordenats entre A0 i A1. Els espais que nosaltres usarem aqu�� s'obtenen

d'aplicar interpolaci�o algunes vegades real i altres complexa a parelles d'espais

de Sobolev, cosa que d�ona espais intermitjos que, com es veur�a m�es endavant,

tamb�e s�on espais de Sobolev.

Finalment, recordem que la notaci�o usual �es la seg�uent: donada una parella

d'interpolaci�o fA0; A1g, (A0; A1)�;p denota l'espai d'interpolaci�o relatiu a ella

usant el m�etode real, on 0 � � � 1 i 1 � p � 1 i [A0; A1]� l'espai d'interpolaci�o

relatiu a ella usant el m�etode complex, on 0 � � � 1. Si � = 0 s'obt�e A0 i si

� = 1 s'obt�e A1 en ambd�os casos. �c Sigui 
 � R
n un domini acotat amb vora

regular @
. Per tal de simpli�car la notaci�o, denotarem per Lp i W r
p els espais

Lp(
) i els espais de Sobolev W r
p (
), respectivament, sempre que no hi pugui

haver confusi�o. Sigui W 2
p;B l'espai de les funcions de W 2

p tals que u� = 0 a @
.

Considerem ara alguns espais obtinguts per m�etodes d'interpolaci�o real,
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que denotarem per E� i E��1, de�nits per

E� = (Lp;W 2
p;B)�;p

E��1 =
�
(Lp

0

;W 2
p0;B)1��;p0

�0
per a 0 � � � 1 i � 6= 1=2 i per a � = 1=2, considerem els espais que s'obtenen

de la interpolaci�o complexa

E1=2 = [Lp;W 2
p;B]1=2

E�1=2 = ([Lp
0

;W 2
p0;B]1=2)

0 :

Aqu�� p i p0 s�on exponents conjugats, �es a dir, 1=p+ 1=p0 = 1.

Estem interessats en que els nostres espais de fase siguin aquests espais

d'interpolaci�o i voldr��em, si f�os possible, donar una millor i m�es senzilla carac-

teritzaci�o d'aquests. �Es quan volem caracteritzar els espais E� que ens apareix

una \singularitat" per al cas � = 1=2. Usant la interpolaci�o real es poden

identi�car els espais obtinguts amb espais de Besov, que resulten ser espais

de Sobolev si � 6= 1=2. Per tal que per a � = 1=2 s'obtingui tamb�e un espai

de Sobolev conv�e usar la interpolaci�o complexa, que d�ona espais de Bessel,

identi�cables amb W 1
p quan � = 1=2.

Per al primer cas, P. Grisvard, a [17] (teorema 7.5), d�ona una caracteritzaci�o

dels E� ens termes d'espais de Besov que per a � 6= 1=2 resulten ser els espais

de Sobolev seg�uents

E� =

8<
: W 2�

p ; si 0 � 2� < 1 + 1=p ;

W 2�
p;B ; si 1 + 1=p < 2� � 2 ;

i per als espais duals

E��1 =

8<
: (W 2�2�

p0 )0 ; si 0 � 2� 2� < 1 + 1=p0 ;

(W 2�2�
p0;B )0 ; si 1 + 1=p0 < 2� 2� � 2 :

Per a � = 1=2, R. Seeley, a [33] (teorema 4.1), caracteritza en termes

d'espais de Bessel alguns espais obtinguts usant interpolaci�o complexa i que

en el nostre cas resulten ser els espais: E1=2 =W 1
p i E�1=2 = (W 1

p0)
0.

Veurem que els espais E�, per a 1=2 � � < 1=2 + 1=2p i p > n, seran els

espais de fase del nostre semigrup no lineal.
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Sabem que es satisfan les inclusions W 2
p;B � W 1

p � Lp i (Lp
0

)0 � (W 1
p0)

0 �

(W 2
p0;B)

0, les quals s�on denses i cont��nues. D'ara endavant identi�carem els

espais (Lp)0 i Lp
0

, 1=p + 1=p0 = 1. Recordem que E�1 = (W 2
p0;B)

0, E0 = Lp i

E1 =W 2
p;B en la notaci�o dels espais d'interpolaci�o.

Considerem els operadors lineals continus A0;p i A�1;p, de�nits per

A0;p : E1 �! E0 i A�1;p : E0 �! E�1

u �! ��u+ u u �! 'u

on 'u �es la forma lineal cont��nua

'u : W 2
p0;B �! R

v �!
Z


(�u�v + uv) dx :

Observem que A�1;p = (A0;p0)
0, �es a dir, A�1;p �es l'operador dual d'A0;p0:

certament, si ! 2 (Lp)0, per a l'operador dual d'A0;p0 tenim

((A0;p0)
0!)v =< !;A0;p0 v >=

Z


(��v ! + v!) dx = (A�1;p !)v

per a tota v 2 Lp, cosa que prova que (A0;p0)
0 = A�1;p.

Observem tamb�e que la restricci�o A�1;pjE1
= A0;p. Aquesta propietat �es

una aplicaci�o de la f�ormula de Green i de la identi�caci�o de Lp i (Lp
0

)0, que ens

d�ona una relaci�o u a u entre A0;pu 2 Lp � (Lp
0

)0 i ��u + u 2 Lp, per a tota

u 2 W 2
p;B.

Els espais d'interpolaci�o E� i E��1, 0 � � � 1, s�on espais intermitjos

ordenats entre E1 i E0 i entre E0 i E�1, respectivament, �es a dir, E1 � E� � E0

i E0 � E��1 � E�1. A m�es, acabem de de�nir un operador lineal continu

A�1;p de manera que E0 i E�1 tenen la propietat d'interpolaci�o. Per tant, per

la propietat d'interpolaci�o, �es perm�es considerar els operadors lineals continus

A��1 de�nits de l'espai E� en l'espai E��1 per A��1 = A�1;pjE�
. Podem

representar la situaci�o amb el seg�uent esquema

W 2
p;B ,�! E� ,�! Lp

??y A0;p

??y A��1

??y A�1;p

Lp ,�! E��1 ,�! (W 2
p0;B)

0
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en el qual hem usat novament que (Lp
0

)0 = Lp.

En el cas particular que � = 1=2, A�1=2 est�a de�nit per

A�1=2 : W 1
p �! (W 1

p0)
0

u �! A�1=2 u ;

on A�1=2 u �es la forma lineal cont��nua de�nida per

A�1=2 u : W 1
p0 �! R

v �!
Z


(rurv + uv) dx :

Considerem � 2 [1=2; 1=2 + 1=2p). En aquest cas els espais d'interpolaci�o

E� que s'obtenen no contenen la condici�o de contorn u� = 0 a @
, cosa que s��

passa si es pren � < 1=2. Sigui u una soluci�o cl�assica de (1.1). En particular,

u(�; t) 2 W 2
p � E� i ut(�; t) 2 Lp = E0. Considerem v 2 W 1

p0 . Usant el producte

de dualitat entre Lp i Lp
0

i la f�ormula de Green, del problema (1.1) s'obt�e

Z


utv dx+

Z


(rurv + uv) dx =

Z


(g(u) + u)v dx+

Z
@

f(pu)p0v d` ; (1.3)

on p i p0 denoten els operadors tra�ca sobre @
, �es a dir,

uj@
 = pu ; p :W
2�
p �! W 2��1=p

p (@
)

i

vj@
 = p0v ; p0 :W
2�2�
p0 �!W

2�2��1=p0

p0 (@
) :

Prenem � = 1=2. Si denotem per < �; � > i per < �; � >@
 els productes de

dualitat entre (W 1
p0)

0 iW 1
p0 usant que L

p = (Lp
0

)0 � (W 1
p0)

0 i entre (W
1�1=p0

p0 (@
))0

i W
1�1=p0

p0 (@
), respectivament, (1.3) s'escriu

< ut; v > + < A�1=2 u; v >=< g(u) + u; v > + < f(pu); p0v >@
 : (1.4)

Notem que estem fent un ab�us quan suposem que la funci�o f �es tal que

f(pu), per exemple, �es de Lp(@
) � (W
2�2��1=p0

p0 (@
))0. Precisarem m�es

endavant la regularitat d'aquesta funci�o tenint en compte, entre d'altres, aquest

fet.
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Observaci�o 1.1 H. Amann prova a [3] que es satisf�a tamb�e una igualtat com

(1.4) per a � > 1=2, �es a dir, per a A��1, en lloc de A�1=2, i per als espais E�

i E��1, en lloc de E1=2 i E�1=2.

Observaci�o 1.2 En els resultats futurs ens convindr�a restringir l'estudi del

problema (1.1) a l'espai W 1
p , �es a dir, al cas � = 1=2. �Es per aix�o que,

per q�uestions pr�actiques i de simplicitat, d'ara endavant, considerarem � =

1=2. No obstant aix�o, els resultats que es veuran a les seccions 1.2 i 1.3 s�on

igualment v�alids canviant E1=2 = W 1
p per E� i E�1=2 = (W 1

p0)
0 per E��1 amb

� 2 [1=2; 1=2 + 1=2p).

En la identitat (1.4) observem que apareixen dos productes de dualitat

diferents. Ens interessaria, per tal de poder arribar a una formulaci�o semilineal

del problema (1.1), tenir un �unic producte. Per exemple, poder traduir el

producte de dualitat entre espais a la frontera en producte de dualitat entre

espais a l'interior.

Per tal d'aconseguir aquest prop�osit considerem l'operador adjunt de p0 i el

denotem per 0p0. Es por veure que 
0
p0 aplica L

p(@
) en (W 1
p0(@
))

0. Aleshores,

si donat que estem suposant que f(pu) 2 Lp(@
), per dualitat tenim

< f(pu); p0v >@
=< 0p0f(pu); v > :

Per tant, a (1.4) ens queda

< ut; v > + < A�1=2 u; v >=< g(u) + u; v > + < 0p0f(pu); v > ;

per a tota v 2 W 1
p0.

Denotem A = A�1=2 i denotem per F l'operador no lineal

F (u) = g(u) + u+ 0p0f(pu) :

Amb aquesta notaci�o arribem a veure que el problema (1.1) pot posar-se

en la forma semilineal 8<
: ut + Au = F (u) ;

u(0) = u0 ;
(1.5)
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a W 1
p , amb p > 2, tot i que veurem en la secci�o seg�uent que conv�e prendre

p > n.

Veurem en la propera secci�o amb m�es precisi�o com �es l'operador no lineal

F . De fet, F aplica E�, no tan sols en E��1 sin�o en un subespai m�es petit

E��1, amb � > �. A m�es, veurem quines s�on les condicions per tal que F

estigui ben de�nit i de quina manera es reexen les hip�otesis de regularitat de

les funcions f i g sobre la part no lineal F .

Cal remarcar una difer�encia notable en la formulaci�o que hem fet aqu�� re-

specte d'aquella usada quan les condicions de contorn s�on homog�enies. Mentre

que F : E� ! E��1 � E��1 en aquest cas, tal i com d�eiem al principi d'aquesta

secci�o, en el punt de vista de D. Henry i A. Pazy a Lp es t�e que l'operador no

lineal F aplica un subespai dens d'un espai de Banach en l'espai de Banach. �Es

a dir, en aquell cas l'espai d'arribada de la part lineal i de la part no lineal s�on

el mateix. No �es aix��, per�o, com acabem de dir, per a la formulaci�o semilineal

(1.5) obtinguda per al problema (1.1) usant espais d'interpolaci�o.

1.2 Condicions sobre els termes no lineals

L'objectiu de la secci�o seg�uent �es donar condicions sobre les dues funcions no

lineals f i g per tal que l'operador no lineal F que en resulta a la formulaci�o

semilineal (1.5) satisfaci les condicions que es necessiten per poder obtenir

l'exist�encia de soluci�o a W 1
p . Veurem que si F �es una funci�o de Lipschitz sobre

acotats podem provar exist�encia i unicitat de soluci�o i que per a les q�uestions

referents a l'estabilitat caldr�a demanar una mica m�es, caldr�a que F sigui de

classe C1.

En funci�o de la regularitat que presentin les funcions f i g veurem que

F est�a de�nit de W 1
p , no tan sols en E�1=2, sin�o que l'espai d'arribada pot

prendre's m�es petit, E��1 � E�1=2, amb � > 1=2.

Recordem que f i g s�on funcions reals de variable real i que per f(u) i g(u)

entenem f(u(x; t)), per a x 2 @
, i g(u(x; t)), per a x 2 
, respectivament,

i t 2 R
+ . Suposem, a m�es, que u 2 W 1

p i que pu 2 W 1�1=p
p (@
), on p :
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W 1
p ! W 1�1=p

p (@
) denota, com a la secci�o anterior, l'operador tra�ca sobre la

vora @
. Recordem tamb�e que F (u) = u+ g(u)+ 0p0f(pu), on 
0
p0 �es l'adjunt

de l'operador tra�ca p0 : W
1
p0 ! W

1�1=p0

p0 (@
). Aleshores, tenim la seg�uent

proposici�o :

Proposici�o 1.1 Sigui 
 un domini satisfent la propietat del con. Suposem que

f i g s�on funcions reals de variable real i que � �es tal que 1=2 < � < 1=2+1=2p

i p > n. Aleshores

(i) Si f i g s�on funcions de Lipschitz sobre acotats, llavors F �es una funci�o

de Lipschitz sobre acotats de E1=2 en E��1.

(ii) Si f i g s�on funcions de classe C1(R;R), llavors F �es una funci�o de classe

C1 (en el sentit de Fr�echet) de E1=2 en E��1.

Observaci�o 1.3 Estem suposant en aquesta proposici�o que el domini sobre el

qual considerem el problema (1.1) �es tal que satisf�a la propietat del con. Fins el

moment no hav��em �xat en cap moment la regularitat que ha de tenir 
, nom�es

hav��em dit que el suposar��em prou regular. L'objecte d'aquesta restricci�o �es

que es satisfacin aquells encabiments de Sobolev necessaris en la prova d'aquest

resultat. Ara b�e, com veurem m�es endavant, aix�o no ser�a cap restricci�o per a

nosaltres, ja que els dominis que considerarem seran prou regulars per a qu�e

satisfacin l'esmentada propietat.

Anem a recordar qu�e vol dir que un domini satisfaci la propietat del con:

De�nici�o 1.1 Es diu que un domini 
 satisf�a la propietat del con si existeix

un con �nit C tal que tot punt x 2 
 �es el v�ertex d'un con �nit Cx contingut

a 
 i congruent amb C.

Per exemple, el domini de R2 , f(x; y) : 0 < y < x2 ; 0 < x < 1g no satisf�a

la propietat del con. Notem, per�o, que els dominis amb vora regular sempre

satisfan aquesta propietat. �Es per aix�o que d�eiem abans que no resultar�a una

hip�otesi restrictiva en els resultats posteriors.
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Demostraci�o de la Proposici�o 1.1. Considerem F (u) com la suma

F1(u) + F2(u), on

F1(u) = g(u) + u i F2(u) = 0p0f(pu) :

Si som capa�cos de veure que F1 i F2 s�on funcions de Lipschitz sobre acotats

de W 1
p en E��1 ja haurem provat que F �es de Lipschitz sobre acotats de W 1

p

en E��1.

La funci�o Fi �es de Lipschitz sobre acotats si sobre qualsevol acotat B � W 1
p ,

Fi �es una funci�o de Lipchitz, i = 1; 2. Equivalentment, per a totes les u; v 2 B,

existeixen C1 i C2 constants, tals que nom�es depenen de B i es satisf�a

kFi(u)� Fi(v)kE��1 � Ciku� vkW 1
p

per a i = 1; 2 :

Comen�carem per F1. Siguin B, u i v les que acabem de dir.

k F1(u)� F1(v) kE��1= sup
k'k

W
2�2�

p0 ;B

=1

����
Z


(g(u)� g(v))'+ (u� v)') dx

����
� sup

k'k
W
2�2�

p0;B

=1

�Z


jg(u)� g(v)j � j'j dx+

Z


ju� vj � j'j dx

�
: (1.6)

Estem suposant que g �es una funci�o de Lipschitz sobre acotats, �es a dir,

que per a qualsevol compacte J � R existeix una constant C = C(J) tal que

jg(x)� g(y)j � C jx� yj

per a qualssevol x; y 2 J .

Donat que 
 satisf�a la propietat del con, el teorema 5.4 de [1] ens diu que

si 1 < p <1 i considerem s > 0, si n < (s� j)p per a algun enter no negatiu

j, es satisf�a la inclusi�o

W s
p (
) ,! Cjb (
)

i �es cont��nua, on Cjb (
) �es el conjunt de funcions u 2 C
j(
)amb D�u acotada

a 
 si j�j � j.
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En el nostre cas s = 1 i considerem j = 0. Aleshores, com p > n, �es

cert l'encabiment W 1
p � C0b (
). Per tant, com u; v 2 W 1

p , u i v s�on funcions

cont��nues i acotades sobre 
. Com u; v 2 B � C0b (
), existeix una constant

M =M(B) tal que !(x) 2 [�M;M ] per a tota x 2 
 i per a tota ! 2 B. Per

tant, usant ara que g �es Lipschitz sobre acotats, a (1.6), ens queda

k F1(u)� F1(v) kE��1� sup
k'k

W
2�2�

p0;B

=1

Z


(CM ju� vj j'j+ ju� vj j'j) dx

� (CM + 1)ku� vkLp sup
k'k

W
2�2�

p0;B

=1
k'kLp0 � k (CM + 1) ku� vkW 1

p
;

cosa que prova que F1 �es Lipschitz sobre B, prenent C1 = k(CM + 1).

Considerem ara l'altra funci�o, �es a dir, F2. Donades u, v i B com abans

tenim

k F2(u)� F2(v) kE��1= sup
k'k

W
2�2�

p0 ;B

=1

����
Z



�
0p0 f(pu)� 0p0 f(pv)

�
'dx

���� :

Estem suposant que � < 1=2 + 1=2p, cosa que implica que 2� 2� > 1=p0.

Per tant, t�e sentit prendre la tra�ca sobre @
 de la funci�o ' 2 W 2�2�
p0;B . Aix��

doncs,

k F2(u)� F2(v) kE��1� sup
k'k

W
2�2�

p0 ;B

=1

Z
@

jf(pu)� f(pv)j � jp0'j d` :

Usant ara arguments an�alegs als usats per a F1, l'encabimentW 1�1=p
p (@
) �

C0b (@
), ja que p > n, i la continu��tat dels operadors tra�ca p i p0, ens donen

k F2(u)� F2(v) kE��1 � C 0 sup
k'k

W
2�2�

p0;B

=1
fk ' kW 2�2�

p0
gC 00 k u� v kW 1

p

� C2 k u� v kW 1
p

tal i com vol��em. Ara, la desigualtat triangular prova que F �es Lipschitz sobre

acotats, amb la qual cosa acabem la demostraci�o de l'apartat (i).

Anem a provar la diferenciabilitat de F , provant que F1 i F2 s�on diferen-

ciables. Comencem per F1. Primer de tot veurem que l'operador diferencial
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de Fr�echet de F1
DF1(u) : W 1

p �! E��1

h �! DF1(u) h

est�a de�nit per

DF1(u) h : W 2�2�
p0;B �! R

v �!
Z


((g0(u)h+ h) v) dx :

Cal veure que

k F1(u+ h)� F1(u)�DF1(u)h kE��1
k h kW 1

p

�! 0

quan k h kW 1
p
! 0. Comencem per acotar el numerador

k F1(u+ h)� F1(u)�DF1(u)h kE��1

� sup
k'k

W
2�2�

p0 ;B

=1

�Z


jg(u+ h)� g(u)� g0(u)hj � j'j dx

�

� sup
k'k

W
2�2�

p0 ;B

=1

�Z


jg0( )� g0(u)j � jhj � j'j dx

�

ja que estem suposant g 2 C1(R;R). Com a l'apartat (i), donat que p > n,

es satisf�a l'encabiment W 1
p � C0b (
). Aleshores podem considerar la constant

M := sup
x2


jg0( (x))� g0(u(x))j, la qual tendeix a 0 quan khkW 1
p
! 0, ja que

 (x) est�a entre u(x) i u(x) + h(x) i g0 �es uniformement cont��nua sobre com-

pactes. Usant la desigualtat de Hlder s'obt�e

k F1(u+ h)� F1(u)�DF1(u)h kE��1

� M k h kLp � sup
k'k

W
2�2�

p0;B

=1
k ' kLp0

� M khkLp ;

amb la qual cosa veiem que l'operador diferencial de F1 �es DF1.

Queda veure que DF1 �es continu. Suposem " > 0 donat. Volem veure que

existeix Æ = Æ(") tal que si ku� vkW 1
p
< Æ, aleshores

k DF1(u)�DF1(v) kL(W 1
p ;E��1)

� " :
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Comencem acotant

k DF1(u)�DF1(v) kL(W 1
p ;E��1)

= sup
khk

W1
p
=1
k DF1(u)h�DF1(v)h kE��1

� sup
khk

W1
p
=1

sup
k'k

W
2�2�

p0;B

=1

�Z


(jg0(u)� g0(v)j jhj j'j+ ju� vj jhj j'j)dx

�

� sup
khk

W1
p
=1

sup
k'k

W
2�2�

p0;B

=1

�
M1

Z


jhj j'j dx+M2

Z


jhj j'j dx

�

onM1 = sup
x2


jg0(u(x))� g0(v(x))j iM2 = sup
x2


ju(x)� v(x)j i estan ben de�nides

per ser u; v 2 C0b (
) i g
0 cont��nua, per hip�otesi. Usant ara la desigualtat de

Hlder s'arriba a

k DF1(u)�DF1(v) kL(W 1
p ;E��1)� M1 +M2 :

Del fet que g0 �es uniformement cont��nua sobre un interval adequat i, nova-

ment, que W 1
p � C0b (
), �es possible triar Æ prou petit de manera que M1 � "=2

i M2 � "=2, cosa que prova la continu��tat de DF1.

Cal provar el mateix per a F2. En aquest cas i de manera an�aloga es prova

que

DF2(u) : W 1
p �! E��1

h �! DF2(u) h

de�nit per

DF2(u) h : W 2�2�
p0;B �! R

v �!
Z
@


(f 0(pu) � ph � p0v) d`

�es l'operador diferencial de Fr�echet de F2. Usem, com abans, la continu��tat de

g0, la inclusi�o de W 1�1=p
p (@
) � C0b (@
) i la continu��tat dels operadors tra�ca p

i p0.

Per tal de veure la continu��tat de l'operador DF2 s'usa novament l'encabi-

ment W 1�1=p
p (@
) � C0b (@
), la continu��tat uniforme de g0 i la continu��tat de

p i p0, a m�es de la desigualtat de Hlder.

Per tant, F �es una funci�o C1 de W 1
p en E��1, com vol��em veure a l'apartat

(ii).
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1.3 Exist�encia i unicitat de soluci�o

En aquest moment tenim a punt les eines necess�aries per tal de provar que

el problema (1.5), �es a dir, el problema en forma semilineal corresponent al

problema (1.1) a W 1
p , t�e soluci�o �unica per a tota condici�o inicial u0 2 W 1

p

donada. Primer de tot, anem a veure qu�e s'ent�en per soluci�o de (1.5).

De�nici�o 1.2 Una funci�o u : [0; T ]! W 1
p �es una soluci�o de (1.5) si satisf�a:

(i) u �es cont��nua a [0; T ].

(ii) u 2 C1((0; T ); E�1=2).

(iii) u satisf�a (1.5) si t 2 (0; T ).

Usant resultats d'interpolaci�o i, novament, el punt de vista de H. Amann

es pot provar (vegi's [4] (ap�endix), [3] i [7]) que, per a tota � tal que 1=2 �

� < 1=2 + 1=2p, �A �es el generador in�nitessimal d'un semigrup anal��tic

fe�tA; t � 0g a E��1.

Aleshores, �es v�alida una f�ormula de variaci�o de les constants per al problema

(1.5) que ens d�ona l'equaci�o integral seg�uent per a la soluci�o u,

u(t) = e�tAu0 +
Z t

0
e�(t��)AF (u(�)) d� ; (1.7)

per a tota t 2 [0; T ]. (Pot consultar-se [4], [7] i [12] per tal de veure l'obtenci�o

d'aquesta equaci�o).

Observem que l'equaci�o integral (1.7) es dedueix de l'equaci�o (1.5) en el

sentit que tota soluci�o de (1.5) �es soluci�o de (1.7): efectivament, si u �es soluci�o

de (1.5), considerem

Ds(e
�A(t�s)u(s)) = e�A(t�s)us(s) + e�A(t�s)Au(s)

= e�A(t�s)F (u(s))

i integrem a (0; T ), obtenim (1.7).
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Ara b�e, del fet que el semigrup generat per l'operador�A sigui un semigrup

anal��tic, es dedueix que tota soluci�o de (1.7) �es soluci�o de (1.5). Per tant, hi

ha una equival�encia entre les solucions de (1.5) i les de (1.7). (Vegi's [7] i [12]

per a m�es detalls).

Amb tot aix�o, anem a veure l'exist�encia de soluci�o per al problema (1.5)

situant-nos, si �es possible, sota les hip�otesis d'algun teorema del punt �x o, per

�esser m�es precisos, provarem de tenir condicions su�cients per tal d'aplicar un

teorema de contracci�o. Aquesta �es la ra�o per la qual ens interessaria tenir per

al semigrup fe�tA; t � 0g una desigualtat com la que satisfan els semigrups

que H. Amann obt�e per als seus problemes (teorema 10, [4]) i que donem tot

seguit:

Observaci�o 1.4 Sigui fe�tAg el semigrup anal��tic sobre l'espai E��1 generat

per l'operador A = A��1, 1=2 � � < 1=2+1=2p, com a la secci�o 1.1. Si � > !,

es satisf�a

ke�tAkL(E��1;E�) �Mt����1e�t ; t > 0 (1.8)

on ! > 0 �es tal que

ke�tAkL(E��1) � me!t

i la constant M =M(�; �).

Recordem que en el nostre cas � = 1=2.

Veurem que la desigualtat (1.8) �es essencial en la demostraci�o del seg�uent

teorema.

Teorema 1.1 Suposem que F : W 1
p ! E��1, amb 1=2 < � < 1=2 + 1=2p, �es

una funci�o de Lipschitz sobre acotats. Aleshores, per a tot acotat B � W 1
p i

per a qualsevol u0 2 B, existeix T = T (B) > 0 tal que el problema (1.5) t�e una

�unica soluci�o a [0; T ], amb valor inicial u0. A m�es, la soluci�o u(t) �es cont��nua

respecte de la condici�o inicial u0.

Demostraci�o. Suposem que F �es una funci�o de Lipschitz sobre acotats.

Donat B � W 1
p sigui L = L(B) la constant de Lipschitz de la funci�o F sobre

B, �es a dir, per a tota v; w 2 B es satisf�a kF (v)� F (w)kE��1 � L kv�wkW 1
p
:
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Sigui BR una bola a W 1
p de radi R que contingui B, �es a dir, B � BR per

a una R �xada.

Siguin K > 0 i T = T (B) > 0 tals que

ke�Atu0kW 1
p
<
R +K

2
; si 0 � t � T

M(L(BR+K)(R +K) + kF (u0)kE��1)
Z T

0
e�ss��3=2 ds <

R +K

2
:

Considerem, a m�es, el conjunt

S =
n
v 2 W 1

p : v cont��nua, v(0) = u0 i kv(t)kW 1
p
� R +K si t 2 [0; T ]

o
:

No �es dif��cil veure que S �es un espai m�etric complet amb la dist�ancia

dist (v; w) = sup
0�t�T

kv(t)� w(t)kW 1
p
:

Donat v 2 S, considerem

G(v) : [0; T ] �! W 1
p

t �! G(v)(t)

de�nit per

G(v)(t) = e�Atu0 +
Z t

0
e�A(t�s)F (v(s)) ds :

Veurem que G aplica S en S i �es una transformaci�o cont��nua i contractiva.

Aix�� doncs,

kG(v)(t)kW 1
p

� ke�Atu0kW 1
p
+
Z t

0
ke�A(t�s)kL(E��1;E1=2)kF (v(s))kE��1 ds

�
R +K

2
+
Z t

0
Me�(t�s)(t� s)��3=2

�
kF (v(s))� F (v(0))kE��1

+ kF (v(0))kE��1
�
ds

�
R +K

2
+M(L(BR+K)(R +K) + kF (u0)kE��1)

Z T

0
e�ss��3=2 ds

< R +K :
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�Es a dir, G(v) 2 BR+K. A m�es, �es clar que G(v) 2 W 1
p i G(v)(0) = u0 per

construcci�o. Es comprova tamb�e que G(v) �es cont��nua a [0; T ], amb la qual

cosa, G : S ! S.

Siguin ara v; w 2 S i calculem

kG(v)(t)�G(w)(t)kW 1
p

�
Z t

0
ke�A(t�s)kL(E��1;E1=2)kF (v(s))� F (w(s))kE��1 ds

� ML(BR+K) sup
0�t�T

kv(t)� w(t)kW 1
p

Z t

0
e�ss��3=2 ds ;

desigualtat certa per a tota t 2 [0; T ]. Per tant, de la de�nici�o de T , dedu��m

dist (G(v); G(w)) �
1

2
dist (v; w) :

�Es a dir, G �es una transformaci�o contractiva i, per tant, cont��nua.

Aleshores, del teorema del punt �x dedu��m que existeix una �unica funci�o

u 2 S que �es un punt �x per a G, �es a dir, u(t) = G(u)(t), t 2 [0; T ], la qual

cosa equival a dir que existeix una �unica soluci�o de l'equaci�o (1.7) i aix�o acaba

la demostraci�o de la primera part del teorema, ja que, com hem dit abans, per

a semigrups anal��tics aix�o equival a dir que u �es soluci�o �unica del problema en

forma semilineal (1.5), com vol��em.

Amb aquest resultat, de l'equival�encia entre soluci�o del problema (1.7) i

del (1.5), dedu��m l'exist�encia d'una �unica soluci�o local per al problema original

(1.1). La condici�o que F sigui una funci�o de Lipschitz sobre acotats, si p > n,

es tradueix sobre les funcions f i g de (1.1) en qu�e, segons es prov�a en la

proposici�o 1.1, tamb�e siguin funcions de Lipschitz sobre acotats a R.

Observaci�o 1.5 Segons hem provat al teorema 1.1, si F �es una funci�o de

Lipschitz sobre acotats, el problema (1.5) t�e una �unica soluci�o, donats u0 2 B

i B � W 1
p acotat, a [0; T ) amb T > T = T (B) > 0. Diem que T �es maximal

si deixa d'haver soluci�o del problema a [0; T1) si T1 > T .

En les hip�otesis del teorema 1.1, es pot veure que si ku(t)kW 1
p
� K, per

a alguna constant K > 0 i per a tota t < T , aleshores T = 1. �Es a dir, si
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la soluci�o es mant�e acotada per a tot temps d'exist�encia es pot continuar la

soluci�o per a tot temps t > 0.

Certament, suposem que ku(t)kW 1
p
� K per a alguna K > 0, �es a dir, que

la soluci�o es mant�e dins d'una bola BK a W 1
p de radi K i per a tota t < T (B).

Triem ara " prou petita. Si apliquem ara el teorema 1.1 a l'acotat BK, amb

condici�o inicial u(T (B)�"), existeix un temps T (BK) > 0 tal que existeix una

�unica soluci�o del problema (1.5), u1(t), si t < T (BK), amb u1(0) = u(T (B)�").

Si s'ha triat " prou petita, �es clar que T1 = T (B) � " + T (BK) > T (B). A

m�es, es veu que la funci�o v(t) de�nida

v(t) =

8<
: u(t) ; 0 � t � T (B)� "

u1(t) ; T (B)� " � t � T1

�es soluci�o de (1.5) a [0; T1). �Es clar que la reiteraci�o d'aquest argument de

continuaci�o de la soluci�o ens d�ona l'exit�encia de soluci�o per a tota t > 0.

1.4 Regularitat i compacitat

Fins el moment hem vist que donada p > n el problema (1.1) pot escriure's

com un problema de valor inicial semilineal abstracte a (W 1
p0)

0, de la forma

(1.5), amb espai de fases (�es a dir, el domini de l'operador lineal A i del no

lineal F ) W 1
p . Hem vist tamb�e que es pot reduir a una equaci�o integral usant

la f�ormula de variaci�o de constants. Igualment, por trobar-se que de�neix un

sistema din�amic regular T (t),

T (t)u0 = e�Atu0 +
Z t

0
e�A(t��)F (T (�)u0) d� (1.9)

a W 1
p . La mateixa demostraci�o del teorema 1.1 ens assegura que T (t)u0 �es

cont��nua respecte de la condici�o inicial u0, mentre que estigui de�nit.

En aquesta secci�o anem a donar alguns resultats referents a la compacitat

del sistema din�amic T (t) i a la regularitat que es pot assegurar per a la soluci�o

de (1.1), donada una condici�o inicial u0 aW
1
p . Per a les q�uestions de compacitat
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suposarem que la funci�o F �es una funci�o de Lispchitz sobre acotats, mentre

que en els temes de la regularitat caldr�a que suposem que F �es una funci�o

C1(E1=2; E��1).

Comen�carem veient que T (t) �es condicionalment compacte, �es a dir, que

si B � W 1
p �es acotat i el conjunt fT (s)u : u 2 B i 0 < s < tg tamb�e ho �es,

aleshores T (t)B �es compacte.

Teorema 1.2 Suposem que F �es una funci�o de Lipschitz sobre acotats. Per a

t > 0, el sistema din�amic T (t) : W 1
p !W 1

p , de�nit a (1.9), �es condicionalment

compacte.

Per tal de provar aquest resultat seguirem el mateix esquema que una

demostraci�o de compacitat feta per J. Hale a [19] per a sistemes din�amics

d'equacions d'evoluci�o sectorials.

Abans de veure la demostraci�o d'aquest teorema, necessitem introduir la

mesura de no compacitat de Kuratowski d'un subconjunt d'un espai de Banach,

aix�� com un resultat previ que donarem en el lema 1.1. Comencem per la

de�nici�o:

De�nici�o 1.3 Donat un espai de Banach X, sigui B � X un subconjunt. La

mesura de no compacitat de Kuratowski de B, �(B), es de�neix per

�(B) = inf f d : existeix un recobriment �nit de B

amb boles de di�ametre � d g :

La funci�o � satisf�a les seg�uents propietats, de les quals nom�es n'usarem

dues a la demostraci�o del teorema 1.2 :

(i) �(B) = 0 per a B � X si i nom�es si B �es relativament compacte.

(ii) �(A [ B) = max(�(A); �(B)), on A;B � X.

(iii) �(A+B) � �(A) + �(B), on A;B � X.
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(iv) �(coB) = �(B), on B � X i co denota l'envolvent convexa tancada.

El lema del qual parl�avem �es el seg�uent:

Lema 1.1 Per a tota t > 0, l'operador e�tA �es compacte de W 1
p en E�1=2.

Demostraci�o. Fixat t > 0, e�tA �es continu de W 1
p en W 1

p . Ara b�e, sabem

que la inclusi�o W 1
p � E�1=2 �es compacta. Per tant, e�tA �es compacte de W 1

p

en E�1=2.

Passem ara a la demostraci�o del teorema 1.2.

Demostraci�o del Teorema 1.2. Sigui B un conjunt acotat a W 1
p .

Considerem ara el conjunt

B1 =
�Z t

0
e�A�F (T (t� �)u) d� : u 2 B

�
:

Fixat t > 0, considerem, a m�es, el conjunt

C = fT (t� �)u : u 2 B i 0 � � � tg :

Per hip�otesi, C �es acotat a W 1
p .

Triem " > 0 tal que 0 < " < t i considerem

Z t

0
e�A�F (T (t� �)u) d�

=
Z "

0
e�A�F (T (t� �)u) d� +

Z t

"
e�A"e�A(��")F (T (t� �)u) d�

= I(0; ") + e�A" I("; t) :

Considerem primer I("; t) i veurem que est�a acotat a W 1
p .


Z t

"
e�A(��")F (T (t� �)u) d�


W 1
p

� M
(t� ")��1=2

� � 1=2

� M
t��1=2

� � 1=2
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on M = M(C). Per tant, �es acotat. En el lema 1.1 hem vist que e�A" �es

compacte, amb la qual cosa, es dedueix que e�A" I("; t) �es compacte. Aleshores,

la mesura de Kuratowski �(e�A" I("; t)) = 0.

Per altra banda

kI(0; ")kW 1
p
=

Z "

0
e�A�F (T (t� �)u) d�


W 1
p

� m
"��1=2

� � 1=2
:

Aleshores, per les propietats de la mesura de Kuratowski, s'obt�e �(B1) �

�(I(0; ")) + �(e�A" I("; t)) = �(I(0; ")), �es a dir,

�(B1) � m
"��1=2

� � 1=2

per a tota " > 0. D'aqu�� �(B1) = 0. �Es a dir, B1 �es relativament com-

pacte i, aplicant el lema 1.1 al primer sumand de T (t)u0, dedu��m que T (t) �es

condicionalment compacte.

Passem ara a veure quina regularitat es pot assegurar per a la soluci�o de

(1.5), donada una condici�o inicial u0 a W
1
p .

Teorema 1.3 Suposem que f i g s�on funcions de classe C1(R;R). Donada

u0 2 W 1
p , existeix � > 0 tal que la soluci�o u(x; t) = T (t)u0 de (1.5) �es de

classe C1 en t a valors en C�(
) i de classe C2+�(
) per a cada t > 0. A m�es,

u(x; t) �es soluci�o cl�assica del problema (1.1).

Abans de provar aquest teorema anem a donar el seg�uent resultat de reg-

ularitat de u respecte de t.

Proposici�o 1.2 Suposem que F �es una funci�o de classe C1(E1=2; E��1) amb

1=2 < � < 1=2 + 1=2p. Donada u0 2 W 1
p , la soluci�o u(x; t) = T (t)u0 de (1.5)

�es de classe C1 en t > 0 a valors a W 1
p .

Demostraci�o. Considerem el problema d'evoluci�o8<
: vt + �Av = �F (v) ; a 


v(0) = u0 ; a @
 :
(1.10)
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on el par�ametre � > 0.

Si v �es soluci�o de (1.10), per a tota 0 � t � T es prova que v �es un punt

�x de l'aplicaci�o

G : C([0; T ];W 1
p )� (0;1) �! C([0; T ];W 1

p )

(v; �) �! G(v; �)

de�nida per

G(v; �) = e��Atu0 +
Z t

0
e��A(t��)�F (v(�)) d� :

Com a la demostraci�o del teorema 1.1 es veu que G(�) �es una contracci�o

uniforme a C([0; T ];W 1
p ). Sabem que es satisf�a (1.8) per al semigrup generat

per �A. Procedint de manera an�aloga a la demostraci�o del teorema 1.1 i

de�nim T , K, i S com all�a, es comprova que G aplica S en S i tamb�e que

kG(�)(v)�G(�)(u)kW 1
p

� j�jML max
0�t�T

jv(t)� u(t)j
Z t

0
j�j��3=2jt� � j��3=2 d�

� j�j��1=2M L dist (u; v)

on dist (�; �) �es la del teorema 1.1. Aleshores, podem triar T = T (�) de man-

era que j�j��1=2ML < 1, amb la qual cosa provem que G �es una contracci�o

uniforme a S � C([0; T ];W 1
p ). Per tant, existeix un �unic punt �x per a G,

depenent de la �, que anomenarem v = v(�) = v(t; u0; �).

Anem a veure que l'aplicaci�o

� �! v(t; u0; �)

�es de classe C1(I;W 1
p ), I � (0;1). Si veiem que G 2 C1(C([0; T ];W 1

p ) �

I; C([0; T ];W 1
p )) ja ho tindrem. I aix�o �es equivalent a veure que existeixen

les derivades parcials @G=@v i @G=@� i que s�on cont��nues. Del fet que F 2

C1(W 1
p ; E��1) es dedueix el que vol��em.

Per a tota � > 0, considerem v(t) = v(t; u0; �). Sigui u(t) = u(t; u0) la

soluci�o de (1.5). Aleshores, �es clar que u(t; u0) = v(t=�; u0; �). Per a t > 0,
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considerem � = t, amb la qual cosa obtenim u(t; u0) = v(1; u0; t). Acabem de

veure que v �es derivable amb continu��tat respecte del par�ametre �, a valors a

W 1
p i per tant ho �es respecte de t.

Demostraci�o del Teorema 1.3. La primera part del teorema �es con-

seq�u�encia de la proposici�o 1.2: donat que p > n, existeix alguna �, amb

0 � � < 1�n=p, tal que W 1
p � C�(
). Ara, com u �es de classe C1 en t a valors

a W 1
p , tamb�e ho ser�a a valors a C�(
).

Dedu��m d'aqu��, a m�es, que �xat x0 2 
, existeix la funci�o
@

@t
u(x0; t) per a

t > 0 i �es cont��nua.

Anem a veure ara que u 2 C2+�(
) per a cada t > 0. Recordem que per la

proposici�o 1.2 sabem que ut 2 W 1
p . Per tal de veure-ho considerem el seg�uent

problema auxiliar 8<
: ��w = ' ; a 
 ;

w� + w =  ; a @
 :
(1.11)

on ' = �u + g(u) i  = f(pu) + pu, amb u la soluci�o del problema (1.1).

Donat que estem suposant que f; g 2 C1(R;R) i u 2 W 1
p es pot veure que

' 2 W 1
p i  2 W 1�1=p

p (@
).

Anem a veure en primer lloc que la soluci�o w de (1.11) �es de classe C2+�(
)

per a alguna 0 < � < 1. Com p > n, existeix �, amb 0 � � < 1� n=p, per a

la qual els encabiments W 1
p � C�(
) i W 1�1=p

p (@
) � C�(@
) s�on certs.

Veurem tot seguit que la funci�o  2 C1+�(@
): usant la densitat de la

inclusi�o C1+�(@
) � W 1�1=p
p (@
), considerem una successi�o de funcions ( n)n,

 n 2 C1+�(@
), tals que  n !  a W 1
p . Per a cada  n considerem el problema

8<
: ��wn = ' ; a 
 ;

(wn)� + wn =  n ; a @
 ;
(1.12)

on ' 2 W 1
p �es la d'abans. A [15] es prova que existeixen i s�on �uniques les

solucions dels problemes (1.12), per a n � 1. A m�es, wn 2 C2+�(
), per a

n � 1.
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Ara, l'encabiment C2+�(
) � W 2
p ens permet aplicar el teorema 15.2 de [2]

a les difer�encies wn � wm, si n 6= m, d'on en resulta

kwn�wmkW 2
p
� C (k'�'kLp +k n� mkW 1�1=p

p (@
)
+ kwn�wmkLp) : (1.13)

�Es clar que k n �  mkW 1�1=p
p (@
)

! 0 si n;m ! 1. Veurem m�es endavant

que kwn � wmkLp ! 0 si n;m!1, amb la qual cosa el terme de la dreta de

la desigualtat (1.13) tendeix a 0 quan n;m !1. Aix�� doncs, la successi�o de

solucions (wn)n �es una successi�o de Cauchy a W 2
p i, per tant, wn ! w a W 2

p

quan n ! 1, essent w soluci�o de (1.11). Per tant, la soluci�o del problema

(1.11) �es una funci�o de classe C1+�(
) ja que W 2
p � C1+�(
).

Passem a veure que kwn�wmkLp ! 0 si n;m!1. Per a aix�o considerem

el problema (1.12) per a wn i per a wm i els restem. S'obt�e

8<
: ��(wn � wm) = 0 ; a 
 ;

(wn � wm)� + (wn � wm) =  n �  m ; a @
 :
(1.14)

Per tant, la difer�encia wn � wm �es una funci�o harm�onica i pel principi del

m�axim de Hopf ([31]) obtenim

sup



(wn � wm) � sup
@


( n �  m)

inf


(wn � wm) � inf

@

( n �  m)

d'on acabem deduint

sup



jwn � wmj � sup
@

j n �  mj = k n �  mkC0(@
) � K k n �  mkW 1�1=p

p (@
)
:

Per tant, kwn � wmkLp ! 0 quan n;m!1.

Aleshores, hem obtingut que la soluci�o ! del problema (1.11) �es de classe

C1+�(
). A m�es, sab��em que ' 2 W 1
p i  2 W 1�1=p

p (@
). Per tant, aplicant

les estimacions de Schauder es veu, com fan D.Gilbarg i N.S. Trudinger a [15],

que, de fet, la soluci�o de (1.11) �es m�es regular, �es a dir, que w 2 C2+�(
).

Anem a veure tot seguit que, de fet, u = w, cosa que prova la regularitat

desitjada per a la soluci�o u de (1.5).
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Donada v 2 W 1
p0, la soluci�o del problema (1.1) satisf�a

Z


utv dx +

Z


rurv dx =

Z


g(u)v dx+

Z
@

f(pu)p0v d` ;

com hav��em vist a (1.3). De la mateixa forma es pot veure que la soluci�o w

del problema (1.11) satisf�a

Z


utv dx +

Z


rwrv dx =

Z


g(u)v dx+

Z
@

f(pu)p0v d`

+
Z
@

(pu� pw)p0v d` :

Ara, restant les dues igualtats ens queda

Z


(ru�rw)rv dx +

Z
@

(pu� pw)p0v d` = 0

per a tota v 2 W 1
p0. Considerem v = u � w 2 W 1

p � W 1
p0, ja que p0 � p si

p � n � 2. Aleshores,

Z


r(u� w)2 dx+

Z
@

(p0(u� w))2 d` = 0 ;

d'on es dedueix que u = w. Per tant, la soluci�o u del problema (1.1) en forma

feble �es de classe C2+�(
). Ara b�e, si u �es soluci�o �unica de (1.3) i u 2 C2+�(
),

aleshores u �es soluci�o de (1.1), amb la qual cosa acabem la demostraci�o del

teorema.
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Cap��tol 2

Estabilitat i inestabilitat

d'equilibris

D'ara endavant el nostre inter�es es centrar�a en l'estudi de solucions d'equilibri

per al problema d'evoluci�o (1.1) que v�arem considerar al cap��tol 1, �es a dir, en

les solucions del problema

8<
: �u+ g(u) = 0 ; a 
 ;

u� = f(u) ; a @
 ;
(2.1)

on 
 � R
n �es un domini acotat amb frontera @
 regular.

En el cap��tol anterior v�arem veure que el problema (1.1) pot posar-se en

forma semilineal, �es a dir, en la forma (1.5). Anem a donar, en primer lloc,

algunes de�nicions sobre estabilitat d'equilibris.

De�nici�o 2.1 Sigui

ut + Au = F (u) (2.2)

una equaci�o semilineal. Diem que u(t) � u0 �es un punt d'equilibri si �es una

soluci�o de (2.2),�es a dir, si u0 2 D(A) i Au0 = F (u0).

37
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De�nici�o 2.2 (De�nicions d'estabilitat)

Un punt d'equilibri u0 �es estable a W 1
p si, per a tota " > 0, existeix Æ > 0

tal que tota soluci�o v 2 W 1
p amb kv(0) � u0kW 1

p
< Æ existeix a t 2 [0;+1) i

satisf�a kv(t)� u0kW 1
p
< " per a tota t � 0.

El punt d'equilibri u0 �es uniformement asimpt�oticament estable si �es estable

i hi ha un entorn

V = fv 2 W 1
p : kv � u0kW 1

p
< rg

tal que kv(t)� u0kW 1
p
! 0 quan t! +1, uniformement per a v 2 V .

Un punt d'equilibri u0 �es inestable si no �es estable.

En la primera secci�o veurem que la linealitzaci�o del problema (1.1) al

voltant d'un punt d'equilibri u0, ens d�ona un principi d'estabilitat i inesta-

bilitat lligat al signe del valor propi m�axim de l'operador lineal que en resulta,

com passa en general en els problemes semilineals.

En la secci�o 2.2 donarem una caracteritzaci�o d'aquest valor propi m�axim de

l'operador linealitzat. Aquesta caracteritzaci�o ve donada per un quocient de

Rayleigh, �es a dir, el valor propi m�axim ve donat pel suprem (2.13) en l'espai

Hilbert W 1
2 . Ara b�e, el problema (2.1) l'estem considerant a W 1

p , per la qual

cosa cal provar que el valor propi aix�� trobat i la funci�o pr�opia associada a ell

a W 1
2 , s�on el valor propi m�axim amb igual funci�o pr�opia a W 1

p , cosa no trivial

d'entrada.

2.1 Estabilitat i inestabilitat per linealitzaci�o

Suposem que f i g s�on funcions C1(R;R) i que u0 �es un punt d'equilibri de8<
: ut + Au = F (u)

u(0) = u0 :
(2.3)

Hem vist a la proposici�o 1.1 de la secci�o 1.2 que si f i g s�on funcions de

classe C1(R;R) aleshores l'operador no lineal F �es de classe C1(W 1
p ; E��1), per

a qualsevol � tal que 1=2 < � < 1=2 + 1=2p i per a tota p > n.
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Sota aquestes hip�otesis tenim

F (u0 + v) = F (u0) +DF (u0)v +G(v)

amb kG(v)kE��1 = o(k v kW 1
p
) quan k v kW 1

p
! 0. Aquesta descomposici�o ens

suggereix considerar la linealitzaci�o del problema (2.3), �es a dir,

vt + Av = DF (u0) v (2.4)

i relacionar l'estabilitat de l'equilibri u0 amb el signe del valor propi m�axim de

l'operador lineal que apareix a (2.4).

Tal i com d�eiem a la introducci�o del cap��tol, el que anem a donar en primer

lloc �es un principi d'estabilitat i inestabilitat que recollim en el seg�uent teo-

rema:

Teorema 2.1 Sigui u0 un punt d'equilibri de (2.3) i sigui �(B) l'espectre de

l'operador B = DF (u0)� A. Aleshores

(i) Si �(B) � fRe � < ag per a alguna a < 0, aleshores u0 �es uniformement

asimpt�oticament estable a W 1
p .

(ii) Si �(B)\ fRe � > 0g �es un conjunt espectral no buit, aleshores u0 �es un

punt d'equilibri inestable a W 1
p .

L'apartat (i) �es el mateix que dir que si la linealitzaci�o (2.4) �es uniforme-

ment asimpt�oticament estable aleshores u0 �es uniformement asimpt�oticament

estable a W 1
p . De fet, el que veurem �es que existeix � > 0 i M � 1 tals que si

k u0 � u1 kW 1
p
�

�

2M

aleshores existeix una �unica soluci�o de8<
: ut + Au = F (u) ; si t � 0

u(0) = u1
(2.5)

de�nida a [0;+1) tal que satisf�a, per a tota t � 0

k u� u0 kW 1
p
� 2Meat k u1 � u0 kW 1

p
:
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De manera semblant, per a l'apartat (ii) el que veurem �es que existeix

"0 > 0 i fun; n � 1g, amb kun � u0kW 1
p
! 0 quan n! +1, que per a tota n

satisf�a

sup
t�0

ku(t; un)� u0kW 1
p
� "0 > 0 (2.6)

on el suprem es pren sobre l'interval maximal d'exist�encia.

Per a la demostraci�o d'aquests dos resultats �es essencial la desigualtat (1.8)

vista al cap��tol anterior.

Demostraci�o. Anem a veure l'apartat (i): Sigui �(B) l'espectre de l'-

operador B = DF (u0) � A. An�alogament a l'operador A, l'operador B sat-

isf�a una desigualtat com (1.8) amb ! = �a, �es a dir, que si a0 �es tal que

Re �(B) < a0 < a < 0, existeix una constant M � 1 tal que

k eBtv kW 1
p
�Mt��

3
2 ea

0t k v kW 1
p

per a tota t > 0.

Triem � > 0 su�cientment petita de manera que

M�
Z 1

0
s��

3
2 e(a

0�a)s ds <
1

2

i � > 0 tal que si kvkW 1
p
� �, es tingui

k G(v) kE��1� � k v kW 1
p
:

Considerem v(t) = u(t; u1)� u0. Si es pren u1 tal que

k u0 � u1 kW 1
p
�

�

2M

la soluci�o de (2.5) existir�a i satisfar�a la desigualtat kv(t)kW 1
p
� � en algun

interval de temps.

Com u0 satisf�a l'equaci�o

Au0 = F (u0)

i u l'equaci�o

ut + Au = F (u) = F (u0 + v)

= F (u0) +DF (u0)v +G(v) ;
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restant les dues igualtats es comprova que v satisf�a l'equaci�o seg�uent:

vt +Bv = G(v) : (2.7)

A m�es, mentre kv(t)kW 1
p
� �, la desigualtat

k v kW 1
p
=k eBt)(u1 � u0) +

Z t

0
eB(t�s)G(v(s)) ds kW 1

p

�M eat k u1 � u0 kW 1
p
+M�

Z t

0
(t� s)��

3
2 ea

0(t�s) k v(s) kW 1
p
ds

�
�

2
+M��

Z t

0
(t� s)��

3
2 ea

0(t�s) ds < �

�es certa, �es a dir, �es de fet una desigualtat estricta.

Sigui t1 el valor m�es gran de temps per al qual �es certa la desigualtat

k v(t) kW 1
p
< � per a 0 � t < t1. Aleshores, o b�e t1 =1, o b�e k v(t1) kW 1

p
= �,

(vegi's l'observaci�o 1.5). Aix�� doncs, donat que k v(t1) kW 1
p
= � contradiu

l'�ultima desigualtat, existeix soluci�o per a tota t > 0 satisfent

k v(t) kW 1
p
=k u(t)� u0(t) kW 1

p
< � :

Sigui

v(t) = sup
0�s�t

f k v(s) kW 1
p
e�asg :

Aleshores, es satisf�a:

k v(t) kW 1
p
e�at

= e�at k eBt(u1 � u0) +
Z t

0
eB(t�s)G(v(s)) ds kW 1

p

� e�atM ea
0t k u1 � u0 kW 1

p

+
Z t

0
M(t� s)��

3
2 ea

0(t�s)� k v(s) kW 1
p
e�at ds

�M k u1 � u0 kW 1
p

+M�v(t)
Z t

0
(t� s)��

3
2 e(a

0�a)(t�s) ds

�M k u1 � u0 kW 1
p
+
1

2
v(t)

per a tota t � 0. D'aqu��,

v(t) �M k u1 � u0 kW 1
p
+
1

2
v(t) ;
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�es a dir,

v(t) � 2M k u1 � u0 kW 1
p
;

com vol��em provar.

Per a l'apartat (ii), siguin �1 = �(B)\fRe � > 0g i �2 = �(B)��1. Siguin

P1 i P2 les projeccions sobre l'espai E�1=2 associades a �1 i �2, respectivament,

i denotem per Xj = Pj(E1=2) aquestes projeccions, si j = 1; 2. Aleshores,

E�1=2 = X1 � X2, Xj s�on invariants per B i, a m�es, si denotem per Bj les

restriccions de B sobre Xj, es t�e �(Bj) = �j, per a j = 1; 2. (Vegi's [20] i [14],

per als detalls).

Es prova que existeixen dues constants � > 0 i M � 1 tals que s�on certes

les seg�uents estimacions: per a t > 0

keB2tE2 ukW 1
p
�Me�tt��

3
2kukE��1

i per a t � 0,

keB1t E1 ukW 1
p
�Me3�tkukE��1 :

Donada u 2 W 1
p \X1, considerem l'equaci�o integral seg�uent

v(t) = eB1(t�T )u+
Z t

T
eB1(t�s)P1G(v(s)) ds+

Z t

�1
eB2(t�s)P2G(v(s)) ds ; (2.8)

per a t � T .

Sabem que kG(v)kE��1 � k(�)kvkW 1
p
si kvkW 1

p
� � i amb k(�) ! 0 quan

�! 0. Aleshores, podem triar � > 0 prou petita de manera que

M k(�)

"
kP1k

�
+ kP2k

Z 1

0
s��

3
2 e��s ds

#
<

1

2
:

Veurem tot seguit que si u 2 W 1
p �es tal que kukW 1

p
� �=2M , l'equaci�o

integral (2.8) t�e una �unica soluci�o v(t) a �1 < t � T que satisf�a

kv(t)kW 1
p
� �e2�(t�T ) :

Per tal de veure-ho, considerem el conjunt

S = fv : v : (�1; T ]! W 1
p cont��nua, P1v(T ) = u i

kv(t)kW 1
p
� �e2�(t�T ) per a t � Tg :
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Fixada v 2 S considerem l'operador

H(v) : (�1; T ] �! W 1
p

t �! H(v(t))

de�nit per l'equaci�o integral (2.8). Es comprova que S �es un espai m�etric

complet amb la dist�ancia

dist (u; v) = sup
t�T

fku(t)� v(t)kW 1
p
g :

A m�es, H �es una transformaci�o que aplica S en S, cont��nua i contractiva.

Vegem-ho: per de�nici�o H(v) �es cont��nua i P1(H(v(T ))) = u. A m�es,

kH(v)(t)kW 1
p

� keB1(t�T )ukW 1
p
+
Z t

T
keB1(t�s)kL(W 1

p\X1;E��1)kP1G(v(s))kE��1 ds

+
Z t

�1
keB2(t�s)kL(W 1

p\X2;E��1kP2G(v(s))kE��1 ds

� Me3�(t�T )kukW 1
p
+
Z t

T
Me3�(t�s)k(�)kP1vkW 1

p
ds

+
Z t

�1
M(t� s)��

3
2 e�(t�s)k(�)kP2vkW 1

p
ds

� Me3�(t�T )kukW 1
p

+ Mk(�)kvkW 1
p

"
kP1k

�
+ kP2k

Z 1

0
s��

3
2 e��s ds

#

� MkukW 1
p
e3�(t�T ) +

�

2
e2�(t�T )

� �e2�(t�T ) :

Aix�� doncs, H : S ! S. Vegem ara que H �es una contracci�o: per a tota

t � T es t�e,

kH(v(t))�H(u(t))kW 1
p

�Mk(�) dist (u; v)
�Z t

T
kP1ke

3�(t�s) ds+
Z 1

0
kP2ks

�� 3
2 e��s ds

�

�
1

2
dist (u; v) :

�Es a dir,

dist (H(u); H(v)) �
1

2
dist (u; v) ;
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deduint que H �es una contracci�o i �es, per tant, cont��nua.

Estem, doncs en condicions d'aplicar el teorema del punt �x, que ens diu

que existeix un �unic punt �x v(t), �es a dir, H(v(t)) = v(t) per a tota t 2

(�1; T ], soluci�o de l'equaci�o integral (2.8). Denotarem aquesta soluci�o per

v(t) = v(t;T; u). Donat que v(t) satisf�a

kv(t)kW 1
p
� 2Me2�(t�T )kukW 1

p
; t � T ;

dedu��m

kv(T )� ukW 1
p
=

= k
Z T

�1
eB2(t�s)P2(G(v(s))) dskW 1

p

�
Z T

�1
2M2k(�)kP2k kukW 1

p
(t� s)��

3
2 e�(t�s)e2�(t�T ) ds

�
1

2
kukW 1

p
;

si triem � > 0 prou petita. Per tant,

kv(T )k �
1

2
kukW 1

p
:

A m�es, a partir de l'equaci�o integral (2.8) es pot observar directament que

v tamb�e �es soluci�o de

vt = Bv +G(v) ; t � T :

Amb tot aix�o, anem a construir una successi�o fungn que satisfaci (2.6).

Siguin

un = v(0;n; u) :

Aleshores, la soluci�o u(t; un) satisf�a u(t; un) = v(t;n; u), per a 0 � t � n i

sup
0�t�T

ku(t; un)k � ku(T ; un)k

= kv(T ;n; u)k

�
1

2
kuk > 0
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mentre que, per altra banda

kunk = kv(0;n; u)k � �e�2�n ! 0 ;

quan n! +1.

Per tant dedu��m que u0 is inestable, tal i com vol��em provar.

El teorema que acabem de provar ens d�ona una caracteritzaci�o de l'esta-

bilitat i la inestabilitat d'un equilibri encara que, a la pr�actica, no �es f�acil

utilitzar el teorema aix�� enunciat per tal de determinar l'estabilitat d'un de-

terminat equilibri. En la propera secci�o donarem un quocient de Rayleigh que

caracteritzi el valor propi m�axim de l'operador linealitzat B.

2.2 El quocient de Rayleigh

Per tal d'aconseguir una caracteritzaci�o m�es assequible del valor propi m�axim

haur��em de con�eixer quelcom m�es de l'espectre de l'operador B. Veurem que,

usant que B genera un semigrup anal��tic, es pot provar que, per a alguna

K 2 R prou gran, l'operador (KI + B) �es invertible amb inversa compacta.

Aleshores es veur�a que �(B) consta �unicament dels valors propis de B. A m�es,

si � 2 �(B) observarem que les funcions pr�opies associades a ell s�on solucions

d�ebils del problema lineal

8<
: �u+ g0(u0)u = �u ; a 
 ;

u� = f 0(u0)u ; a @
 ;
(2.9)

a L2(
), �es a dir, s�on soluci�o de l'equaci�o (2.11).

Gr�acies a aix�o podrem provar que el primer valor propi de l'operador B, �es

a dir, el valor propi m�axim de �(B), es pot trobar com el suprem d'un quocient

sobre les funcions no nul�les a W 1
2 , �es a dir, en un espai de Hilbert.

Primer de tot anem a veure que l'operador B = DF (u0) � A t�e resolvent

compacta i, conseq�uentment, l'espectre �es un espectre puntual (vegi's [23]).
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Tenim

A :W 1
p ! E�1=2 = (W 1

p0)
0

que �es un operador lineal acotat i

DF (u0) :W
1
p ! E��1 � E�1=2

que �es tamb�e lineal i acotat.

Com �A �es el generador in�nitessimal d'un semigrup anal��tic, aleshores es

satisfan les seg�uents propietats

(i) A �es tancat amb D(A) =W 1
p .

(ii) El conjunt resolvent, �(A), cont�e (!;+1) i es satisf�a la desigualtat

k(�I � A)�nk �
M

(�� !)n

per a tota � > ! i n = 1; 2; : : :

on M i ! s�on constants, M � 1 i ! > 0, tals que

kT (t)k � Me!t

t � 0, si T (t) �es el semigrup generat per �A. (Vegi's [30]).

Aix�� doncs, (�I�A) �es un operador invertible si � > !. Anem a veure que

(�I + B) �es tamb�e invertible, per a � prou gran. Podem, per a aix�o, consid-

erar que l'operador lineal DF (u0) �es una pertorbaci�o relativament acotada del

generador in�nitessimal d'un semigrup anal��tic. Aleshores, a [23] i a [30] es

prova que DF (u0)�A = B �es tamb�e el generador in�nitessimal d'un semigrup

anal��tic.

Pels mateixos arguments d'abans tenim qu�e �(B) cont�e (!;+1) per a

alguna ! 2 R i, a m�es, la desigualtat

k(�I +B)�nk �
M

(�� !)n

�es certa per a tota � > ! i n = 1; 2; : : :
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Aleshores, (�I +B) �es un operador invertible.

Podem considerar K prou gran de manera que K > maxf!; !g. Llavors,

existeixen (KI � A)�1 i (KI +B)�1. A m�es tenim el seg�uent resultat

Lema 2.1 (KI +B)�1 �es un operador compacte.

Demostraci�o. Observem que (KI � A)�1 �es un operador compacte de

E�1=2 en E�1=2 ja que �es un operador acotat de E�1=2 en E1=2, com a con-

seq�u�encia del teorema de la gr�a�ca tancada i de la compacitat de l'encabiment

d'E1=2 en E�1=2.

Denotarem per T l'operador KI�A i per S l'operador DF (u0). Aleshores

(KI +B)�1 = (T + S)�1 = (T + ST�1T )�1

= [(I + ST�1)T ]�1 = T�1(I + ST�1)�1

Hem vist abans que T�1 �es un operador compacte. Vegem ara que l'oper-

ador (I + ST�1)�1 �es continu. Es satisf�a

(I + ST�1)�1 = T (KI +B)�1

on T �es continu deW 1
p en E�1=2 i, pel teorema de la gr�a�ca tancada, (KI+B)�1

tamb�e �es continu d'E�1=2 en W 1
p . Es dedueix, per tant, que (I + ST�1)�1 �es

continu de E�1=2 en E�1=2.

Hem vist, doncs, que (KI + B)�1 �es composici�o d'un operador continu

seguit d'un operador compacte, cosa que ens prova que (KI + B)�1 �es un

operador compacte com vol��em demostrar.

Considerem ara el seg�uent resultat de [23].

Proposici�o 2.1 Sigui A un operador tancat en un espai de Banach E tal que

la resolvent (KI � A)�1 existeix i �es compacta per a alguna K. Aleshores

l'espectre d'A consisteix totalment de valors propis isolats amb multiplicitats

algebraiques �nites, i (�I�A)�1 �es un operador compacte per a tota � 2 �(A).
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De l'aplicaci�o del lema 2.1 i la proposici�o 2.1 es veu que B t�e un espectre

puntual, �es a dir, que �(B) consta �unicament dels valors propis de B. Per

tant, si � 2 �(B), � �es un valor propi de B, �es a dir,

Bv = �v

per a alguna v 2 W 1
p o, equivalentment

DF (u0)v � Av = �v : (2.10)

Si ara multipliquen (2.10) per una ' 2 W 1
p0, usant el producte de dualitat

entre Lp i Lp
0

, tenim

�
Z


(rvr'+ v') dx +

Z


g0(u0)v'+ v' dx+

Z
@

f 0(u0)v' dx

= �
Z


v' dx : (2.11)

Si v 2 W 2
p podem aplicar la f�ormula de Green, d'on s'obt�e

Z


�v ' dx �

Z
@

v�'d`+

Z


g0(u0)v' dx

+
Z
@

f 0(u0)v' d` = �

Z


v' dx :

Observem, doncs, que v �es una soluci�o d�ebil del problema lineal de valor

propi 8<
: �v + g0(u0)v = �v ; a 
 ;

v� = f 0(u0)v ; a @
 ;
(2.12)

a L2(
).

En el seg�uent teorema anem a veure com es pot trobar el m�es gran dels

valors propis de l'espectre �(B).

Teorema 2.2 El primer valor propi de l'espectre de l'operador B �es

�0 = sup
u2W1

2
u6=0

Z


(�(ru)2 + g0(u0)u

2 dx) +
Z
@

f 0(u0)u

2 d`Z


u2 dx

: (2.13)
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Observem que el valor propi queda determinat per un suprem que es calcula

aW 1
2 per�o no a l'espai on tenim de�nit el problema, �es a dir, aW 1

p , amb p > n.

Per tant, a m�es de provar que el quocient anterior ens d�ona el valor propi

buscat haurem de veure que la funci�o pr�opia associada, que ser�a de l'espai W 1
2

en principi, pertany de fet a W 1
p .

Per tal de demostrar el teorema 2.2 usarem el seg�uent resultat general per

a espais de Hilbert.

Proposici�o 2.2 Sigui E un espai de Hilbert i sigui j : E ,! E 0 una inclusi�o

densa i cont��nua que suposarem sim�etrica, �es a dir, j(u)[v] = j(v)[u]. Sigui

S : E ! E 0 un operador bicontinu tal que la forma quadr�atica S(u)[v] sigui

sim�etrica i coerciva, �es a dir, S(u)[v] = S(v)[u] i S(u)[u] � �kuk2E per a � > 0,

respectivament.

Aleshores, existeix un producte escalar equivalent, < �; � >E, tal que Sj
�1

�es un operador autoadjunt en el producte escalar dual associat a < �; � >E0. A

m�es, el primer valor del seu espectre �es

�0 = sup
u2E
u6=0

S(u)[u]

j(u)[u]
: (2.14)

Per tal de provar aquest resultat necessitem el lema seg�uent.

Lema 2.2 Sigui E un espai de Hilbert i S : D(S) ! E un operador autoad-

junt, positiu i invertible. Aleshores, el primer punt de l'espectre pot calcular-se

indistintament per una de les dues f�ormules seg�uents

�0 = sup
u2D(S)
u6=0

< Su; u >

< u; u >
= sup

u2E
u6=0

< u; u >

< S�1u; u >
:

Demostraci�o. La primera f�ormula �es el cl�assic quocient de Rayleigh.

Considerem l'operador S1=2 : D(S1=2)! E que tamb�e �es autoadjunt i invert-

ible. Aleshores tenim

sup
u2D(S)
u6=0

< Su; u >

< u; u >
= sup

u2D(S)
u6=0

< S1=2u; S1=2u >

< S�1=2S1=2u; S�1=2S1=2u >

= sup
u2D(S)
u6=0

< S1=2u; S1=2u >

< S�1S1=2u; S1=2u >
:
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Sigui ara v = S1=2u. Llavors en el quocient anterior ens queda

�0 = sup
v2D(S1=2)

v 6=0

< v; v >

< S�1v; v >
:

Sabem que D(S1=2) � E de manera densa i que < v; v > i < S�1v; v > s�on

continus, fets dels quals dedu��m que

�0 = sup
v2E
v 6=0

< v; v >

< S�1v; v >

com vol��em veure.

Demostraci�o de la proposici�o 2.2. De�nim

< u; v >E= S(u)[v]

que �es un producte escalar equivalent a l'original. Donats u� 2 E 0 i v 2 E es

t�e

u�[v] =< S�1u�; v >E :

Sabent aix�o, anem a veure com �es el producte escalar dual associat. Siguin

u�; v� 2 E 0, aleshores

< u�; v� >E0=< S�1u�; S�1v� >E= u�[S�1v�] :

Hem de veure ara que Sj�1 �es autoadjunt en el producte dual que acabem

de determinar. Primer, per�o, veurem que Sj�1 �es sim�etric. Per a aix�o consid-

erem u�; v� 2 j(E). Sabem que u� = j(u) i v� = j(v) per a certes u; v 2 E.

Per de�nici�o

< Sj�1u�; v� >E0 = < Sj�1j(u); j(v) >E0 =< u; S�1j(v) >E

= < S�1j(v); u >E = j(v)[u]

que estem suposant per hip�otesi que �es sim�etric, cosa que ens d�ona la simetria

per a Sj�1.

Per altra banda, l'operador Sj�1 : j(E) � E 0 ! E 0 �es un operador densa-

ment de�nit, ja que, per hip�otesi, la inclusi�o j : E ,! E 0 �es densa. Observem,
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a m�es, que Sj�1 �es exhaustiu ja que, per a tota ' 2 E 0, nom�es cal pren-

dre u� = j(u), amb u = S�1', i ja tindrem Sj�1u� = '. I pel teorema de

Lax-Milgram existeix aquesta u 2 E tal que Su = '.

Per tant, com Sj�1 �es un operador densament de�nit, exhaustiu i sim�etric

es conclou que Sj�1 �es autoadjunt.

Nom�es queda veure que el primer punt de l'espectre ve donat pel quocient

(2.14). Per a aix�o anem a usar la segona f�ormula del lema 2.2, segons la qual

�0 = sup
u�2E0

u�6=0

< u�; u� >E0

< jS�1u�; u� >E0

= sup
u�2E0

u�6=0

< S�1u�; S�1u� >E

< S�1jS�1u�; S�1u� >E
:

Posant ara v = S�1u� tenim

�0 = sup
v2E
v 6=0

< v; v >E

< S�1jv; v >E
= sup

v2E
v 6=0

S(v)[v]

j(v)[v]

tal com vol��em veure.

Finalment, abans de demostrar el teorema 2.2, anem a provar el seg�uent

lema.

Lema 2.3 Si u 2 W 1
p , amb p � 2, la soluci�o del problema

8<
: �'� ' = u ; a 
 ;

'� = 0 ; a @
 ;
(2.15)

pertany a l'espai W 3
p .

Demostraci�o. Sigui 0 < � < 1. Considerem una successi�o (un)n de

funcions de C1+�(
) tals que un ! u, quan n!1, a W 1
p . Sabem que aquesta

successi�o existeix per densitat.

Donada (un)n, considerem per a cada un 2 C1+�(
) � W 1
p el problema

(2.15) i denotem per 'n la soluci�o, �es a dir,8<
: �'n � 'n = un ; a 
 ;

('n)� = 0 ; a @
 :
(2.16)
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�Es conegut que les solucions d'aquest problema satisfan que 'n 2 C3+�(
), �es

a dir, que les solucions 'n pertanyen a l'espai W 3
p , per a tota p � 2.

Veurem que la successi�o ('n)n �es una successi�o de Cauchy a W 3
p . Per a

aix�o considerem la funci�o 'n � 'm, per a n 6= m, i restant els problemes que

cada una d'elles satisf�a s'obt�e que la difer�encia satisf�a el problema8<
: �('n � 'm)� ('n � 'm) = (un � um) ; a 
 ;

('n � 'm)� = 0 ; a @
 :
(2.17)

Com 'n � 'm 2 W 3
p , podem aplicar el teorema 15.2 de [2] i obtenim la

seg�uent acotaci�o per a la norma a W 3
p de la difer�encia:

k'n � 'mkW 3
p
� C

�
kun � umkW 1

p
+ k'n � 'mkLp

�
: (2.18)

Veurem ara que de fet en el segon membre de la desigualtat (2.18) �es el

terme important a l'hora de veure que k'n�'mkW 3
p
! 0 �es kun� umkW 1

p
. �Es

a dir, que la norma a Lp de 'n � 'm �es un terme sense massa rellev�ancia en

el moment de veure que el segon membre d'aquesta desigualtat tendeix a zero

quan n i m tendeixen a in�nit.

Farem un raonament de reducci�o a l'absurd. �Es a dir, com qu�e (un)n �es

una successi�o de Cauchy aW 1
p per hip�otesi, sabem que kun�umkW 1

p
! 0 quan

n;m!1, i suposarem que k'n�'mkW 3
p
no tendeix a zero, quan n;m!1.

Existir�a, doncs, una parcial de ('n � 'm)n;m, que fent un ab�us de notaci�o

la denotarem de la mateixa manera, tal que k'n � 'mkW 3
p
> " per a tota

n;m > N . Aix�� doncs tenim una successi�o acotada aW 3
p amb k'n�'mkW 3

p
> "

i sabem que W 3
p � W 1

p de manera compacta. Per tant, existir�a una parcial

que denotarem per ( k)k convergent a W
1
p . Sigui  2 W

1
p aquest l��mit.

Sigui ara v una funci�o de W 1
p0, amb p

0 l'exponent conjugat de p � 2. Les

funcions  k i les funcions uk corresponents a la parcial de (un�um)n;m associada

a (uk)k, s�on funcions de l'espai W 1
p . Si multipliquem la primera equaci�o de

(2.17) per v, integrem a 
 i apliquen la f�ormula de Green usant la segona

equaci�o, obtenim

�
Z


(r krv +  kv) dx =

Z


ukv dx :
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Prenent ara l��mit quan k ! 1 en aquesta �ultima igualtat obtenim per a la

funci�o l��mit  

�
Z


(r rv +  v) dx = 0 :

Com p � 2 l'exponent conjugat p0 � 2. Per tant, W 1
p � W 1

p0 i podem

prendre v =  , amb la qual cosa en la darrera igualtat s'obt�e

�
Z



�
(r )2 +  2

�
dx = 0 :

�Es a dir,  = 0, o equivalentment 'n � 'm ! 0 a W 3
p . I aix�o contradiu que

k'n � 'mkW 3
p
> ".

Dedu��m, doncs, que si kun�umkW 1
p
! 0, aleshores k'n�'mkW 3

p
! 0. Per

tant, la successi�o de solucions dels problemes (2.16) formen una successi�o de

Cauchy a W 3
p . Sigui ' 2 W

3
p el seu l��mit.

Acabarem la demostraci�o veient que ' �es la soluci�o del problema (2.15).

Per a aix�o suposem que ' 2 W 1
2 �es la soluci�o d�ebil del problema (2.15) i

que ' 2 W 3
p �es la d'abans.

Donada w 2 W 1
2 , la soluci�o ' de (2.15) satisf�a

�
Z


(r'rw + 'w) dx =

Z


uw dx : (2.19)

Ara, multiplicant la primera equaci�o de (2.16) per w 2 W 1
2 , integrant a 
,

aplicant la f�ormula de Green i usant la segona equaci�o obtenim per a les 'n

una equaci�o integral com la que satisf�a ', �es a dir,

�
Z


(r'nrw + 'nw) dx =

Z


unw dx : (2.20)

Restant ara (2.19) i (2.20) s'obt�e per a la difer�encia

�
Z


(r('� 'n)rw + ('� 'n)w) dx =

Z


(u� un)w dx : (2.21)

on u � un 2 W 1
p , ku � unkW 1

p
! 0 quan n ! 1, 'n 2 W 3

p � W 1
p i ' 2 W 1

2 .

Com '� 'n 2 W 1
2 podem posar a (2.21) w = '� 'n. Obtenim en aquest cas

�
Z



�
(r('� 'n))

2 + ('� 'n)
2
�
dx =

Z


(u� un) ('� 'n) dx :
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Prenent l��mits quan n!1 en aquesta darrera igualtat es t�e

�
Z



�
(r('� '))2 + ('� ')2

�
dx = 0 :

�Es a dir, ' � ' = 0. Per tant, la soluci�o ' del problema (2.15) satisf�a que

' = ' 2 W 3
p , com vol��em provar.

Observaci�o 2.1 Si p = 2, la demostraci�o anterior �es m�es senzilla ja que en

aquest cas

k'kL2 � kukL2 ;

cosa que s'obt�e directament multiplicant la primera equaci�o del problema per '

i, despr�es d'aplicar la f�ormula de Green, acotant per la desigualtat de Cauchy-

Schwarz.

Aleshores, en la desigualtat (2.18) podem acotar directament el terme de

la dreta i s'obt�e

k'n � 'mkW 3
p
� C 0kun � umkW 1

p
:

Per tant, com per hip�otesi kun� umkW 1
p
! 0 quan n;m!1, dedu��m que

la successi�o ('n)n �es una successi�o de Cauchy a W 3
p .

La resta de la demostraci�o s'acabaria de la mateixa manera.

Aplicarem tot seguit aquests darrers resultats a la prova del teorema 2.2.

Demostraci�o del Teorema 2.2. Sigui T l'operador lineal

T : W 1
2 �! (W 1

2 )
0

u �! T (u)

de�nit per

T (u) : W 1
2 �! R

v �!
R

(�rurv �Kuv + g0(u0)uv) dx+

R
@
 f

0(u0)uv d`

on K �es la mateixa del lema 2.1. Sigui j la inclusi�o habitual de W 1
2 en (W 1

2 )
0,

W 1
2 � L2 = (L2)0 � (W 1

2 )
0. D'ara endavant, usant aquesta inclusi�o i sempre i
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quan no hi pugui haver confusi�o, usarem u en lloc de ju i T en lloc de Tj�1.

Notem que T �es una extensi�o a W 1
2 de l'operador B = B +KI de�nit a W 1

p ,

amb p > n.

De la proposici�o 2.2 anterior obtenim que el primer valor propi de T �es

�0 = sup
u2W1

2
u6=0

T (u)[u]

j(u)[u]

= sup
u2W1

2
u6=0

Z


((�ru)2 �Ku2 + g0(u0)u

2) dx+
Z
@

f 0(u0)u

2 d`Z


u2 dx

:

Sabem que si � �es un valor propi de B, llavors �+K �es valor propi de B.

Aleshores, all�o que volem demostrar es redueix ara a provar que �0 +K = �0,

on �0 denota com a l'enunciat del teorema el primer valor propi de B. �Es a

dir, caldr�a veure que �0 �es tamb�e el primer valor propi de B, d'on es deduir�a

que el primer valor propi de l'espectre de B, �0, ve donat per (2.13). Per veure

aix�o el que farem �es demostrar que l'espectre de T , �(T ), i l'espectre de B,

�(B), s�on iguals tot i estar de�nits en espais diferents.

Observem que tant �(B) com �(T ) consten �unicament de valors propis.

Per a l'espectre de B ho v�arem veure en la proposici�o 2.1 i per a l'espectre de

T podem usar els mateixos arguments.

A l'hora de veure que �(T ) = �(B), observem que la inclusi�o �(B) � �(T )

�es immediata: si � �es un valor propi de B a W 1
p , com W 1

p � W 1
2 ja que

p > n � 2, � �es tamb�e un valor propi de T a W 1
2 .

La resta de la demostraci�o la dedicarem a veure la inclusi�o contr�aria:

�(T ) � �(B). Sigui � un valor propi de T amb funci�o pr�opia u 2 W 1
2 . El

que farem en tot el que ens queda �es veure que, de fet, u 2 W 1
p per a tota

p � 2. Amb aix�o tindrem qu�e t�e sentit Bu i, a m�es, Bu = Tu = �u, amb

la qual cosa haurem vist que � �es tamb�e valor propi de B amb funci�o pr�opia

u 2 W 1
p . Per tant, �(T ) � �(B), cosa que acabar�a la demostraci�o.

El pas de provar que una funci�o pr�opia u deW 1
2 �es, de fet, una funci�o pr�opia

a W 1
p , amb p > n, no �es una cosa trivial. El que farem �es donar un proc�es
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iteratiu, comen�cant a p0 = 2, que consistir�a en trobar una successi�o creixent

d'��ndexos pk > 2 i que no s'acumulin mai, de manera que en cada pas de la

iteraci�o s'aconseguir�a provar que u 2 W 1
p , per a tota p < pk. Veurem que el

nombre de passos que caldr�a dep�en de la dimensi�o n �xada.

Amb m�es precisi�o, comen�carem amb p0 = 2 i veurem que si u 2 W 1
2 �es una

funci�o pr�opia de T , aleshores u 2 W 1
p per a tota p > 2 si n � 4 i u 2 W 1

p

per a tota p 2 [p0; p1] si n > 4. Per tant, veurem que p1 dep�en de n. Llavors,

suposant que u 2 W 1
q amb q 2 [pk�1; pk], amb k � 1, veurem que u 2 W 1

p

per a tota p � pk si n � 2pk i que u 2 W 1
p per a p 2 [pk; pk+1] si n > 2pk.

Observem, doncs, que el proc�es inductiu que farem s'acabar�a en el moment que

la successi�o d'��ndexos trobada satisfaci que 2pk � n, �xada n i per a alguna

k � 1.

Anem a veure com es poden obtenir els ��ndexos de la successi�o anterior, �es

a dir, donada u 2 W 1
2 , com es pot anar avan�cant l'��ndex p per tal que u 2 W 1

p .

Sigui Bq : W 1
q ! (W 1

q0)
0, amb q > 2, la restricci�o de l'operador T a

W 1
q � W 1

2 . Sabem que aquests Bq s�on invertibles i que, per les mateixes

raons que per a B, l'espectre �(Bq) consta �unicament de valors propis. Su-

posem, seguint la notaci�o del principi de la demostraci�o, que som capa�cos de

provar que j(Wpk) � (W 1
p0
k+1

)0, per a k = 0; 1; 2; : : :, amb p0k+1 l'exponent con-

jugat de pk+1 i pk+1 > pk. En aquest cas, si u 2 W 1
pk

�es funci�o pr�opia de

Bpkj
�1 amb valor propi �, s'obt�e que u 2 W 1

pk+1
�es funci�o pr�opia de Bpk+1j

�1

amb valor propi �. Certament, com j(W 1
pk
) � (W 1

p0
k+1

)0, si u 2 W 1
pk
, tenim

j(u) 2 (W 1
p0
k+1

)0. Aleshores, com Bpk+1 �es invertible, existir�a alguna v 2 W 1
pk+1

tal que
1

�
Bpk+1v = j(u). D'aqu��, u = v a W 1

pk+1
i �es funci�o pr�opia de valor

propi �.

Per tant, en cada una de les iteracions que farem per anar trobant els

��ndexos pk, k � 0, el que es buscar�a �es acoseguir que sigui cert l'encabiment

j(W 1
pk
) � (W 1

p0
k+1

)0, amb p0 = 2 i k = 0; 1; 2; : : :

Comencem, doncs amb el proc�es inductiu que hem estat explicant �ns ara.

El que farem �es donar amb detall un pas general i despr�es construirem la

successi�o d'��ndexos (pk)k de la qual parl�avem abans. Finalment veurem que
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sortint de p0 = 2 podem arribar a tota p > n, �xada n.

Sigui p � 2 i q > p. Com ja hem explicat abans, ens preguntem per a quins

valors de q ser�a certa la inclusi�o j(W 1
p ) � (W 1

q0)
0.

Sigui v 2 W 1
p . Si per a tota v es satisf�a

Z


vw dx � C kwkW 1

q0
per a tota w 2 W 1

q0 ;

amb C = C(v), la inclusi�o j(W 1
p ) � (W 1

q0)
0 ser�a certa.

Donada v 2 W 1
p considerem el problema auxiliar seg�uent

8<
: �'� ' = v ; a 
 ;

'� = 0 ; a @
 :
(2.22)

Suposem que existeix q > p tal que la soluci�o ' de (2.22) pertanyi a l'espai

W 1
q . Aleshores considerant una funci�o w 2 W

1
p � W 1

q0, multipliquant la primera

equaci�o de (2.22) per w, integrant a 
 i apliquant la f�ormula de Green, quedaZ


vw dx =

Z


(�'� ')wdx = �

Z


(r'rw + 'w) dx � C 0 k'kW 1

q
kwkW 1

q0
;

usant la desigualtat de Hlder a l'�ultima integral.

�Es a dir, prenent C = C 0k'kW 1
q
tenim j(W 1

p ) � (W 1
q0)

0, amb q > p, com es

volia, sempre i quan la soluci�o ' de (2.22) pertanyi a W 1
q .

Ara b�e, donat el problema (2.22) amb v 2 W 1
p , hem vist en el lema 2.3, que

la soluci�o ' pertany a W 3
p . Els encabiments de Sobolev (vegi's [1]), ens donen

W 3
p � W 1

q si

8><
>:
q � p si n � 2p ;

p � q �
np

n� 2p
si n > 2p :

Per tant, la soluci�o ' 2 W 1
q per a q les de la inclusi�o anterior, que veiem que

depenen de n.

Aleshores, si n � 2p s'obt�e que u 2 W 1
q per a tota q � p. �Es a dir,

�(T ) � �(B) i haurem acabat la demostraci�o. En canvi, si n > 2p nom�es hem

aconseguit provar que �(T ) � �(Bq) per a tota q 2 [p;
np

n� 2p
].
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Aix�� doncs, si n > 2p hem avan�cat una mica m�es enll�a de p, per�o en principi

no tenim perqu�e haver assolit l'espai que vol��em. Anem a veure que un proc�es

iteratiu, comen�cant a p0 = 2 i usant el que acabem de fer per a p < q, ens d�ona

una successi�o d'��ndexos pk que resulta �esser creixent i que ens permet assolir

W 1
p per a qualsevol p � 2, avan�cant mica en mica segons l'esquema anterior.

Anem a de�nir, per tant, la successi�o (pk)k, amb k � 0, de la qual estem

parlant. Sigui p0 = 2. Aleshores, si n � 4 tenim u 2 W 1
p per a tota p � 2.

En canvi, si n > 4, tenim u 2 W 1
p nom�es per a p 2 [2;

np0
n� 2p0

]. De�nim,

doncs, p1 =
np0

n� 2p0
. Suposem ara que u 2 W 1

p1. Aleshores, si n � 2p1 tenim

u 2 W 1
p per a tota p � p1 i si n > 2p1 tenim u 2 W 1

p per a tota p 2 [p1; p2],

on p2 =
np1

2� np1
. Per tant, despr�es de k passos, partint de pk, trobem que si

n � 2pk es t�e u 2 W 1
p per a tota p � pk i si n > 2pk es t�e u 2 W 1

p per a tota

p 2 [pk; pk+1], amb pk+1 =
npk

n� 2pk
.

Per tant, la successi�o que est�avem buscant acabem de veure que �es la

seg�uent: 8><
>:
p0 = 2 ;

pk =
npk�1

n� 2pk�1
; per a k � 0 :

Aturarem la iteraci�o quan pk sigui tal que, �xada n, pk � n=2, ja que

aleshores tindrem u 2 W 1
p per a tota p � 2. Cal veure, per tant, que �xada la

dimensi�o n, les pk formen una successi�o creixent i que no s'acumula. Llavors,

en un nombre �nit de passos, superarem n=2.

Sigui f(x) =
nx

n� 2x
amb x � 2. Es pot veure que mentre 2 < x < n=2,

f(x) >
n2

(n� 4)2
x. Per tant, mentre pk < n=2 tenim

pk >
n2

(n� 4)2
pk�1 ; per a tota k � 1 :

Aleshores,

pk >
�

n

n� 4

�2k
p0 :



2.2. El quocient de Rayleigh 59

Observem que
n2

(n� 4)2
> 1 �Es a dir, la successi�o (pk)k �es m�es gran que una

progressi�o geom�etrica amb ra�o m�es gran que 1. De tot aix�o es dedueix que

(pk)k �es estrictament creixent i no s'acumula mai. Amb aix�o dedu��m que

existeix alguna k0 < 1 tal que pk0 < n=2 per a la qual pk0+1 � n=2, �es a

dir, que s'assoleix n=2 en k0 + 1 passos. Amb aix�o s'acaba la demostraci�o ja

que, segons hem vist abans, per a aquest �ultim��ndex s'aconsegueix provar que

u 2 W 1
p , per a tota p � 2 tal i com es volia.

Amb la demostraci�o del teorema 2.2 obtenim una caracteritzaci�o de l'esta-

bilitat de l'equilibri u0 m�es \natural" que la donada al teorema 2.1. Aleshores,

l'estabilitat de l'equilibri u0 queda redu��da a comprovar el signe del numerador

del quocient que apareix a (2.13) i que denotarem per I(u).

Aix�� doncs, si I(u) �es negatiu per a tota u 2 W 1
2 , tenim u0 estable. En

canvi, si existeix alguna u 2 W 1
2 tal que I(u) sigui positiu, u0 �es inestable.

En aquells casos que nom�es es pugui provar que I(u) � 0 per a tota u 2 W 1
2 ,

caldr�a quelcom m�es per tal de determinar l'estabilitat de u0.
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Cap��tol 3

Sobre la no exist�encia

d'equilibris estables no

constants

En aquesta secci�o anem a tornar al problema d'evoluci�o de difusi�o

8>><
>>:

ut = �u ; a 
 ;

u� = f(u) ; a @
 ;

u(x; 0) = u0(x) ;

(3.1)

per a un domini 
 � R
n acotat amb vora @
 regular, f : R ! R una funci�o

regular (ja determinarem m�es endavant de quina regularitat parlem) i f(u) =

f(u(x; t)) per a tota x 2 @
 i t 2 R amb u : 
� R ! R. Noti's que respecte

dels cap��tols anteriors anem a prendre g = 0.

De fet, nosaltres anem a buscar solucions del problema d'equilibri associat

a (3.1), �es a dir, 8<
: �u = 0 ; a 
 ;

u� = f(u) ; a @
 :
(3.2)

Aquest problema t�e algunes solucions trivials: les solucions constants corre-

sponents als zeros de la funci�o f . En aquesta secci�o volem donar condicions,

tant sobre el domini 
, com sobre la no linealitat de la condici�o de contorn f ,

de manera que els �unics equilibris estables (vegi's cap��tol 2) del problema (3.1)

61
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siguin solucions constants. �Es a dir, sota determinades suposicions sobre f i 
,

veurem que el problema (3.2) nom�es podr�a tenir solucions estables constants

que, com �es clar, seran alguns dels zeros de f ,

En el cas de les equacions de reacci�o-difusi�o amb condicions de contorn de

Neumann homog�enies

8>><
>>:

ut = �u+ f(u) ; a 
 ;

u� = 0 ; a @
 ;

u(x; 0) = u0(x) ;

(3.3)

es coneixen alguns resultats sobre la no exist�encia d'equilibris estables no con-

stants per a determinats tipus de dominis 
 i de funcions f (vegi's [11], [25],

[27]). Per exemple, R.G. Casten i C.J. Holland, a [11], i H. Matano, a [27],

proven en el cas de dominis convexos que tota soluci�o d'equilibri no constant del

problema (3.3) �es inestable, �es a dir, nom�es solucions d'equilibri constants po-

den �esser equilibris estables. Tamb�e a [11], R.G. Casten i C.J. Holland proven

el mateix resultat en el cas que f sigui una funci�o amb f 00 > 0 o f 00 < 0.

Donarem en aquesta part del treball alguns resultats, semblants als coneguts

per al problema (3.3), per al problema (3.1).

En la primera secci�o anem a donar una acotaci�o \a priori" de la soluci�o sota

algunes hip�otesis sobre el signe de la funci�o f . En la secci�o seg�uent veurem

que si f �es una funci�o de Lipschitz amb constant de Lipschitz prou petita,

aleshores els �unics equilibris (estables i inestables) per a (3.1) s�on les solucions

constants. Per altra banda, tamb�e veurem que nom�es les solucions d'equilibri

constants poden �esser estables per a (3.1) si f �es una funci�o c�oncava o convexa.

Finalment, a la tercera i �ultima secci�o, veurem que aquest mateix resultat pot

provar-se per a una f arbitr�aria si 
 �es una bola a Rn , n � 2.

3.1 Una acotaci�o a priori.

En aquesta secci�o anem a veure que tota soluci�o de (3.2) est�a acotada per sota

i per sobre si suposem que per a la funci�o f existeixen a i b, amb a � b, tals que
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f(u) > 0 si u < a i f(u) < 0 si u > b. Notem que el que estem demanant-li

a f �es que tingui una forma que resulta molt freq�uent en els problemes de

reacci�o-difusi�o.

L'acotaci�o de la soluci�o de la qual parl�avem fa un moment la recollim en

el seg�uent lema:

Lema 3.1 (Acotaci�o a priori) Sigui f una funci�o tal que existeixen a i b amb

a � b tals que f(u) > 0 si u < a i f(u) < 0 si u > b. Aleshores, tota soluci�o u

del problema (3:2) satisf�a a � u(x) � b, per a qualsevol x 2 
.

Abans de provar aquest resultat anem a recordar l'anomenat principi del

m�axim de Hopf (vegi's [31], p�ag. 65).

Teorema 3.1 Suposem que u satisf�a la desigualtat

L[u] =
nX

i;j=1

aij
@2u

@xi@xj
+

nX
i=1

bi
@u

@xi
� 0

en un domini D en el qual L �es uniformement el�l��ptic. Suposem que u �M a

D i que u =M en un punt de la vora P . Suposem que P est�a a la vora d'una

bola continguda a D. Si u �es cont��nua a D [ P i existeix la derivada normal

exterior
@u

@�
a P , aleshores

@u

@�
> 0 a P

a menys que u � M .

Demostraci�o del lema 3.1. La soluci�o u del problema (3.2) �es una

funci�o harm�onica a 
. Pel principi del m�axim per a funcions harm�oniques

sabem que u assoleix el seu m�axim, que denotarem per M , i el seu m��nim,

que denotarem per m, a la vora del domini. Siguin P;Q 2 @
 dos punts de la

frontera on s'assoleixenM im respectivament, �es a dir, u(P ) =M i u(Q) = m.

Estem sota les hip�otesis necess�aries per tal d'aplicar el principi del m�axim

de Hopf que acabem d'enunciar, amb la qual cosa dedu��m que u�(P ) � 0 i

u�(Q) � 0 o, equivalentment, f(u(P )) � 0 i f(u(Q)) � 0.
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Per hip�otesi, aix�o implica que u(P ) 2 (�1; b] i u(Q) 2 [a;1). Ara b�e,

u(Q) � u(P ), cosa que for�ca que u(P ) � a i u(Q) � b. Per tant, com

u(Q) � u(x) � u(P ), per a tota x 2 
 i a � b dedu��m que a � u(x) � b, per

a tota x 2 
.

3.2 Condicions sobre f .

Anem a veure algunes condicions sobre la funci�o f que fan que no existeixin

equilibris estables no constants per a (3.1).

Suposarem per comen�car que f �es una funci�o de Lipschitz. En primer lloc

anem a suposar que f �es una funci�o de Lipschitz a [a; b]. Les constants a i b

s�on les mateixes constants de la secci�o anterior, si les condicions sobre f s�on

les del lema 3.1. Suposem que la constant de Lipschitz de f a [a; b] �es prou

petita. Aleshores, els �unics equilibris s�on les solucions constants. Veurem que

podem provar el mateix resultat si f �es una funci�o globalment Lipschitz a R

amb constant de Lipschitz a R, com abans, prou petita. En el seg�uent teorema

recollim el que acabem de dir.

Teorema 3.2 Sigui f una funci�o que compleix una de les dues hip�otesis se-

g�uents:

(i) f �es globalment Lipschitz a R i Lip (f) = ".

(ii) Existeixen a i b amb a � b tals que f(u) > 0 si u < a i f(u) < 0 si

u > b, i f �es de Lipschitz a [a; b] amb Lip (f) = " (a [a; b]).

Existeix "0 > 0, que dep�en �unicament del domini 
 tal que si " � "0,

aleshores tota soluci�o d'equilibri de (3.1) �es constant.

Observem que no nom�es els equilibris estables han d'�esser solucions con-

stants, sin�o que tamb�e els inestables ho seran, �es a dir, tota soluci�o de (3.2) ha

d'�esser constant.
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Abans de demostrar el teorema anem a enunciar i provar un lema previ,

necessari per a la prova d'aquell.

Lema 3.2 Si w 2 W 1
2 i

Z
@

! d` = 0, aleshores

Z
@

!2 d` �

1

�2

Z


jr!j2 dx ;

on �2 �es el segon valor propi del problema de Steklo�

8><
>:

�	 = 0 ; a 
 ;
@	

@�
= �	 ; a @
 :

(3.4)

Demostraci�o. Siguin �i, i = 1; 2; : : : els valors propis del problema de

Steklo� (3.4). Sabem que 0 = �1 < �2 � �3 � : : : i que el segon valor propi es

troba mitjan�cant el quocient

�2 = minR
@


! d`=0

Z


jr!j2 dxZ
@

!2 d`

(vegi's [22]). Per tant, dedu��m que �2

Z
@

!2 d` �

Z


jr!j2 dx si

Z
@

! d` = 0

tal i com vol��em.

Demostraci�o del Teorema 3.2. Donada u, sigui u =
1

j@
j

Z
@

u d`.

Considerem v = u� u. Observem que v = 0.

Si considerem el problema (3.2) es veu que per a aquesta v satisf�a:

8><
>:

�v = 0 ; a 
 ;
@v

@�
= f(u) ; a @
 :

(3.5)

Si multipliquem ara la primera igualtat de (3.5) per v, integrem a 
 i usem la

f�ormula de Green obtenim

Z


jrvj2 dx =

Z
@

f(u)v d` :



66 3. No exist�encia d'equilibris estables no constants

Ja que suposem que Lip (f) = " a R en el primer cas i que Lip (f) = " a [a; b]

i hem vist al lema 3.1 que a � u � b a 
 en el segon i com v = 0, tenimZ


jrvj2 dx � "

Z
@

uv d`

Una altra vegada, usant que v = 0, si substitu��m u per v+u en aquesta darrera

desigualtat obtenim Z


jrvj2 dx � "

Z
@

v2 d` :

I novament, del fet que v = 0, el lema 3.2 ens serveix per acotar l'�ultima

desigualtat de la manera seg�uentZ


jrvj2 dx �

"

�2

Z


jrvj2 d` :

D'aqu��, si suposem que u �es no constant, v �es tamb�e no constant i, per tant,
"

�2
� 1, �es a dir, " � �2. Llavors, si " �es prou petit arribem a contradicci�o,

ja que �2 nom�es dep�en de 
 i �2 > 0. Per tant, en aquest cas, �unicament les

solucions constants poden ser solucions d'equilibri, tant les estables com les

inestables.

Anem a veure ara que, com en el cas del problema (3.3) ([11], teorema 3),

es pot provar un resultat similar per als equilibris estables de (3.1) en el cas

que f sigui una funci�o c�oncava o convexa.

Teorema 3.3 Sigui u una soluci�o de (3.2) que pren valors a un cert interval

J. Si f �es una funci�o c�oncava o convexa per a tota x 2 J i u �es una soluci�o

d'equilibri estable, aleshores u �es constant.

Per tal de demostrar aquest resultat recordem que a la secci�o 2.1 del cap��tol

2 v�arem donar un principi d'estabilitat i inestabilitat en el teorema 2.1 que

determinava el car�acter estable o inestable d'un equilibri en termes del signe

del valor propi m�axim de l'operador lineal que resultava de la linealitzaci�o del

problema. Ara b�e, v�arem veure que aquest es podia determinar, de manera m�es

natural, del que anomen�avem quocient de Rayleigh (teorema 2.2). En aquesta

demostraci�o veurem que, si se suposa u una soluci�o no constant, aleshores som
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capa�cos de trobar alguna funci�o de W 1
2 per a la qual el quocient de Rayleigh

�es positiu, cosa que prova que no pot �esser estable, o, equivalentment, que u

�es inestable.

Observaci�o 3.1 Donat 
 � R
n un domini qualsevol, observem que si u0 �es

una soluci�o de (3.2) tal que satisf�aZ
@

f 0(u0(x)) dx > 0 ;

aleshores, u0 �es inestable.

Per a veure-ho, nom�es cal prendre en el quocient de Rayleigh (2.13) donat

en el cap��tol anterior la funci�o u � 1, per a la qual s'obt�e que el numerador

I(u) =
Z


�(ru)2 dx +

Z
@

f 0(u0)u

2 d` > 0 ; (3.6)

�es a dir, u0 �es inestable.

Demostraci�o Del Teorema 3.3. Suposem que u �es una soluci�o d'equi-

libri no constant de (3.1), �es a dir, �es una soluci�o de (3.2) no constant. Volem

veure que u �es inestable.

Suposem que f �es convexa per a tota x 2 [a; b]. Denotem per I(v) el

numerador del quocient de Rayleigh obtingut al teorema 2.2, que en el nostre

cas �es

I(v) =
Z


�jrvj2 dx+

Z
@

f 0(u)v2 d` :

Sigui m = min
x2


u(x) i considerem I(u�m). Pel principi del m�axim de Hopf

(teorema 3.1, en aquest mateix cap��tol) sabem que m = u(P ) per a alguna

P 2 @
 i u�(P ) < 0, �es a dir, f(m) < 0. Aleshores

I(u�m) =
Z
@

f 0(u)(u�m)2 d`�

Z


jruj2 dx

=
Z
@


�
f 0(u)(u�m)2 � f(u)u

�
d` :

Donat que u satisf�a (3.2), es segueix que
Z
@

f(u) = 0. Llavors

I(u�m) =
Z
@


(f 0(u)(m� u) + f(u)) (m� u) d` :
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Com, per hip�otesi, estem suposant que f �es convexa sabem que la recta f(u)+

f 0(u)(m� u) est�a per sota de f(m), �es a dir,

f(u) + f 0(u)(m� u) � f(m) < 0 :

Sabem que m�u � 0. De fet, m�u(x) < 0 en un conjunt de valors x 2 @


de mesura positiva, ja que en cas contrari u seria una soluci�o constant.

Per tant, la convexitat de la funci�o juntament amb aquest darrer fet, d�ona

que I(u�m) > 0, cosa que prova que u �es inestable.

Per al cas que f sigui c�oncava es pot fer el mateix per�o considerant I(u�M),

amb M = max
x2


u(x).

3.3 Condicions sobre el domini.

Anem a veure en aquesta secci�o com la geometria del domini pot inuir en

la no exist�encia d'equilibris estables no constants. En el cas del problema

de reacci�o-difusi�o (3.3) amb condici�o de contorn homeg�enia �es conegut que

totes les solucions d'equilibri estables per a dominis convexos s�on solucions

constants. Es pot veure [11] i [27]. En particular R.G. Casten i C.J. Holland

a [11] proven el seg�uent resultat

Teorema 3.4 Sigui 
 un domini convex de Rn i u una soluci�o d'equilibri de

(3.3) no constant de classe C3(
). Aleshores, u �es inestable.

Per tal de provar aquest resultat els autors troben una funci�o ! tal que

I(!) > 0, on I(!) �es el numerador del quocient de Rayleigh que s'obt�e per al

problema (3.3). En la cerca d'aquesta funci�o juga un paper molt important

que la condici�o de contorn sigui homog�enia. El que fan �es un canvi de sistema

de coordenades capa�c d'apro�tar la convexitat de @
.

Cal esmentar que H. Matano prov�a, de manera independent, a [27], el

mateix resultat usant arguments an�alegs a aquells de R.G. Casten i C.J. Hol-

land.



3.3. Condicions sobre el domini 69

En el cas de condicions de contorn no lineals, la cosa no resulta tan senzilla

i arguments semblants als usats per al cas homogeni no ens condueixen en lloc.

El resultat podria ser igualment cert per a problemes de difusi�o amb condi-

cions de contorn no lineals com el que estem estudiant. Ara b�e, els intents

realitzats en aquesta direcci�o no han estat pro�tosos. No obstant aix�o, el que

s�� hem obtingut �es un resultat an�aleg en el cas que f sigui una funci�o arbitr�aria

i 
 sigui una bola a Rn , n � 2.

Teorema 3.5 Sigui 
 la bola de radi R a R
n , n � 2. Aleshores les �uniques

solucions d'equilibri estables per al problema (3.1) s�on les constants.

Observaci�o 3.2 El cas n = 1 �es molt diferent. Quan 
 �es un interval, tal i

com veiem en l'ap�endix A, �es possible tenir equilibris estables no constants.

De fet, el cas u-dimensional est�a m�es proper als casos de dimensions m�es grans

amb dominis connexos amb vora disconnexa, que tractarem m�es endavant en

el cap��tol 4.

Per a la demostraci�o del teorema 3.5 es necessita un resultat auxiliar ref-

erent a la simplicitat del valor propi zero de l'operador B = DF (u0)� A, en

el cas que el zero sigui el primer valor propi i on u0 �es una soluci�o d'equilibri

per a (3.1). Recollim aquest resultat en la proposici�o seg�uent, basada en el

teorema de Krein Rutman.

Proposici�o 3.1 Suposem que � = 0 �es el primer valor propi de l'operador B

amb funci�o pr�opia associada u. Aleshores, � �es un valor propi algebraicament

i geom�etricament simple i u(x) > 0, per a tota x 2 
.

La demostraci�o d'aquesta proposici�o ser�a una aplicaci�o del teorema de

Krein-Rutman (vegi's [13]), que recordarem seguidament, despr�es de donar

un parell de de�nicions.

De�nici�o 3.1 Diem que un conjunt tancat K en un espai de Banach X �es un

con a X si satisf�a les tres propietats seg�uents:
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(i) 0 2 K,

(ii) Si u; v 2 K, aleshores �u+ �v 2 K, per a qualssevol �; � 2 R,

(iii) Si v 2 K i �v 2 K, aleshores v = 0.

Un con K � X s'anomena reproductor si X = K �K.

De�nici�o 3.2 Sigui B 2 L(X) i K un con a X, amb X un espai de Banach.

Es diu que B �es un operador fortament positiu si per a tota v 2 K, v 6= 0, es

t�e Bv 2
Æ

K.

Teorema 3.6 (Teorema de Krein-Rutman).

Sigui K un con reproductor, amb interior
Æ

K 6= ;, i sigui B un operador

compacte fortament positiu sobre K.

Aleshores, el radi espectral de B, �(B), �es un valor propi (algebraicament

i geom�etricament) simple de B i els seus respectius vectors propis associats

pertanyen a
Æ

K.

A m�es, tots els altres valors propis s�on estrictament menors en valor absolut

que �(B).

Demostraci�o de la Proposici�o 3.1. Cosiderem l'operador

T :W 1�1=p
p (@
) �! W 1�1=p

p (@
) ;

de�nit per T' = v on v �es la soluci�o del problema

8<
: �v = 0 ; a 
 ;

v� + (K � f 0(u0))v = ' ; a @
 ;
(3.7)

amb K una constant tal que K � f 0(u0(x)) > 0 per a tota x 2 @
. Aqu�� v

denota la tra�ca de la funci�o v sobre @
.
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Sigui

C = f' 2 W 1�1=p
p (@
) tal que '(x) � 0 per a tota x 2 @
g :

�Es f�acil veure que C �es un con reproductor, �es a dir, que C �es un con tal

que W 1�1=p
p (@
) = C � C amb interior no buit, ja que, com p > n, �es cert

l'encabimentW 1�1=p
p (@
) � C�(@
) per a 0 � � � 1�n=p. Igualment, �es f�acil

veure que T �es un operador lineal. A m�es, pel principi del m�axim i, donat que

K � f 0(u0) > 0, podem veure que T �es un operador fortament positiu.

Anem a veure que T �es un operador compacte. Sigui E � W 1�1=p
p (@
) un

subconjunt acotat i sigui ' 2 E. Considerem per a aquesta ' la imatge per T ,

�es a dir, T' = v. De la densitat de l'encabiment C1+�(@
) � W 1�1=p
p (@
),

amb 0 < � < 1 � n=p com abans, podem considerar una successi�o de fun-

cions ('n)n, 'n 2 C1+�(@
) amb l��mit ' a W 1�1=p
p (@
). Ara, per a cada n

considerem 8<
: �vn = 0 ; a 
 ;

(vn)� + (K � f 0(u0))vn = 'n ; a @
 :
(3.8)

Un resultat de [6] a�rma que la soluci�o vn existeix i vn 2 C2+�(
). A

m�es, pel teorema 15.2 de [2] i utilitzant arguments an�alegs a aquells usats

en la demostraci�o del lema 2.3, es pot assegurar que (vn)n �es una successi�o

de Cauchy a W 2
p amb l��mit v, essent v una soluci�o de (3.7) i, novament els

mateixos arguments i resultats de [2], ens donen

k v kW 2
p
� C k ' k

W
1�1=p
p (@
)

� C 0 ;

C 0 constant, ja que v 2 C�(@
) i ' 2 E. Aix�� doncs, T (E) � W 2�1=p
p (@
) �es

acotat. Per acabar, la compacitat de l'encabiment W 2�1=p
p (@
) � W 1�1=p

p (@
)

implica que T (E) �es relativament compacte a W 1�1=p
p (@
). Per tant, T �es un

operador compacte.

Estem ara en condicions d'aplicar el teorema de Krein-Rutman a l'operador

T , que diu que el radi espectral de T , �(T ), �es un valor propi algebraicament

i geom�etricament simple.

Considerem ara els dos problemes de valor propi seg�uents8<
: �u = �u ; a 
 ;

u� = f 0(u0)u ; a @
 ;
(3.9)
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i 8<
: �w = 0 ; a 
 ;

w� + (K � f 0(u0))w = �w ; a @
 :
(3.10)

Per al problema (3.9) sabem que els valors propis s�on tots reals i com per

hip�otesi estem suposant que el primer valor propi de B �es el zero, aquests

satisfan 0 = �1 � �2 � �3 � : : :. Denotarem per u1; u2; u3; : : : les seves

funcions pr�opies. Observem que per a (3.10), � = K �es un valor propi amb

funci�o pr�opia associada u1. Es pot veure que �n =
1

�n
s�on valors propis de T .

Aleshores, � =
1

K
�es un valor propi de T amb funci�o pr�opia associada u1.

Si integrem (T')' sobre @
, usant (3.7) s'obt�e

Z
@

(T')'d` =

Z
@

v(v� + (K � f 0(u0))v) d` =

=
Z
@

vv� d`+

Z
@

(K � f 0(u0))v

2 d` =

=
Z


(rv)2 dx+

Z
@

(K � f 0(u0))v

2 d` � 0 :

Igualment, del problema (3.9) obtenim

Z


�u � u dx =

Z


�(ru)2 dx+

Z
@

f 0(u0)u

2 dx � 0

per a tota u, ja que �i � 0 per a tota i � 1. De les dues darreres desigualtats

es dedueix Z
@

(T')'d` � K

Z
@

v2 d` = K

Z
@

(T')2 d` j

per a tota '.

Considerem ara �i i 'i, valors propis i funcions pr�opies, respectivament, de

T , �es a dir, T'i = �i'i. Aleshores,Z
@

�i'

2
i d` � K

Z
@

�2i'

2
i d` :

Si suposem que �i 6= 0, obtenim �i � K�2i , o equivalentment, �i � 1=K per a

tota i � 1.

Per tant, � = 1=K �es el valor propi de T m�es gran, �es a dir, �(T ) = 1=K.

D'aqu�� que � = 1=K �es un valor propi algebraicament i geom�etricament simple.
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Igualment, � = K ser�a el valor propi m�es petit per a (3.10) i ser�a tamb�e un

valor propi simple, aix�� com � = 0 per a (3.9).

Ara b�e, (3.9) �es el problema lineal de valor propi associat a la linealitzaci�o

del nostre problema, com v�arem veure a la secci�o 2.1. Aix�� doncs, si � = 0 2

�(B) hem vist que � = 0 �es un valor propi geom�etricament simple de B. Cal

veure, per�o, que �es algebraicament simple. Per a aix�o suposem que no ho �es, �es

a dir, que existeixen u; v 2 W 1
p , u; v 6= 0 i u 6= v, tals que (DF (u0)� A)u = 0

i (DF (u0)� A)v = u. De l'�ultima igualtat s'obt�eZ


�rvru dx+

Z
@

f 0(u0) v u d` =

Z


u2 dx :

Ara b�e, usant ara la f�ormula de Green i sabent que (DF (u0)�A)u = 0, dedu��m

que u = 0, �es a dir, arribem a contradicci�o. Per tant, � = 0 ha d'�esser un valor

propi algebraicament simple.

Finalment, per tal de veure que u(x) > 0 per a tota x 2 
 usem el principi

del m�axim i novament el teorema de Krein-Rutman, que ens diu que la funci�o

pr�opia u 2
Æ

C, �es a dir, u(x) > 0 per a tota x 2 @
. Com, per hip�otesi,

K � f 0(u0) > 0 el principi del m�axim ens porta a concloure que u(x) > 0 per

a tota x 2 
. Per tant, la funci�o pr�opia associada a � = 0 �es positiva a 
.

Demostraci�o del Teorema 3.5. Si 
 �es la bola de radi R a Rn , n � 2,

la derivada normal exterior �es, de fet, la derivada radial exterior i (3.2) pot

escriure's 8<
: �u = 0 ; a 
 ;

ur = f(u) ; si r = R :
(3.11)

Anem a veure primer el teorema en el cas que n = 2 i despr�es per al cas

general n � 3. Sigui u un punt d'equilibri no constant, �es a dir, una soluci�o

de (3.11) no constant.

Cas n = 2. Suposem primer que u dep�en �unicament de r, �es a dir, que

u = u(r). Aleshores, com �u = 0, sabem que u = a ln r + b. Si imposem

que u estigui acotada quan r = 0, nom�es les solucions constants poden �esser

solucions de (3.11). De la condici�o de contorn veiem que les �uniques constants

possibles s�on els zeros de la funci�o f .
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Suposem ara que u = u(r; �) �es soluci�o de (3:11) i suposem que u� 6= 0.

Pot provar-se que u(r; � + ") �es igualment soluci�o. Aleshores, dedu��m que u�

�es soluci�o del problema

8<
: �v = 0 ; a 
 ;

vr = f 0(u)v ; si r = R ;
(3.12)

�es a dir, u� �es una funci�o pr�opia de valor propi 0 per al problema

8<
: �v = �v ; a 
 ;

vr = f 0(u)v ; si r = R :
(3.13)

Aleshores, � = 0 �es valor propi de l'operador B. Tal com s'ha vist en la

proposici�o 3.1, si � = 0 �es el primer valor propi �es simple i amb funci�o pr�opia u�

positiva. Ara b�e, u� > 0 contradiu la periodicitat de u respecte de la variable

�. Per tant, � = 0 no pot �esser el primer valor propi de B, cosa que implica

que existeix algun valor propi positiu, �es a dir, que u �es inestable.

Cas n � 3. Considerem en primer lloc com f�eiem abans que la soluci�o u

dep�en �unicament de r, la laplaciana en polars con�rma que nom�es s�on possibles

solucions constants. Sigui u una soluci�o de (3.11) no constant que no dep�en

�unicament de r. �Es segur que en aquest cas existiran com a m��nim dos punts P1

i P2, amb la mateixa coordenada r, per�o tals que u(P1) 6= u(P2). Considerem

ara el pla descrit per P1, P2 i el centre de la bola. Fixat aquest pla, considerem

coordenades polars sobre ell i les completem per tal que formin un sistema

de coordenades ortogonals (per exemple, amb n � 2 coordenades cartesianes

ortogonals al pla �xat). Amb aquesta elecci�o de coordenades tenim u� 6= 0

i, usant el mateix argument que en el cas n = 2, provem que tota soluci�o

d'equilibri no constant �es inestable.



Cap��tol 4

Sobre l'exist�encia d'equilibris

estables no constants en dominis

amb vora disconnexa

En els propers dos cap��tols anem a veure, b�asicament, dues fam��lies d'exemples

d'exist�encia de solucions d'equilibri estables no constants per al problema (3.1),

afegint un par�ametre a la condici�o de contorn. La posici�o d'aquest par�ametre

en la condici�o de contorn canvia en cada exemple i �es en funci�o de la seva

grand�aria que provem l'exist�encia. L'estudi de l'exist�encia d'equilibris estables

no constants, per a n � 2, �es un fenomen molt important que s'ha anomenat

sovint morfog�enesi o formaci�o de patrons. Separarem l'estudi d'aquests dos

casos ja que, tot i que el resultat que s'obt�e �es el mateix, les eines emprades

en cada un d'ells s�on molt diferents.

En aquest primer cap��tol anem a veure que existeixen funcions f tals que,

si el domini, que denotarem per 
, �es un domini connex amb vora no connexa,

�es possible veure l'exist�encia d'equilibris estables no constants.

En aquest cas, de dominis amb forats, usarem m�etodes mon�otons, �es a

dir, trobarem algunes subsolucions i algunes supersolucions que ens permetin

provar l'exist�encia d'un equilibri entre aquelles, que resultar�a, m�es endavant,

estable i no constant.

75
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En la primera secci�o d'aquest cap��tol introduirem el problema tot descrivint

amb detall el domini i la funci�o. Despr�es, en una segona secci�o, donarem

algunes de�nicions i alguns resultats coneguts necessaris per tal de, a la tercera

i �ultima secci�o d'aquest cap��tol, exposar els resultats que hem obtingut per a

dominis amb vora disconnexa. Tamb�e donarem, �es clar, les demostracions

d'aquests resultats.

4.1 Plantejament del problema

El problema que anem a estudiar aquest cap��tol �es el seg�uent

8>><
>>:

ut = �u ; a 
 ;

"u� = f(u) ; a @
 ;

u(0; x) = u0(x) ;

(4.1)

amb " > 0 un par�ametre que triarem segons ens convingui m�es endavant.

Suposem que 
 � R
n , n � 2, �es un domini acotat, connex, tal que la seva

vora @
 �es regular i no connexa, per�o amb un nombre �nit de components

connexes que denotarem per �1;�2; : : : ;�N , amb N � 2.

Suposem que f 2 C1+�(R), 0 < � < 1. Siguin �i, per a 1 � i � M , els

zeros de la funci�o f tals que f 0(�i) < 0 per a tota i. Suposem que com a m��nim

n'hi ha dos, �es a dir, M � 2. B�asicament, el que anem a provar �es l'exist�encia

d'alguna soluci�o estable no constant del problema estacionari

8<
: �u = 0 ; a 
 ;

"u� = f(u) ; a @
 ;
(4.2)

si " �es prou petita, molt propera a la soluci�o de �u = 0 a 
 amb valors

constants a cada �j, j = 1; : : : ; N , iguals a alguna �i, suposant que com a

m��nim en dues components de la frontera hi ha dues constants diferents.

Observem que quan la frontera del domini que considerem �es disconnexa,

tal i com passa en el cas u-dimensional quan 
 �es un interval, el resultat que

acabem d'avan�car �es molt semblant al que s'obt�e en el cas n = 1. Com ja s'ha
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dit en algun moment anterior, l'ap�endix A recull els resultats que s'obtenen

per al cas de l'interval.

Tal com hem dit a la introducci�o del cap��tol, usarem m�etodes mon�otons,

�es a dir, anem a utilitzar la teoria desenvolupada en torn dels conceptes de

subsoluci�o i supersoluci�o, que permeten provar l'exist�encia d'equilibris esta-

bles. En el nostre cas, la forma de la subsoluci�o i la supersoluci�o trobades ens

portar�a a provar que l'equilibri estable que ens proporciona aquest m�etode �es

no constant.

Abans de passar a donar els resultats que s'obtenen, anem a veure en

la secci�o seg�uent algunes de�nicions i resultats previs que necessitarem m�es

endavant.

4.2 Sub i supersolucions: de�nicions i resul-

tats previs

Els conceptes de subsoluci�o i supersoluci�o van �esser introduits per H.B. Keller,

en [24], i H. Amann, en [6], per tal d'estudiar problemes el�l��ptics amb difusi�o

no lineal, el primer, i l'exist�encia de solucions positives per a problemes de

valor a la frontera el�l��ptics no lineals, el segon. Poc despr�es, D.H. Sattinger

usar�a a [32] les mateixes t�ecniques dels treballs de H.B. Keller i H. Amann per

tal de provar l'exist�encia i l'estabilitat de solucions de problemes de valor a la

frontera parab�olics i el�l��ptics usant m�etodes mon�otons. Cal remarcar que tota

soluci�o trobada per aquest m�etode �es \a priori" estable.

Primerament, anem a veure com es de�neixen subsoluci�o i supersoluci�o per

al problema (4.2).

De�nici�o 4.1 u0 �es una supersoluci�o de (4.2) si satisf�a

8<
: �u0 � 0 ; a 
 ;

"(u0)� � f(u0) � 0 ; a @
 ;
(4.3)
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i v0 �es una subsoluci�o de (4.2) si satisf�a8<
: �v0 � 0 ; a 
 ;

"(v0)� � f(v0) � 0 ; a @
 :
(4.4)

Observi's que les supersolucions s�on funcions superharm�oniques i les sub-

solucions s�on subharm�oniques. Si prescind��ssim de les condidions de contorn

i �x�essim un valor a la vora, la subsoluci�o estaria per sota de la soluci�o del

problema de Dirichlet amb aquest valor frontera i la supersoluci�o estaria per

sobre. Ara b�e, amb les condicions de contorn que apareixen a (4.3) i a (4.4) no

t�e per qu�e existir aquesta ordenaci�o. El cas, per�o, on s�� es poden trobar una

subsoluci�o v0 i una supersoluci�o u0 tals que v0 � u0 �es especialment interessant

i �es el que anem a considerar tot seguit.

En el seg�uent resultat es veu sota quines condicions de regularitat, donades

una subsoluci�o i una supersoluci�o, existeix una soluci�o entre ambdues. El

teorema que ara enunciem fou provat primer per H. Amann a [6] i m�es tard,

D.H. Sattinger va donar, a [32], una demostraci�o per completitud.

Teorema 4.1 Siguin u0 una supersoluci�o i v0 una subsoluci�o del problema

(4.2) tals que u0 � v0 i suposem que f 2 C1+�
��
min
@


v0;max
@


u0

��
. Aleshores,

existeix una soluci�o ! del problema (4.2) que satisf�a v0(x) � w(x) � u0(x),

per a tota x 2 
.

A m�es, pot veure's, directament de la demostraci�o d'aquest teorema, que

existeixen solucions ~u i ~v, que es poden construir a partir de u0 i de v0, que

s�on solucions maximal i minimal a v0 � u � u0, respectivament, en el sentit

que si ! �es una soluci�o de (4.2) tal que v0 � ! � u0, aleshores ~v � u � ~u.

4.3 Exist�encia d'equilibris estables no constants

en dominis amb vora no connexa

El que pretenem en aquesta secci�o, per tal de provar que per al problema

(4.1) existeix alguna soluci�o d'equilibri estable i no constant, �es trobar una
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subsoluci�o i una supersoluci�o per al problema estacionari (4.2). Si f�ossim

capa�cos de trobar-les, aplicant el teorema 4.1, podr��em a�rmar que existeix

una soluci�o de (4.2) entre la subsoluci�o i la supersoluci�o. Finalment veurem,

usant la caracteritzaci�o de l'estabilitat dels equilibris que ens d�ona el quocient

de Rayleigh associat a aquest problema, que la soluci�o aix�� trobada �es no nom�es

estable sin�o asimpt�oticament estable.

Proposici�o 4.1 Sigui u la soluci�o del problema

8<
: �u = 0 ; a 
 ;

uj�i = �j(i) ; 1 � i � N ;
(4.5)

on f(�j(i)) = 0 amb f 0(�j(i)) < 0, N � 2 i j(k) 6= j(l), per a alguna k i l.

Aleshores, existeixen "0 > 0 i una constant s > 0 tals que, si " � "0, llavors

u� s" �es una subsoluci�o i u+ s" �es una supersoluci�o de (4.2).

Observaci�o 4.1 La funci�o u existeix i �es no constant ja que �es soluci�o de

�u = 0 a 
 amb condicions de contorn de Dirichlet que pren valors constants

diferents al menys en dues de les N components de la frontera.

Demostraci�o. Siguin

m = max
x2@


ju�(x)j i M = max
x2UÆ

f 0(x) ;

on UÆ =
N[
i=1

[�j(i)�Æ; �j(i)+Æ] i Æ > 0 �es pren de manera queM < 0. Considerem,

en funci�o d'aquestes constants m, M i Æ, la seg�uent constant

"0 = �
M

m
Æ :

Sigui u = u+ Æ. Es comprova que u satisf�a el problema

8<
: �u = 0 ; a 
 ;

"u� � f(u) = "u� � f 0(�j(i) + �(x))Æ ; a �i ;
(4.6)
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per a tota i = 1; : : : ; N , ja que, com f 2 C1+� per hip�otesi, podem escriure

f(u+ Æ) = f(u) + f 0(u+ �(x))Æ = f 0(�j(i) + �(x))Æ

a la vora, on �(x) 2 [�Æ; Æ] i x 2 @
.

Aleshores, per a tota " � "0, sobre @
 es t�e

"u� � f(u) = "u� � f 0(�j(i) + �(x))Æ

� �"ju�j � f 0(�j(i) + �(x))Æ

� �"0m� f 0(�j(i) + �(x))Æ

= [M � f 0(�j(i) + �(x))]Æ � 0 :

Prenent ara s = �
m

M
hem vist que u+ s" �es una supersoluci�o de (4.2).

An�alogament, considerem ara u = u � Æ. Es comprova que u satisf�a el

problema 8<
: �u = 0 ; a 
 ;

"u� � f(u) = "u� + f 0(�j(i) + �(x))Æ ; a �i ;
(4.7)

per a tota i = 1; : : : ; N , ja que, com abans,

f(u� Æ) = f(u)� f 0(u+ �(x))Æ = �f 0(�j(i) + �(x))Æ

a la vora, on �(x) 2 [�Æ; Æ] i x 2 @
.

Aleshores, per a tota " � "0 sobre @
 es t�e

"u� � f(u) = "u� + f 0(�j(i) + �(x))Æ

� "ju� j+ f 0(�j(i) + �(x))Æ

� "0m+ f 0(�j(i) + �(x))Æ

= [�M + f 0(�j(i) + �(x))]Æ � 0 :

Igual que en el cas anterior, si es pren s = �
m

M
dedu��m que u� s" �es una

subsoluci�o de (4.2).

Ara, com una aplicaci�o immediata del teorema 4.1, obtenim el corol�lari

seg�uent.
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Corol�lari 4.1 Existeix una soluci�o v de (4.2) tal que u� s" � v � u+ s". A

m�es, v = v(") �! u quan "! 0 a C0(
).

Demostraci�o. L'exist�encia de v �es una aplicaci�o directa del teorema 4.1.

�Es obvi que v(") ! u quan " ! 0 a C0(
) per la forma que tenen la

subsoluci�o i la supersoluci�o.

Finalment, es pot veure que la soluci�o trobada �es una soluci�o d'equilibri

estable i �es no constant.

Teorema 4.2 La soluci�o v(") �es una soluci�o d'equilibri asimpt�oticament es-

table i no constant per al problema (4.1).

Demostraci�o. Sigui v = v(") la soluci�o d'equilibri de la qual parlem. El

problema lineal de valor propi associat a (4.1) �es

8<
: �u = �u ; a 
 ;

"u� = f 0(v)u ; a @
 :
(4.8)

El quocient de Rayleigh que en resulta en aquest cas �es

J(u) =

Z


�(ru)2 dx+

Z
@


1

"
f 0(v)u2 d`Z



u2 dx

:

Hem pres " prou petita de manera que el signe de f 0(v) �es el mateix que el

de f 0(u). Estem suposant que uj�i = �j(i) amb f 0(�j(i)) < 0 per a tota i.

Aleshores, J(u) < r per a tota u 2 W 1
p i per a alguna r < 0.

Per tant, v �es una soluci�o d'equilibri asimpt�oticament estable com a con-

seq�u�encia del teorema 2.2 anterior. A m�es, donat que u �es no constant, v("),

amb " < "0, �es tamb�e no constant.
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Cap��tol 5

Sobre l'exist�encia d'equilibris

estables no constants en dominis

amb vora connexa

Seguint amb les q�uestions del cap��tol 4, en aquest cinqu�e cap��tol anem a veure

que tamb�e existeixen solucions d'equilibri estables no constants si considerem

determinades condicions sobre f i dominis tipus \halter", �es a dir, dominis

resultants de la uni�o de dos dominis connexos disjunts a trav�es d'un \ petit

pont", anomenats en la literatura dominis de tipus \dumbbell". Cal esmentar

que les hip�otesis sobre f necess�aries en aquest cas s�on lleugerament diferents

a les que es necessitaren en el cap��tol anterior per als dominis amb vora dis-

connexa.

L'exist�encia d'equilibris estables no constants per al cas dels dominis halter

veurem que �es una extensi�o dels m�etodes d'un treball de H. Matano (vegi's

[27]) per a una equaci�o de reacci�o difusi�o en un domini D del mateix tipus i

condicions de contorn de Neumann homog�enies a la frontera @D.

83
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5.1 Plantejament del problema

El problema que d'ara endavant anem a considerar �es el seg�uent8>><
>>:

ut = �u ; a D ;

u� = k f(u) ; a @D ;

u(0; x) = u0(x) ;

(5.1)

on anomenem D � R
n un domini del tipus anterior i que precisarem m�es

endavant i on ara considerem el par�ametre a l'altre costat de la condici�o de

contorn i l'anomenem k, en lloc de " com en la secci�o anterior.

L'origen de l'estudi d'aquest problema en aquest tipus de domini es troba,

com hem assenyalat abans, en el treball de H. Matano (vegi's [27]), on es

considera el problema parab�olic no lineal8>><
>>:

ut = �u+ k f(u) ; a D ;

u� = 0 ; a @D ;

u(0; x) = u0(x) ;

(5.2)

en un domini acotat D � R
n . Aquest problema descriu l'evoluci�o en el temps

d'una concentraci�o u d'una subst�ancia en un contenidor isolat que es troba

sota els efectes d'una reacci�o no lineal, representada pel coe�cient k > 0 i la

funci�o f , i una difusi�o lineal homog�enia. Obviament, els zeros de la funci�o f

s�on solucions d'equilibri constants.

El resultat de H. Matano del qual parlem es refereix a l'estudi de l'exist�encia

d'equilibris estables no constants per a (5.2), per a n � 2 i que recollirem en

el teorema 5.1. Abans, per�o, considerem la seg�uent hip�otesi sobre la funci�o f :

Hip�otesi (H).- Diem que la funci�o f satisf�a la hip�otesi (H) si satisf�a les

tres propietats seg�uents:

(i) f(a) = f(0) = f(b) = 0 per a algunes a < 0 < b.

(ii) 0 < uf(u) � u2 si a < u < b i u 6= 0.

(iii) De�nint F (u) =
Z u

0
f(s) ds, suposem que F (b) � F (a). (Es tractaria de

manera an�aloga el cas F (a) � F (b)).
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Teorema 5.1 ([27], teorema 6.2 i corol�lari 6.3)

Sigui f : R �! R una funci�o regular que satisf�a la hip�otesi (H).

(i) Sigui D � R
n un domini acotat amb vora regular i n � 2. Siguin D1 i

D2 dos subdominis de D amb vora regular i �2(D1) i �2(D2) els segons

valors propis del problema de Neumann per a �� sobre D1 i D2.

El problema (5.2) t�e com a m��nim una soluci�o d'equilibri estable no con-

stant si el conjunt

n
v 2 C1(D) : a � v � b a D ;

Z
D1

v < 0 ;
Z
D2

v > 0 ;

J(v) < "0 � kF (b)jDj g

�es no buit, on

J(v) =
Z
D

�
1

2
jrvj2 � kF (v)

�
dx

i

"0 = F (b)minfjD1jminfk; �2(D1)g ; jD2jminfk; �2(D2)gg :

(ii) Per a qualsevol k > 0 i per a f una funci�o arbitr�aria satisfent (H),

existeix un domini D tal que (5.2) t�e algun equilibri estable no constant.

Observaci�o 5.1 De fet, pot veure's que (ii) �es una conseq�u�encia de (i) per

a un domini tipus halter constru��t de la seg�uent forma: Siguin D1 i D2 dos

dominis acotats regulars amb clausures disjuntes i tals que �2(Di) � k, i = 1; 2.

Aleshores el domini D es pot prendre com la uni�o de D1 i D2 per un \petit

pont" regular que nom�es ha de satisfer que tingui volum n-dimensional prou

petit.

Hem de fer notar que la forma que li donem aqu�� a aquest resultat de H.

Matano no �es la que l'autor d�ona a [27]. Tamb�e, cal dir que la descripci�o del

domini, si b�e donem el mateix tipus de recinte que va trobar Matano, tampoc

t�e exactament la mateixa forma que la donada per ell en el seu article. La

causa d'aix�o �es que hem volgut donar a aquests resultats la forma m�es semblant
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possible, sense modi�car els continguts, a la que usarem per al nostre problema.

D'aquesta manera ser�a m�es senzill fer comparacions entre els dos problemes.

D'altra banda tamb�e resultar�a m�es clar, creiem, per al lector, adonar-se de les

semblances i les difer�encies existents entre ambd�os.

Anem a veure que �es possible seguir un cam�� similar per tal de construir

exemples d'exist�encia de solucions d'equilibri estables no constants per al prob-

lema (5.1). El problema (5.1) presenta algunes semblances, com d�eiem fa un

moment, amb (5.2) com, per exemple, el fet que els zeros de la funci�o f s�on

solucions d'equilibri constants i el fet que (5.1) pot considerar-se un problema

d'evoluci�o en el temps de la concentraci�o d'una subst�ancia u sota els efectes

d'una difusi�o lineal a l'interior d'un contenidor i una reacci�o no lineal que es

produeix �unicament a la vora (com, per exemple, degut a la pres�encia d'un

catalitzador).

Observem que, si D �es un domini no connex, es poden construir, de manera

trivial, solucions d'equilibri estables no constants assignant diferents valors

constants �i a cada component connexa, de manera que aquestes �i siguin zeros

de f amb derivada estrictament negativa i sempre i quan n'hi hagi com a m��nim

dues de diferents i s'assigni dos valors distints, com a m��nim, a dues components

diferents. L'estabilitat d'aquestes solucions es pot determinar usant el principi

d'estabilitat lineal que hem donat al cap��tol 2, secci�o 2.1.

Ara b�e, el que anem a estudiar en aquest moment, de manera similar al

teorema de Matano, �es el cas m�es dif��cil d'un domini \gaireb�e disconnex",

constru��t com la uni�o de dos subdominis connexos amb clausures disjuntes a

trav�es d'un \petit pont" regular.

5.2 Exist�encia d'equilibris estables no constants

en dominis amb vora connexa

Tot seguit anem a veure l'exist�encia d'equilibris estables no constants per al

problema (5.1), on D � R
n �es un domini regular acotat connex amb vora

regular connexa @D. La funci�o f : R �! R la suposem regular amb f(u) =
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f(u(x; t)) per a x 2 @D. Suposem, a m�es, que f satisf�a, igual que per al

problema (5.2), la hip�otesi (H) donada en la secci�o anterior.

En el cas que estudia H. Matano (vegi's [27]) se suposa que D cont�e dos

subdominis D1 i D2 connexos disjunts que satisfan la segona desigualtat de

Poincar�e, �es a dir, tals que existeixen constants positives �2(D1) i �2(D2) de

manera que per a tota funci�o ! 2 H1(Di) es satisf�a la desigualtat

1

�2(Di)

Z
Di

jr!j2 dx+
1

jDij

�Z
Di

! dx
�2
�
Z
Di

!2 dx ; i = 1; 2 ; (5.3)

on jDij �es la mesura de Lebesgue a R
n de Di. Les constants �optimes en la

desigualtat anterior s�on els segons valors propis de �� amb condicions de

contorn de Neumann per a cada Di, sempre que les vores @Di siguin regulars

(i = 1; 2). Observem que �2(Di), i = 1; 2, s�on les constants, depenent del

domini, que apareixien en el teorema 5.1.

Per al problema (5.1) necessitarem una nova desigualtat, semblant a l'anteri-

or, per�o on ens convindr�a que apareguin integrals de frontera. Vegem aquest

tipus de desigualtat en el lema seg�uent:

Lema 5.1 Donat un domini acotat, regular, 
, existeix una constant positiva

�2(
), que dep�en �unicament del domini, tal que per a tota ! 2 W 1
2 (
) es

satisf�a la desigualtatZ
@

!2 d` �

1

�2(
)

Z


jr!j2 dx+

1

j@
j

�Z
@

! d`

�2
: (5.4)

La constant �2(
) �optima en la desigualtat (5.4) �es el segon valor propi del

problema de Steklo� 8<
: �!i = 0 ; a 
 ;

!i� = �i!
i ; a @
 :

(5.5)

Demostraci�o. Aquest lema �es conseq�u�encia immediata del lema 3.2.

En efecte, donada una ! 2 W 1
2 (
) qualsevol, considerem u = ! � !, on

! =
1

j@
j

Z
@

! d`. Pel lema 3.2, sabem que �es certa la desigualtat

Z
@

u2 d` �

1

�2(
)

Z


jruj2 dx ;
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ja que u = 0, on �2(
) > 0 �es el segon valor propi del problema (5.5).

Aleshores, substituint u pel seu valor en termes de ! s'obt�e la desigualtat

(5.4) com vol��em provar.

Observaci�o 5.2 De fet, si � �es una porci�o regular de la vora @
 del domini


, amb j�j > 0, la desigualtat (5.4) implica la seg�uent variant per a �:

Z
�
!2 d` �

1

�2(
)

Z


jr!j2 dx+

1

j�j

�Z
�
! d`

�2
: (5.6)

En efecte, si u 2 W 1
2 (
) satisf�a

Z
�
u d` = 0, tenim

Z
@

u2 d` �

1

�2(
)

Z


jruj2 dx+

1

j@
j

 Z
@
n�

u d`

!2
: (5.7)

Ara b�e, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, es satisf�a

 Z
@
n�

u d`

!2
� j@
 n �j

Z
@
n�

u2 d` :

Substituint ara aquesta desigualtat a (5.7), s'obt�e

Z
@

u2 d` �

1

�2(
)

Z


jruj2 dx +

j@
 n �j

j@
j

Z
@
n�

u2 d`

�
1

�2(
)

Z


jruj2 dx +

Z
@
n�

u2 d` :

Agrupant integrals en aquestes �ultimes desigualtats resulta

Z
�
u2 d` �

1

�2(
)

Z


jruj2 dx ; (5.8)

sempre i quan
Z
�
u d` = 0.

Finalment, donada qualsevol ! 2 W 1
2 (
), considerem u = ! � !, on !

denota
1

j�j

Z
�
! d`. Clarament, u = 0 i estem en condicions d'aplicar la de-

sigualtat (5.8), la qual, despr�es de petites operacions d�ona la desigualtat (5.6)

que vol��em provar.
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Observaci�o 5.3 Donat un domini D � R
n , sigui D el domini que s'obt�e de

D per una homot�ecia de ra�o R. Siguin �2 = �2(D) i �2 = �2(D). Aleshores,

�2 = �2R.

En efecte, si usem que �2 i �2 s�on les constants �optimes en les desigualtats

Z
@D
w2 d` �

1

�2

Z
D
(rw)2 dx+

1

j@Dj

�Z
@D
w d`

�2
(5.9)

i Z
@D
w2 d` �

1

�2

Z
D
(rw)2 dx+

1

j@Dj

�Z
@D
w d`

�2
: (5.10)

Sigui x = Rx, per a x 2 D i x 2 D, i w(x; y) = w(x=R; y=R), fent un

canvi de variable a (5.9) obtenim que �2 � �2=R i fent-lo a (5.10) obtenim que

�2 � �2=R. Per tant, �2 = �2=R.

Hi ha diferents autors (vegi's [22], [26]) que, en treballs relatius a mem-

branes i valors propis, donen cotes i aproximacions num�eriques del primer

valor propi del problema de Steklo�. Aix�� doncs, en [26], per exemple, podem

trobar que �2 = 1=R quan D �es un disc a R
2 de radi R. Tamb�e es troben

de manera impl��cita el primer valor propi per al cas d'un rectangle qualsevol,

juntament amb unes quantes aproximacions num�eriques dels mateixos.

Introdu��m ara el funcional d'energia associat a (5.1)

J(u) =
Z
D

1

2
jruj2 dx�

Z
@D
k F (u) d` ; (5.11)

on F (u) =
Z u

0
f(s) ds com abans. Suposem que f �es de classe C1(R;R).

Proposici�o 5.1 Si f �es una funci�o de classe C1(R;R), el funcional d'energia

J : W 1
p �! R �es un funcional continu dues vegades derivable amb continu��tat.

Demostraci�o. Suposem que u; v 2 W 1
p s�on tals que ku�vkW 1

p
� Æ. Volem

veure que, donat " > 0 qualsevol, jJ(u)�J(v)j < " si s'ha triat adequadament
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Æ = Æ(").

jJ(u)� J(v)j �
1

2

Z
D
(jruj2 � jrvj2) dx+ k

Z
@D
jF (u)� F (v)j d`

=
1

2

Z
D
jru�rvj jru+rvj dx

+ k
Z
@D

����
Z u

0
f(s) ds�

Z v

0
f(s) ds

���� d` = I1 + I2 :

Anem a acotar ara independentment I1 i I2. Comencem per I2.

1

k
I2 =

Z
@D

����
Z u

0
f(s) ds�

Z v

0
f(s) ds

���� d` =
Z
@D

����
Z u

v
f(s) ds

���� d`
� K(f) supx2@D ju(x)� v(x)j � j@Dj � K(f) j@Djku� vkC(D)

� K(f) j@Djku� vkW 1
p (D) ;

usant que W 1
p (D) � C(D), ja que p > n.

Per al sumand I1 tenim

I1 =
1

2

Z
D
jru�rvj jru+rvj dx

�
1

2

�Z
D
jruj jru�rvj dx+

Z
D
jrvj jru�rvj dx

�

�
1

2

"�Z
D
jruj2 dx

�1=2
+
�Z

D
jrvj2

�1=2
dx

# �Z
D
jru�rvj2

�1=2

usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz ja que W 1
p � W 1

2 , per a p � 2.

Si suposem ku � vkW 1
p
� Æ, del fet que W 1

p � W 1
2 , dedu��m que tamb�e

ku�vkW 1
2
� Æ, �es a dir, en particular, kru�rvkL2 � Æ. A m�es, si krukL2 � C

tenim krvkL2 � C + Æ. Aleshores,

I1 � K(Æ)kru�rvkL2 � K(Æ)ku� vkW 1
2
� C(Æ)ku� vkW 1

p
:

Aleshores, donat " > 0 qualsevol, existeix Æ = Æ(") > 0 tal que si u i v s�on

tals que ku� vkW 1
p
< Æ,

jJ(u)� J(v)j � Cku� vkW 1
p
< " ;

cosa que prova que J �es un funcional continu de W 1
p en R.
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Anem a veure ara que J �es derivable. Per a aix�o anem a comprovar que

DJ(u) 2 L(W 1
p ;R) de�nit per

DJ(u) : W 1
p ! R

h !
R
Drurh dx�

R
@D k f(u) h d`

correspon a la derivada del funcional J . �Es a dir, anem a veure en primer lloc

que
jJ(u+ h)� J(u)�DJ(u)hj

khkW 1
p

�! 0 (5.12)

si khkW 1
p
! 0.

Considerem el numerador. Podem acotar-lo de la forma seg�uent:

jJ(u+ h)� J(u)�DJ(u)hj =
����
Z
D

1

2

�
jr(u+ h)j2 � jruj2 � 2rurh

�
dx

�
Z
@D
k

 Z u+h

0
f(s) ds�

Z u

0
f(s) ds� f(u)h

!
d`

�����
�

1

2

Z
D
jrhj2 dx+ k

Z
@D

�����
Z u+h

u
f(s) ds� f(u)h

����� d`
�

1

2
khk2W 1

2
+ k

Z
@D

�����
Z u+h

u
(f(s)� f(u)) ds

����� d`
� C khk2W 1

p
+ kK(f) j@Dj sup

x2@D
jh(x)j2

� C 0 khk2W 1
p
:

Per tant, amb aix�o comprovem que es satisf�a (5.12), �es a dir, que J �es

derivable. Veurem ara que DJ(u) �es cont��nua. Donada " > 0 anem a veure

que existeix Æ > 0, Æ = Æ(") tal que si ku � vkW 1
p
< Æ aleshores kDJ(u) �

DJ(v)kL(W 1
p ;R) < ".

kDJ(u)�DJ(v)kL(W 1
p ;R) = sup

khk
W1
p
�1
jDJ(u)h�DJ(v)hj

= sup
khk

W1
p
�1

����
Z
D
(ru�rv)rh dx�

Z
@D
k (f(u)� f(v)) h d`

����
� sup

khk
W1
p
�1

�
kru�rvkW 1

2
krhkW 1

2
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+ kK(f) khkW 1
p
sup
x2@D

ju(x)� v(x)j j@Dj

!

� (C + kK(f) j@Dj) ku� vkW 1
p
< "

si Æ �es prou petit. Per tant, acabem de veure que el funcional J 2 C1.

Finalment queda veure queDJ(u) �es derivable i la seva derivada �es cont��nua.

Com abans anem a veure primer de tot que D2J(u) 2 L(W 1
p ;L(W

1
p ;R)),

de�nida per

D2J(u)v : W 1
p ! R

w !
R
Drvrw dx�

R
@D k f

0(u) v w d` =: D2J(u)(v; w)

correspon a la segona derivada de J . �Es a dir, hem de comprovar que es satisf�a

kDJ(u+ h)�DJ(u)�D2J(u)hkL(W 1
p ;R)

khkW 1
p

�! 0 (5.13)

quan khkW 1
p
! 0. Vegem-ho:

kDJ(u+ h)�DJ(u)�D2J(u)hkL(W 1
p ;R)

= sup
kvk

W1
p
�1

���DJ(u+ h)v �DJ(u)v �D2J(u)(h; v)
���

= sup
kvk

W1
p
�1

����
Z
D
(r(u+ h)rv �rurv �rhrv) dx

� k
Z
@D
(f(u+ h)v � f(u)v � f 0(u)hv) d`

����
� sup

kvk
W1
p
�1
k
Z
@D
jf(u+ h)� f(u)� f 0(u)hj jvj d`

� sup
kvk

W1
p
�1
k
Z
@D
jf 0(�)� f 0(u)j jhj jvj d`

� k sup
kvk

W1
p
�1

 
khkW 1

p
kvkW 1

p
j@Dj sup

x2@D
jf 0(�(x))� f 0(u(x))j

!

� k j@Dj khkW 1
p
sup
x2@D

jf 0(�(x))� f 0(u(x))j ;

on hem usat que f �es de classe C1. Est�a clar que sup
x2@D

jf 0(�(x))� f 0(u(x))j ! 0

quan khkW 1
p
! 0 ja que � �es tal que u(x) � �(x) � u(x) + h(x), per a tota

x 2 @D, i usant la continu��tat de f 0.
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Per tant, es satisfar�a (5.13) quan khkW 1
p
! 0, cosa que prova que J �es

derivable dues vegades. Nom�es ens queda veure per tal d'acabar la demostraci�o

de la proposici�o que D2J �es cont��nua. Per a aix�o, tal com f�eiem abans, donada

" > 0 qualsevol anem a veure que existeix Æ > 0, Æ = Æ(") tal que si ku�ukW 1
p
<

Æ aleshores kD2J(u)�D2J(u)kL(W 1
p ;L(W

1
p ;R))

< ". Vegem-ho:

kD2J(u)�D2J(u)kL(W 1
p ;L(W

1
p ;R))

= sup
kvk

W1
p
�1

sup
kwk

W1
p
�1
jD2J(u)(v; w)�D2J(u)(v; w)j

� sup
kvk

W1
p
�1

sup
kwk

W1
p
�1
k
Z
@D
jf 0(u)� f 0(u)j jvj jwj d`

� k j@Dj sup
x2@D

jf 0(u(x))� f 0(u(x))j < " ;

si es pren Æ prou petita. Observem que en la �ultima desigualtat hem usat

arguments an�alegs als usats anteriorment per tal de provar queDJ era cont��nua

aix�� com que f �es de classe C1. Per tant, amb aix�o hem vist que J �es dues

vegades derivable amb continu��tat, cosa que acaba la prova de la proposici�o.

V�arem veure al cap��tol 1, teorema 1.3, que si u �es una soluci�o de (5.1),

aleshores u �es derivable respecte de t amb valors a W 1
p , per a t > 0. Aleshores,

podem veure per al funcional d'energia J el seg�uent resultat.

Proposici�o 5.2 El funcional d'energia J(u) de�nit a (5.11) �es estrictament

decreixent en el temps, llevat dels equilibris.

Demostraci�o. Per tal de veure-ho, derivem respecte de t el funcional

J(u), cosa que podem fer gr�acies a qu�e la derivada parcial ut 2 W 1
p . S'obt�e

d

dt
J(u) =

Z
D
ru � rut dx� k

Z
@D
f(u)ut d` :

Com u �es soluci�o de (5.1) i p � 2, podem aplicar la f�ormula de Green i

obtenim
d

dt
J(u) = �

Z
@D
u2t d` � 0
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per a tota u i es satisf�a la igualtat nom�es quan ut = 0, �es a dir, nom�es quan u

�es una soluci�o d'equilibri.

El principal resultat d'aquesta secci�o el recollim en el seg�uent teorema.

Observem que pot comparar-se directament amb la part (i) del teorema de H.

Matano 5.1 donat anteriorment.

Teorema 5.2 Sigui f : R ! R una funci�o regular que satisf�a la hip�otesi (H)

anterior. Sigui D � R
n , amb n � 2, un domini acotat regular, amb vora @D

tamb�e regular. Siguin D1 i D2 dos subdominis de D amb vores @Di regulars,

i = 1; 2. Siguin �i porcions regulars de @Di\@D amb j�ij > 0, i = 1; 2. Triem

p > n, de manera que ser�a cert l'encabiment W 1
p (D) � C(D).

Aleshores, el problema (5.1) t�e com a m��nim una soluci�o d'equilibri estable

no constant si el conjunt

R =
n
v 2 W 1

p (D) : a � v � b a D ;

Z
�1
v d` < 0 ;

Z
�2
v d` > 0 ; J(v) < "0 � k F (b) j@Dj

�

�es no buit, on J(v) �es el funcional d'energia (5.11) i

"0 = F (b)min fj�1jminfk; �2(D1)g ; j�2jminfk; �2(D2)gg :

Observaci�o 5.4 Hi ha algunes difer�encies naturals entre la demostraci�o del

teorema 5.2 i aquella de H. Matano, degudes, evidentment, a les difer�encies en-

tre el problema (5.2) i el problema (5.1). Ara b�e, a part d'aix�o, volem esmentar

una difer�encia notable, referent a les t�ecniques usades per tal de demostrar els

dos resultats. En la prova del nostre teorema usarem un argument basat en la

u-dimensionalitat d'una varietat central. En canvi, en la demostraci�o de (i),

H. Matano usa una propietat de monotonia del ux juntament amb el lema de

Zorn.



5.2. Exist�encia d'equilibris 95

Demostraci�o del teorema 5.2. La demostraci�o que anem a veure �es

la uni�o de la prova de tres resultats que enunciarem al llarg de la demostraci�o,

dividint, per aquesta ra�o, la prova en tres parts o passos.

Pas 1.- El conjunt R �es positivament invariant sota el ux T (t).

Aquest resultat �es conseq�u�encia del principi del m�axim, del fet que J(u)

decreix en el temps (proposici�o 5.2) i del fet que D1 i D2 s�on dos subdominis

de D per als quals es satisf�a la desigualtat (5.6).

Donada una condici�o inicial u0 2 R, donat que a � u0 � b, el principi del

m�axim implica que a � T (t)u0 � b, per a tota t � 0.

Suposem ara que existeix una ti > 0, i = 1 o 2, tal que
Z
�i
T (t)u0 d` = 0,

per a t = ti i per a i = 1 o i = 2. Sigui ui =: T (ti)u0. Apliquem ara la

desigualtat (5.6), per a la funci�o ui, al subdomini Di.

Z
�i
u2i d` �

1

�2(Di)

Z
Di

jruij
2 dx+

1

j�ij

�Z
�i
ui d`

�2

=
1

�2(Di)

Z
Di

jruij
2 dx :

Per tant, Z
Di

jruij
2 dx � �2(Di)

Z
�i
u2i d` � 2�2(Di)

Z
�i
F (ui) d` : (5.14)

Considerem ara J(ui):

J(ui) =
1

2

Z
D
jruij

2 dx�
Z
@D
kF (ui) d`

=
1

2

Z
DnDi

jruij
2 dx�

Z
@Dn�i

kF (ui) d`+
1

2

Z
Di

jruij
2 dx

�
Z
�i
kF (ui) d`

�
1

2

Z
Di

jruij
2 dx� k F (b) j@D n �ij �

Z
�i
kF (ui) d` :

Usant la desigualtat (5.14) ens queda

J(ui) � �2(Di)
Z
�i
F (ui) d`� kF (b)j@D n �ij �

Z
�i
kF (ui) : (5.15)
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Ara b�e, hem vist a la proposici�o 5.2 que J �es decreixent en t i, per tant,

J(ui) < "0 � kF (b)j@Dj ; (5.16)

ja que u0 satisf�a la mateixa desigualtat en �esser un element de R.

Unint ara les desigualtats (5.15) i (5.16) obtenim

(�2(Di)� k)
Z
�i
F (T (ti)u0) d` < "0 � kF (b)j�ij ;

o, equivalentment,

"0 > (�2(Di)� k)
Z
�i
F (T (ti)u0) d`+ kF (b)j�ij

� F (b)j�ijminfk ; �2(Di)g ;

que �es una contradicci�o amb la de�nici�o de la "0.

Finalment, com J(u) decreix en el temps l'�ultima condici�o que apareix a R

es satisf�a, amb la qual cosa queda provat que R �es invariant sota T (t).

Pas 2.- Si R �es no buit, aleshores l'interior de R �es tamb�e no buit i el m��nim

absolut del funcional J en R s'assoleix (com a m��nim) en un punt (d'equilibri)

e0, el qual �es un punt interior de R.

Diem que e0 �es un punt d'equilibri de (5.1) si satisf�a

8<
: �e0 = 0 ; a D ;

(e0)� = kf(e0) ; a @D :
(5.17)

Sigui E el conjunt d'equilibris de (5.1).

Si cosiderem R\E, es pot veure que �es un conjunt relativament compacte

a W 1
p . Sabem que T (t) �es compacte (teorema 2.1) i �es f�acil veure que R\E �es

un conjunt acotat i positivament invariant, ja que acabem de veure que R ho

�es. Aleshores, com R\E = T (t)(R\E), �es un subconjunt a W 1
p relativament

compacte.

Si R �es no buit, aleshores R \ E �es tamb�e no buit: suposem que existeix

!0 2 R. Llavors J(!0) < "0� kF (b)j@Dj. Hem vist en el pas 1 anterior que R
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�es positivament invariant. Per tant, +(!0) 2 R per a tota t � 0. Del fet que

el conjunt !-l��mit de !0, �es a dir, !(!0), pertanyi a E, dedu��m que R \ E �es

un conjunt no buit.

Hem vist a la proposici�o 5.1 que J �es un funcional continu de W 1
p en R.

Acabem de veure que R \ E �es un conjunt compacte a W 1
p , ja que R \ E �es

relativament compacte a W 1
p . Aleshores, existir�a algun e0 que ser�a un m��nim

de J a R \ E. Aquest m��nim resulta �esser un m��nim de J a R. Suposem que no

�es aix��, �es a dir, e0 no �es un m��nim de J a R. Aleshores, existir�a alguna u 2 R

tal que J(u) < J(e0). Considerem ara les �orbites positives +(u) i +(e0),

per a les quals, donat que J decreix en t sobre elles, llevat dels equilibris, es

satisf�a que J(+(u)) � J(u) < J(e0) = J(+(e0)). Ara, com el conjunt !-l��mit

!(u) � E, tenim J(!(u)) < J(e0) a R \ E, la qual cosa contradiu que e0 sigui

un m��nim de J a R \ E. Per tant, e0 ha d'�esser un m��nim de J a R.

Si veiem que e0 2
Æ

R ja haurem acabat. No �es possible que e0 = a �o

e0 = b ja que aleshores no es poden satisfer les condicions de signe de les dues

integrals de frontera que apareixen a R, ni tampoc la desigualtat d'energia.

A m�es, si J(e0) = "0 � kF (b)j@Dj obtenim J(u) � J(e0) = min
v2R

J(v), per�o,

J(u) < "0 � kF (b)j@Dj pel fet qu�e u 2 R. Aleshores, e0 2
Æ

R, e0 �es un punt

d'equilibri i �es el m��nim absolut de J en R.

Pas 3.- L'equilibri e0 obtingut en el pas 2 �es estable.

Observem primer que, donat que e0 �es un punt interior a R, aleshores e0

�es un m��nim relatiu de J a W 1
p . Llavors, els valors propis del problema lineal

de valor propi associat a (5.1)8<
: �v = �v ; a D ;

v� = kf 0(e0)v ; a @D ;
(5.18)

el signe dels quals determina l'estabilitat de l'equilibri e0, no poden �esser posi-

tius.

El signe dels valors propis de (5.18) es pot con�eixer si es coneix el signe

del primer valor propi, el qual ve donat pel quocient de Rayleigh, tal i com

v�arem veure a la secci�o 2.1 del cap��tol 2. El signe d'aquest primer valor propi
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coincideix amb el signe del numerador d'aquest quocient, que en aquest cas �es

I(u) =
Z
D
�jruj2 dx +

Z
@D
f 0(e0)u

2 d` :

Suposem que �1 > 0, �es a dir, suposem que existeix alguna funci�o u tal que

I(u) > 0.

Com e0 �es un m��nim de J , es satisf�a que DJ(e0) = 0 i D2J(e0) � 0. Anem

a veure que �1 > 0 implica que D2J(e0) no �es semide�nida positiva, amb la

qual cosa arribarem a contradicci�o.

Recordem com es de�nia a (5.11) el funcional d'energia J . Aleshores, l'op-

erador diferencial DJ(u) 2 L(W 1
p ;R) estar�a de�nit per

DJ(u) : W 1
p �! R

h �!
Z
D
rurh dx�

Z
@D
kf(u)h d` =: DJ(u)h

i, an�alogament, D2J(u) 2 L(W 1
p ;L(W

1
p ;R)) correspon a

D2J(u) : W 1
p �! L(W 1

p ;R)

v �! D2J(u)v

que est�a de�nit per

D2J(u)v : W 1
p �! R

w �!
Z
D
rvrw dx�

Z
@D
kf 0(u)vw d` =: D2J(u)(v; w) :

Com e0 �es un equilibri, es satisf�a

Z
D
re0ru dx�

Z
@D
f(e0)u d` = 0

per a tota u 2 W 1
p , �es a dir, DJ(e0)u = 0. A m�es, per a u 2 W 1

p qualsevol

D2J(u)(v; w) =
Z
D
jruj2 dx�

Z
@D
kf 0(e0)u

2 d` = �I(u) :

Per tant, D2J(e0)(u; u) < 0 per a alguna u 2 W 1
p , la qual cosa contradiu

que e0 sigui un m��nim. D'aqu��, doncs, que el problema (5.18) no pugui tenir
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valors propis positius, �o b�e, que �1 � 0. En aquest cas poden passar dues

coses: o b�e tots els valors propis s�on negatius, o b�e, el primer valor propi �es

zero.

Si tots els valors propis s�on negatius, es va veure al teorema 2.1 del cap��tol

2, que e0 �es asimpt�oticament estable. A m�es, observem que e0 2 R implica

que e0 �es no constant, amb la qual cosa acabem la demostraci�o del teorema.

Si el primer valor propi �es el zero, la proposici�o 3.1 ens diu que aquest �es

algebraicament simple. En aquest cas es poden aplicar els resultats de la secci�o

4 de [34] que proven l'exist�encia d'una varietat central local, M, tangent en

e0 a la corresponent direcci�o pr�opia. Per tant, M, ser�a una varietat invariant

de dimensi�o 1. Aleshores, la secci�o 5 del mateix treball [34] prova que M t�e

la propietat que si el punt d'equilibri e0 �es estable dins de M, aleshores e0

�es tamb�e estable a W 1
p . Per tant, l'estabilitat de l'equilibri e0 pot reduir-se a

l'estudi de l'estabilitat a M, que �es u-dimensional.

Ara b�e, en dimensi�o u i essent el ux un ux gradient anem a demostrar

que un m��nim local de la funci�o potencial sempre �es estable. Per a �xar

idees, identi�quemM amb l'interval �r < x < r i identi�quem e0 amb x = 0.

Veurem que 0 �es estable per la dreta i per l'esquerra es faria igual. Distingirem

dos casos segons si l'equilibri x = 0 �es un m��nim estricte de la funci�o potencial

J o no a [0; r).

En primer lloc considerem el cas que l'equilibri x = 0 �es un m��nim estricte.

Com J(0) = 0, tenim J(x) > 0 a [0; r1]. Donada " > 0 sigui J" el m��nim de J a

["; r1]. Ara, per la continu��tat de J sabem que existeix alguna Æ > 0 tal que si

jxj < Æ aleshores J(x) < J". Si x 2 [0; Æ], com J decreix amb t, J(T (t)x) < J"

per a tota t � 0. Per tant, T (t)x 62 ["; r1] per a tota t � 0 i d'aqu�� que x = 0

�es estable ja que acabem de veure que T (t)x 2 [0; "].

Si x = 0 no �es un m��nim estricte existir�a una successi�o de punts xn ! 0 tals

que J(xn) = 0. Aquest xn s�on equilibris. Aleshores donada " > 0 existeix algun

equilibri x" tal que 0 < x" < ". L'interval [0; x"] t�e dos equilibris per extrems

i per tant, �es positivament invariant. Prenent Æ = x" es t�e T (t)x 2 [0; "] per a

tota t > 0, si x 2 [0; Æ]. �Es a dir, x = 0 �es estable.
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�Es a dir, l'equilibri e0 sempre �es estable aM o equivalentment, e0 �es estable

a W 1
p , com vol��em veure. A m�es, igual que hav��em dit en el cas anterior, e0 �es

no constant i es conclou aix�� la prova del teorema.

Observaci�o 5.5 L'exist�encia de la varietat central M aix�� com la determi-

naci�o de l'estabilitat restringint-nos a aquesta varietat es podria provar tamb�e

de manera semblant a com ho fa D. Henry a [21] per al cas de les aplicacions.

Tanmateix, D. Henry, tamb�e, a [20] ho fa per al cas de les equacions

parab�oliques semilineals en espais de pot�encies fraccion�aries.

Acabem de veure en aquest �ultim teorema que si el conjunt R �es no buit,

aleshores el problema (5.1) t�e alguna soluci�o d'equilibri estable no constant.

Ara b�e, les hip�otesis del teorema 5.2, s�on hip�otesis possibles? Caldria veure ara

que �es possible tenir una funci�o f i algun domini D per als quals s'apliqui el

teorema anterior. El seg�uent teorema �es el que ens diu que el resultat anterior

no �es absurd en el sentit que parl�es d'hip�otesis impossibles. Tamb�e, �es en el

seg�uent resultat que es d�ona la construcci�o d'exemples d'exist�encia d'equilibris

estables no constants per a dominis tipus halter.

Teorema 5.3 Per a qualsevol k > 0 i per a f una funci�o arbitr�aria que satisf�a

(H), existeix un domini D tal que per al problema (5.1) existeixen solucions

d'equilibri estables no constants.

Observaci�o 5.6 Tal i com coment�avem abans en l'observaci�o 5.4, hi ha al-

gunes difer�encies en la demostraci�o d'aquest darrer teorema i aquella de la part

(ii) del teorema de H. Matano, pr�opies de la difer�encia entre els problemes (5.2)

i (5.1). Hem de dir tamb�e que en aquest teorema, per al cas n = 2, no tenim

tanta llibertat en la construcci�o del domini com la que hi havia en l'observaci�o

5.1 anterior referent al problema (5.2).
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Demostraci�o. Distingirem entre els casos n = 2 i n � 3.

Cas n = 2.- Siguin D1 i D2 dos subdominis a R2 tals que �2(Di) � k, per

a i = 1; 2. Sense p�erdua de generalitat podem suposar que j@D1j � j@D2j.

Suposem, a m�es, que estan tan a prop un de l'altre que, si anomenem l =

dist (D1; D2) > 0, aleshores,

kF (a)j@D1j � kF (b)3l > 0 : (5.19)

Existeixen dos punts P1 2 @D1 i P2 2 @D2 i un segment S que uneix P1 i

P2, de longitud l, que no talla D1 ni D2 llevat dels extrems.

Considerem ara una funci�o !(x; y), de�nida a tot R2 , que sigui C1 i tal que

!(x; y) =

8<
: a si (x; y) 2 D1

b si (x; y) 2 D2 ;

a � !(x; y) � b, per a tots els punts (x; y) 2 R
2 , i amb gradient jr!(x; y)j

globalment acotat. Denotarem per M aquesta cota.

Aleshores, �es obvi que existeix un domini D � R
2 tal que satisf�a

(i) D1; D2 � D.

(ii) S � D.

(iii) @D �es regular.

(iv) Considerem �i := @Di nD, i = 1; 2. Demanem que es satisfaci

kF (a)j�1j � kF (b)j@D n (�1 [ �2)j >
M2

2
jD n (D1 [D2)j ;

la qual cosa �es possible ja que es certa la desigualtat (5.19). A m�es,

j�1j � j�2j.

Un possible domini D � R
2 est�a representat a la �gura 5.1. Observem la

forma del domini, que ens recorda un halter. D'aqu�� el nom que es d�ona a

aquest tipus de recintes.
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`

Figura 5.1: Domini D

En aquest cas, "0 = kF (b)j�1j.

Anem a veure que la restricci�o de !(x; y) a D pertany al conjunt R de�nit

al teorema 5.2.

Per construcci�o, ! 2 W 1
p (D), a � !(x; y) � b per a tot (x; y) 2 D iZ

�1
!(x; y) d` = aj�1j < 0 i

Z
�2
!(x; y) d` = bj�2j > 0. Nom�es ens queda veure

que J(!) < "0 � kF (b)j@Dj. En efecte,

J(!) =
1

2

Z
D
jr!j2 dx�

Z
@D
kF (!) d`

=
1

2

Z
Dn(D1[D2)

jr!j2 dx� kF (a)j�1j

�kF (b)j�2j �
Z
@Dn(�1[�2)

kF (!) d`

�
M2

2
jD n (D1 [D2)j � kF (a)j�1j

�kF (b)j�2j �
Z
@Dn(�1[�2)

kF (!) d` :

Estem suposant que es satisf�a (iv). Per tant, podem seguir acotant l'energia
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usant (iv) i menyspreant l'�ultim sumand, que �es negatiu. Aix��, doncs,

J(!) < kF (a)j�1j � kF (b)j@D n (�1 [ �2)j

�kF (a)j�1j � kF (b)j�2j

= �kF (b)j@D n �1j = "0 � kF (b)j@Dj :

Per tant, ! 2 R, amb la qual cosa, R 6= ; i el teorema 5.2 prova que, don-

ades k > 0 i f satisfent (H), existeix un domini D � R
2 construit, per exemple

com acabem de veure, tal que existeix com a m��nim una soluci�o d'equilibri

estable no constant per al problema (5.1).

De manera semblant tamb�e poden construir-se altres dominis on no es t�e

per qu�e satisfer que �2(Di) � k per a i = 1; 2.

Cas n > 2.- Per a aquest cas podem fer una construcci�o similar a la feta

per al cas n = 2. Ara b�e, hi ha una difer�encia notable en el que s'obt�e seguint

el mateix procediment. Mentre que en el cas anterior el \pont" que uneix D1 i

D2 ha d'�esser curt i d'�area petita, �es a dir, no pot �esser tampoc massa ample,

en aquest cas, D1 i D2 no necessiten estar tan a prop un de l'altre, ja que

podem fer la mesura (n� 1)-dimensional de @D n (�1 [ �2) petita, alhora que

fem petita la mesura n-dimensional de D n (D1 [ D2), per a valors de l no

necess�ariament petits.
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Ap�endix A

El problema u-dimensional

L'ap�endix seg�uent neix amb l'origen de tot aquest treball. Quan un es planteja

el problema 8<
: �u = 0 ; a 
 ;

u� = kf(u) ; a @
 ;
(A.1)

per a un domini acotat 
 � R
n , �es natural pensar primer qu�e passa en el

cas m�es senzill n = 1. La veritat �es que quan 
 �es un interval a R s'obtenen

resultats molt il�lustratius d'all�o que podem esperar en dimensions majors i

prou interessants com per a que els tractem tot seguit.

Pel que fa a aquest problema en dimensi�o u, cal destacar alguns treballs de

J.M. Ball i L.A. Peletier ([9], [10]) entre d'altres autors. Concretament a [9]

els autors proven per al problema d'evoluci�o associat a (A.1) que la soluci�o,

si la condici�o inicial pertany a C([0; 1]), �es prou regular com per poder aplicar

el principi d'invari�ancia. Amb els resultats d'exist�encia i regularitat provats

acaben el treball veient que per a tota condici�o inicial a u0 2 C([0; 1]) es t�e

que T (t)u0 ! v quan t ! 1 amb v una soluci�o d'equilibri, �es a dir, soluci�o

de (A.1).

Siguin � < 0 < � tals que f(�) = f(0) = f(�) = 0. Tal i com passa per a

dimensi�o n > 1, els zeros de la funci�o f s�on solucions trivials de (A.1).

Si suposem, com f�eiem a la secci�o 3.1 del cap��tol 3, que la funci�o f �es tal

que uf(u) < 0 per a tota u < � i u > � el lema 3.1 s'aplica en aquest cas i

105
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obtenim que la soluci�o u satisf�a l'acotaci�o � � u(x) � �, per a tota x 2 
.

Si se suposa, a m�es, que la funci�o f �es tal que uf(u) > 0 per a tota

� < u < � tal que u 6= 0, �es cert el seg�uent lema:

Lema A.1 Tota soluci�o de (A.1) no constant talla la soluci�o constant u = 0.

Demostraci�o. Sigui u una soluci�o de (A.1) no constant. Suposem que

u no talla la soluci�o constant u = 0. Aleshores u(x) 6= 0 per a tota x 2 
, o

equivalentment, u > 0 o u < 0 a 
. Suposarem en primer lloc que u > 0.

Pel principi del m�axim, u � 0 a @
, �es a dir, per hip�otesi, f(u) � 0. Per

altra banda, el teorema de la diverg�encia ens d�ona
Z
@

f(u) d` = 0. Aleshores

dedu��m que f(u) = 0 a @
, cosa que implica que u ha d'�esser constant. Hem

arribat, per tant, a una contradicci�o.

El cas u < 0 a 
 �es an�aleg. Per tant, tota soluci�o u no constant talla la

soluci�o zero.

Anem a suposar ara que n = 1, 
 = (0; 1) i que la funci�o f(u) = u � u3.

Aleshores el problema (A.1) es redueix al seg�uent

8>><
>>:

uxx = 0 ; x 2 (0; 1) ;

�ux(0) = kf(u(0)) ;

ux(1) = kf(u(1)) :

(A.2)

bviament, les solucions s�on rectes que han de satisfer les condicions de

contorn.

Sabem pel teorema 3.2 que si k �es prou petita i f �es una funci�o de Lipschitz

nom�es poden existir solucions constants. Sabem que les solucions de (A.2)

corresponen a les solucions d'equilibri del problema d'evoluci�o ut = uxx amb

les mateixes condicions de contorn. Per tant, tenim les solucions d'equilibri

constants u = �1, u = 0 i u = 1, de les quals, la primera i l'�ultima s�on estables

i u = 0 �es inestable.
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Ara b�e, aquests tres equilibris constants s�on els �unics equilibris existents

per a tota k? Pot ser que en augmentar la k vagin apareixent nous equilibris

no constants? Quina estabilitat tenen? Quants n'hi pot haver com a m�axim?

Qu�e passa quan k!1?

Les solucions de (A.2) s�on les rectes u(x) = (u(1)�u(0))x+u(0), x 2 (0; 1),

on els extrems u(0) i u(1) satisfan

u(1) = u(0)� k(u(0)� u(0)3) ; (A.3)

u(0) = u(1)� k(u(1)� u(1)3) : (A.4)

Aix�� doncs, �xada k, hi ha tantes solucions com interseccions entre les dues

darreres equacions hi ha a [�1; 1]. Aquestes solucions corresponen als segments

que uneixen els punts (0; u(0)) i (1; u(1)) trobats. La q�uesti�o �es veure com varia

el n�umero d'interseccions amb la k.

Per tal de trobar quantes solucions d'equilibri hi ha en funci�o de k, anem

a veure com �es u(0) en funci�o de k. De (A.3) i (A.4) obtenim que u(0) i u(1)

satisfan

f(u(0)) + f(u(1)) = 0 (A.5)

que, usant (A.3), �es equivalent a

f(u(0)) + f(u(0)� kf(u(0))) = 0 : (A.6)

Observem que de la igualtat (A.5) es dedueix que els signes de f(u(0)) i

f(u(1)) han d'�esser diferents, a menys que valguin zero. Per hip�otesi els signes

de u(x) i de f(u(x)) a x 2 (�1; 1) s�on els mateixos. Per tant, u(0) i u(1) tenen

signes diferents. Aix�o no ens ha de sorprendre ja que el lema A.1 prova que

tota soluci�o talla la soluci�o zero. Aix�� doncs, tota recta passant per u(0) que

travessa u = 0 ha de tenir imatge en l'u amb signe contrari.

La igualtat (A.6) equival a

(p(u0) + u0)
�
p(u0)

2 � u0p(u0) + u20 � 1
�
= 0 ; (A.7)

on u0 denota u(0) i p(u0) = u0 � kf(u0). Aleshores,

p(u0) = �u0 i p(u0) =
u0 �

q
4� 3u20

2
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s�on les tres solucions de (A.7).

De la de�nici�o de p(u0) podem aillar k en funci�o nom�es de u0 usant aque-

stes arrels. Estudiant aquestes funcions, sabent que �1 � u0 � 1, obtenim

l'esquema que apareix a la �gura A.1.

Figura A.1: Nombre de solucions en funci�o de k

Observant la �gura A.1 es pot veure que per a 0 � k � 2, tenim nom�es

les tres solucions constants u = �1, u = 0 i u = 1, que, de manera trivial,

es mantenen per a tota k. Si 2 < k � 3 apareixen dues noves solucions no

constants. Finalment, per a k > 3, cada una de les solucions no constants,

bifurca en dues noves solucions no constants, donant un total de nou solucions.

Nou �es el nombre m�axim de solucions que podem tenir i, quan el par�ametre

k !1, tendeixen a �esser les nou possibles rectes que s'obtenen unint els punts

f(0;�1); (0; 0); (0; 1)g i f(1;�1); (1; 0); (1; 1)g.

En l'esquema de la �gura A.2 mostrem l'aparici�o d'aquestes solucions. En

aquell, les l��nies cont��nues representen les solucions estables i les l��nies dis-

cont��nues les inestables. L'estabilitat de cada soluci�o la podem determinar a

partir del signe de f 0 pel principi d'estabilitat lineal que v�arem donar al cap��tol

2.

La simetria que s'observa en els gr�a�cs de la �gura A.2 �es deguda al fet que
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Figura A.2: Superior esquerra: 0 � k � 2. Superior dreta: 2 < k � 3.

Inferior esquerra: k � 3. Inferior dreta: k!1.

estem suposant senar la funci�o f . Abans hem dit que les solucions es troben de

la intersecci�o entre les equacions (A.3) i (A.4) i que el nombre d'interseccions

correspon al nombre de solucions. Per tant, els nombre de solucions dep�en de k.

En aquests moments coneixem com varia aquest nombre amb k. Anem a veure

la coincid�encia d'aquests resultats amb els que hav��em obtingut anteriorment.

A la �gura A.3 observem que per a k = 1 i k = 2 (l��nies cont��nues gruixuda i

prima, respectivament) les equacions (A.3) i (A.4) es tallen en els punts 1, 2 i

3, punts que corresponen a les solucions constants trivials. Per a k = 3 (l��nia

discont��nua gruixuda) veiem que hi ha dues noves interseccions a m�es de les

tres anteriors, que corresponen a l'aparici�o de dues noves solucions i que s�on

no constants. Finalment, per a k = 5 > 3 (l��nia discont��nua prima) tenim nou

interseccions. A m�es, �es clar que quan k !1 no apareixen m�es interseccions

i les dues c�ubiques tendeixen asimpt�oticament a les rectes �1, 0 i 1.
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Figura A.3: L��nia cont��nua gruixuda: k = 1. L��nia cont��nua prima: k = 2.

L��nia discont��nua gruixuda: k = 3. L��nia discot��nua prima: k = 5

.

Hem vist, en un cas particular i per a dimensi�o n = 1, que per a determinats

valors de k nom�es hi ha solucions d'equilibri constants, tant estables com

inestables. En cr�eixer k podem observar l'aparici�o de solucions d'equilibri

no constants encara que resulten inestables, �es a dir, nom�es hi ha equilibris

estables constants. Per�o, �nalment, si k �es prou gran, apareixen solucions

estables no constants. La magnitud de la k, �obviament, dep�en en cada cas de

la funci�o f considerada.

Observem que per a un domini connex amb vora disconnexa apareixen, a

partir d'un determinat valor del par�ametre, solucions d'equilibri estables no

constants que corresponen, en dimensi�o n = 1, a rectes amb valors als extrems

de l'interval tals que la derivada de f �es negativa en ambd�os.

Aquest fenomen �es semblant al que es d�ona en els exemples del cap��tol 4

per a dominis connexos amb vora disconnexa en dimensions majors.

bviament, s'obtenen gr�a�cs i valors de bifurcaci�o diferents si es canvia la

funci�o f , tot i que podem reproduir els mateixos resultats. Tamb�e volem

observar que si f deixa de ser senar perdem la simetria en l'aparici�o dels
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equilibris, encara que es conserva el nombre, si hi ha el mateix nombre de

zeros, i el car�acter d'estabilitat dels mateixos.



112 A. El problema u-dimensional



Ap�endix B

Una experimentaci�o num�erica

En el seg�uent ap�endix es pret�en mostrar alguns exemples d'exist�encia d'equili-

bris estables no constants en dominis de tipus \halter" com els tractats en

el cap��tol 5 d'aquesta mem�oria. Sabem que donada una funci�o f satisfent la

hip�otesi (H) de la secci�o 5.1 i �xada una constant k > 0, existeix un domini

D del tipus buscat de manera que es satisfan les hip�otesis del teorema 5.2,

que d�ona l'exist�encia d'un equilibri estable no constant per al problema (5.1).

En primer lloc veurem com hauria d'�esser un domini D que f�os uni�o de dos

quadrats D1 i D2 per un \pont" estret i rectangular, D3, per tal que siguin

certs els resultats del cap��tol 5.

Una vegada trobats uns l��mits per a les mides dels subdominis D1, D2 i D3,

escollirem un dominiD i ens plantejarem trobar, de manera anal��tica, intervals

per al par�ametre k.

En aquesta primera aproximaci�o, trobats un domini D i una funci�o f , ens

haurem fet una idea de la magnitud del par�ametre k per al qual existeixen

equilibris estables no constants.

El que presentarem en segon lloc en aquest ap�endix �es una experimentaci�o

num�erica d'aquest fet. �Es a dir, �xant una funci�o f i prenent un domini

D = D1 [D2 [D3 com el que d�eiem abans i una k dins de l'interval trobat de

manera anal��tica, calcularem expl��citament un equilibri estable i comprovarem

que, efectivament, �es no constant.

113
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En la darrera secci�o de l'ap�endix explicarem amb detall quins han estat

els m�etodes num�erics usats en els c�alculs fets i donarem algunes �gures que

il�lustrin els resultats.

B.1 Cerca d'un exemple: un domini D

En aquesta primera secci�o anem a estudiar com ha d'�esser un dominiD � R
2 de

tipus \halter" format per dos quadratsD1 iD2 de costats � i �, respectivament,

amb � � �, units per un rectangle estret, D3, de llargada ` i amplada " i de

manera que el dominiD resultant sigui sim�etric respecte d'una recta pel centre

de D1, D2 i D3. �Es a dir, D �es com a la �gura B.1

-6

-4

-2

0

2

4

6

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

D1 D2

D3

� �
`
"

Figura B.1: Domini D

i pretenem determinar alguns valors per a �, �, ` i " de manera que es satisfacin

les hip�otesis del teorema 5.2.

Si b�e �es cert que en el teorema 5.2 s'assumeix que la frontera del domini D

�es regular, la comoditat de poder treballar amb rectangles ens ha fet prescindir

d'aquesta hip�otesi i suposar que el comportament de les solucions d'equilibri
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del problema (5.1) no �es molt diferent que per a @D regular.

A m�es, en les hip�otesis del teorema 5.2 apareixen unes desigualtats que

depenen dels segons valors propis dels problemes de Steklo� associats als do-

minis D1 i D2. Tal i com d�eiem a l'observaci�o 5.3 i als comentaris posteriors

aquests valors, �2(D1) i �2(D2), es coneixen de manera expl��cita ens el cas

dels quadrats. �Es per aix�o, per tal de simpli�car els c�alculs i de ser m�es pre-

cisos, que considerem D com a la �gura B.1. En aquest cas, doncs, sabem que

�2(D1) = p=� i �2(D2) = p=�, on p = 1:3765, com pot veure's a [26].

Per a D, a m�es, tenim j�1j = 4��", j�2j = 4��" i j@Dj = 4�+4�+2`�2",

seguint la notaci�o utilitzada al cap��tol 5.

La funci�o f que apareix al terme de frontera ha de satisfer la hip�otesi (H).

Suposarem que f(�1) = f(0) = f(b) = 0, �es a dir, que a = �1 i b > 0

la deixem indeterminada de moment. Evidentment, podr��em fer els c�alculs

deixant a i b indeterminades per�o d'aquesta forma no es perd generalitat i es

simpli�quen les expressions que s'obtenen. Considerem, aleshores,

f(u) = �m(u(u+ 1)(u� b)) = �m(u3 + (1� b)u2 � bu) ; (B.1)

per a alguna m > 0. Ara b�e, la segona condici�o de la hip�otesi (H) d�ona una

cota superior d'aquesta m i que �es

m �
4

(b+ 1)2
: (B.2)

De (B.1) s'obt�e

F (�1) =
m

12
(2b + 1) ;

F (b) =
m

12
b3(b + 2) :

Per tant, la condici�o (iii) de la hip�otesi (H) equival a b3(b+2) � 2b+1 i aquesta

darrera desigualtat es satisf�a si i nom�es si b � �1 o b � 1. Ara b�e, com b > 0

es t�e que b ha d'�esser major o igual que 1.

El teorema 5.2 diu que existeix un equilibri estable no constant per al

problema (5.1) si el conjunt R �es no buit. Per tant, anem a veure que som
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capa�cos de trobar una v 2 W 1
p que estigui a R. Aquest conjunt R dep�en de

"0, que recordem est�a de�nida de la forma seg�uent

"0 = F (b)min fj�1jminfk; �2(D1)g; j�2jminfk; �2(D2)gg :

Observem que "0 dep�en de f , de D i de k. La funci�o f i el domini D han

estat �xats en certa forma. Ens resta, per�o, la constant k. De la de�nici�o de

"0 observem que cal distingir els tres casos seg�uents:

(i) k < �2(D2) ,

(ii) �2(D2) � k � �2(D1) ,

(iii) k > �2(D1) .

Suposant que � � �, es calcula "0 en els tres casos i s'obt�e que es redueixen,

de fet, a dos casos ja que per als dos primers "0 = kF (b)j�1j i per al tercer

"0 = �2(D1)F (b)j�1j.

Considerem, �nalment, v 2 W 1
p la funci�o

v(x; y) =

8>>>><
>>>>:

�1 ; a D1 ;
b + 1

`
x+

b� 1

2
; a D3 ;

b ; a D2 ;

suposant que D3 = [�`=2; `=2]� [�"=2; "=2]. Aleshores, el funcional d'energia

J(v) =
1

2

Z
D
(rv)2 dx� k

Z
@D
F (v) d`

=
1

2

(b + 1)2

`2
"`� kF (�1)j�1j � kF (b)j�2j � k

Z
@Dn(�1[�2)

F (v) d`

=
(b+ 1)2"

2`
�
km

60

h
5(2b+ 1)(4�� ") + 5b3(b + 2)(4� � ")

+ 2`(2b4 + 3b3 � 3b2 + 3b + 2)
i
:

Considerem en primer lloc el cas (i) i (ii), �es a dir, que "0 = kF (b)j�1j.

Evidentment, �1 � v � b,
Z
�1
v d` < 0 i

Z
�2
v d` > 0, per construcci�o de la v.

Queda imposar nom�es que la darrera condici�o

J(v) < "0 � kF (b)j@Dj ; (B.3)
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es satisfaci.

Substituint els valors de J(v) i "0 en aquesta darrera desigualtat i simplif-

icant s'obt�e la desigualtat

(b + 1)2"

`
< km

"
2b + 1

6
(4�� ") + `

 
�
b4

5
�

7b3

15
�
b2

5
+
b

5
+

2

15

!#
: (B.4)

Usant ara que k < �2(D1) = p=� i (B.4) obtenim per a la longitud `

i l'amplada " del pont rectangular que uneix D1 i D2, les dues desigualtats

seg�uents

` <
5(2b+ 1)(4�� ")

2(3b4 + 7b3 + 3b2 � 3b� 2)
; (B.5)

" <
2mp`[10(2b+ 1)�� `(3b4 + 7b3 + 3b2 � 3b� 2)]

5[6(b+ 1)2� + (2b + 1)mp`]
: (B.6)

Per tal de donar de manera expl��cita un domini D per al qual es satisfaci el

teorema 5.2, caldr�a �xar algun dels par�ametres no determinats �ns el moment.

Per exemple, prendrem � = 5 i � = 10, �es a dir, considerarem que D1 �es un

quadrat de costat 5 i que D2 �es un quadrat de costat 10. De la desigualtat

(B.2) anem a considerar el cas l��mit, �es a dir, suposarem que m = 4=(b+ 1)2,

ja que �es el valor que, mantenint la hip�otesi (H), d�ona una " major.

Amb totes aquestes constants �xades hem aconseguit que nom�es depengui

de b, �es a dir, del zero positiu de la funci�o f . No obstant, cal recordar, per�o,

que b � 1. Aix�� doncs, anem a considerar en primer lloc que b = 1. En aquest

cas la grand�aria de D3 est�a restringida a aquells valors de ` i " tals que

` <
15

16
(20� ") (B.7)

i, tenint en compte que m = 1,

" <
300p`� 16p`2

600 + 15p`
: (B.8)

Si s'estudien les dues inequacions i es t�e en compte que " > 0 i ` > 0,

s'observa que la intersecci�o d'ambdues condicions �es, de fet, la desigualtat
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Figura B.2: Cas b = 1

(B.8). Aix�� doncs, es pot triar qualsevol valor de ` i " continguts en la regi�o

R1 que apareix a la �gura B.2.

Per raons �obvies, de cara als c�alculs num�erics que volem fer m�es endavant,

ens convindria prendre valors de " propers a "m. Si es calcula el punt m�axim

en aquest cas s'obt�e que ` ' 8:2 i " ' 2:4. Aix�� doncs, considerar D3 =

[�4; 4]� [�1; 1] seria una elecci�o que estaria dins de les hip�otesis desitjades.

Anem a considerar ara que b = 2 i compararem els resultats. En aquest

cas m = 4=9 i ` i " venen determinades per

` <
25

216
(20� ") (B.9)

i

" <
500p`� 216p`2

3600 + 25p`
: (B.10)

Com en al cas anterior, la intersecci�o de les dues desigualtats es redueix

a la segona condici�o (B.10), condici�o que d�ona la regi�o R2 representada a la

�gura B.3.



B. Un domini D 119

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

R1"m

`m `

"

25�=54
R1"m

`m `

"

25�=54

Figura B.3: Cas b = 2

En aquest cas els valors m�axims per a ` i " s�on ` ' 1:1 i " ' 0:1. Prendre

D3 = [�0:5; 0:5] � [�0:045; 0:045] seria un exemple satisfent les hip�otesis del

teorema.

Observem que en aquest segon cas el domini D que s'obt�e, �xats D1 i

D2, �es m�es \petit" que el domini que ens podem permetre per al cas b = 1.

Equivalentment, R2 � R1. De fet, si diem Rb al domini per a (`; ") que s'obt�e

per a una determinada b, observem que Rb decreix a mida que la b creix i es

satisf�a Rb � Rb0 si b > b0. Per tant, el domini obtingut per a b = 2 �es un

domini per al qual existir�a algun equilibri estable no constant per al problema

(5.1) per a tota 1 � b � 2.

Per tant, d'ara endavant, centrarem els nostres c�alculs en el cas que b 2

[1; 2] i amb el domini D �xat com a la �gura B.1 amb � = 5, � = 10, ` = 1 i

" = 0:09.

Fins el moment hem estat considerant el cas que "0 = kF (b)j�1j. Ara b�e,

c�alculs semblants als fets per al primer cas, mostren que �xat el domini D

trobat anteriorment i suposant 1 � b � 2, per al cas "0 = �2(D1)F (b)j�1j

existeixen valors del par�ametre k > �2(D1) per als quals se segueixen satisfent
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la hip�otesi (H) i aquelles que fan que v 2 R.

En la secci�o seg�uent veurem quins valors de k s�on permisibles per tal que

s'apliqui el teorema 5.2.

B.2 Determinaci�o de valors per al par�ametre

k

En aquesta secci�o anem a trobar valors en funci�o de b per al par�ametre k per

als quals existeixin equilibris estables no constants per al problema (5.1). Per

a aix�o el que fem �es �xar la funci�o f i el domini D i volem trobar valors de k

per als quals es satisfacin les hip�otesis del teorema 5.2.

Aix�� doncs, sigui f com a la secci�o anterior i D el domini trobat en aquella

mateixa secci�o, �es a dir, D = D1 [D2 [D3 com a la �gura B.1.

Si f �es la de (B.1), recordem que la hip�otesi (H) equival a prendre m �

4=(b+ 1)2 i b � 1. A m�es, �xat el dominiD, tenim �2(D1) = 0:2753 i �2(D2) =

0:13765. Sigui v(x; y) 2 W 1
p la mateixa funci�o lineal a trossos considerada a la

secci�o anterior i imposem en el dos casos "0 = kF (b)j�1j i "0 = �2(D1)F (b)j�1j

la desigualtat (B.3) que ha de satisfer el funcional J(v).

En el primer cas, "0 = k
20� 0:09

3

b3(2 + b)

(b+ 1)2
i (B.3) es redueix a

0:09

2
(b + 1)2 < km

�
99:55

60
(2b + 1) +

�
199:55

60
� 3:4925

�
b3(b + 2)

+
1

30
(2b4 + 3b3 � 3b2 + 3b + 2)

�

= km
1

30
[�3b4 � 7b3 � 3b2 + 102:55b+ 51:775]

= kmP (b) :

Observem que P (b) = 0 nom�es per a b1 = �0:5042982 i b2 = 2:7310033

i P (b) > 0 per a b1 < b < b2. Per tant, si 1 � b < b2 podem aillar k de la
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darrera desigualtat de la manera seg�uent

k >
0:045(b+ 1)4

4P (b)
;

on hem substituit m = 4=(b+ 1)2.

Si anomenem

Q(b) =
0:045(b+ 1)4

4P (b)

observem que aquest quocient �es creixent amb b, si 1 � b � 2. Per exemple,

alguns valors que pren els mostrem a la taula seg�uent

b Q(b)

1 0.038210

1.5 0.082378

2 0.194055

Observem que, �xada b, Q(b) ens d�ona una cota inferior per a la k. Per

tant, en el primer cas obtenim

k 2 [Q(b); p=�]

ja que la cota superior �es p=�, per hip�otesi.

En el segon cas, recordem que se suposa k > p=� = 0:2753 i aleshores es t�e

"0 =
p

�

(20� 0:09)

3

b3(2 + b)

(b+ 1)2
. D'aqu��, (B.3) es redueix a la desigualtat

0:09

2
(b + 1)2 � k

m

60

h
99:51 (2b+ 1) + 199:55 b3 (b+ 2)

+ 2 (2b4 + 3b3 � 3b2 + 3b+ 2)
i

<
m

12
b3 (2 + b) [0:2753 (20� 0:09)� k (62� 0:18)] :

Aillant ara k = k(b) s'obt�e una cota superior en funci�o de la b per als valors

de les k que estem buscant, �es a dir,

k 2 (p=�; k(b)] :
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Aleshores, el conjunt de valors admissibles al par�ametre k ser�a la uni�o dels

dos intervals trobats, �es a dir,

k 2 [Q(b); k(b)] :

Estem suposant que b 2 [1; 2]. Recollim a la taula seg�uent alguns d'aquests

intervals per a alguns valors �xats de b.

b Ib

1 [0.038210, 4.46364]

1.5 [0.082378, 0.34745]

2 [0.194055, 0.29370]

B.3 Alguns resultats num�erics

En aquesta tercera secci�o donarem els m�etodes num�erics que hem usat per tal

de calcular equilibris estables no constants per a (5.1) i per a diferents valors

de b, amb 1 � b � 2. �Es a dir, �xant alguna k per a la qual existeixen equilibris

estables no constants, el que farem �es calcular num�ericament algun equilibri

estable per al problema (5.1) i comprovarem que �es una soluci�o d'equilibri no

constant.

Per tal de dur a terme aquests c�alculs usarem el m�etode dels elements �nits

sobre una malla triangular no regular del domini D. A aquesta malla li dem-

anarem que sigui m�es �na all�a on el domini �es m�es petit ja que, precisament en

el pont ser�a on esperem que hi hagi la transici�o d'una soluci�o gaireb�e constant

a D1 i gaireb�e constant a D2, per�o amb una constant diferent que la de D1.

Una vegada discretitzat el problema sobre els nodes d'aquest mallat obser-

varem que s'arriba a un sistema d'equacions diferencials ordin�aries no lineal.

Finalment integrarem el sistema usant un m�etode d'Euler semiimpl��cit i en

cada iteraci�o, com es veur�a caldr�a resoldre un sistema lineal que per la simetria

que presenta la matriu dels sistema, ser�a resolt usant la seva factoritzaci�o de

Txolesky i resolent els dos sistemes triangulars superior i inferior que s'obtenen.
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B.3.1 Mallat del domini

Donat el dominiD = D1[D2[D3 de la �gura B.1 amb � = 5, � = 10, " = 0:09

i ` = 1 considerarem sobre D una malla no regular amb elements triangulars

que tindr�a 10 elements a x = �5:5 i 20 elements a x = 10:5. Partint de

x = �5:5 la malla s'anir�a adaptant al domini a mida que la x vagi creixent.

Degut a la grand�aria del pont D3 que uneix D1 i D2, caldr�a prendre sobre

D3 elements molt petits en comparaci�o a aquells que prenem en els extrems

del domini. Ara b�e, tot i que aix�o genera una malla no regular, cosa que �es

admisible, all�o que no podem admetre �es tenir elements amb angles massa

petits. Per tant, el mallat que esperem obtenir tindr�a el seg�uent aspecte: hi

haur�a a D1 i a D2 dues zones als extrems esquerre i dret, respectivament,

amb triangles de la mateixa mida que, segons veurem, a x = �2 i x = 4,

comen�caran a fer-se cada vegada m�es i m�es petits �ns a arribar als extrems de

D3, on arriben tant petits com fa falta per tal que a D3 s'obtingui una malla

regular amb elements d'al�cada "=4.

Per tal de generar aquesta malla hem utilitzat un programa mallador re-

alitzat al Departament de Matem�atica Aplicada I de l'Escola T�ecnica Su-

perior d'Enginyers Industrials de Barcelona de la Universitat Polit�ecnica de

Catalunya a [28]. L'esmentat mallador genera malles adaptatives al domini,

no estructurades, amb elements �nits el m�es simples possible a Rn , �es a dir,

segments a R
1 , triangles a R

2 i tetraedres a R
3 . En el nostre cas, D �es un

domini a R2 , amb la qual cosa obtindrem una malla que consta de triangles.

L'algorisme que genera aquestes malles es basa en l'anomenada triangular-

itzaci�o de Delaunay, que en dimensi�o dos est�a caracteritzada per �esser aquella

que, donat un conjunt de punts de R2 i totes les possibles malles triangu-

lars sobre aquells, d�ona aquella malla que fa m�axim l'angle m��nim de tots els

triangles.

Una vegada �xat el sistema de triangularitzaci�o que s'usa, l'algorisme que es

segueix �es un algorisme iteratiu de re�nament d'una malla de partida grollera

que va donant en cada iteraci�o de mallat una malla amb elements re�nats en

funci�o de la morfologia de cada zona del domini.
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En el cas del dominiD, partint d'una malla com la de la �gura B.4, s'arriba

a la malla adaptativa no estructurada que s'observa a la �gura B.5.

B.3.2 El m�etode dels elements �nits

El m�etode dels elements �nits, com �es ben conegut, �es una t�ecnica num�erica per

tal de donar solucions aproximades a alguns problemes. B�asicament el que es fa

�es buscar una aproximaci�o de la soluci�o per una funci�o interpoladora sobre una

discretitzaci�o del domini i que ens portar�a a un sistema d'equacions diferencials

ordin�aries. La integraci�o d'aquest sistema permetr�a trobar els coe�cients de la

funci�o interpoladora que d�ona la soluci�o aproximada del problema.

Anem a formular l'esquema d'aquest m�etode en el nostre cas. Es pot

estructurar en els tres passos seg�uents:

(i) Formulaci�o variacional del problema.

(ii) Aproximaci�o de la soluci�o sobre un domini discretitzat.

(iii) Formulaci�o matricial del sistema d'equacions obtingut a (ii).

Sigui V el seg�uent conjunt de funcions test:

V = fv 2 C0(
) : v �es C1 a trossos g :

Donada v 2 V , podem multiplicar la primera equaci�o de (5.1) , �es a dir, la

primera equaci�o de

8<
: ut = �u ; a D ;

u� = kf(u) ; ; a @D ;
(B.11)

per v i integrant a D, usant la f�ormula de Green i la condici�o de frontera es t�eZ
D
(utv +rurv) dx�

Z
@D
f(u)v d` = 0

per a tota v 2 V .
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Figura B.4: Superior: D amb una malla grollera. Inferior: Detall de D3 amb

una malla grollera.
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Figura B.5: Superior: D amb una malla re�nada. Inferior: Detall de D3 amb

una malla re�nada.
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Denotem ara Z
D
utv dx =< ut; v > ;Z

D
rurv dx = a(u; v) i

Z
@D
f(u)v d` =< f(u); v >@D :

Aleshores, l'anomenada formulaci�o variacional del problema no �es m�es que

escriure (B.11) com

< ut; v > +a(u; v) =< f(u); v >@D : (B.12)

Observem la forma variacional que s'obt�e a l'hora d'intentar aproximar

num�ericament la soluci�o t�e molta similitud amb l'equaci�o (1.4) que s'obtenia

amb la formulaci�o abstracta del problema al cap��tol 1.

Suposem que hem discretitzat el domini segons la malla que s'observa en

la �gura superior de la �gura B.5. Sigui N el nombre de nodes que apareixen

en el mallat. Aleshores, considerem una col�lecci�o de funcions f'igi=1;:::;N a V

de la forma seg�uent: donat el node k-�esim considerem 'k que sigui una funci�o

lineal que valgui 1 en aquest node i zero en tots els altres, per a 1 � k � N .

Diem h al di�ametre m�axim de tots els triangles de la triangularitzaci�o del

domini. Aleshores, sigui Vh � V l'espai generat per les f'igi=1;:::;N , �es a dir,

Vh =< 'i >i=1;:::;N� V :

Aleshores, imposar que (B.12) es compleixi per a tot element de Vh equival

a dir que tenim

< ut; 'k > +a(u; 'k) =< f(u); 'k >@D : (B.13)

per a tota 1 � k � N .

El que farem ara �es buscar una soluci�o aproximada de (B.11) dins de l'espai

Vh, �es a dir,

u(x; t) =
NX
i=1

ui(t)'i(x) =
NX
i=1

ui'i : (B.14)
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Imposant que aquesta u satisfaci (B.13) obtenim

NX
i=1

_ui < 'i; 'k > +
NX
i=1

ui a('i; 'k) =
Z
@D
f(

NX
i=1

ui'i)'k d` (B.15)

per a tota 1 � k � N . Aqu�� _ui =
d

dt
(ui(t)).

Veiem, doncs, que hem obtingut un sistema no lineal d'equacions diferen-

cials ordin�aries. Podem expressar aquest sistema en forma matricial si diem

A = (< 'i; 'k >)i;k 2 MN�N ;

B = (a('i; 'k))i;k 2 MN�N ;

F (u) =

 
< f(

NX
i=1

ui'i); 'k >@D

!
k

2 R
N :

Aleshores, si u = (u1; : : : ; uN)
t, el sistema (B.15) s'escriu

A _u+Bu = F (u) : (B.16)

Per tant, la resoluci�o num�erica del problema (B.11) queda traslladada a la

resoluci�o sobre el domini discretitzat del sistema (B.16). Aix�o ens donar�a el

valor de la soluci�o en els nodes de la xarxa i la funci�o interpoladora (B.14) una

aproximaci�o de la soluci�o u a tot D.

Abans de descriure el m�etode d'integraci�o del sistema que usarem anem a

veure com s�on les matrius A i B i el terme independent F (u).

Observem que els coe�cients d'A i de B seran zero si les funcions 'i i 'k

tenen suports disjunts ja que

< 'i; 'k >=
MX
l=1

Z
Tl
'i'k dx i

a('i; 'k) =
MX
l=1

Z
Tl

r'ir'k dx

on Tl denota el triangle l-�esim de la triangularitzaci�o feta i M �es el nombre

total de triangles que la formen. Per tant, ordenant els nodes de manera
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adequada s'obtenen matrius banda, depenent l'amplada de la banda del lloc

que ocupen en l'ordenaci�o dels nodes els nodes de triangles adjacents. �Es a

dir, ens conv�e ordenar els nodes de manera que nodes pertanyents a triangles

adjacents tinguin n�umeros en aquesta ordenaci�o el m�es propers possible.

Per tal de calcular els coe�cients d'A, observem que com les funcions f'ig

s�on lineals a trossos, podem fer-ho de manera exacta usant el m�etode de Simp-

son per a integraci�o. Els coe�cients de B tamb�e s�on senzills de calcular tenint

en compte que de la linealitat a trossos de les f'ig sabem que fr'ig s�on

constants. Aleshores

a('i; 'k) =
MX
l=1

r'ir'k �area (Tl) :

Per a la matriu A, com la malla �es no estructurada, usem un canvi de

variable en el c�alcul de les integrals de manera que el domini del canvi sigui

el mateix triangle per a tots els triangles Tl de la malla. Per tant reduint les

integrals a integrals sobre el triangle de v�ertexos (0; 0), (1; 0) i (0; 1) obtenim

< 'i; 'k > =
Z
Tl

'i'k dx dy = jJ j
Z 1

0

Z 1�u

0
('i'k)(u; v) du dv

=
jJ j

36
[('i'k)(0; 0) + 4('i'k)(0; 1=2) + ('i'k)(0; 1)

+ 2('i'k)(1=2; 0) + 8('i'k)(1=2; 1=4) + 2('i'k)(1=2; 1=2)] :

Pel que fa a la matriu B cal con�eixer, donada una ', l'expressi�o del seu

gradient, r', i, donat un triangle qualsevol T de v�ertexos a, b i c, quant val

la seva �area.

Donat T com abans, suposem que ' �es la funci�o de Vh que val u en el v�ertex

a i zero en els altres. �Es a dir,

' =
(bx � cx)y + (cy � by)x+ cxby � cybx
(ax � bx)(cy � by) + (ay � by)(cx � bx)

:

D'aqu��, si d = (ax � bx)(cy � by) + (ay � by)(cx � bx), per al gradient es t�e

r' =
1

d
((cy � by); (bx � cx)) :
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A m�es, l'�area de T ve donada per

�area (T ) =
1

2
j(cx � ax)(by � ay)� (bx � ax)(cy � ay)j :

Hem vist de quina manera calcularem els coe�cients de les matrius A i B.

Ens queda, per�o, veure com �es i com calcularem el vector F (u).

Recordem que est�avem suposant que f �es de la forma

f(u) = �m(u3 � (a + b)u2 + abu) ;

amb m > 0 i a < 0 < b dos zeros de f , a m�es del 0. Aleshores, la component

k-�esima del vector F (u) �es la integral

Ik =
Z
@D
f(

NX
i=1

ui(t)'i(x))'k(x) d`

= �m

2
4 NX
i=1

u3i

Z
@D
'3i'k d`+ 6

X
l>j

X
j>i

N�2X
i=1

uiujul

Z
@D
'i'j'j'k d`

+ 3
X
j 6=i

NX
i=1

u2iuj

Z
@D
'2i'j'k d`+ �

NX
i=1

u2i

Z
@D
'2i'k d`

+ 2�
X
j>i

NX
i=1

uiuj

Z
@D
'i'j'k d`+ �

NX
i=1

ui

Z
@D
'i'k d`

3
5 :

Fixada k, moltes d'aquestes integrals s�on zero ja que en la majoria els

suports de les funcions ' que hi apareixen s�on disjunts.

Les integrals de frontera que apareixen s�on suma d'integrals sobre in-

tervals. Suposem que ordenem i numerem els nodes de @D comen�cant a

x0 = (�5:5;�2:5) i girant sobre @D en sentit horari. Considerem, doncs, cada

integral sobre @D com la suma de les integrals sobre els intervals adjacents

[xl�1; xl] = Jl amb extrems dos nodes contingus segons aquesta ordenaci�o.

La funci�o 'l t�e suport Jl [ Jl+1 = [xl�1; xl+1], �es lineal a trossos, cont��nua
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i 'l(xl) = 1, �es a dir,

'l(x) =

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

0 ; si x � xl�1 ;

1

hl
(x� xl�1) ; si x 2 Jl ;

1

hl+1
(�x + xl+1) ; si x 2 Jl+1 ;

0 ; si x � xl+1 ;

on hl = xl � xl�1 i hl+1 = xl+1 � xl s�on les longituds dels intervals Jl i Jl+1,

respectivament.

A m�es,

Z
Jl

'l d` =
Z 1

0
t hl dt =

hl
2
;

Z
Jl+1

'l d` =
Z 1

0
(1� t) hl+1 dt =

hl+1
2

i
Z
Jk

'l d` = 0 per a tota k 6= l; l + 1.

Els valors de les diferents integrals de vora que apareixen a Ik s�on:

Z
@D
'i'k d` =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

hk
6
; si i = k � 1 ;

hk
3

+
hk+1
3

; si i = k ;

hk+1
6

; si i = k + 1 ;

Z
@D
'i'j'k d` =

8>>>><
>>>>:

hk
12

; si i = k � 1 i j = k ;

hk+1
12

; si i = k + 1 i j = k + 1 ;
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Z
@D
'2i'k d` =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

hk
12

; si i = k � 1 ;

hk
4

+
hk+1
4

; si i = k ;

hk+1
12

; si i = k + 1 ;

Z
@D
'2i'j'k d` =

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

hk
30

; si i = k � 1 i j = k ;

hk
20

; si i = k i j = k � 1 ;

hk+1
20

; si i = k i j = k + 1 ;

hk+1
30

; si i = k + 1 i j = k ;Z
@D
'i'j'k'l d` = 0 ;

Z
@D
'3i'k d` =

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

hk
20

; si i = k � 1 ;

hk
5

+
hk+1
5

; si i = k ;

hk+1
20

; si i = k + 1 :

Totes les integrals restants s'anul�len.

Per tant, �xada k, la component k-�esima Ik del vector F (u) �es:

Ik = �m

"
u3k�1

hk
20

+ u3k

 
hk
5

+
hk+1
5

!
+ u3k+1

hk+1
20

+ 3

 
u2k�1 uk

hk
30

+ u2k uk�1
hk
20

+ u2k uk+1
hk+1
20

+ u2k+1 uk
hk+1
30

!

+ �

 
u2k�1

hk
12

+ u2l

 
hk
4

+
hk+1
4

!
+ u2k+1

hk+1
12

!
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+ 2�

 
uk�1 uk

hk
12

+ uk uk+1
hk+1
12

!

+ �

 
uk�1

hk
6

+ uk

 
hk
3

+
hk+1
3

!
+ uk+1

hk+1
6

!#

=
�m

60

h
hk
�
3 u2k�1 + 12 u3k + 6 u2k�1 uk + 9 u2k uk�1 + 5�u2k�1

+ 15�u2k + 10�uk�1 uk + 10 � uk�1 + 20 � uk
�

+ hk+1
�
12 u3k + 3 u3k+1 + 9 u2k uk+1 + 6 u2k+1 uk + 15�u2k

+5�u2k+1 + 10�uk uk+1 + 20 � uk + 10 � uk+1
�i

:

Fins el moment, en aquesta subsecci�o hem vist que podem calcular una

aproximaci�o de la soluci�o resolent sobre el domini discretitzat el sistema (B.16).

Tamb�e hem vist de quina forma es calcularan les matriusA iB que hi apareixen

i com pot avaluar-se F (u).

Resta ara donar un m�etode d'integraci�o del sistema (B.16), cosa que veurem

en la seg�uent subsecci�o.

B.3.3 El m�etode d'Euler

Donat el problema de valor inicial8<
: ut = G(t; u)

u(t0) = u0 ;

i una vegada �xada h 6= 0 i donada la condici�o inicial u(t0) = u0, es poden

obtenir en el conjunt equidistant de punts ti = t0 + ih, i = 1; 2; : : :, aproxi-

macions, que denotarem per ui, dels valors u(ti) de la soluci�o exacta usant el

m�etode d'Euler expl��cit:8<
: u0 = u(t0)

ui+1 = ui + hG(ti; ui) ; i = 0; 1; 2; : : :
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o b�e mitjan�cant el m�etode d'Euler impl��cit, que ve donat per:

8<
: u0 = u(t0)

ui+1 = ui + hG(ti+1; ui+1) ; i = 0; 1; 2; : : :

que resulta �esser m�es adequat a l'hora de discretitzar equacions parab�oliques.

(Vegi's [35]).

L'aplicaci�o d'aquests m�etodes, amb pas h > 0 constant, a un sistema d'e-

quacions diferencials donar�a una successi�o de vectors vn que aproximen la

soluci�o.

En la subsecci�o anterior s'ha vist que el m�etode dels elements �nits ens

porta al sistema d'equacions diferencials ordin�aries

A _v +Bv = F (v) ;

essent v = (u1; u2; : : : ; uN)
t amb ui = u(xi), i = 1; 2; : : : ; N i xi el node i-�esim.

Com que F �es no lineal anem a prendre un esquema iteratiu semiimpl��cit,

que sigui expl��cit a F i impl��cit a B, que �es lineal:
8<
: v0 = v(0) ;

(A+ hB)vn+1 = Avn + hF (vn) ; n = 0; 1; 2; : : :
(B.17)

o, equivalentment,
8<
: v0 = v(0) ;

vn+1 = (A+ hB)�1 [Avn + hF (vn)] ; n = 0; 1; 2; : : :
(B.18)

Usarem aquest esquema amb h prou petita per a trobar solucions d'equilibri

estables fent n!1.

Per tal d'implementar aquest m�etode de resoluci�o caldr�a �xar una bona

condici�o inicial si volem que convergeixi a un equilibri estable no constant.

Una vegada triat aquest vector inicial el que farem per tal de dur a terme les

iteracions �es usar (B.17) en lloc de (B.18). �Es a dir, no invertirem per raons

d'estabilitat num�erica la matriu A+ hB del sistema, sin�o que el que farem en

cada pas �es resoldre el sistema (B.17).
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En els c�alculs de les matrius A i B vistos a la subsecci�o anterior s'observa

que ambdues matrius s�on sim�etriques. Per tant, A+hB, amb h > 0 constant,

�es tamb�e sim�etrica i pot veure's que �es de�nida positiva. Aleshores, el que fem

en cada iteraci�o �es resoldre els dos sistemes triangulars superior i inferior que

s'obtenen de la factoritzaci�o de Txolesky de la matriu A + hB. Notem que

nom�es cal fer una �unica vegada aquesta factoritzaci�o.

Per tant, el m�etode de resoluci�o emprat en els c�alculs que presentarem en

la propera subsecci�o �es el donat a (B.17) usant la factoritzaci�o de Txolesky

per tal de resoldre el sistema que s'obt�e en cada pas.

B.3.4 Alguns c�alculs num�erics

En aquesta subsecci�o anem a presentar alguns c�alculs fets, l'objectiu dels quals

ha estat trobar de manera expl��cita i num�ericament alguns equilibris estables

no constants per al problema (5.1) en les hip�otesis que hem anat trobant en

les seccions anteriors. Recordem-les: suposem que D �es el domini trobat a

la secci�o B.1, �es a dir, D �es de la �gura B.1 amb � = 5, � = 10, ` = 1

i " = 0:09. Considerem a D el mallat de la �gura B.5. Suposem, a m�es,

que k pertany al l'interval trobat a la secci�o B.2 i que corresponia al cas que

f(u) = �m(u3 � (a+ b) u2 + a b u), m = 4=(b+ 1)2.

Fixats D i f resolem el problema usant (B.17) segons tot all�o que s'ha

vist a la subsecci�o B.3.3. Per a aix�o s'ha programat el m�etode explicat en les

subseccions anteriors i hem triat una condici�o inicial adequada.

Per tal de trobar equilibris estables no constants, segons s'havia vist al

cap��tol 5, cal que el conjunt que denot�avem per R sigui no buit. S'havia vist

tamb�e que la funci�o v(x; y) donada a la secci�o B.1 pertanyia a R. Sembla,

doncs, natural prendre com a condici�o inicial la seg�uent funci�o:

v0 =

8>>>><
>>>>:

�1 ; a D1 ;

(b+ 1) x+
b� 1

2
; a D3 ;

b ; a D2 ;

�es a dir, d'una funci�o que pren valors constants �1 a D1 i 1 a D2 i que �es lineal
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en x a D3 de manera que la funci�o resultant sigui cont��nua, i esperar obtenir

l'equilibri cercat per a cada valor de b com l'evoluci�o en el temps d'aquesta

condici�o inicial.

Aix�� doncs, el que presentarem tot seguit s�on alguns dibuixos que il�lustren

les solucions d'equilibri estables i no constants que hem obtingut per a diferents

valors de b i per a k el punt mig de cada un dels intervals que, en funci�o de

la b s'havien obtingut a la secci�o B.2. M�es concretament, a la �gura B.6

representem el cas b = 1 i k = 2:25093 i a B.7 i a B.8, els casos b = 1:5 amb

k = 0:21491 i b = 2 amb k = 0:24388, respectivament.
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Figura B.6: Cas b = 1. Superior: Condici�o inicial. Inferior: Soluci�o d'equilibri

estable no constant. (L'eix vertical representa el segment �1 � u � 1.)
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Figura B.7: Cas b = 1:5. Superior: Condici�o inicial. Inferior: Soluci�o d'equi-

libri estable no constant. (L'eix vertical representa el segment �1 � u � 1:5.)
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Figura B.8: Cas b = 2. Superior: Condici�o inicial. Inferior: Soluci�o d'equilibri

estable no constant. (L'eix vertical representa el segment �1 � u � 2.)
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