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Prefacio

Esta tesis se engloba dentro de las actividades del grupo de investigacién de Teoria de Grafos
y Combinatoria del Departamento de Matemética Aplicada y Telemética de la Universidad
Politécnica de Catalufia, que estd identificado como Grup de Recerca de Qualitat de la Genera-
litat de Catalunya con la referencia 1998 SGR00119. Esta tesis ha sido realizada parcialmente
con el soporte del Comissionat per a Universitats i Recerca en la Beca 1997FI-693, en el marco
de los proyectos CICYT siguientes:

Titulo: Redes eficientes para arquitecturas paralelas y de telecomunicacion: estrutura y algo-
ritmos.

Referencia: TIC94-0592
Organismo ejecutor: Universidad Politécnica de Catalunya
Investigador principal: Miguel Angel Fiol Mora

Inicio/Fin: 01-08-1994/31-07-1997

y

Titulo: Optimizacion de redes de interconezion: Transporte y difusion de la informacion, mo-
delos y algoritmos.

Referencia: TIC97-0963

Organismo ejecutor: Universidad Politécnica de Catalunya
Investigador principal: Josep Fabrega Canudas
Inicio/Fin: 01-08-1997/31-07-2000

Parte de este trabajo ha sido realizado durante una estancia de tres meses de la autora en
la School of Mathematical Sciences del Queen Mary and Westfield College de Londres, y mas
concretamente, en el QMW Combinatorics Study Group.

El 4&mbito en que se sitia esta tesis es la Teoria de Grafos. Enmarcada en la Combinatoria, la
Teoria de Grafos permite modelar, de forma simple, cualquier sistema discreto (finito) sobre el
que se define una relacién binaria, por ejemplo una red de interconexién. El modelo matemaético
adecuado para estos sistemas discretos es un grafo o alguna de sus variantes, grafo dirigido,
multigrafo, pseudografo, etc. En este trabajo se estudian grafos dirigidos o digrafos que pueden
servir como modelos tedricos para la construcciéon de redes de comunicaciones y de memorias
dindmicas, especialmente desde el punto de vista de la simetria.
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La descripcién explicita de los diversos tipos de criterios de optimizacién, asi como los mode-
los y problemas matematicos subyacentes a los problemas de diseno de redes de interconexién y
de comunicaciones se pueden encontrar, por ejemplo, en las monografias de Rumeur (acrénimo
de un conjunto de autores), [24], o de Leighton [60].

Una red de comunicaciones o de interconexién consta de procesadores (nodos) conecta-
dos por canales de comunicacion. Estas redes se modelan usualmente mediante un digrafo
— estructura matematica formada por un conjunto de puntos llamados vértices y un conjunto
de pares ordenados de vértices llamados arcos — que tiene por vértices los procesadores y por
arcos las conexiones unidireccionales entre procesadores. Una de las aplicaciones de la Teoria
de Grafos en este campo de las comunicaciones es el diseno de redes de interconexién, actividad
en las cuales se trata de construir topologias para estas redes que resulten éptimas dentro de
un conjunto de necesidades especificas; por ejemplo, simetria, maxima capacidad de tolerancia
a fallos o disefio de tabla de encaminamiento con algoritmos eficientes.

Algunas de las redes méas populares que se utilizan en los sistemas multiprocesadores, como el
hipercubo o la red "butterfly’ constituyen ejemplos de redes simétricas que se usan en la practica.
Algunas de las redes que se han propuesto en la literatura como alternativa al hipercubo, como
las basadas en los digrafos de De Bruijn [23] o de Kautz [56] y sus generalizaciones, tienen
precisamente como principal defecto el hecho de no ser redes simétricas. El estudio sistemético
de topologias simétricas basadas en modelos algebraicos se inicié con los trabajos de Akers y
Krishnamurthy [1]. Se puede encontrar un resumen exhaustivo de las distintas propuestas en
esta linea en el ’survey’ de Lakshmivarahan, Jwo y Dhall [58]. En este resumen se incluyen
también los modelos utilizados para el diseno de redes de permutaciones.

Las redes de interconexién simétricas son aquellas que se ven igual desde cualquier nodo,
es decir, aquellas en que el digrafo correspondiente es vértice transitivo. Las redes simétricas
son buenos modelos para redes de interconexién pues la simetria se aprovecha para disefar
una tabla de encaminamiento con algoritmos sencillos y eficientes, para construir esquemas
de comunicaciéon comunes a todos los vértices, y porque en una red simétrica los problemas
de congestion se minimizan, pues la carga se puede distribuir uniformemente entre todos los
vértices.

Una primera medida de la simetria de un digrafo es su grupo de automorfismos. Si un digrafo
consta de n vértices y el grupo de automorfismos es el simétrico S, la simetria es maxima. Si
por el contrario, el grupo de automorfismos es el trivial, no hay simetria alguna. En nuestro caso,
también tienen interés los subgrupos del grupo de automorfismos que conservan o modifican
una estructura anadida al digrafo, como puede ser una 1-factorizacién o arco-coloracién del
digrafo. Se definen entonces los grupos de automorfismos de digrafos arco-coloreados o los
grupos de automorfismos permutadores de colores de un digrafo arco-coloreado. Los digrafos
arco-coloreados son los modelos matematicos de las redes de permutaciones, y en particular, de
las memorias dindmicas.

Una red de permutaciones se modela por un digrafo en el cual, en cada unidad de tiempo,
los paquetes de cada nodo se envian a uno de los nodos adyacentes, de manera que no tiene
lugar ningin conflicto, esto serfa, que dos paquetes fueran transferidos a un mismo nodo. Asi,
el protocolo de red consiste en el conocimiento de todas las permutaciones posibles y de un
algoritmo para producir cada una de ellas en el minimo cardinal de unidades de tiempo posible.
Las arco-coloraciones que nosotros utilizamos en la memoria, nos devienen entonces ttiles para
modelar una red de este tipo.

Las redes de permutaciones tienen como objetivo proporcionar sistemas eficientes de genera-
cién de permutaciones de datos aptas para su procesamiento en paralelo, como las que se utilizan
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para la ordenacion de datos, el calculo de la transformada discreta de Fourier, o los cédlculos
matriciales. Por sus miltiples aplicaciones computacionales, y por la complejidad algoritmica
de generacion de permutaciones, el disefio de redes de permutaciones constituye un area de
investigacién extremadamente activa.

Una aplicacién particular de las redes de permutaciones la constituyen las denominadas
memorias dindmicas.

Una memoria dindmica es un medio de almacenaje de datos caracterizado por el hecho de
que el acceso a los datos no se efectia por medio del medio mecédnico de una celda especial de
lectura/escritura, sino a través del movimiento, por medios electrénicos, de los propios datos a
través de una red de permutaciones. Este modelo se propuso originariamente para reducir el
tiempo de acceso a los datos.

En [35] se puede encontrar un ’survey’ de las distintas propuestas que se encuentran en la
literatura sobre modelos de memorias dindmicas en el que se introduce un modelo matematico
general, el de los denominados digrafos coloreados, que constituye uno de los puntos de partidas
de la presente memoria.

La familia de digrafos mas utilizada para disefiar, analizar y mejorar redes de interconexién
son los digrafos de Cayley (véanse por ejemplo [1, 58]). Los digrafos introducidos por Cayley en
[19] son digrafos que tienen como vértices los elementos de un grupo y como arcos los pares de
elementos del grupo (g, h) tales que gh~! es un generador del grupo (véase la definicién formal
en la seccién 1.2.2). Los modelos de digrafos de Cayley representan la mayorfa de las redes de
interconexién simétricas. De hecho, toda red de interconexién simétrica se puede representar
como una extension de este modelo via el Teorema de Sabidussi [78], que establece que todo
digrafo vértice transitivo es un cociente de un digrafo de Cayley por clases laterales. Los modelos
de digrafos de Cayley permiten interpretar algunas propiedades para digrafos (por ejemplo, ser
digrafos vértice transitivos se traduce en modelar redes de interconexién simétricas), asi como
demostrar muchas propiedades de clases de redes conocidas dentro de este conjunto, en lugar
de probarlas para cada red independientemente. Y mas importante atin, este modelo tedrico
nos permite construir una gran variedad de nuevos modelos de redes simétricas.

Las mencionadas anteriormente constituyen las motivaciones generales en las que se en-
marca el trabajo realizado en esta tesis. El contenido de la tesis, sin embargo, no desarrolla
explicitamente estas aplicaciones, sino que se centra en sus aspectos matemadticos subyacentes.
Uno de los resultados principales constituye el desarrollo de una herramienta eficaz para la
construccién de digrafos con alto grado de simetria. El tipo de simetria que se considera es la
denominada k-arco transitividad. Un digrafo es k-arco transitivo si tiene un grupo de auto-
morfismos que actia transitivamente en el conjunto de caminos de longitud & del digrafo. Asi,
los digrafos 0-arco transitivos son los digrafos vértice transitivos, y los l-arco transitivos se
corresponden a los digrafos arco transitivos usuales.

El estudio de los digrafos k-arco transitivos fue especialmente motivado por el resultado
de Weiss [85] que prueba que los unicos grafos (no dirigidos) k-arista transitivos para k > 7
son los ciclos, es decir, no existen grafos altamente transitivos no triviales. La situacién es
distinta para el caso dirigido, en el que Praeger [71] dié construcciones explicitas de digrafos
k-arco transitivos para valores arbitrarios de k y para cualquier grado. Estos trabajos fueron
proseguidos después por varios autores en [18, 21, 30, 61]. En todos estos trabajos el punto
de vista es algebraico y se parte de grupos abstractos a partir de los cuales se construyen
los modelos combinatorios. Por el contrario, en las construcciones de esta tesis se parte de
modelos combinatorios de los que se construyen digrafos con grado de simetria preestablecido.
Esta técnica de construccién de digrafos k-arco transitivos constituye una de las aportaciones
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centrales del trabajo, y puede entenderse como una técnica universal en el sentido de que
todo digrafo k-arco transitivo puede ser obtenido como aplicacién de dicha técnica. Ademas,
los digrafos k-arco transitivos obtenidos a partir de un digrafo arbitrario dado resultan ser
recubridores, en el sentido topolégico, del digrafo de partida. Asi, esta técnica es también
una técnica de construccién de recubrimientos k-arco transitivos de digrafos arbitrarios para
cualquier entero positivo k. En este sentido, se generalizan resultados anteriores de Babai [2], que
corresponden a los casos k = 0,1, y se da respuesta, en sentido negativo, a un problema abierto
planteado por Cameron [15, Problema 9.1] en el que se pregunta si la matriz de adyacencia de
un digrafo (k-)arco transitivo es diagonalizable.

La segunda parte de la tesis se centra en el andlisis especifico de digrafos k-arco-transitivos
que pueden ser obtenidos mediante el uso de la técnica que se ha introducido a partir de di-
grafos bésicos, entre los que destacan por su uso en las aplicaciones los denominados digrafos
de De Bruijn y de Kautz. En particular, se desarrollan las herramientas de anélisis adecuadas
para producir e identificar familias de recubrimientos que puedan ser tutiles como modelos de
transmisién y de difusién de la informacién. Ademds del estudio sistemdtico de los recubri-
mientos k-arco transitivos de digrafos de De Bruijn, de Kautz, y de los denominados digrafos
de Cayley multidimensionales, se hace un estudio exhaustivo de los digrafos de grado pequeno
que pueden obtenerse con la aplicacién de la técnica propuesta. Este tipo de trabajo exhaustivo
permite disponer de informacién abundante sobre las caracteristicas basicas de estos digrafos y
en especial de la estructura de sus grupos de automorfismos.

Notamos aqui que una gran parte del trabajo reflejado en los ltimos capitulos de la memoria
ha consistido en desarrollar herramientas computacionales para la identificacién de grupos de
permutaciones. Este trabajo computacional se ha desarrollado en base al sistema GAP de teoria
computacional de grupos (véase [43]) v al paquete compartido para GAP para grafos y grupos
(véase [81] para mds informacion al respecto). En esta memoria no se incluyen los programas
especificos que se han desarrollado ni tampoco las técnicas usadas para identificacion de los
grupos de permutaciones obtenidos, sino que la memoria se centra en los aspectos matematicos
del problema, obviando los problemas computacionales. Aun asi, es de destacar que el desarrollo
de algunas de las herramientas computacionales, en particular las de obtencién de grupos de
automorfismos de digrafos k-arco transitivos, fue hecho en estrecha colaboracién con Leonard
Soicher, autor del paquete GRAPE, durante la estancia que la autora realizé en QMW, lo que
permitié depurar y optimizar algunas de las rutinas de dicho paquete.

Finalmente, la forma en que se estructura esta memoria es la siguiente.

En el Capitulo 1 incluimos la notacién y terminologia bésica de digrafos que utilizaremos a
lo largo de la memoria, y explicitaremos algunas de las familias de digrafos que utilizaremos con
asiduidad. También introduciremos la técnica del digrafo linea y algunas familias de digrafos
linea como los digrafos de De Bruijn y los Kautz. Es conocido que el digrafo linea es una
operacién de digrafos con muy buenas propiedades, y en nuestro caso particular, desde el punto
de vista de la simetria, pues conserva el grupo de automorfismos.

En el Capitulo 2 definiremos los digrafos k-arco transitivos y daremos un estado del arte de
otras construcciones de digrafos k-arco transitivos conocidas hasta la fecha. En este capitulo,
introduciremos también las herramientas claves para nuestra construccién de digrafos k-arco
transitivos como son las arco-coloraciones o 1-factorizaciones y los recubrimientos de digrafos.
En particular, definiremos los recubrimientos de Cayley de digrafos arco-coloreados y estudiare-
mos algunas de las condiciones bajo las que los recubrimientos obtenidos son homeomorfos a
ciclos.
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En el Capitulo 3 presentamos nuestra construccién de digrafos k-arco transitivos, que es tam-
bién una técnica de construccion de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo conexo regu-
lar arbitrario para cada entero positivo k. Como técnica de contruccién de recubrimientos k-arco
transitivos, generaliza los resultados de Babai de 1985 para los casos k = 0,1 (véase [2]). La idea
de la construccién consiste en escoger recubrimientos vértice transitivos “apropiados” del digrafo
k-linea iterado del digrafo de partida, de manera que estos recubrimientos sean también digrafos
k-linea iterados. Ademads, los digrafos k-arco transitivos de los que son k-linea iterados resul-
tan ser también recubrimientos del digrafo de partida. Los recubrimientos “apropiados” de
los digrafos k-linea iterados son recubrimientos de Cayley de los digrafos con 1-factorizaciones
k-uniformes. En la seccién 3.3 definiremos las 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-linea
iterados y probaremos que todo digrafo k-linea iterado admite 1-factorizaciones de este tipo.
En el Capitulo 3 también calcularemos explicitamente los recubrimientos k-arco transitivos
obtenidos con nuestra construccién a las familias de digrafos de De Bruijn y Kautz, y estudiare-
mos el problema de la construccién de una cadena infinita de recubrimientos k-arco transitivos
de un digrafo arbitrario.

En el Capitulo 4 introducimos el concepto de cuadrado latino uniforme y damos una caracte-
rizacién de las 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos linea en términos de cuadrados latinos
uniformes. En particular, obtenemos el nimero de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo
linea en funcién del nimero de cuadrados latinos normalizados uniformes de manera constructi-
va. Se demuestra también que los cuadrados latinos uniformes son isomorfos al cuadrado latino
de la tabla de composicién de un grupo del mismo orden. Como consecuencia, calculamos ex-
plicitamente los cuadrados latinos uniformes de orden pequeno y obtenemos las 1-factorizaciones
1-uniformes de digrafos linea de grado pequeno de algunas familias de digrafos. La ultima parte
del Capitulo 4 la dedicamos al estudio de la representaciéon de grupos de permutaciones de grado
pequeio como grupos de permutaciones de digrafos linea o lo que es equivalente, al problema
de determinar cudndo un grupo de permutaciones es un grupo de automorfismos de un digrafo
que actua regularmente en el conjunto de arcos del mismo.

En el Capitulo 5 estudiaremos el grupo completo de automorfismos de los recubrimientos
k-arco transitivos que obtenemos con nuestra técnica. Podremos dar algunos resultados in-
teresantes para los digrafos de grado dos en términos de normalidad. Un digrafo de Cayley es
normal cuando su grupo de automorfismos es el menor posible. Por dltimo en este capitulo,
estudiaremos la estructura del grupo de automorfismos de los digrafos k-arco transitivos que
son homeomorfos a un ciclo y en particular, veremos que un digrafo de Cayley es homeomorfo
a un ciclo si y sdlo si existe un subgrupo normal del grupo base tal que los generadores estan
contenidos en una de las clases laterales del subgrupo.

Con el fin de que la memoria sea lo mas autocontenida posible, incluimos al final de la
memoria un Apéndice sobre Grupos de permutaciones. Como los grupos de permutaciones de
1-factorizaciones de digrafos son grupos de permutaciones transitivos en el conjunto de vértices
del digrafo, nos ha parecido oportuno incluir en este Apéndice algunas de las definiciones basicas
y resultados conocidos sobre grupos de permutaciones que utilizaremos a lo largo de la memoria.

Muchas de las aportaciones que aparecen en esta memoria han sido publicadas previamente
en diferentes revistas o presentadas a congresos ([63, 62, 65, 64]).
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1 Teoria de Grafos 1

Capitulo 1

Teoria de Grafos

1.1 Introduccién

En este capitulo introductorio presentamos aquellos conceptos y teoremas de Teoria de Grafos
que utilizaremos a lo largo de esta memoria. Una primera seccién se ocupa de las definiciones
basicas de Teoria de Grafos, y la segunda seccién introduce la técnica del digrafo linea, que serd
una de las herramientas fundamentales de nuestro trabajo.

Se puede completar informacién de los términos definidos, asi como las demostraciones de
los resultados enunciados, en los libros de texto generales de la materia (véanse, por ejemplo
[10], [16] y en [20]).

Las definiciones y resultados que no se incluyen en este capitulo se introduciran en el
capitulo 2 o a medida que sean necesarias.

1.2 Definiciones basicas

Definimos a continuacién los principales conceptos de Teoria de Grafos que utilizamos en la
memoria.

Grafos y digrafos

Un grafo ' = (V, E) es un par ordenado formado por un conjunto no vacio V"= V(I') de vértices
y un conjunto E = E(T") de pares no ordenados de vértices llamados aristas. El orden de un
grafo I' es su nimero de vértices, es decir, el cardinal del conjunto V, |V|. El tamario de T es
el cardinal del conjunto de aristas E, i.e. |E|. Un bucle o autolazo (a veces también lazo) es
una arista {u,v} tal que v = v. Un grafo simple es un grafo sin bucles. Si u y v son vértices
del grafo tales que {u,v} € E, decimos que u y v son adyacentes, y lo denotamos por u ~ v.
También en este caso se dice que v y v son incidentes a la arista e. El conjunto de vértices
adyacentes a un vértice dado u se llama vecindario de u y se denota I'(u). El cardinal |T'(u)]
es el llamado grado del vértice u y se denota d(u). El grado minimo se define como el minimo
de los grados de entre todos los vértices de I y se denota 6 = 6('). Andlogamente se define el
grado mdzimo y se denota A = A(T"). Un grafo I se dice regular si § = A, o también r-regular
cuando § = A =r.

Andélogamente, un grafo dirigido o digrafo T = (V, A) est4 formado por un conjunto no vacio
de vértices V. =V (T') y un conjunto A = A(T") de pares ordenados de vértices llamados arcos.
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El orden de un digrafo es el cardinal |V| y el tamano el cardinal |A|. Un arco de la forma (u, u)
se llama bucle o lazo. Un digrafo simple es un digrafo sin bucles. Si u y v son vértices del
digrafo T tales que (u,v) € A, diremos que u es adyacente hacia v o que v es adyacente desde
u. En este caso también se dice que el arco (u,v) es incidente desde u o incidente hacia v. De
la misma manera, dados dos arcos de la forma (u,v) y (v,w), donde el vértice hacia el cual es
incidente el primer arco coincide con el vértice desde el cual es incidente el segundo, se dice que
son arcos adyacentes el uno hacia el otro. El conjunto de vértices adyacentes desde un vértice
u se denota I'"(u) y su cardinal es el grado de salida del vértice u, dt(u). Andlogamente, se
define el conjunto de vértices adyacentes hacia un vértice u, I'" (u), y el grado de entrada de este
vértice, d” (u) = | (u)|. Dado un digrafo T’ = (V, A), se define el grado mdzimo de salida, AT,
como AT = max,cy{d*(u)}. De manera similar se definen el grado mdzrimo de entrada, A™,
el grado minimo de salida, 6T, y el grado minimo de entrada, 5~. El grado mdzimo y el grado
minimo de un digrafo se definen como A = max{A* A~} y § = min{6™", 6~} respectivamente.
Un digrafo se dice que es r-regular o simplemente regular si r = 6 = A. También se habla de
digrafos requlares de entrada o de salida cuando §— = A~ o 6T = AT respectivamente.

En la definicién de digrafo consideraremos el conjunto A como un conjunto simple, es decir,
dados dos vértices u y v, puede haber como mucho un dnico arco de la forma (u, v). Si permitimos
arcos miltiples, esto es, mdas de dos arcos de la forma (u,v), entonces la estructura se llama
multidigrafo. (Andlogamente se define el concepto de multigrafo).

Un digrafo simétrico es un digrafo tal que para cualquier par de vértices u,v se cumple
(u,v) € A< (v,u) € A. Obsérvese que cada grafo T' = (V, E) puede identificarse con un unico
digrafo simétrico I = (V, A), y entonces |A| = 2|E]|.

En alguna ocasién consideraremos el concepto de grafo subyacente de un digrafo T’ = (V, A),
que se define como el (multi)grafo resultante de considerar el conjunto A como conjunto de
aristas, es decir, de considerar A como conjunto de pares no ordenados de vértices.

En esta memoria consideramos tnicamente digrafos finitos (con conjunto de vértices V
finito), regulares, no necesariamente simples.

Distancia en digrafos

Un recorrido en un digrafo T' = (V, A) es una secuencia de vértices
Ug, Uty ", Up—1,Up

donde (u;,u;41) € A para todo subindice i = 0,...,h— 1. Decimos entonces que es un recorrido
de ugp a up. La longitud del recorrido es el cardinal h de arcos en la secuencia (o uno menos que
el cardinal de vértices en la secuencia). Se permite h = 0. Un recorrido se dice cerrado si h > 0
y up, = ug. Un circuito es un recorrido cerrado. Un recorrido en el cual u; # u; para todo i # j
se llama camino o camino v — v. Un camino cerrado de longitud A lo denominaremos h-ciclo o
simplemente ciclo. Un digono es un 2-ciclo. Obsérvese que un recorrido, camino, circuito o ciclo
también se pueden expresar como una secuencia de arcos en lugar de vértices de la siguiente
manera:

(UO; ul)) (ula u2)> T (uhflv uh)'
Dados dos vértices u, v, se define la distancia de u a v como la longitud del camino maés

corto posible de u a v y se denota por d(u,v). Si no existe ningin camino de v a v se define
d(u,v) = co.
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El didmetro de un digrafo I" se define como la maxima de las distancias de entre todos los

vértices del digrafo y se denota por D = D(T'). Esto es,
D= ﬁ}g}é{d(u,v)}.

Dado u € V, se define ¥ (v) como el conjunto de vértices v € V tales que existe un recorrido
de u a v de longitud k. Nétese que I'' (u) = I'" (u). De manera similar se define ' ™% () como el
conjunto de vértices v € V tales que existe un recorrido de v a u de longitud k.

Un digrafo se dice que es fuertemente conexo
vértices u, v existe un camino de u a v. Esto es, un digrafo es conexo si D # oo. Diremos que
un digrafo estd desconectado si no es conexo. Un digrafo (A, D) es un digrafo conexo con grado
maximo A y didmetro D. En esta memoria consideramos tnicamente digrafos finitos regulares
(fuertemente) conexos.

El cuello (en inglés girth) de un digrafo I' es la minima longitud de los ciclos contenidos en
el digrafo y se denota por g = g(I'). Si el digrafo es aciclico, es decir, si no contiene ningun ciclo,
entonces se define g = co. Obsérvese que si el digrafo es conexo, entonces tiene cuello finito.

Se dice que un digrafo (conexo) es equialcanzable si existe h € N tal que entre cualquier
par de vértices del digrafo existe un recorrido de longitud igual a h. Si h es minima con esta
propiedad, decimos que I' es h-alcanzable.

o simplemente conexo si para todo par de

Un circuito euleriano es un circuito que pasa una séla vez por todos y cada uno de los
arcos del digrafo. Un digrafo se llama euleriano cuando admite un circuito euleriano. Un
(multi)digrafo conexo es euleriano si y sélo si Vu € V, d~ (u) = d¥ (u).

Un camino hamiltoniano es un camino que pasa una soéla vez por cada uno de los vértices del
digrafo (excepto quizis cuando sea cerrado que comenzard y acabard en el mismo vértice). Un
camino hamiltoniano cerrado es un circuito hamiltoniano. Un digrafo que admita un circuito
hamiltoniano se dice digrafo hamiltoniano. Determinar si un digrafo es hamiltoniano o no es
un problema N P-completo.

Dos recorridos se dicen que son recorridos disjuntos si no contienen ninglin vértice interno
en comun. Esto es, si no tienen ningtn vértice en comin, excepto quizas los vértices iniciales o
finales de los mismos. Dos recorridos se dice que son arco-disjuntos si no tienen ningin arco en
comun. Nétese que si dos recorridos son disjuntos son también arco-disjuntos, pero no viceversa,
si son arco-disjuntos no necesariamente son disjuntos.

Homomorfismos de digrafos. Grupo de automorfismos

Sean I'y = (V4, A1) y s = (V3, A2) dos digrafos y sea ¢ : Vi — V5 una aplicacién entre sus
respectivos conjuntos de vértices. Se dice que o es un homomorfismo de T'; en T’y si y sélo
preserva las adyacencias, es decir, si o verifica que:

Y(u,v) € A1, (o(u),o(v)) € As.

Denotamos por o~ (v), v € Vs, el conjunto de vértices u; € Vi tales que o(u;) = v.

Se dice que dos digrafos T'y = (V1,41) y T's = (Va, As) son isomorfos si existe un homomor-
fismo de digrafos o : V; — V5 que sea una aplicacién biyectiva y cuya aplicacion inversa sea
también un homomorfismo de digrafos. Se escribe entonces I'y ~ I's. Ciertamente, la relacién
de isomorfismo es una relaciéon de equivalencia.

1Se dice que un digrafo es débilmente conezo si para todo par de vértices u,v del digrafo existe un camino
de uw a v en el grafo subyacente. Como en el caso no dirigido ambos conceptos coinciden, se habla simplemente
de grafos conezxos.
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En el caso'y =Ty =T, el isomorfismo o se denomina automorfismo de I'. Un automorfismo
de un digrafo I' = (V, A) se define equivalentemente como un elemento o € Sym(V') = Sy tal
que Yu,v € V, (u,v) € A & (u,v)? = (u’,v%) € A. El conjunto de todos los automorfismos
de un digrafo T' forma un subgrupo, Aut(T), de Sym(V) llamado el grupo de automorfismos
de I'. Si existe un subgrupo G < Aut(I') que actie transitivamente en el conjunto de vértices
V' o el conjunto de arcos A, decimos que I' es G-vértice transitivo o G-arco transitivo. A
menudo se omite el prefijo G si no es necesario y se dice simplemente que I' es vértice transitivo
(VT) o arco transitivo respectivamente. Si G actia regularmente en el conjunto de vértices
V o en el conjunto de arcos A, se dice también que T' es vértice reqular (VR) o arco regular
respectivamente. Recordemos que un grupo G se dice que actia regularmente en un conjunto
X si para cada dos elementos z,y € V' del conjunto existe un tnico elemento del grupo g € G
tal que 29 = y (para mds detalles véase el Apéndice de Grupos de permutaciones).

Subdigrafos. Operaciones sobre digrafos

Dado un digrafo I' = (V, A), H = (V' A") es un subdigrafo de T'si V' CV y A’ C A. Ademés,
cuando V' = V, el subdigrafo H es un subdigrafo generador. Un subdigrafo inducido por un
conjunto de vértices U C V es aquel que tiene U como conjunto de vértices, y como conjunto de
arcos todos aquellos arcos (u,v) € A tales que u,v € U. Con otras palabras, es el subdigrafo de
T con conjunto de vértices U maximal en tamafio. Dado F C V = V(I'), se define I' — F' como
el subdigrafo inducido por el conjunto de vértices V' \ F, i.e. el digrafo obtenido de suprimir los
vértices de F.

Dados un digrafo I' = (V, A) y P una particién del conjunto de vértices V. Se define el
digrafo cociente, I'/ P, como el digrafo que tiene como vértices los conjuntos de la particién P,
y donde existe un arco de I'/P de la parte X € P a la parte Y € P si hay un arco de I' de
la forma (u,v) € X x Y. Entonces, la aplicacién o : V — P, donde o(u) es la parte de P que
contiene u, es un homomorfismo de digrafos de I'" en I'/P. Notemos que el digrafo I'/P tiene
bucles si existe alguna adyacencia entre vértices de una misma parte X. Un conjunto de vértices
X de un digrafo se dice que estable si no existen adyacencias entre los vértices del conjunto X.
Asi, el digrafo cociente I'/ P es un digrafo simple (i.e., sin bucles) si todas los conjuntos de la
particiéon P son conjuntos estables.

Dados dos digrafos I'y = (V1, A1) y Ts = (Va, As), su producto categorial o producto débil,
G1 x (o, se define como el digrafo H = (V', A") que tiene V' =V} x Vo = {(u1,u2) : uy €
Vi, us € VQ}, y donde ((Ul,UQ), (’1}1,’02)) cA & (Ul,Ul) S Al, (UQ,UQ) € As.

El producto cartesiano de T'y y I's se denota por I'y00s y se define como el digrafo que
tiene V4 x V5 como conjunto de vértices, y donde (u1,u2) es adyacente hacia (vy,vs) si y sélo
siu; =v1 y (u2,v2) € Az, 0 bien ug = vy y (u1,v1) € 4.

Teoria espectral de digrafos

Sea I' un digrafo, escojamos una ordenacién vy, ...,v, de los vértices de I'. La matriz de
adyacencia de T se define como la matriz cuadrada A de orden n con entradas definidas por:

w — 1, si(vi,v5) €A
K 0, en otro caso

Como las matrizes de adyacencia de digrafos isomorfos son semejantes, todos los invariantes
matriciales por la relacién de semejanza, como el polinomio caracteristico y el polinomio minimo,
pueden definirse para una clase de isomorfia de digrafos, o en particular, para un digrafo I" .
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El polinomio caracteristico de I' es el polinomio caracteristico de A, donde A es la matriz
de adyacencia de T, i.e. det(z] — A). Y el polinomio minimo de I es el polinomio minimo de A.

El espectro de T estd formado por los ceros (complejos) del polinomio caracteristico de T’
con sus respectivas multiplicidades, es decir, los autovalores de A (que son los autovalores de
') y sus respectivas multiplicidades.

Entender hasta qué punto el especto de un digrafo contiene informacién sobre su estructura
es el objetivo de la Teoria Espectral de Digrafos. Algunas de las aplicaciones mas sencillas
son que del espectro de un digrafo (no necesariamente regular) se puede deducir el cardcter
bipartito de un digrafo (fuertemente) conexo asi como el cardcter fuertemente conexo de un
digrafo regular. Uno de los temas que complejos comprende la Teoria Espectral de Digrafos es
el estudio de digrafos densos.

Conectividad

La conectividad de un digrafo T' = (V, A), & = &(T'), es el minimo nimero de vértices que se
han de eliminar de T para desconectarlo (i.e. que no sea fuertemente conexo) o convertirlo en
trivial (con un vértice aislado). M4s formalmente:

K= }ml‘l/{|F| : I'— F estd desconectado o es trival}.
c

Si el digrafo estd desconectado o es trivial, entonces k = 0.

Si 6 es el grado minimo del digrafo, se demuestra que k < § ([44]). Diremos que un digrafo
es mazimalmente conexo cuando se verique la igualdad, i.e. kK = 4. Un digrafo maximalmente
conexo se dice que es superconezo cuando los tinicos conjuntos desconectadores minimales son
los conjuntos de vértices adyacentes desde un vértice del digrafo.

Diremos también que I" es k-conezxo si k > k, luego si ningin subconjunto F C V' de menos
de k vértices desconecta (i.e. I'— F es fuertemente conexo). Un resultado cldsico en conectividad
es el teorema de Menger que establece que un digrafo I' es k-conexo si y sélo si entre dos vértices
distintos de I' existen al menos k& caminos disjuntos.

Cuando el digrafo se considera que modela una red de interconexién con enlaces unidirec-
cionales, la conectividad constituye una medida de la vulnerabilidad de la red ante el fallo de
nodos.

Parametro [

En [32] Fabrega y Fiol introdujeron el pardmetro | de un digrafo simple fuertemente conexo.
Sea I' un digrafo simple conexo con grado minimo § y didmetro D, el pardmetro | = [(T') es
el mayor entero, 1 <[ < D, tal que, para cualesquiera u,v € V,

e sid(u,v) <, el camino més corto u — v es Gnico y no exiten caminos u — v de longitud
d(u,v) + 1.

e si d(u,v) = 1, hay un Unico camino corto v — v.

Este pardmetro se ha demostrado una herramienta excelente para estudiar tolerancia a fallos
en digrafos y el problema de vulnerabilidad del didmetro (véase por ejemplo [67]).
1.2.1 Algunas familias de digrafos

Presentamos en esta seccién algunos de los digrafos basicos que utilizaremos en el resto de la
memoria.
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Digrafo completo

El digrafo completo de orden n, denotado K, consta de un conjunto V de n vértices y de
un conjunto A de arcos que contiene todos los arcos posibles entre vértices distintos, i.e.
A=V xV)\{(u,u): ueV}.

No es dificil ver que K,, es n — 1-regular, m(K,) = (n — 1)n, D(K,) = 1, es 2-alcanzable,
es hamiltoniano, Aut(K,) = Sy, £(K,) =n — 1 (luego es superconexo) y que I(K,) = 1.

Digrafo completo con bucles

El digrafo completo con bucles de orden n, K, se define como el digrafo completo pero afia-
diendo un bucle a cada vértice. Esto es, A(K;7) =V x V.

K} es n-regular, m(K;}) = n? D(K;]) = 1, es l-alcanzable, es hamiltoniano,
Awt(KF) =8, y que k(K,) =n — 1.

En el contexto de multidigrafos, se denota por K7 al digrafo completo al cual se han afiadido
p bucles a cada vértice. Con esta notaciéon K} = K,

Digrafo m-ciclo generalizado

Un digrafo T' = (V, A) regular es un m-ciclo generalizado si V admite una particién en m partes
(no vacfas y mutuamente disjuntas), V = U™, V;, tal que Yu € V;, T (u) C Vi;1, y donde los
subindices se toman moédulo m. A los conjuntos de la m-particion se les llama conjuntos estables
del m-ciclo generalizado.

Obsérvese que cualquier digrafo puede verse como un 1-ciclo generalizado. Si un digrafo es
un m-ciclo generalizado para algin m > 2, entonces se dice que es un ciclo generalizado.

Digrafo ciclo

El ciclo® de orden m > 1, C,,, es un caso particular del m-ciclo generalizado conexo donde el
cardinal de cada una de las m partes es igual a 1. También se suele definir como el digrafo con
conjunto de vértices los elementos de Z,, y con conjunto de arcos los pares ordenados (i, + 1)
parai=1,...,m y donde la suma es médulo Z,,.

Se demuestra facilmente que Cy, es l-regular, tiene tamano m, D(C,,) = m — 1, no es
equialcanzable, es hamiltoniano, Aut(Cy,) = Zm,, «(Cp) = 1 (luego es superconexo) y que
I(Cp)=m—1.

A lo largo de la memoria utilizaremos la siguiente caracterizaciéon de los ciclos generalizados
en términos de homomorfismos en ciclos:

Proposicién 1.2.1 Un digrafo T' conexo es un m-ciclo generalizado para algin m > 2 si y sdlo
st existe un homomorfismo de digrafos de I' en Cy,.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que I' = (V, A) es un m-ciclo generalizado. Sea
V = UL, V; la m-particién de V' en conjuntos estables. Entonces, la aplicacién o : V. — Zy,,
definida por o(u) = i, para u € V; es claramente un homomorfismo de I" en C,,.

A la inversa, supongamos que existe un homomorfismo de digrafos o : V. — Z,, de I en
Cpn. Definimos los conjuntos V; = 0~!(i) C V para 1 < i < m. Es inmediato comprobar que
V = U2, V; es una particién de V' en m partes no vacias y mutuamente disjuntas. [ |

2Hemos visto que ciclo también tiene la acepcién de camino cerrado. Pero obsérvese que el digrafo Cp, es
también el subdigrafo formado por el conjunto de vértices y arcos de un camino cerrado de longitud m en un
digrafo.
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Figura 1.1: Digrafo circulante Cay(Z7,{1,5})

Digrafos bipartitos

Un digrafo bipartito semicompleto Ky, n, es aquel digrafo con dos conjuntos estables V1| = nq
y |Va| = n2 y conjunto de arcos A(Ky, n,) = {(u,v) : u € Vi, v € V2}. Nétese que K, », N0
es conexo ni regular. Ademds, tiene tamano ning y Aut(Kp, n,) = Sny X Sns-

Un digrafo bipartito completo K, es un 2-ciclo generalizado con |Vi| = ny y [V2| = na, y
conjunto de arcos

AKY L) ={(u,v) s we Vi, vela}U{(v,u): ve Vs, ue W}

ni,n2

Obsérvese que K;hm es un digrafo simétrico y fuertemente conexo. Ademds, es regular si
y s6lo si ny = mg, tiene tamano 2ning, Aut(K ) =8p, X Sp, sing £nay Aut(KTJ{hM) =

ni,n2
S, X S, X7y sing =ny =n.

1.2.2 Digrafos de Cayley

Los digrafos de Cayley fueron introducidos por Cayley en 1895 (véase [19]).

Sea G un grupo finito y S C G. El digrafo de Cayley (por la derecha) de G definido por
S, Cay(G,S), tiene como vértices los elementos de G y como conjunto de arcos los pares
ordenados (z,y) siempre que z 1y € S.

Si para todo s € S, s~! € S, entonces el digrafo de Cayley es simétrico y al grafo subyacente
se le llama grafo de Cayley.

Si |S| = r, entonces Cay(G, S) es r-regular. Ademds, Cay(G,S) es un digrafo fuertemente
conexo si y sélo si S es un conjunto de generadores de G, i.e. < .S >= (. Algebraicamente, el
didmetro de Cay(G, S) es el maximo nimero de términos requeridos para escribir los elementos
de G como palabras en el alfabeto S.

Si G es un grupo ciclico el digrafo Cay(G, S) se dice circulante. Véase en la Figura 1.1 el
digrafo circulante Cay(Z7, {1,5}).

Ya hemos presentado de algunos digrafos de Cayley:

Ejemplos 1.2.1
o K, = Cay(Zn,Z, \ {0})
o K, =Cay(Zn,Zy)
o K, =Cay(Zy x Ly, {(i,1): i € Zn})
e C, = Cay(Zn,{1})
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Caracterizacién

Sea I' = Cay(G, S) un digrafo de Cayley de G con respecto S. Es un hecho bdsico que cada
elemento g € G define un automorfismo de I' como g : h — gh. El conjunto de estos automor-
fismos constituye un subgrupo de Aut(I') que es justamente la representacién por la izquierda
por permutaciones L(G) de G, que actia regularmente en G, luego Cay (G, S) es vértice regular.

Sabidussi en [77] caracteriza los grafos de Cayley en términos del grupo de automorfismo.
Para digrafos la misma caracterizacién sigue siendo valida:

Teorema 1.2.1 (Sabidussi, [77]) Un digrafo T = (V, A) es un digrafo de Cayley si y sélo si
3G < Aut(T") tal que I' es G-vértice regular.

Vértice transitividad

Existen digrafos vértice transitivos que no son digrafos de Cayley. Un ejemplo muy conocido es
el grafo de Petersen, que es un grafo vértice transitivo, pero no es un grafo de Cayley. Sabidussi
en [78] demostré que todos los grafos vértice transitivos son cocientes de grafos de Cayley por
clases laterales. Resultados andlogos se verifican para digrafos:

Teorema 1.2.2 ([78, 31]) Dado I' = (V, A) un digrafo vértice transitivo y G = Aut(I"). Sea
veV, H=G, el estabilizador dev en G, y S={0 € G: (v,v7) € A}.

Definimos T'(G/H,S) = (V' A") el digrafo con V' = {gH : g € G} y tal que
(g1H,g2H) € A' & g7'go € HSH.

Entonces, I ~T'(G/H,S).

Noétese que este Teorema es més fuerte que la caracterizaciéon de Sabidussi (Teorema 1.2.1).

En general, determinar todas las simetrias de un digrafo (Aut(T')) da un margen mds amplio
para la ejecucién de algortimos sobre las redes que hagan uso de estas simetrias. La simetria de
los digrafos de Cayley (ser VT) es una de las principales razones por las que resultan ser buenos
modelos para redes de interconexién. Se aprovecha esta simetria para disehar una tabla de
encaminamiento con algoritmos sencillos y eficientes, para construir esquemas de comunicacién
comunes a todos los vértices, y porque en una red simétrica los problemas de congestién se mi-
nimizan, pues la carga se puede distribuir uniformemente entre todos los vértices. Entendemos
por un algoritmo eficiente aquel que es deterministico y corre en tiempo polinomial. Véanse a
este respecto [1, 58].

1.3 La técnica del digrafo linea

El digrafo linea fue presentado por Harary y Norman en [50] como una adaptacién para digrafos
del grafo linea [86] que estaba siendo estudiado en el caso no dirigido.

Ahora bien, el nombre de digrafo linea también designa la técnica de construccion de estos
digrafos. Fiol, Yebra y Alegre en [41] estudian por primera vez la iteracién del digrafo linea
como manera de construir familias de digrafos con buenas propiedades desde el punto de vista
de las redes de interconexién. En particular, estas familias son éptimas en la mayoria de los
aspectos que planteabamos en el Prefacio: sencillez en el encaminamiento o routing ([41]),
problema (A, D) ([41]), conectividad ([32, 34]), problema de vulnerabilidad del didmetro ([67]),
broadcasting ([9]). ..

Parece justificado por lo tanto escoger este tipo de digrafos como modelos de redes de
interconexion.
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1.3.1 Definicion

Definicién 1.3.1 Sea T' = (V, A) un digrafo. Se define el digrafo linea LT como el di-
grafo tal que su conjunto de vértices V(LT') corresponde al conjunto de arcos A, esto es,
V(D) = {(u,v) : (u,v) € A}, y tal que dos vértices de LI' son adyacentes el uno hacia
el otro si sus correspondientes arcos de I' también son adyacentes el uno hacia el otro, i.e.
A(LD) = {((u,v), (v, w)); (u,v), (v,w) € A}.

Los digrafos k-linea iterados de T', L*T, se definen de manera recursiva como L*T' =
L(L*'T) para k > 2.

La definicién de digrafo linea puede generalizarse para multidigrafos. En cualquiera de los
casos, es facil comprobar de la definicién que un digrafo linea no puede tener arcos miiltiples y
que soélo tiene bucles si el digrafo del cual es linea los tiene.

Diremos que un digrafo I' es lfnea si existe un digrafo o multidigrafo I' tal que LI" =T. Si
I es un digrafo linea conexo, es facil ver que hay un tnico digrafo I'" (salvo isomorfismo) tal que
LI =T. Asi, es correcto escribir I’ = L™'T. De manera similar, denotaremos por I'y = LT
cuando I sea un digrafo k-linea iterado de I'y.

1.3.2 Caracterizacién

Dado un digrafo T' = (V, A), consideremos ahora v € V. En el digrafo linea los conjuntos de
vértices B, = {(u,v) : (u,v) € A} y Bff = {(v,w): (v,w) € A} verifican que para cualquier
r € B;, LI'"(2) = B}, y de la misma forma, para cualquier z € B, LI (z) = B, . Sea B,
el subdigrafo de LI inducido por el conjunto de vértices B, U B;. Es inmediato comprobar
que si v no forma parte de un bucle, el subdigrafo B, es un digrafo bipartito semicompleto con
conjuntos estables B, y B,f.

De esta manera, se encuentran diferentes caracterizaciones de los digrafos linea. Heuchenne
en [52] demuestra:

Teorema 1.3.1 (Heuchenne, [52]) Sea I' = (V, A) un digrafo r-regular conexo. T es k-linea
iterado de un (multi)digrafo T' si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

e Vu,v eV yparai=1,...,k, o bien T''(u) NT%(v) =0, 0 bien T (u) = ' (v),
o Yu eV, |T*(u)| =rk.
Otra formulacién equivalente, también de Heuchenne, es la siguiente:

Teorema 1.3.2 (Heuchenne, [52]) Sea I' = (V, A) un digrafo r-regular conexo. T es k-linea
iterado de un (multi)digrafo T' si y sélo si {T¥(u) : uw € V} es una particion de V en conjuntos
de cardinalidad r*. Mds ain, I’ es un digrafo (sin arcos miltiples) si y sdlo si [T*T1(u)] = rh+1
para cada u € V.

Observaciones 1.3.1 Obsérvese que un digrafo k-linea iterado es también un digrafo s-linea
iterado para 1 < s < k. Ademds, si T es el digrafo inverso de T', esto es, el digrafo obtenido
de T' cambiando el sentido a todos los arcos, se verfica L*(T™1) = (LFT) 1.

Como consecuencia directa del Teorema 1.3.2 y de la observaciones anteriores se obtiene
entonces el siguiente corolario:
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Corolario 1.3.1 Sea I' = (V, A) un digrafo k-linea iterado de un (multi)digrafo r-reqular T".
Entonces,

(a) para cada u € V se verifica |I'°(u)| =r® para 1 < s < k.
(b) para cada uw € V se verifica [T™°(u)| =r* para 1 < s < k.
(c) para cada uw € V se verifica |T~°T*(u)| = r* para 1 < s < k.
(d) {T"*(u) | u € V'} es una particion de V' en conjuntos de cardinal r° para 1 < s < k.
(e) {T7°T*(u) | u € V'} es una particion de V en conjuntos de cardinal v* para 1 < s < k.
De acuerdo con estas caracterizaciones, I' es isomorfo al digrafo cociente LI'/ P, donde P es

la particién de V' en los conjuntos de vértices u con I'" (u) comiin, esto es, u,v € X para algin
X €Psiysolosi T (u) =T"(v).

1.3.3 Propiedades

Como consecuencia directa de la definicién de digrafo linea se obtiene la siguiente lista de
propiedades:

Teorema 1.3.3 ([41, 51]) Sea I' un digrafo. Entonces,
e n(LI) =m(T)
e V(u,v) € V(LL), d*(u,v) =dt(v) yd (u,v) =d (u)

o §(LT) = §(T') y A(LT) = A(T)

[ is r-reqular & L*T es r-reqular y n(LFT) = r*n(T), donde k > 1.
e ' y LT tienen el mismo cuello, i.e. g(LT) = g(T")

e I'=C,&Ll=C,

Diametro

Una propiedad interesante de los digrafos linea con respecto al didmetro es:

Proposicién 1.3.1 ([41]) Sea T’ un digrafo conexo diferente de un ciclo, entonces D(L*T) =
D) + k.

Esta propiedad junto con la del orden de LI, justifica la aplicacién de la técnica del digrafo
linea en el problema (A, D) o construccién de digrafos densos (véase [41]).
Grupo de automorfismos

Una propiedad que utilizaremos a lo largo de toda la memoria respecto al grupo de automor-
fismos de un digrafo linea es la siguiente:
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Teorema 1.3.4 ([51]) Sea ' un digrafo regular y LT su digrafo linea. La aplicacion
®: Aut’ — Aut LT definida por:

para cada g € Aut T, es un isomorfismo de grupos. Con esta identificacion, nos es licito escribir
AutT = Aut LT.

Como consecuencia de este Teorema 1.3.4 y de la caracterizaciéon de Sabidussi de los digrafos
de Cayley (Teorema 1.2.1), se tiene entonces que LI es un digrafo de Cayley si y sélo si Aut(T)
contiene un subgrupo que actie regularmente en los arcos, i.e. si y s6lo si I' es arco regular.

Conectividad
Con respecto a la conectividad de los digrafos linea encontramos los siguientes teoremas:

Teorema 1.3.5 ([51]) Sea T un digrafo conexo r-reqular con r > 2. Entonces x(LFT) > k(T).

Teorema 1.3.6 ([38]) Sea I' un digrafo simple. Entonces T' es superconezo si y solo si LT es
superconezo.

Teorema 1.3.7 ([32]) Sea I’ un digrafo simple con §(T') > 2. Entonces [(LFT) = I(T) + k.

Equialcanzabilidad

En [33] Fiol et al. estudian por primera vez la equialcanzabilidad de los digrafos linea:

Teorema 1.3.8 Un digrafo es h-alcanzable si y sdlo si su digrafo linea es h + 1-alcanzable.
En el mismo articulo se da una caracterizacién de los digrafos equialcanzables:

Teorema 1.3.9 Un digrafo conexo es equialcanzable si y sdlo si no es un ciclo generalizado.

Como corolario inmediato se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.3.2 Un digrafo I' es un ciclo generalizado si y solo si LT es un ciclo generalizado.
En este caso, V(LT') se puede descomponer en el mismo nimero de conjuntos estables que V (T).

Obsérvese, que si un digrafo h-alcanzable modela una red de comunicaciones, cualquier
mensaje puede ser enviado desde su origen a su destino en precisamente h-unidades de tiempo.
La construccién de digrafos densos con esta propiedad ha sido estudiada, entre otros, en [33].

Encaminamientos

Obsérvese que los vértices de L*T" representan recorridos de longitud k en T, y por lo tanto
se pueden escribir como secuencias de k + 1 vértices de I, (ug,u1,---,ug) de forma que u; es
adyacente hacia u;;1 para todoi=0,...,k— 1. Si d*(ug) > 0, entonces:

Lkl"+(u0,u1, ) = {(ug, -y ug,v) s v E F*(uk)}.

Un recorrido de longitud ¢ en L*T se puede representar como una secuencia de k + ¢ + 1
vértices de I' de manera que las subsecuencias de k£ + 1 vértices consecutivos son los vértices



12 Recubrimientos k-arco transitivos de digrafos

del recorrido en L*T'. Esta formulacién es muy ttil para disefiar encaminamientos sencillos en
redes de interconexion ([41]).

A modo de ejemplo, véase en la Figura 1.2 el digrafo linea LK y el digrafo 2-linea iterado
L2K2+ del digrafo completo con bucles K2+ , con los vértices etiquetados como secuencias de

vértices en K .
b

K>

01

001 011

> <> 4

100 110

L2K 5

Figura 1.2: K;f, LKJ y LK

Encaminamientos minimos

Otra propiedad interesante de los digrafos linea como modelos de redes de interconexion es que
la existencia de encaminamientos minimos se puede inferir de la operacion de digrafo linea. Un
encaminamiento minimo (o de trayectoria minima) de un vértice u a un vértice v de un digrafo
se entiende como un recorrido de longitud minima d(u, v).

Una tabla de encaminamiento de trayectoria minima en un digrafo I' = (V, A) es una apli-
cacién p : V x V — V tal que, para cada u # v, se verifica p(u,v) € T (u) y d(p(u,v),v) =
d(u,v) —1 (y p(v,v) = v). Con otras palabras, dado un vértice de destino v, una tabla de enca-
minamiento de trayectoria minima proporciona un camino de longitud minima desde cualquier
vértice al vértice v de manera que cada paso del camino se calcula conociendo simplemente la,
posicién actual y el vértice de destino v.

Si p es una tabla de encaminamiento de trayectoria minima en un digrafo I' = (V, A), el
encaminamiento inducido pr, en el digrafo linea LT" definido como la aplicacién pr, : Ax A — A
tal que pr((u,v), (w,x)) = (v, p(v,w)) para v #w y (u,v) # (w, ), y pL((v,v), (v,2)) = (v, z)
(v pr.((u,v), (u,v)) = (u,v)). Con esta notacién se demuestra el siguiente resultado:
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Proposicién 1.3.2 ([29]) Si p es una tabla de encaminamiento de trayectoria minima en un
digrafo T', entonces el encaminamiento inducido py, en el digrafo linea LT es también una tabla
de encaminamiento de trayectoria minima en LI .

Circuitos hamiltonianos

Otra propiedad interesante de los digrafos linea su cardcter hamiltoniano:
Proposicién 1.3.3 ([51]) Si T un digrafo r-regular conezo, entonces L' es hamiltoniano.

En este caso, las redes de interconexion modeladas por un digrafo linea tienen otra buena
propiedad respecto a la tolerancia a fallos en los nodos. Nétese que un circuito euleriano en T’
corresponde a un circuito hamiltoniano en LT'. Asi, la existencia de un circuito hamiltoniano
en LI implica que I' tiene que ser euleriano. Ahora bien, la buena propiedad es que mientras
que los circuitos hamiltonianos son dificiles de hallar cuando hay fallos de nodos, los equiva-
lentes circuitos eulerianos en I' son relativamente faciles de encontrar en presencia de enlaces
prohibidos (correpondientes a fallos de un nodo en LI"). Véase [84].

1.3.4 Algunas familias de digrafos linea iterados
Digrafos de De Bruijn

Los digrafos de De Bruijn, B(r, k), aparecen por primera vez en 1946 en [23, 46] en el contexto de
los registros de desplazamiento. Actualmente, constituyen una familia de digrafos ampliamente
utilizada como modelos de redes de interconexién y de sistemas multiprocesadores porque tienen
didmetro pequefio y disponen de un protocolo de comunicacién simple ([79, 24]). Se trata de la
familia de digrafos linea iterados mas estudiada.

Presentamos a continuacién tres definiciones equivalentes para los digrafos de esta familia:

Definicién 1.3.2 (a partir de secuencias) Los vértices de B(r, k) son palabras de longitud
k construidas a partir de un alfabeto A de r simbolos, donde r > 1. Es decir,

V(B(r,k)) = {(uo,ur, -, up—1) : u;j € A}

Y un vértice (ug, w1, -, ur—1) es adyacente hacia los vértices de la forma (u1,- -+, uk—1, ) para
todo a € A.

Definicién 1.3.3 (como linea iterado) FEI digrafo B(r,k) se obtiene como digrafo linea ite-
rado del digrafo completo con bucles y r vértices, r > 1. Es decir, B(r,k) = LF"1 K .

De forma equivalente, si consideramos multidigrafos, puesto que K, = LK (un digrafo con
un tinico vértice y r bucles), B(r,k) = LFKT.

Definicién 1.3.4 (a partir de congruencias) ® Los vértices del B(r,k), r > 1, son los ele-
mentos del grupo Z.«, y los arcos el conjunto de pares ordenados (u,ru + i) para todo u € Z,«
yparai=0,...,7 —1.

3Tmase e Itoh [54] y Reddy, Pradhan y Kuhl [74] presentaron de manera independiente una generalizacién de
estos digrafos consistente en sustituir el conjunto de vértices por cualquier Zy. A los digrafos resultantes se les
conoce por De Bruijn generalizados.



14 Recubrimientos k-arco transitivos de digrafos

Los digrafos de De Bruijn B(r,k) son r-regulares, tienen didmetro k, orden r¥,
Aut(B(r,k)) = S, y son hamiltonianos. Ademads, k(B(r,k)) = r — 1, luego son maximal-
mente conexos (siendo digrafos con bucles). Nétese que B(r, k) tiene r bucles (incidentes hacia
los vértices de la forma (i,...,%), i € Z,) y () digonos (entre cada par de vértices de la forma
(i,4,0,4,.) ¥ Grisdoiy...)s iy € Loy i # §).

En la Figura anterior 1.2 mostrabamos los digrafos de De Bruijn K:j = B(2,1),
LK, = B(2,2) y L2KJ = B(2,3).

Digrafos de Kautz

Los digrafos de Kautz, K (r, k), fueron presentados en [56, 57] en el contexto de redes de in-
terconexién. Actualmente, los digrafos de Kautz son la familia a la que pertenecen mayor
nimero de digrafos densos, esto es, con mayor orden fijados el grado méximo y el didmetro.
Son r-regulares, con didmetro k y orden r* 4+r*¥~1_ Estos digrafos pueden verse como subdigrafos
de los digrafos de De Bruijn, K(r,k) C B(r + 1,k), y, al igual que estos tltimos admiten tres
definiciones diferentes todas ellas equivalentes.

Definicién 1.3.5 (a partir de secuencias) Los vértices de K(r,k) son palabras de longitud
k construidas a partir de un alfabeto A de r + 1 simbolos, donde r > 1. Es decir,

V(K(r,k)) = {(ug,u1, -+, up—1) € V(B(r+1,k)) : u; #uijt1, i =0,...,k—2}.

Y un vértice (up,ur, -+, ur—1) es adyacente hacia los vértices de la forma (uy,- -+, ug—1, )
para todo o € A\ {ug_1}.

Definicién 1.3.6 (como linea iterado) FEl digrafo K(r, k) se obtiene como digrafo linea ite-
rado del digrafo completo de r + 1 vértices, r > 1. Es decir, K(r k) = LF"1 K, ;.

Definicién 1.3.7 (a partir de congruencias) Los vértices del K(r,k), r > 1, son los ele-
mentos del grupo Z,« -1, y los arcos el conjunto de pares ordenados (u,—ru — i) para todo
UE Ly -1 yparat=1,...,7.

Obsérvese que K(r,k) contiene ("3'

(4, 4,0,7,--)y (4,1,4,%,--.), 1,J € Zpy1, © # j), y no tiene bucles.
Los digrafos de Kautz K(r, k) tienen Aut(K(r,k)) = S,41, son hamiltonianos y maxi-

) digonos (entre cada par de vértices de la forma

malmente conexos, y en [14] se demuestra que son de Cayley si y sélo si o bien k = 1
(K(r,1) = K;11), 0o bien k =2y r + 1 es una potencia de un nimero primo.

Digrafos linea iterados de ciclos generalizados completos

Los ciclos generalizados completos, C(r,m), donde r > 1, son los digrafos de Cayley:
C(r,m) = Cay(Z, X Zpm,{(i,1): i € Z,}).

Obsérvese que m = 1 corresponde a los digrafos completos con bucles K y m = 2 a los digrafos
bipartitos completos K;Ir .- Si m > 2 es inmediato comprobar que C(r,m) es efectivamente un
ciclo generalizado como su terminologia indica.

Sea C(r,m,1) = C(r,m). Se definen de manera recursiva sus digrafos linea iterados C(r,m, k) =
L*=1C(r,m) para k > 2. Obsérvese nuevamente que C(r,1,k) = B(r,k). No es dificil ver que
C(r,m,k) ~ C,0OB(r, k).

Praeger en [71] estudia algunas de las propiedades de esta familia:
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Teorema 1.3.10 ([71]) Para m > 2, los digrafos C(r,m, k) verifican:
o tienen didmetro m + k —1
o tienen cuello m
o Aut(C(r,m,k)) = S 1%y,

En [49] se caracterizan los digrafos de Cayley de grupos abelianos que son superconexos, y
C(r,m) se infiere que es superconexo. Por lo tanto, sus digrafos linea iterados C(r,m, k) son
también superconexos (Teorema 1.3.6).

Ademids, para m > 2 dado que C(r,m) es un ciclo generalizado, sus digrafos linea iterados
C(r,m, k) también son ciclos generalizados (Corolario 1.3.2).

El estudio de la familia C'(r, m, k) aparece en diferentes contextos. Por ejemplo Fiol et. al en
[36, 35] los utilizan como modelos de memorias dindmicas vectoriales con ciertas coloraciones,
Praeger en [71] estudia su elevada arco transitividad, Brunat et al. en [13] para qué valores de
los parametros C(r,m, k) es un digrafo de Cayley. En cuanto a la versién no dirigida, Delorme
y Fahri en [25] los analizan el contexto de construccién de grafos densos.

Digrafos Mariposa

Los digrafos Mariposa han recibido una especial atencién desde el punto de vista de las comu-
nicaciones, principalmente por su elevada alta transitividad y por su facilidad para adaptar los
algoritmos de FFT (Fast Fourier Transform) a su topologia [24]. Pankaj y Gallager las utilizan
también para modelar redes de fibra éptica [68].

En la literatura han recibido diferentes nombres y definiciones no siempre totalmente equi-
valentes, como por ejemplo Sufflenet [53], Mariposa [60, 29] o incluso Ciclos Generalizados [55].

Los utilizaremos en esta memoria en su definicién como digrafo regular y nos referiremos a
ellos con la notacién But(r,m). El digrafo But(r,m) serd r-regular, tendra didmetro 2m — 1y
orden mr™.

Definicién 1.3.8 But(r,m) tiene como conjunto de vértices los elementos de Z"' X Ly, y como
conjunto de arcos los pares

((.’170,...,.’Em_l,’L.),(CU(),...,wi_l,a,$i+1,...,$m_1,i + 1)
donde o € 7Z,..

No es dificil comprobar que But(r,m) ~ C(r,m,m) y por lo tanto también But(r,m) ~
C,OB(r,m). En [8] se demuestra que se trata de un digrafo linea iterado de los siguientes
digrafos:

But(r,m) = L™ '(C,,OK ) = L™rC,,

A diferencia de las familias anteriores, en que cada nueva iteracién representa un nuevo
digrafo de la misma familia, el digrafo linea de un digrafo Mariposa no es un digrafo Mariposa.
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Capitulo 2

Herramientas para la
construccion de recubrimientos
k-arco transitivos

2.1 Introduccion

En este capitulo introduciremos dos de las herramientas fundamentales en la construccién de
digrafos k-arco transitivos que presentaremos en el capitulo siguiente y que es una de las con-
tribuciones més importantes de esta tesis.

Un digrafo es k-arco transitivo si su grupo de automorfismos actia transitivamente en el
conjunto de todos los k-arcos del digrafo (un k-arco de un digrafo, como su terminologia indica,
es un recorrido de longitud k en el digrafo).

En la primera seccién de este capitulo introduciremos los digrafos k-arco transitivos, dare-
mos algunos ejemplos simples de digrafos k-arco transitivos y presentaremos algunas de sus
propiedades bésicas. En particular, presentaremos una caracterizacién muy sencilla de los di-
grafos k-arco transitivos, pero muy util para nuestra construccién, que es que un digrafo es
k-arco transitivo si y sélo si su digrafo k-linea iterado es un digrafo vértice transitivo. En
la seccién 2.2.1 presentamos también un pequeno estado del arte de otras construcciones de
digrafos k-arco transitivos.

La técnica de construccién de digrafos k-arco transitivos del capitulo 3 se basa en dos
herramientas fundamentales que son las 1-factorizaciones y recubrimientos de digrafos, y que
presentamos en las secciones 2.3 y 2.4 de este capitulo respectivamente.

En la seccién 2.3 definimos un 1-factor de un digrafo como un subdigrafo generador 1-regu-
lar y una 1-factorizacién de un digrafo I' = (V, A) como un conjunto de 1-factores de I" cuyos
conjuntos de arcos particionan A.

En la seccién 2.4 se define un recubrimiento de un digrafo I' como un digrafo T tal que existe
un homomorfismo de digrafos exhaustivo o : V(T') — V(T') que sea isomorfismo local y tal que
|o=(u)| = h para todo u € V(T). (Véase la definicién precisa en la seccién 2.4).

Una clase particular de recubrimientos de gran importancia en la memoria es la de los
recubrimientos de Cayley, que introducimos también en la seccién 2.4. Dado un digrafo I' y
F ={Fy,...,F.} una l-factorizacién de I' (donde cada F; es un 1-factor de I'), cada 1-factor
F; de T define una permutacién f; en el conjunto de vértices de I' de modo natural. Denotamos



18 Recubrimientos k-arco transitivos de digrafos

G el grupo generado por el conjunto de permutaciones {fi,..., f.}. Se define el recubrimiento
de Cayley de T' como el digrafo T'r Cay(G, {f1,..., f-}). En la seccién 2.4 se demuestra que
efectivamente, el digrafo asi definido es un recubrimiento del digrafo de partida I.

Sea ahora ' un digrafo regular conexo. Nuestra construccién de digrafos k-arco transitivos
consiste esquemdticamente en lo siguiente. Consideremos L*T el digrafo k-linea iterado de I y
asignemos a este digrafo L*T" una 1-factorizacién adecuada, F, de tal modo que el recubrimiento
de Cayley LT sea a su vez un digrafo k-linea iterado de algtin digrafo I'y. Entonces, el digrafo
Ty es un digrafo k-arco transitivo (por la caracterizacién de digrafos k-arco transitivos que
adelantamos anteriormente) y més atin, como se demostrard en el capitulo 3, es un recubrimiento
k-arco transitivo del digrafo original.

Las 1-factorizaciones de digrafos k-linea iterados L¥T" tales que el recubrimiento de Cayley
LTF sea a su vez un digrafo k-linea iterado, se definiran la mayor parte de las veces como
1-factorizaciones inducidas por una 1-factorizacién de I' y una 1-factorizacién de un digrafo de
De Bruijn. Estudiaremos este concepto de 1-factorizacién inducida en la seccién 2.3.

2.2 Digrafos k-arco transitivos

Para cada entero positivo k un k-arco de un digrafo ' = (V, A) es una secuencia (uo, - .., ux) de
k+ 1 vértices tal que para cada 0 <i < k, (u;, ui+1) € A. N6tese que un 1-arco es simplemente
un arco.

Si un subgrupo G de Aut(T) actia transitivamente (respectivamente regularmente) en el
conjunto de k-arcos, decimos que I es (G,k)-arco transitivo (resp. (G,k)-arco regular). A
menudo omitiremos el sufijo G y diremos simplemente que I' es k-arco transitivo (resp. k-arco
reqular). Si T es k-arco transitivo pero no (k + 1)-arco transitivo, entonces decimos que I es
exactamente k-arco transitivo.

Es inmediato de la definicién que k-arco transitividad siempre implica (k — 1)-arco transi-
tividad, que l-arco transitividad es lo mismo que arco transitividad, 0-arco transitividad es lo
mismo que vértice transitividad, y si cada vértice tiene grado mayor que uno, arco transitivi-
dad implica vértice transitividad. En particular, un digrafo finito vértice transitivo es siempre
regular, i.e. el grado de salida y de entrada de todos los vértices tiene que ser igual a una misma
constante r.

Notese que los ciclos dirigidos son k-arco transitivos para cada entero positivo k. En conse-
cuencia, a partir de ahora y a lo largo del resto de la memoria, consideraremos siempre digrafos
finitos, r-regulares con r > 2 y (fuertemente) conexos.

A pesar de que la k-arco transitividad parezca una restriccién fuerte en un digrafo, se
encuentra en muchas familias conocidas. Enumeramos a continuacién algunas de ellas.

Ejemplos 2.2.1

e Paran > 2, C, es k-arco transitivo Vk > 1.

Para n > 3, K, es arco, pero no 2-arco transitivo.

Paran > 2, K& es vértice transitivo, pero no arco transitivo.

Para n > 2, K;n es arco, pero no 2-arco transitivo.

([71]) Param > 3, C(r,m, k) es (m—k)-arco transitivo pero no (m—k+1)-arco transitivo.
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La propiedad de ser k-arco transitivo es principalmente de interés si k > 2. Un digrafo arco
transitivo tiene una descripcion sencilla como digrafo orbital.

Definicién 2.2.1 Sea G un grupo de permutaciones que actia transitivamente en un conjunto
V. Las orbitas de la accion de G en V x V se llaman orbitales. Si D es un orbital de G,
decimos que el digrafo I'(D) = (V, D) es un digrafo orbital. Si D es una unidn de orbitales de
G, entonces I'(D) = (V, D) es un digrafo orbital generalizado.

El siguiente teorema es bien conocido:

Teorema 2.2.1 ([80]) Sea I' = (V, A) un digrafo, y sea G < AutT tal que T’ es G-vértice
transitivo. Entonces A es una union de orbitales de G en V. Reciprocamente, si G es un grupo
de permutaciones que actia transitivamente en V y A es una union de orbitales de G en V,
entonces el digrafo (V, A) es vértice transitivo. Mds ain, G es arco transitivo en T si y sélo si
I es un digrafo orbital en G.

Entre las diferentes propiedades de simetria con que cabe caracterizar un digrafo, notemos
que la k-arco transitividad involucra una condicién mas fuerte que la k-distancia transitividad
y que estd fuertemente limitada por el cuello. Biggs [10] demuestra en el caso no dirigido que
si I es un digrafo k-arista transitivo de grado r > 3 y cuello g, entonces £ < 1+ §. En el caso
dirigido, es facil ver que si I es un digrafo k-arco transitivo de grado r > 2 y cuello g, entonces
k<g-1.

Consideremos ahora el digrafo k-linea iterado de T, L*T, los vértices de L*T son recorridos de
longitud & en I' o equivalentemente k-arcos de I'. Por el teorema 1.3.4, tenemos que Aut L*T" =
Aut T, luego

Observacién 2.2.1 Un digrafo finito reqular es k-arco transitivo (resp. k-arco regular) si y
sdlo si su digrafo i-linea iterado es (k — i)-arco transitivo (resp. (k —i)-arco regular).

En particular, un digrafo finito reqular es k-arco transitivo (resp. k-arco regular) si y sdlo
si su digrafo k-linea iterado es vértice transitivo (resp. vértice regular).

2.2.1 Estado del arte de construcciones de digrafos k-arco transitivos

La nocién andloga de k-arista transitividad en el caso de grafos no dirigidos da lugar a resultados
importantes, e incluso sorprendentes comparandolos con los del caso dirigido. Un resultado
clasico de Tutte de 1959 afirma que los grafos cibicos (i.e. de grado 3) no pueden ser k-arista
transitivos para k > 5 (véase [82]). Afos después, en 1981, Weiss demostré que los tinicos grafos
finitos conexos k-arco transitivos con k > 8 son los ciclos (véase [85]). De hecho, el resultado
de Weiss es el siguiente:

Teorema 2.2.2 ([85]) Si T es un grafo finito regular exactamente k-arco transitivo de grado
r> 2, entonces k<5 o0k=".

Pero en el caso dirigido, que es en el que nos ocupa en la tesis, la situacién es completamente
diferente. En 1989, Praeger [71] publica la primera construccién de familias infinitas de digrafos
finitos k-arco transitivos para cada entero positivo k. Posteriormente, Conder, Lorimer y Praeger
estudiaron nuevas construcciones en [21] . En el caso de digrafos infinitos, Cameron, Praeger
y Wormald en [18] dan las primeras construcciones de digrafos infinitos altamente transitivos,
esto es, digrafos que son k-arco transitivos para todo entero k.
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Las construcciones de digrafos k-arco transitivos presentadas en los trabajos anteriores estan
orientadas hacia la teoria de grupos finitos: el grafo se construye a partir de su grupo de
automorfismos. En nuestra tesis, sin embargo, abordaremos el tema desde un punto de vista
esencialmente de teoria de grafos: dado cualquier digrafo regular finito, podemos construir a
partir de él digrafos del mismo grado k-arco transitivos para cualquier k.

Como ya anuncidbamos anteriormente, la primera construcciéon de digrafos finitos k-arco
transitivos de grado r para todo par de enteros positivos k > 2 y r > 2, se encuentra en la
literatura en un articulo de Praeger de 1989 . Se trata de las familias de digrafos linea iterados
de los ciclos generalizados completos C'(r,m, s), parar > 2y m > 3. Se demuestra en [71], que
para cada entero k = m — s, los digrafos C(r,m,s) son una familia de digrafos exactamente
k-arco transitivos.

La otra construccién mas reciente a la que haciamos referencia, de Conder, Lorimer y Praeger
[21] se basa en un método para construir grafos simétricos de Miller descrito en [66]. Dados
un grupo G, H < G un subgrupo y a € G \ H un elemento tal que a®> € H, se define un
grafo I' = I'(G, H, a) del modo siguiente: V(I') es el conjunto de clases laterales a la derecha
de H en G, y E(T) los pares {Hg;, Hg>} de clases laterales con la propiedad g1g,' € HaH.
Entonces, T asi construido es un grafo regular, en el que G induce un subgrupo de AutT' por
multiplicacion a la derecha, y ademads es vértice transitivo y arco transitivo. H también resulta
ser el estabilizador en G del vértice H.

La construcciéon de Conder, Lorimer y Praeger utiliza como grupos de partida G los grupos
simétrico S,, y alternado A, de grado n. La importancia de esta construccién reside en que
algunos de los ejemplos obtenidos no son homeomorfos a ciclos. Sin embargo, los ejemplos de la
primera construccién [71] son siempre ciclos generalizados. En el caso infinito, la mayor parte
de los digrafos altamente transitivos construidos por Cameron, Praeger y Wormald en [18] son
también homeomorfos al camino infinito Z. Los autores se plantean entonces la cuestion de bajo
qué condiciones de finitud local, existen digrafos infinitos altamente transitivos no homeomorfos
a un camino infinito (véanse los detalles en [18]). Evans resuelve parcialmente esta cuestion
en [30], donde construye digrafos altamente transitivos de grado finito de salida y e infinito de
entrada, no homeomorfos a ciclos. En los mismos términos, Praeger en [71] demuestra que si
un digrafo altamente transitivo tiene grados de entrada y salida finitos y diferentes, entonces el
digrafo es homeomorfo al camino infinito Z. El caso regular ha sido resuelto positivamente muy
recientemente por Malni¢, Marusic, Seifter y Zgrablié, con la construccién de digrafos infinitos
regulares no homeomorfos al camino infinito Z (véase [61]).

2.3 Arco-coloraciones o 1-factorizaciones

Definimos en esta seccién el concepto de arco-coloracién o 1-factorizacién de un digrafo. Se
pueden encontrar estas definiciones en [39, 40].

Sea I' = (V, A) un digrafo, no necesariamente simple. Una arco-coloracion ¢ de T' con
conjunto finito de colores C, es un par (C, ¢) donde ¢ es una aplicacién de A en C.

Una arco-coloracion de I' es propia si dos arcos incidentes desde un mismo vértice v, asi
como dos arcos incidentes hacia un mismo vértice v, tienen asignados colores diferentes. Esto
es, si la aplicacién ¢ restringida a los arcos incidentes desde v, ¢(v,-) : T (v) = C, es inyectiva
Vv € V, asi como la restringida a los arcos incidentes hacia v, ¢(-,v) : I'" (v) = C, Vv € V.

Una arco-coloracién de I' es perfecta si es una arco-coloracién propia tal que para cada
par (v,a), v € V, a € C, existe un arco de I' incidente desde v y arco-coloreado a. Esto es,
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d(v,-) : TT(v) = C y ¢(-,v) : T (v) = C son biyecciones Yv € V. Si un digrafo admite una
arco-coloracion perfecta con conjunto de colores C, entonces es un digrafo regular de grado |C].

Por ejemplo, en la Figura 2.1 se muestra el digrafo completo K4 con dos arco-coloraciones
(C,¢1) y (C, ¢2), ambas con el mismo conjunto de colores, C. En el primer caso (F, ¢1) se trata
de una arco-coloracién perfecta de K4, y en el segundo (F, ¢2) de arco-coloracién no propia de
K4, pues a dos arcos incidentes incidentes hacia un mismo vértice ((1,3) y (2,3)) se les asigna
el mismo color por ¢s.

% <

C.o.) C.o)

Figura 2.1: Dos arco-coloraciones de K4

El siguiente es un resultado clasico dentro de la Teoria de Grafos, y es una consecuencia del
también clasico Teorema de Koénig-Hall:

Teorema 2.3.1 ([70]) Todo digrafo r-regular admite como minimo una arco-coloracién per-
fecta (con r colores).

De ahora en adelante, en esta memoria consideraremos tnicamente digrafos conexos regu-
lares y arco-coloraciones perfectas.

Una arco-coloracién (perfecta) ¢ de I define un conjunto F' = {f1,..., f»} de permutaciones
en V de la siguiente manera:

wi=ve (u,v) €Ay o(u,v) =i (2.1)
Reciprocamente, sea F' = {f1,..., fr} un conjunto de r permutaciones en V' que verifican:
evfielt(v),i=1,...,r, YveV,y
e vfi £0fi siempre que i #j, Yo €V

Entonces, F induce una arco-coloracién (perfecta) de T' definida por ¢(u,v) =i si ufi = v.
Entonces F' se dice una descomposicion en permutaciones de T'.

En [76, Teorema 5.3] se demuestra que todo digrafo r-regular I' = (V, A) es la suma de
digrafos de permutaciones F' = {Fi,..., F.} que corresponden a un conjunto {fi,..., f.} de
permutaciones. Un conjunto F' de estas caracteristicas se dice que es una 1-factorizacion de
I'. Es decir, una 1-factorizacién es un conjunto de subdigrafos generadores 1-regulares F; de T’
cuyos conjuntos de arcos particionan A. Cada F; es un 1-factor de T'. Un 1-factor F; resulta
una unién disjunta de ciclos dirigidos, e interpretamos f; como la permutacién correspondiente
de V' cuya descomposicién en ciclos disjuntos es F;, 1 < ¢ < r. Denotaremos igualmente por
F={f1,..., fr} el conjunto de estas particiones.
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Las dos definiciones de arco-coloracion perfecta o 1-factorizacion son equivalentes y en ade-
lante se utilizaran indistintamente. A través de (2.1) identificaremos la arco-coloracién (C, ¢)
con el conjunto de permutaciones F = {fi,..., fr}. Denotaremos un digrafo arco-coloreado T
por un par (', F), que es el digrafo I junto con la 1-factorizacién F de T.

Dos digrafos arco-coloreados (I', F) y (I, F') son isomorfos si existe un isomorfismo de
digrafos ¢ : V(T') — V(I') y una biyeccién § : F — F' tal que o(u/i) = o(u)’/?) para
i=1,...,ry Yu € V(I'). En este caso, también se dice que o es un isomorfismo arco-coloreado
entre (I, F) y (T, F").

De manera similar, un automorfismo o del digrafo T' = (V, A) se dice que es un automorfismo
arco-coloreado o automorfismo permutador de colores de (T', F') si existe una permutacién 6 = §,
en F tal que o(ufi) = O’(U)ﬁs parai =1,...,7r y Yu € V. Cuando § es la identidad, o se dice
que es un automorfismo preservador de colores 1 .

No es dificil demostrar que el conjunto de automorfismos arco-coloreados de (T, F'), que de-
notaremos por Aut(T, F), constituye un grupo. Asimismo, el conjunto de automorfimos preser-
vadores de colores constituye un subgrupo de Aut(T, F'), y lo denotaremos por s — Aut(T, F).

Los grupos Aut([', F') y s — Aut(T, F) se pueden caracterizar en términos de un tercer grupo
de permutaciones en V, como veremos en la siguiente seccién. El grupo de permutaciones 2 de
(T, F) (o simplemente de F) es el subgrupo de Sym(V') generado por el conjunto de permuta-
ciones F' y se denota por G = G(T', F'). Como suponemos que los digrafos son (fuertemente)
conexos, G actia transitivamente en V. Luego:

VI <|G(T, F) (2.2)

Obviamente, los grupos de permutaciones de un mismo digrafo con 1-factorizaciones dife-
rentes no son necesariamente isomorfos. En la Figura 2.2 mostramos el digrafo de De Bruijn
B(2,3) con dos 1-factorizaciones que generan dos grupos de permutaciones no isomorfos, en
este caso el grupo simétrico Sg y el proyectivo lineal PGLy(7).

Consideremos ahora ¢ un automorfismo de (T, F') permutador de colores. Entonces, existe
una permutacién § = 6, en F tal que o(ufi) = O'(U)fis. La permutacién J, puede extenderse a
un automorfismo (que denotaremos igualmente por d,) del grupo G de la siguiente manera:

(firfia - fn)27 = fr - fi2 (2.3)

La aplicacién Aut([, F') — Aut G definido por o — J, es un homomorfismo de grupos, luego
su nicleo, s — Aut(T', F'), es un subgrupo normal de Aut(T, F').

Ademids, no es dificil ver que s — Aut(T', F') es un subgrupo que actiia semiregularmente en
V. Como un automorfimo o € s — Aut(l', F') de un digrafo conexo I diferente de la identidad
no deja ningun vértice fijo, s — Aut(T', F') actia semiregularmente en V. Luego:

|s — Aut(T, F)| < |V (2.4)

Un resultado clasico en Teorfa de Grafos en el caso no dirigido es el resultado de Frucht [42]
de que todo grupo finito abstracto se puede representar como un grupo de automorfismos de
un grafo finito. Desde entonces muchos resultados interesantes se han obtenido en esta linea
imponiendo condiciones mas restrictivas en los grupos y grafos bajo consideracién. Una de

IEn la literatura recibe también los nombres de automorfismo estrictamente arco-coloreado o automorfismo
s-arco-coloreado.

2Los grupos Aut(T', F), s — Aut(T', F) y G(T', F) fueron introducidos originariamente por Biggs en [11] en el
caso de grafos no dirigidos.
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G(B(2,3), F, )=PGL, (7)

Figura 2.2: Dos grupos de permutaciones de B(2, 3) arco-coloreado

estos resultados trata de la representacién de grupos de permutaciones por grafos conexos arco-
coloreados y su correspondiente grupo de automorfismos preservador de colores s — Aut(T', F).
En [7] Behrendt demuestra que todo grupo es isomorfo a s — Aut(T', F') de algin grafo arco-
coloreado (', F'). En [4] Baumann caracteriza los grupos de permutaciones isomorfos permuta-
cionalmente a s — Aut(T', F') de algun grafo arco-coloreado (T, F'). En particular, se demuestra
que la semiregularidad es una condicién suficiente pero no necesaria.

El resultado andlogo al de Frucht para digrafos también se verifica:

Proposicién 2.3.1 ([15]) Todo grupo finito es el grupo de automorfismos de un digrafo finito.

2.3.1 1-factorizaciones de digrafos de Cayley y de Schreier

Desde el resultado de Frucht, los digrafos de Cayley arco-coloreados han jugado un papel fun-
damental en la construccién digrafos con un grupo de automorfismos predeterminado. Ademas,
veremos a continuacion que todo digrafo arco-coloreado (T, F') es isomorfo a una generalizacion
de un digrafo de Cayley que es un digrafo de Schreier arco-coloreado.

Los digrafos de Cayley son los ejemplos mas sencillos de digrafos arco-coloreados. Dado
I' = Cay(@, S) un digrafo de Cayley de un grupo G. El conjunto de generadores S = {s1,...,8,}
define de manera natural una 1-factorizacién F = {f;,..., f,} en [, con ufi = us;, Vu € G, e
i =1,...r. El grupo de permutaciones G(T', F') de la 1-factorizacién F' es la representacién por
la izquierda por permutaciones de G, luego isomorfa al propio grupo G.

En este caso, la relacién entre el grupo de permutaciones G(I', F') y los grupos de simetria
de (T, F) es la siguiente:

Teorema 2.3.2 (Fiol, Serra, [40]) Sea (', F) un digrafo de Cayley (fuertemente) conezo,
con la coloracion natural. Entonces,

1. GI,F) ~G
2. s—Aw(,F)~ G
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3. Aut(l',F) ~ G x, H, donde H = {0 € AutG : S° = S} y v es la inclusion natural de H
en AutG.

En particular, s — Aut(T, F') es independiente del conjunto de generadores S que define el
digrafo de Cayley. Frutch [42] utiliz6 justamente este resultado para demostrar que todo grupo
finito es el grupo de automorfismos de algin grafo (no dirigido).

Luego los digrafos de Cayley tienen G(T', F) con el minimo cardinal posible (desigualdad
2.2) y s — Aut(T', F) con el maximo (desigualdad 2.4). De hecho, un digrafo arco-coloreado es
de Cayley si y s6lo si verifica esta propiedad de darse las dos igualdades en las ecuaciones (2.2)
y (2.4).

Sea ahora H < G un subgrupo de un grupo G. El digrafo de Schreier (por la derecha) de
G médulo H con respecto a un conjunto de generadores S, Sch(G/H, S), tiene como conjunto
de vértices V = {Hu: u € G} y como conjunto de arcos A = {(Hu,Hus) : u € G, s € S}.
Suponemos siempre que los elementos de S pertenecen a diferentes clases laterales por la derecha
de H en G, luego no existen arcos miltiples. En el caso en que H sea trivial Sch(G/{1},S5) =
Cay(G,S).

Al digrafo T' = Sch(G/H, S) se le asocia una 1-factorizacién F = {fi,..., f.} definida por
(Hu)fi = Hus;, Vu € G, i=1,...7.

Se demuestra también en [40] el siguiente teorema. Como en el caso de los digrafos de
Cayley, H = {0 € Aut G : S” = S}, y un elemento de H actda en G(I', F') como en la ecuacién
(2.3).

Teorema 2.3.3 (Fiol, Serra, [40]) Sea (T', F') un digrafo de Schreier con la coloracion natu-
ral. Entonces,

1. ¥ =G, F)~G/Hg, donde Hg = \,cqu "Hu
2. s — Aut(I‘,F) ~ Nz(EH)/EH
3. Aut(T',F) ~ B/Zs, donde B ={(y,7) € X x, H:7(Xs) = v 'Xsv}.

La importancia de los digrafos de Schreier como ya anuncidbamos al comienzo de la secciéon
reside en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.4 (Babai, [2]) Sea (T, F') un digrafo regular fuertemente conexo con una 1-fac-
torizacion F, y u € V(T) un vértice arbitrario. Entonces, (U, F) es isomorfo al digrafo de
Schreier Sch(G /Gy, F') con la 1-factorizacion natural.

Por ultimo, sefialamos que resultados andlogos a los de esta seccién para el caso de grafos
pueden encontrarse en [5].

2.3.2 1-factorizaciones inducidas en digrafos linea

En esta seccién definiremos 1-factorizaciones de digrafo linea inducidas por 1-factorizaciones
del digrafo original, y estudiaremos los grupos obtenidos.

Sea I' = (V, A) un digrafo r-regular conexo, consideremos I'* = L*T. Sea F = {f1,..., f»}
una 1-factorizacién de I'. Identificaremos los vértices de I'*, que corresponden a recorridos de
longitud k en T, con los elementos de V' x F' x ... x F' de la siguiente manera. Un recorrido de

k
longitud & en I de la forma (ug, u1, . . ., uy) se identifica con el elemento (ug, hi, ..., hg) € V x F*
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h; . . .2 . . .,
tal que u;"*'" = u;41 parai = 0,...,k — 1. Como F es una l-factorizacién, la identificacién
anterior es una aplicaciéon 1 — 1 bien definida entre los dos conjuntos. A través de esta iden-
tificacion, el vértice (ug, hq,...,h;) de I'" es adyacente hacia los vértices (Ugl,hg, ey by fi),

paraj=1,...,r.

Sea ahora Fg = {f1,..., 3} una l-factorizacién arbitraria del digrafo de De Bruijn B(r, k)
(con conjunto de vértices F* o a partir del alfabeto F). Definimos F* = {f;, ..., f*} el conjunto
de permutaciones en V' x F* definidas por:

(ug, by oo )i = () (o, .. )P

para (ug, hi,...,hg) €V x FFk,

Se demuestra en [39] que F™* es una 1-factorizacién de T'* y se dice que F™* es la 1-factorizacion
inducida por F'y Fp.

Ademsds, sean G = G(T', F), Gg = G(B(r, k), Fg) y G* = G(T'", F*) los respectivos grupos
de permutaciones de las 1-factorizaciones F, Fg y F*. Se puede caracterizar G* = G(I'*, F**)
en términos de G = G(I', F) y G = G(B(r, k), Fg). Consideremos el producto corona G1Gp,
cuyos elementos son (r* +1)-tuplas que representamos como (\,, a € F¥; ) donde \, € G para
todo subindice a € F*, y donde 8 € G . El producto corona G ! G actiia en el conjunto de
vértices V x F* del digrafo k-linea iterado de la siguiente manera. Para cada ()., a € F*;3) €
G 1Gp y para cada (ug, hi,...,ht) €V x FF, se define un elemento de V' x F* como sigue:

k. A
(o, ha, ..., hy)Per GEF5B) = (o) (g )8y
De acuerdo con esta accién, la ley de composiciéon de G Gp es la siguiente:
Ny a € F*8") % (Ao, a € F*;8) = (X s Xa, a € F*; 8'3)

(Véase el Apéndice de Grupos de permutaciones para mas detalles).
Fiol y Serra demuestran entonces:

Teorema 2.3.5 ([39]) G* = G(T'", F*) es isomorfo al subgrupo del producto corona G1Gpg
generado por {(ya,a € F¥;3;): i=1,...,r}, donde para cada a = (ay,...,a;) € F* se define

’)/a =as.

1-factorizaciones lineales de los digrafos de De Bruijn

En esta memoria consideraremos 1-factorizaciones inducidas en digrafos linea por 1- factoriza-
ciones arbitrarias del digrafo original y 1-factorizaciones lineales de los digrafos de De Bruijn.
Sea (Fy, -) un grupo abeliano de orden |F|, y sea ¢ : F' — Fj una biyeccién. Denotamos por @
la operacién binaria inducida en F i.e. fi ® fo = ¢~ (¢(f1) #(f2)). Entonces (F, @) es un grupo.
Para cada homomorfismo de grupos u : (F,®)*~! — (F,®), la aplicacién 7, : (F,®)F — (F,®)*
definida por:
’/Tu(hl,. . ,hk) = (h2, .. .,hk,u(hg, .. .,hk) D hl)

es un automorfismo del grupo (F,®)*.

Para j = 1,...,r, definimos 3; : F¥ — F* como sigue:
(hiy .oy h)% = (hay. ooy by By oo hi) © By D f). (2.5)
Entonces, el conjunto Fg = {f1,..., 5} es una l-factorizacién de B(r, k). Nétese que §; es

una permutacién en F* en la que cada vértice de B(r, k) es enviado a un vértice hacia el que
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es adyacente. Mas atn, las imdgenes de un vértice por §; y por 3; para ¢ # j, son dos vértices
diferentes. Decimos que Fg es la 1-factorizacion lineal de B(r, k) inducida por (F,®) y p.

El grupo de permutaciones de las 1-factorizaciones lineales de B(r,k) ha sido calculado
anteriormente:

Proposicién 2.3.2 ([39]) Sea (B(r,k), F), donde Fp es una 1-factorizacién lineal de B(r, k)
inducida por (F,®) y p. Sea m el orden de 7, en Aut(F,®)*.

Entonces, Gg = G(B(r,k),Fg) es isomorfo al producto semidirecto (F,®)* x4 Zy, con
¢(i) = m, € Aut(F, @)k

Notemos que no todas las 1-factorizaciones de los digrafos de De Bruijn son 1-factorizaciones
lineales. Por ejemplo, consideremos los digrafos de De Bruijn de grado 2, B(2,k). En el caso
k =1, el digrafo B(2,1) = K, admite tinicamente una 1-factorizacién F de K (salvo per-
mutaciones de los colores). Recordemos ademds que sélo existe un grupo de orden 2 que es Zo.
Denotemos por 0 el elemento identidad de Zs.

En el caso de k = 2, una 1-factorizacién lineal de B(2,2) = LK;r viene inducida por una
1-factorizacion de K; (que es tnica) y por un homomorfismo de grupos u : Zs — Zs. Sélo
hay dos homomorfismos de grupos posibles, 4 = 0 (cuando p(z) = 0 para x € Zs), y u = Id
(cuando p(z) = x para x € Z»), luego B(2,2) admite unicamente dos 1-factorizaciones lineales
(salvo permutaciones de colores). Véanse en la Figura siguiente 2.3 las dos 1-factorizaciones
lineales de B(2,2).

pu=0 p=Id

Figura 2.3: 1-factorizaciones lineales de B(2,2)

No es dificil comprobar que son las unicas 1-factorizaciones posibles de B(2,2).

No sucede lo mismo en el caso k = 3. Una 1-factorizacién lineal de B(2,3) = L2K viene
inducida por una 1-factorizacién de K, y por un homomorfismo de grupos u : 7.3 — Zsy. Sélo
hay cuatro homomorfismos de grupos posibles:

p =0, u(ha, hz) = ha, u(ha,hz) = hs, p(hs, ha) = hy + hs,

luego B(2,3) admite cuatro 1-factorizaciones lineales (salvo permutaciones de colores). Véanse
en la Figura siguiente 2.4 las 1-factorizaciones lineales de B(2, 3).

No es dificil comprobar que B(2,3) admite ocho 1-factorizaciones diferentes (en la sec-
cién 4.2.3 puede verse una demostracién de este hecho). Por lo tanto, existen cuatro 1-factori-
zaciones de B(2,3) no lineales. En la Figura 2.2 se mostraban dos de estas 1-factorizaciones de
B(2,3) no lineales.

1-factorizaciones normales de los digrafos de De Bruijn

Consideremos ahora f; € (F,®) el elemento neutro de (F,®). En el caso de que el homomor-
fismo p sea el homomorfismo nulo, u = fi, hablaremos de 1-factorizaciones (lineales) normales
de B(r, k).
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K(hz,he)=hz p(hz,hg)=ha+hg

Figura 2.4: 1-factorizaciones lineales de B(2, 3)

El grupo de permutaciones de una 1-factorizacién normal es isormofo (F, ®)* x4 Zj,, donde
#(i) el shift ciclico de i posiciones en (F,®)* (Proposicién 2.3.2) .

Sea el caso k = 1, entonces B(r,1) = K. Sea (F,®) un grupo de cardinal r y f; € (F,®)
su elemento neutro. Consideramos K con conjunto de vértices V' = F. Una 1-factorizacién
normal de K, inducida por (F, ®) verifica que todos los bucles reciben el mismo color f; y un
arco de la forma (fi, f;) recibe el color f; parai=1,...,r.

En [37] se caracterizan digrafos de Cayley arco-coloreados cuyos digrafo linea son también
digrafos de Cayley. Para el caso de las 1-factorizaciones normales la caracterizacién es la
siguiente:

Teorema 2.3.6 ([37, 14] ) Sea (T, F) un digrafo r-reqular con una 1-factorizacion F. Sea
Fg una 1-factorizacién normal de K,'.

Entonces, (LT, F*) es un digrafo de Cayley con la 1-factorizacion F* inducida por F' y Fp
si y solo si (I, F) es un digrafo de Cayley con la 1-factorizacion natural y F es un grupo de
automorfismos de G(T', F).

2.4 Recubrimientos de digrafos

Dados digrafos I'y = (V1,41) y T2 = (V2, As), se dice que 'y es un recubrimiento de I's con
proyeccion recubridora o, si o es un epimorfismo de digrafos de I'; en I'y, y existe h € N tal que
o~ (u)| = h, Yu € V, y o es un isomorfismo local, i.e. para cada v € V; los conjuntos '] (v)
y F;(a(v)) tienen el mismo cardinal. Lo denotaremos entonces por I't —» s, 0 por I’y ——» I’y
si la referencia a o ha de hacerse explicita.

Esto es, I'; es un recubrimiento® de I'; con proyeccién recubridora o, si existe h € N tal que
o es un h — 1 epimorfismo de I'; en I's y ¢ es un isomorfismo local.

Cuando I'y —Z» T's, el conjunto o~ (u) de un vértice u € Va recibe el nombre de fibra sobre
el vértice u.

Las siguientes proposiciones nos proporcionan ejemplos sencillos y ttiles de recubrimientos
de digrafos:

3En la literatura se dice también que I'; es un h-fold cover de I's.
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Proposicién 2.4.1 Sea T un digrafo reqular. Entonces L*T es un recubrimiento de T.

Demostracién. Definimos la aplicacién o, : V(L*T) — V(I') como oy (uo, - .., ur) = ug. Es
inmediato comprobar que o} es una proyeccién recubridora de L*T" en T [ |

Sik=1, o1 : V(LT) — V(T') es simplemente o1 (u,v) = v. Diremos que o1 la proyeccion
recubridora estandar de LT en T'.

Proposicién 2.4.2 ([2]) Sean G un grupo finito y H < G un subgrupo. Sea |G : H| = h. Sea
S un conjunto de generadores de G, donde no hay dos elementos de S que pertenezcan a la
misma clase lateral por la derecha de H en G.

Entonces Cay(G, S) es un recubrimiento de digrafo de Schreier Sch(G/H,S).

Demostracion. La aplicacién natural o : u — Hu es una proyeccion recubridora h — 1. ®

Un resultado clasico de teoria espectral que relaciona los recubrimientos de digrafos con sus
respectivos espectros es el siguiente:

Proposicién 2.4.3 ([2]) Sea I'y un recubrimiento de I's, entonces los polinomios minimo y
caracteristico de T's dividen a los respectivos polinomios minimo y caracteristico de I'y. En
particular, el espectro de I's estd contenido en el espectro de T'y.

Babai en [2, Teorema 1.3.] mejora el siguiente remarcable resultado de Godsil [45, Teore-
ma 3.1.]:

Teorema 2.4.1 ([45]) El polinomio minimo de cualquier matriz de enteros divide el polinomio
minimo de algun digrafo de Cayley.

La clave de Babai consiste en construir recubrimientos de Cayley arco transitivos de cualquier
(multi)digrafo:

Teorema 2.4.2 ([2]) Todo (multi)digrafo finito regular admite un recubrimiento de Cayley
finito arco transitivo.

Aplicando la Proposicién 2.4.3, Babai demuestra que el polinomio minimo de cualquier ma-
triz de enteros divide el polinomio minimo de algin digrafo de Cayley arco transitivo. Ademas,
esto responde negativamente al problema planteado por Cameron [15, Problema 9.1] sobre la
existencia de digrafos arco transitivos con matrices de adyacencia no diagonalizables sobre los
reales.

Babai se pregunta entonces [2, Problema 1.4.] por la construccién de recubrimientos de
Cayley 2-arco transitivos de cualquier digrafo. En nuestra tesis, resolveremos este problema
hasta entonces abierto con la construccién de recubrimientos de Cayley k-arco transitivos de
cualquier digrafo para todo k € N.

2.4.1 Recubrimientos de Cayley de digrafos arco-coloreados

Los recubrimientos de Cayley de digrafos, tal y como los definiremos a continuacién, fueron
introducidos originariamente por Babai en [2] para construir un recubrimiento arco transitivo
de cada digrafo regular.



2 Herramientas para la construccion de recubrimientos k-arco transitivos 29

Dado T' un digrafo regular y F una 1-factorizacién de I'. Sea G = G(T', F) el grupo de
permutaciones de F. Se define el recubrimiento de Cayley de (T, F') como Cay(G, F) y lo deno-
tamos por L'z (o simplemente por T si la referencia a F es clara por el contexto). La siguiente
proposicién justifica la terminologia. Tanto el enunciado como la demostracién son una versién
de los que se encuentran en [2, Proposiciones 2.1,2.2].

Proposicién 2.4.4 Sea F una 1-factorizacion de un digrafo T = (V, A) regular (fuertemente)
conexo. Entonces, T es un recubrimiento de T.

Demostracién. Sea u € V. Sea G = G(I', F) y 7 : G — V una aplicacién definida por
7(g) = u?. Como un arco (g,gf) de I'r tiene como imagen el arco (u?, (u?)’) para cada g € G
y f € F, entonces m es un homomorfismo de digrafos de T'r en I'. Como I' es conexo, G
actia transitivamente en V. Luego 7 es un epimorfismo. Ambos digrafos son r-regulares con
r = |F|y |r(gF)| = |u9¥| = |F| para g € G. Luego 7 es un isomorfismo local. Finalmente,
|71 (v)| = |G| para v € V, donde G, es el estabilizador de u en G. |

Por ejemplo, en la Figura 2.5 se muestra el digrafo de De Bruijn B(2,3) con una 1-factori-
zacién F tal que el grupo de permutaciones de F' es isomorfo a Ay X Zy. También se muestra en

la Figura 2.5 el correspondiente recubrimiento de Cayley B(2,3), de B(2,3) con esta 1-facto-
rizacion F.

=

(B(23).F)

B(2.3)

Figura 2.5: (B(2,3),F) y B(2,3),

Como todo digrafo regular admite al menos una 1-factorizacién (Teorema 2.3.1), entonces
todo digrafo regular tiene un recubrimiento de Cayley (luego un recubrimiento vértice transiti-
vO).

Los recubrimientos de Cayley de digrafos son interesantes como modelos de redes de inter-
conexién simétricas y también como modelos de redes de permutaciones. Una red de permuta-
ciones se modela por un digrafo en el cual, en cada unidad de tiempo, los paquetes de cada nodo
se envian a uno de los nodos adyacentes, de manera que no tiene lugar ningin conflicto, esto
seria, que dos paquetes fueran transferidos a un mismo nodo. Asi, el protocolo de red consiste
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en el conocimiento de todas las permutaciones posibles y de un algoritmo para producir cada
una de ellas en el minimo cardinal de unidades de tiempo posible. Las 1-factorizaciones que
nosotros utilizamos como herramienta principal de recubrimiento de un digrafo, nos devienen
entonces utiles para modelar una red de este tipo. Dado un digrafo con 1-factorizacién (T, F),
todo elemento del grupo de permutaciones de G(I', F) se corresponde con una permutacién del
conjunto de vértices de I' que se puede llevar a cabo en una secuencia de permutaciones en F)
esto es, usando los arcos del digrafo sin conflicto. Ademads, un encaminamiento de trayectoria
minima en el recubridor de Cayley 'z del digrafo I' se traduce en un algoritmo para generar
cada una de las permutaciones de G(T', F'), y el didmetro del recubridor T'r es una cota su-
perior del tiempo necesario para generar una permutacién. (Véase a este respecto [29] donde
se estudian los recubrimientos de Cayley de digrafos de De Bruijn como modelos de redes de
permutaciones).

2.4.2 Equialcanzabilidad

Los resultados de esta seccién fueron presentados en las I Jornades de Matematica Discreta i
Algorismica y se encuentran en los proceedings correspondientes [65].

Proposicién 2.4.5 Sea I'y un recubrimiento de un digrafo conexo I'. Si T' un m-ciclo genera-
lizado para m > 2, entonces 'y = (V1, A1) es también un m-ciclo generalizado.

Demostracién. Si T = (V, A) es un m-ciclo generalizado entonces existe un homomorfismo
de digrafos o : V' — Z,, (véase la Proposicién 1.2.1).
Sea o1 : Vi, — V la proyeccién recubridora de I'y en I'. Entonces, ooy : Vi — Z,, es un

homomorfismo de digrafos, luego I'1 es un m-ciclo generalizado. ]
Dado T un digrafo r-regular conexo, consideremos ahora I'* = L*T". Sean F = {fi,..., f,}
una 1-factorizacién de ', Fp = {31, ..., B, } una l-factorizacién de B(r, k) y F* la 1-factorizacién

de T inducida por F' y F. Entonces, se verifican los siguientes resultados:
Proposicién 2.4.6 T*p. es un recubrimiento de B(r, k) g, -

Demostracién. Por definicién I*p. = Cay(G*, F*). Por la Proposicién 2.3.5 G* est4 gene-
rado por {(Vs,a € F¥;3;): i =1,...,7} en G1Gp, donde 7, para a = (ay,...,a;) € F¥ viene
definida por v, = a;.

Entonces, la aplicacién natural o : (v;8) — [ es una proyeccién recubridora de T*p- en
B(r,k)p._. [

B

Proposicién 2.4.7 Sea Fp una 1-factorizacion lineal de B(r, k) inducida por un grupo abeliano
(F,®) de orden r y un homomorfismo de grupos p : (F, @)1 — (F, ).
Entonces, B(r, k)FB es un ciclo generalizado para k > 2.

Demostracién. Por la Proposicién 2.3.2 G ~ (F,®)* Xy Zy,, donde
Wu(hl,---;hk) = (h2,...,hk,u(h2,...,hk) @hl)

¢(i) = 7', € Aut(F,®)*, y m es el orden de m, € Aut(F,®)*
Entonces, la aplicacién o : (v;i) +— i para v € (F,®)* e i € Z,, es un homomorfismo de
digrafos de B(r, k), en Cy,, luego B(r, k) .

B

es un m-ciclo generalizado (por la caracterizacién
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de ciclos generalizados de la Proposicién 1.2.1). Si k > 2, entonces m > 1 y B(r, k), es un
ciclo generalizado. ]

Como corolario inmediato de las dos proposiciones se tiene:

Corolario 2.4.1 Dados T = (V,A) y T'* = L*T, con k > 2. Sean F una 1-factorizacién de
T, Fg una l-factorizacion lineal de B(r,k) y F* la 1-factorizacion de T inducida por F y Fg.
Entonces, T g« es un ciclo generalizado.

Demostracién. Se aplica la Proposicién 2.4.5. ]
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Capitulo 3

T'écnica de construccion de
recubrimientos k-arco transitivos

3.1 Introduccion

En este capitulo presentamos una construccién de recubrimientos k-arco transitivos de un di-
grafo conexo regular arbitrario para cada entero positivo k. Como el digrafo de partida es
arbitrario, la construccién nos proporciona al mismo tiempo una técnica de construcciéon de
digrafos k-arco transitivos para cada grado y cada entero positivo k. Esta construccién fue
introducida por primera vez en [63] y en este capitulo presentamos algunos de los resultados
ligeramente mejorados.

La principal distincién entre nuestra técnica de construccién de digrafos k-arco transitivos y
las que menciondbamos en el estado del arte sobre el tema (seccién 2.2.1), es que las construc-
ciones de digrafos k-arco transitivos conocidas hasta el momento se orientaban hacia la teoria
de grupos, el digrafo k-arco transitivo era construido a partir de su grupo de automorfismos.

Nuestra técnica se basa en la observacién elemental de que un digrafo I" es k-arco transitivo
si y sélo si su digrafo k-linea iterado es vértice transitivo. Recordemos que los k-arcos de T’
son vértices en L*T y que los grupo de automorfismos de un digrafo y de su digrafo linea son
isomorfos (véase la seccién 1.3.3).

Generalizando un resultado de Gross [47], Babai en [2] demuestra que todo digrafo regular es
un digrafo de Schreier de un grupo finito (el digrafo cociente de un digrafo de Cayley Cay(G, S)
por un subgrupo H de G). Esto es, que todo digrafo regular admite un recubrimiento vértice
transitivo.

Inspirandonos en este hecho, nuestra idea consiste en escoger recubrimientos vértice tran-
sitivos “apropiados” de un digrafo k-linea iterado, de manera que estos recubrimientos sean
también digrafos k-linea iterados. Ademads, los digrafos k-arco transitivos de los que son k-linea
iterados resultan ser también recubrimientos del digrafo de partida.

Los recubrimientos vértice transitivos “apropiados” de digrafos k-linea iterados que consi-
deramos son los recubrimientos de Cayley del digrafo con 1-factorizaciones k-uniformes. En la
seccion 3.3 definiremos las 1-factorizaciones k-uniformes y probaremos que todo digrafo k-linea
iterado regular admite 1-factorizaciones k-uniformes. A modo de presentacién informal, dire-
mos aqui que 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-linea iterados son justamente aquellas
1-factorizaciones tales que el recubrimiento de Cayley del digrafo con esta 1-factorizacién es
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también un digrafo k-linea iterado. Para entender la naturaleza de las 1-factorizaciones k-uni-
formes nos serd muy 1itil la caracterizacién de digrafos de Cayley k-arco transitivos de la seccién
3.2.

Nuestra construccién de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafos arbitrario es, por
lo tanto, una generalizacién de los resultados de Babai [2], que corresponden a los casos k = 0,1
de nuestra construccion. De hecho, los mencionados resultados de Babai proporcionan una
cadena infinita de recubrimientos arco transitivos del digrafo original. Con nuestra construccién
podemos manufacturar también una cadena infinita de recubrimientos k-arco transitivos de un
digrafo I en la que el recubrimiento i-ésimo de la cadena I'yy; es el recubrimiento (k + 4)-arco
transitivo de I que nos proporciona nuestra construccién. Encontramos la dificultad técnica de
que I';4; no necesariamente es un recubrimiento I'y4; cuando ¢ > j. Discutiremos esta dificultad
y algunas otras en la seccion 3.6 y presentaremos una construccién alternativa de cadena de
recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo arbitrario en la seccién 3.6.1.

Esta construccién alternativa se basa en la construccién de elevaciones de un digrafo por
asignaciones de voltaje (véase la definicién en la la seccién 3.6.1). El resultado clave es que la
elevacion de un digrafo k-arco transitivo por una asignacién de voltaje apropiada es a su vez
un digrafo k-arco transitivo que recubre el digrafo de partida. La construccién de una cadena
infinita de recubrimientos k-arco transitivos mediante la construcciéon de elevaciones de digrafos
es mas practica que la propuesta anteriormente, aunque no siendo una técnica de construccién
de recubrimientos k-arco transitivos de digrafos arbitrarios, sino unicamente de digrafos k-ar-
co transitivos, toma igualmente como primer elemento de la cadena el recubrimiento k-arco
transitivo I';, de I' obtenido mediante nuestra construccién.

3.2 Digrafos de Cayley k-linea iterados

Nos sera muy 1til a lo largo del capitulo la siguiente reformulacién de la caracterizacién de
Heuchenne (Teorema 1.3.2) para digrafos de Cayley linea iterados.

Teorema 3.2.1 Sea I' = Cay(G, S) un digrafo de Cayley con |S| = r. Eziste un (multi)digrafo
r-reqular Ty (posiblemente con arcos mailtiples) tal que T' = L¥Ty si y solo si existe un subgrupo
Hy, de G tal que Hy = £S™* para algin © € S* y |Hy| = r*.

Mds aiin, T tiene arcos miiltiples si y sélo si H, N S™'S # {1}.

Demostracién. Necesidad: Supongamos en primer lugar que I' = L*T'y para algin (mul-
ti)digrafo I'y. Consideremos el conjunto S~ * para x € S* . Para cada y € S*, se verifica:

lezS  nyS* =T"%a)nT *(y)
Entonces, el Corolario 1.3.1 implica
Hy=2S7% =yS=F =5*ks=* y |H;| = r* (3.1)

En particular, Hy, = xS~* para cada « € S*, asi como Hj, = S*2 para cada z € S~*. Luego,
H} = (S*2=1)(xS~*) = Hy, y por tanto Hj, es un subgrupo de G.

Suficiencia: Supongamos que zS~* es un subgrupo Hj, de orden |S|* para algin = € S*.
Entonces {Fik(g) : g € G} coincide con la particién de G en clases laterales por la izquierda
de H, en G

I *g)=gS™* =g taS™" = g1 Hy
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para g € GG arbitrario. Por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones 1.3.1, el digrafo I" es un digrafo
k-linea iterado.

En lo que se refiere a la dltima parte del enunciado, por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones
1.3.1, T tiene arcos miiltiples si y s6lo si [[™*~"(s*)| = |[H,S~!| < |S|**!. Entonces, I'y tiene
arcos multiples si y sélo si existen elementos u,v € S, u # v, tales que Hyu ' = Hpvo !, Esto
es,

1# v iu,u" v e H,NnS™LS

Como consecuencia directa de aplicar el teorema anterior al digrafo inverso de I, T™!, y de
las Observaciones 1.3.1 se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1 SeaI' = Cay(G, S) un digrafo de Cayley con |S| = r. Eziste un (multi)digrafo
r-reqular Ty (posiblemente con arcos mailtiples) tal que T' = L¥Ty si y solo si existe un subgrupo
Ky, de G tal que Ky, = xS* para algin z € S™F y |Ky| = r*.

Mds atin, To tiene arcos mailtiples si y sélo si Ky N SS™1 # {1}.

La siguiente proposicién relaciona los grupos Hy y K} de un digrafo de Cayley k-linea
iterado:

Proposicién 3.2.1 Sea T' = Cay(G,S) un digrafo de Cayley k-linea iterado. Entonces los
grupos Hy, y Ky, son grupos conjugados en G.

Demostracién. Sea Kj = S~FS*. Por 3.1 tenemos Hj, = s*S—% = S¥s—* para todo s € S.
Entonces:

s*Kps™F = skSkSks—k = g, H, = H;,

En particular, si ' es un digrafo de Cayley k-linea iterado tal que I' = L*Iy para un
(multi)digrafo 'y, entonces sHys~! D sHys~' = K;. En consecuencia, si Hy N sHs™! = {1}
para s € S arbitrario, entonces I'y no tiene arcos multiples.

En el capitulo 4 estudiaremos la estructura de los grupos Hy y K} de digrafos de Cayley
k-linea iterados de grado pequeio.

3.3 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-linea ite-
rados

Sea I' = (V, A) un digrafo r-regular conexo k-linea iterado. Introduciremos a continuacién una
clase de 1-factorizaciones de I' tales que los recubrimientos de Cayley resultantes sean a su vez
digrafos k-linea iterados.

Para cada u € V y i € {0,...,k}, definimos el conjunto U;(u) = I ¥ (T'*(u)). Por el
Corolario 1.3.1, el cardinal de cada conjunto es |U;(u)| = rk.

Definimos el digrafo Fﬁ como el digrafo con conjunto de vértices

k

Va = Wilu) x {i})

i=0
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y tal que existe un arco ((z,1), (y,7)) de I‘ﬁ siy sélosi (z,y) € Ay j =i+ 1. Obsérvese que
por la caracterizaciéon de Heuchenne de digrafos k-linea iterados (Teorema 1.3.2), el digrafo Fﬁ
depende unicamente del orden k para el cual I' es un digrafo k-linea iterado de algin digrafo
Ty (I' = L¥Ty), y no depende del digrafo I'y de partida. Véase en la Figura 3.1 el digrafo T'2
de un digrafo I' que sea 3-regular 2-linea iterado, y donde v € V.

r2r2wx{oy 2w x{w M2 x {2}

Figura 3.1: Digrafo I'2

Sea F' una l-factorizacién de un digrafo I' = (V, A) regular conexo k-linea iterado. Diremos
que F' es una 1-factorizacién k-uniforme de I si para cada par de vértices u,v € V existe un
isomorfismo ¢ de Fﬁ en F’,f tal que ¢(u,0) = (v,0) y ¢ preserva la 1-factorizacién dada por F,
esto es, si ((z,7)(2f,i41)) es un arco de I'* y ¢(z,4) = (w, i) entonces ¢p(z7,i+1) = (w’,i+1).

Lema 3.3.1 Sea I' = (V, A) un digrafo reqular conexo k-linea iterado y F' una 1-factorizacion
de T'. Entonces F' es una 1-factorizacion k-uniforme de T’ si y sdlo si para cada par de vértices
u,v € V existe un isomorfismo ¢ de T* en TF tal que ¢(u,0) = (v,0) y ¢p(uf,i) = (v/,i) para
cada f € FFF=% 4 para cada 0 < i < k.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que F' es una 1-factorizacién k-uniforme de T'.
En particular, ¢(uft,1) = (v/1, 1) para cada f; € F y reiterando el proceso

¢(uf1f2---fk’k) - (/Uflf2~~~fk,k)
para fi,..., fr € F cualesquiera. M4s ain, para cualquier f € F* se verifica
' k—1)= N k—1)

para f{ € F arbitraria. Reiterando de nuevo tenemos ¢(u/,i) = (v/,i) para todo f € F¥F—k+i,
Supongamos ahora que para cada par de vértices u,v € V existe un isomorfismo ¢ de Fﬁ en
r* tal que ¢(u,0) = (v,0) y ¢p(uf,i) = (v, i) para cada f € F¥F~F+i En particular se verifica

pullti+ 1) = (/i +1)

para cualquier f; € F 'y 0<i<k—1, conlo que F es una 1-factorizacién k-uniforme de I'. B
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Teorema 3.3.1 Sea I' = (V, A) un digrafo r-reqular conezxo k-linea iterado y F' una 1-factori-
zacién de T'. Entonces, T'r es un digrafo k-linea iterado si y sdlo si F es una 1-factorizacion
k-uniforme.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que Iz es un digrafo k-linea iterado. Sea u € V,
es suficiente probar que existe un isomorfismo ¥,, de (T'p)% g en Fﬁ que preserva la 1-factorizacién
dada por F. En efecto, en este caso, para cualquier par de vértices u,v € V, la aplicaciéon ¥, ¥ 1
es un isomorfismo de T'¥ en I'* que preserva la 1-factorizacién dada por F.
Consideremos la aplicacién
T, V(Tr)i) — Va

definida por U, (f,i) = (zf,4). Sea ((f,i), (ffi,i + 1)) un arco cualquiera en (Ty)%,, entonces
U, ((f,4), (ffr,i+1)) = ((&f i), (x7F1,i+1)) es un arco de T¥, luego ¥, es un homomorfismo de
digrafos. Mas aun, ¥, es una aplicacién exhaustiva y un isomorfismo local entre digrafos finitos
del mismo orden. Entonces, ¥, es un isomorfismo de (I'r)%, en Fﬁ y claramente preserva la
1-factorizacién dada por F.

Por otra parte, supongamos que F es una 1-factorizacién k-uniforme de I'. Veamos en primer
lugar que % ~ (Tp)k, para u € V arbitraria.

Definimos la aplicacién

O : Vi — V({Tr)fa)

por O, (uf,i) = (f,i) para f € FFF~*+ Comprobemos que O, est4 bien definida. Supongamos
que existan (uf, i), (u?,i) € I‘ﬁ tales que (uf,i) = (u9,i), tenemos que probar entonces que
f = g. Supongamos lo contrario f # g. Entonces existe v € V tal que vf # v9. Como
por hipétesis F' es una 1-factorizacién k-uniforme de I', por el Lema anterior 3.3.1 existe un
isomorfismo ¢ de T'* en T'* tal que ¢((z,0)) = (y,0) y ¢(uf,i) = (v7,i) para f € FFp—kti
arbitrario. Pero entonces ¢(uf,i) = (v/,i) # (v9,4) = ¢(u9, ) es una contradiccién con (uf,i) =
(u9,1).

Claramente la aplicacion ©,, asi definida es un homomorfismo de digrafos, inyectivo e exhaus-
tivo, luego un isomorfismo de I'* en (Tp)k .

En particular, |(Tp)*(Id)| = |qu| =rk y (Tr)k(Id) = (Tr)*(2) para todo z € FFF—F,
Como ademds T'r es vértice transitivo, la caracterizacién de Heuchenne de digrafos k-linea
iterados (Teorema 1.3.2) implica que [z es un digrafo k-linea y concluimos la demostracién. m

En el siguiente capitulo estudiaremos mas detalladamente las 1-factorizaciones k-uniformes
de digrafos de grado pequefio.

Veamos un primer ejemplo de 1-factorizaciones k-uniformes que son las 1-factorizaciones
lineales de los digrafos de De Bruijn que definimos en la seccién 2.3.2.

Tomamos [' = K& = LK el digrafo completo con bucles, que recordemos es un digrafo
linea del digrafo con un tnico vértice y r bucles. Sea (F,®) un grupo abeliano de orden r.
Entonces el digrafo de Cayley Cay(F, F) es isomorfo a K, y el conjunto de los elementos de
F ={fi...,f.} define una 1-factorizacién natural en I'. El digrafo (k—1)-linea iterado L*~! K+
de K es el digrafo de De Bruijn B(r,k). Escribimos los vértices de B(r, k) como elementos
de F*¥, donde x = (x1,...,x;) es adyacente hacia los vértices de la forma (xs,..., g, ) con
x € F. Dado g : F¥~1 — F un homomorfismo de grupos, consideremos Fg = {81,...,53:} la
1-factorizacién lineal de B(r, k) inducida por F' y u. Esto es,

)5i

(mla"'awk :($2a---a$kaﬂ($2a---a$k)@351@fi)
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Afirmamos que Fg es una l-factorizacién k-uniforme de B(r, k), o lo que es equivalente por
el Teorema 3.3.1, que B(r, k:)FB es un digrafo k-linea iterado. Con estas notaciones,

Teorema 3.3.2 Sea Fg = {f,...,0:} una 1-factorizacion lineal del digrafo de De Bruijn
B(r,k) = LEK7 inducida por (F,®) y p. Entonces, Fg es una 1-factorizacion k-uniforme de
B(r, k).

Demostracién. Sea I' = B(r,k) = (V, A). Necesitamos demostrar que, para cada par de
vértices x,y € V, existe un isomorfismo de digrafos ¢xy : Vx — V5 que preserve los colores
dados por Fp.

Para cada 0 < i < k y cada elemento z € (I) {(I)*(x) = x(F5)"(F5)™" | oxiste una per-
mutacién g € (F)*(Fg)~* tal que z = x9. Fijado 4, afirmamos que esta permutacién de
(Fp)*(Fp)~% es tnica.

Para f € F, denotemos por ©f el inverso del elemento f en (F,®). Con estas notaciones
se verifica

(B:)~"

(xla"'amk) = (.’I}k @,Uz(flfl,-..,flfk_l) @fiaxla"'amk—l)'

Para i dado, una permutacién g € (Fg)*(Fg)~! se escribe como

H ﬁu,) Bure)) ™" |

para ciertos elementos By, ,...,Bu,,, € Fpsii > 1,y como
k
= | II 5.
Jj=1
para ciertos elementos B, ,...,0u, € Fpsii=0.
Denotemos
ylzu(mza"')xk)EBxl@fuu yzZN($3;---;$k,yl)@ﬂf2@fuza (32)

y definimos de manera recursiva

yj:/J‘(x]'+1)'"7mk)y17"'7yj71)@mj@fuj (33)
desde 3 < j <k.
Entonces, si i = 0 tenemos x? = (y1,...,Yk).
Denotemos
Ykt1 = Yk © WYL, -+ Yk—1) © fupyrs (3.4)

y definimos de manera recursiva

Yk+j = Yht1—5 O B(¥k4j—1s - Ykt 1, Y15+ Yh—5) © fury, (3.5)

para 2 < j <i.
Iterando el procedimiento anterior, si 1 < ¢ < k tenemos:

x! = (mla s )xk)g = (yh s 7yk)(H;:1(guk+j)_l) =

= (yk+i7-"7yk+17y17"'7yk—i)7
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Notemos que cada elemento y; depende inicamente de x y de los elementos y; con [ < j. En
consecuencia, si ¢’ = (H§:1 ﬁvj)(l_[;:1 (Bory;) ") € (Fp)k(Fp)™" satisface x9 = x?', entonces
de (3.2) se deduce v1 = w1 y v2 = us. De forma similar, de (3.3), (3.4) y (3.5) se deduce v; = u;
para2 < j <k +i, porlo que g =g.

Definimos ahora

Oxy Ve — V4
(x%,4) = (y%.1)

cuando g € (Fg)*(Fg) **!. Nétese que el conjunto {(x9,i) : i =0,...,k, g € (Fp)k(Fg) **i}
comprende todos los vértices de Vi = UF_, (X(FB)IC(FBVHI X {z})

Como cada permutacién ¢ determina tinivocamente un elemento de I *+I'*(x) x {i} para
cada vértice x € V, la aplicacién estd bien definida. Ademads, como ¢xy es inversible entonces
es biyectiva.

Més atin, por definicién, si (x?,4) € Vi \ {T¥(x) x {k}} entonces

Dy (X955 0+ 1) = (y9%9 i + 1) = ey (x9,3)7%

para cada B; € Fp, y por lo tanto ¢y preserva los colores dados por Fg. Esto concluye la
demostracién. ]

3.4 Construccion de recubrimientos k-arco transitivos

La idea de la técnica de construccién de recubrimientos k-arco transitivos se basa en la sencilla
observacién de que un digrafo I' es k-arco transitivo si y sélo si su digrafo k-linea iterado
es vértice transitivo (véase la seccién 2.2). Generalizando un resultado de Gross [47], Babai
[2] demuestra que todo digrafo regular es un digrafo de Schreier de un grupo finito (véase la
seccién 2.3.1). Con otras palabras, que todo digrafo regular admite un recubrimiento vértice
transitivo. Nuestra idea clave consiste en escoger recubrimientos vértice transitivos apropiados
de un digrafo k-linea iterado, de manera que estos recubrimientos sean también digrafos k-linea
iterados. Ademds, los digrafos k-arco transitivos de los que son k-linea iterados resultan ser
también recubrimientos del digrafo de partida.
El resultado principal de esta seccién puede enunciarse de la siguiente manera.

Teorema 3.4.1 Sea I' un digrafo regular. Para cada entero positivo k eziste un recubrimiento
'y de T que es un digrafo k-arco transitivo.

El enunciado anterior es una generalizacién de los resultados de Babai [2], que corresponden
a los casos k = 0,1 del Teorema 3.4.1.

La demostracién del Teorema 3.4.1 se basa en dos resultados técnicos que presentamos a
continuacion.

Teorema 3.4.2 Sea ' un digrafo r-reqular (fuertemente) conexo y F una 1-factorizacion de
T. Sea (Fo,-) un grupo de ordenr, y ® : F — Fy una biyeccion. Consideremos @ la operacion
binaria inducida en F a través de ® tal que (F,®) es un grupo. Sea Fp = {f1,...,0,} una
1-factorizacion del digrafo de De Bruijn B(r, k) con conjunto de vértices las palabras de longitud
k a partir del alfabeto F.
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Entonces, la 1-factorizacion F* = {ff,..., ¥} de I'* = L*T inducida por F y Fp es una
1-factorizacion k-uniforme de T si y sdlo si Fp es una 1-factorizacidn k-uniforme de B(r, k).

Demostracién. Denotemos V* = V(I'*) y escribamos los vértices x € V* como elementos de
V() x F*ie x = (z,z1,...,74) € V([) x F* paraz € V(') y z; € F para todo 1 < j < k.
Para f € F, denotemos por ©f el elemento inverso del elemento f en (F,®).
Recordemos que

(m,ml,...,mk)ﬁ = (x“,(xl,...,xk)ﬁi)

paracadal <i<r.
Con estas notaciones se verifica,

*—1
(m7m17"‘7mk)fi :(meylﬂy:l’"‘)yk)

donde (y1,...,yx) = (z1,... ,mk)ﬁi_l.

Dado x = (z,21,...,7;) € V*, definimos la aplicacion mx : (V*)x = V(B(r,k))(ar,....z1)
como Ty (x9,4) = ((y1,-..,yx),i) cuando g € (F*)*(F*)"k*+iy x9 = (y,y1,...,yx) € V(I') x F*.
Nétese que el conjunto {(x9,i): i =0,...,k, g € (F*)*(F*)~*+} comprende todos los vértices
de (V*)x = Ul_o(xFD EDT 5 (i),

Afirmamos que la aplicacién my es un isomorfismo de ((I'*)%, F*) en ((B(r, k))’”mmk) ,Fp).
Veamos en primer lugar que la aplicacion mx estd bien definida. Tenemos mx(x,0) = ((z1,-..,%%),0)
y, més atn, m (i, 1) = ((z1,...,2,)% 1) para todo 1 < i < r.

En general, una permutacién g € (F*)*(F*)~*+% e escribe como

k k—i
-1
g= 117 | {IIGa D7t
j=1 j=1
para ciertos elementos fy ..., fy, € F*si0<i<k,ycomo

k
g=117% 1
j=1

para ciertos elementos f; ,..., f; € F*sii=k.
Luego,

T (x9,0) = (x4, . .. ",I:k)(l_[.’;:l Bu]‘)(l—[?;li(ﬁuk+j)_l),i)

Si0<i<ky )
Wx(xg) k) = ((mlv v ;xk)nj=1 Bus ) k)

En particular, la aplicacién 7mx no sélo estd bien definida sino que es una biyeccién pues

(TE v (B(r, lc))é“m1 zy) SO digrafos del mismo orden. Ademads, mx es un homomorfismo de
(T*)k F*) en ((B(r, k:))’(”m1 ...zn) F'B), luego un isomorfismo.

Entonces, si la 1-factorizacién F* es una 1-factorizacién k-uniforme de I'*, para todo par
de vértices x,y € V* existe un isomorfismo de digrafos ¢xy : (V*)x = (V*)y que preserve los
colores dados por F*. Si x = (z,z1,...,2k) e y = (Y,y1,-.-,Yr), entonces TydxyTc' €s un
isomorfismo de (B(r, k))(,, ., en (B(r,k)f, .

A la inversa, si la 1-factorizacién Fg es una 1-factorizacién k-uniforme de B(r, k), para todo

par de vértices (z1,...,%k), (Y1,...,yx) € V(B(r, k)) existe un isomorfismo de digrafos

¢(:t1,...,zk)(y1,...,yk) : V(B(T‘, k))(z1,,zk) — V(B(Ta k))(y1,,yk)

) que preserva los colores dados por Fg.
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que preserve los colores dados por Fg. Entonces, si x = (z,z1,...,2r) ey = (¥,¥1,---,Yk)
son dos vértices cualesquiera de V* = V x F¥, la aplicacién n;1¢(x17___7xk)(y17__
isomorfismo de (I*)% en (I'™)% que preserva los colores dados por la 1-factorizacién inducida

F*. ]

Lyr)Tx €s un

Como corolario inmediato, se obtiene:
Corolario 3.4.1 Todo digrafo k-linea iterado regular admite 1-factorizaciones k-uniformes.

Demostracién. Como todo digrafo k-linea iterado regular de grado r admite 1-factorizaciones
inducidas por 1-factorizaciones lineales del digrafo de De Bruijn B(r, k), y por el Teorema 3.3.2
1-factorizaciones lineales de B(r, k) son 1-factorizaciones k-uniformes. Por el Teorema 3.4.2,
esto implica que todo digrafo k-linea iterado regular admite 1-factorizaciones k-uniformes. H

En particular, como todo digrafo k-linea iterado admite 1-factorizaciones k-uniformes, se
verifica que para cualquier digrafo I' que sea k-linea iterado, los digrafos correspondientes Fﬁ
para u € V(') son siempre isomorfos. Pero es solamente cuando asignamos al digrafo I' una
1-factorizaciéon F' que sea k-uniforme, que los respectivos isomorfismos entre los digrafos Fﬁ
preservaran los colores dados por F.

Presentemos a continuacién el otro resultado necesario para la demostracion del Teore-
ma 3.4.1.

Proposicién 3.4.1 Sean T, I' dos digrafos conexos requlares. Entonces T’ es un recubrimiento
de T si y solo si LT es un recubrimiento de LI".

Demostracién. Sea I' —» I" un recubrimiento con proyeccién recubridora 7. Definimos
L : V(LT) = V(LT') como 7, (u,v) = (w(u),n(v)) para (u,v) € V(LT). Es facil comprobar

que 7, es una proyeccién recubridora de LT en LIV,

A la inversa, sea 7, = V(LI') — V(LI") una proyeccién recubridora de LI en LI". Sean o
y o' las proyecciones recubridoras estdndar de LT en I' y de LI en I respectivamente.

Definimos 7 : V(') — V(I'') como # = ¢'m,0 ! y afirmamos que 7 es una proyeccién
recubridorade I" en I'. Veamos en primer lugar que esta bien definida. Sean uy,us € V(L) tales
que o (u;) = o(uy). Entonces LI (u;) = LT (u3), y por lo tanto LT (7p, (u1)) = LT (7p (us)).
En consecuencia o' (71, (u1)) = o' (71, (u2)).

Veamos también que si |77 " (u,v)| = h para todo (u,v) € V(LT), entonces |7~'(v)| = h
para todo v € V(I').

Sea (u,v) € o'~ (v), entonces |77 ' (u,v)| = h. Probaremos en primer lugar que |o (77! (u, v))|
h. En caso contrario, existen en LT dos vértices de la forma (u,w), (us,w) € 7y *(u,v), lo cual
contradice el hecho de que 7, sea isomorfismo local, pues |LI"™ (7, (w, 2))| < |LI'~ (w, 2)| para
cualquier vértice de la forma (w,2) € V(LT). Finalmente, o (7" (u1,v)) = o (' (u2,v)) para
cualesquiera (u1,v), (uz,v) € o'~ 1(v).

Ademsds, 7 es claramente un homomorfismo de digrafos e isomorfismo local, con lo que
acabamos de demostrar que es una proyeccion recubridora.

En ambos casos, el diagrama siguiente es conmutativo.

L= Lr

la l"'

r =-r
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Aplicando el Teorema 3.4.2 y la Proposicién anterior, podemos probar el Teorema principal
de la seccion.

Demostracion del Teorema 3.4.1

Demostraciéon. Sea I' un digrafo r-regular. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
T es (fuertemente) conexo. Sea F' una 1-factorizacién arbitraria de I' y Fp una 1-factorizacién
k-uniforme del digrafo de De Bruijn B(r, k) con conjunto de vértices las palabras de longitud &
a partir del alfabeto F. (Por el Teorema 3.3.2 podemos tomar Fp una l-factorizacién lineal de
B(r, k) a partir de una operacién de grupo @ definida en F).

Sea F* una 1-factorizacién de L*T" inducida por F' y Fp.

Consideremos o}, la proyeccién recubridora estdndar de L*T" en I' y . la proyeccién recubri-
dora de L*Tp+ en LFT. Por el Teorema 3.4.2, el digrafo L*p- es un digrafo k-linea iterado
de un digrafo I'y, es decir 'y = L_k(ﬁp*). Por la Proposicién 3.4.1, como L*I'p« es un
recubrimiento de L*T', entonces T'j, es un recubrimiento de T' y existe 7 : V(['y) — V(T') una
proyeccién recubridora. Sea @, la proyeccién recubridora de L*T g+ en T,

Entonces, el siguiente diagrama es conmutativo.

I, F «— Tp=LKLrp)

of i

LAT, F* & L*T -

Finalmente, por la Observaciéon 2.2.1, T, es un digrafo k-arco transitivo pues su digrafo
k-linea iterado es un digrafo de Cayley. ]

Observemos que esta construccién de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo regular
I es valida siempre que al digrafo k-linea iterado L*T se le asigna una 1-factorizacién k-uniforme,
no necesariamente inducida por alguna de 1-factorizacién de I'. Nos ocuparemos de esta cuestion
para digrafos regulares de grado pequeno en el capitulo 4 .

Ademas, notemos que la construccién tiene interés no sélo como técnica de construccién de
recubrimientos con unas propiedades determinadas, sino también como método de construccién
de digrafos k-arco transitivos de grado arbitrario. Véase el estado del arte de construccién de
digrafos k-arco transitivos en la seccion 2.2.1.

En principio, todos los digrafos k-arco regulares pueden obtenerse con esta construccién. Sea
T un digrafo k-arco regular, y sea G el subgrupo de Aut(T') que actiia regularmente en el conjunto
de k-arcos de I'. Consideremos el digrafo k-linea iterado de I', L*T. Por la caracterizacién de
Sabidussi de los digrafos de Cayley (Teorema 1.2.1) y la Observacién 2.2.1, LFT es un digrafo
de Cayley del grupo G definido por algin conjunto de generadores S de G. Tomemos F' la
1-factorizacién de L*T' dada por S de manera natural. Entonces L[y = LAT y el mismo
digrafo 'y = T" de partida es el recubrimiento k-arco transitivo de I' que obtenemos con nuestra
construccién. Luego todos los digrafos k-arco regulares pueden obtenerse con esta construccién.
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3.5 Recubrimientos k-arco transitivos de algunas familias
de digrafos

Daremos a continuacién algunos ejemplos de construcciones explicitas de digrafos k-arco tran-
sitivos utilizando los resultados anteriores.

3.5.1 Recubrimientos k-arco transitivos de los digrafos completos con
bucles

En nuestro primer ejemplo, tomamos I' = Kt el digrafo completo con bucles. Sea (F,®)
un grupo abeliano de orden r. Entonces K es isomorfo al digrafo de Cayley Cay(F,F) y el
conjunto de los elementos de F' = {f; ..., f.} define una 1-factorizacién natural en K, . El
digrafo k-linea iterado L* K es el digrafo de De Bruijn B(r,k+1) de grado r y didmetro k + 1.
Los vértices de B(r, k + 1) se pueden escribir como elementos de F¥*!, donde x = (=0, ..., 7})
es adyacente hacia los vértices de la forma (z1,...,zx,7) con x € F. Dado p : F¥ — F un
homomorfismo de grupos, consideremos Fp = {31, ..., B, } la 1-factorizacién lineal de B(r, k+1)
inducida por F'y u. Esto es,

(w())"‘?xk)ﬁi = (x17"'7wk7l’t(x17"'7xk)@xo@fi)

Por el Teorema 3.3.2, Fp es una 1-factorizacion (k + 1)-uniforme de B(r, k + 1), o lo que es
equivalente B(r, k + 1) es un digrafo (k + 1)-linea iterado.
Definimos 7, el automorfismo de F**+! por

(x07"'7mk)”M = (1’1,...,1'k,lu(1’1,...,1’k) @1’0)

Sea m el orden de 7, en Aut(F**!) (lo que implica m > k+1). Dea G* el producto semidirecto
F**1 x4 Ly, donde ¢ : Zy, — Aut(F*1) viene dada por ¢(i) = =,.
Definimos una accién de G* en F**! como

X9 = x00) gy (3.6)

donde x,y € F¥*1 y la operacién @ se define coordenada a coordenada.
No es dificil ver que el grupo G* estd generado por el conjunto F* =< ff,..., f* > donde

f'*:(o)"'70>fi7]-)€Fk+1 >4¢Zm, i:1,...,r

(3

y donde 0 denota el elemento identidad de (F,®). Mds adn, la biyeccién F* — Fp tal que
f — Bi, extiende a un isomorfismo de grupos entre G* y el grupo de permutaciones G g de Fp.
Ademsés, la 1-factorizacion de L¥ KI definida por F* a través de la accién dada por (3.6) y F
coinciden, luego G* y G son permutacionalmente equivalentes. Véase [39] para més detalles.

Probemos a continuacién que el recubrimiento de Cayley B(r,k + 1) es un digrafo k-linea
iterado del ciclo completo generalizado C(r,m). (Por lo tanto, B(r,k + 1)  es un digrafo
(k 4+ 1)-linea iterado de un multidigrafo que corresponde a un ciclo de orden m donde cada arco
ha sido sustituido por r arcos miltiples).

Teorema 3.5.1 ([29]) Sea (F,®) un grupo abeliano de orden r y yu : F* — F un homomor-
fismo de grupos.

El recubrimiento de Cayley B(r,k + 1) de B(r,k + 1) con la 1-factorizacion lineal Fp
inducida por F y p es isomorfo ol digrafo k-linea iterado C(r,m,k + 1).
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Demostracién. Definimos la biyeccién ® : G* — V(L*C(r,m)) como
(370, s 737/677:) = (.’1,'0,7:)(371,7: + 1) T (mkal + k)

Afirmamos que ® es un isomorfismo de digrafos de B(r,k+1)p =~ Cay(G*,F*) en
C(r,m,k +1) = L¥C(r,m). Es suficiente demostrar que preserva las adyacencias. Esto es,

D((x0,-- -, Ty 1), (@1, .-y Th, (@1, ..., Tg) B o B fi,0+1)) =

= ((Z’O,i)(l‘l,i—f-l)"'(l‘k,i-l-k), (m17i+1)"'(xkvi'i_k)(,u(ml;---:mk)@xo@fj>i+k+1))'

En particular, cuando la 1-factorizacién de B(r,k + 1) es normal (i.e., cuando el homomor-
fismo de grupos p : F*¥ — F es el homomorfismo nulo), el automorfismo Ty Fk — F* es
simplemente un shift ciclico de una posicién en F*. Asi, m = k + 1, y el recubrimiento corres-
pondiente B(r,k + 1) es isomorfo a C(r,k + 1,k + 1), que es el digrafo mariposa But(r, k + 1).

En [29] Espona y Serra estudian algunas propiedades de estos recubrimientos de Cayley de
los digrafos de De Bruijn, como el didmetro, el cuello y el grupo de automorfismos, y se dan
algunas aplicaciones de dichos digrafos al diseno de redes de permutaciones.

Teorema 3.5.2 ([29]) Sea (F,®) un grupo abeliano de orden r y yu : F* — F un homomor-
fismo de grupos.

El recubrimiento de Cayley B(r,k +1)p_  de B(r,k + 1) con la 1-factorizacién lineal Fi
inducida por F y u verifica:

® €S superconexro

es hamiltoniano

tiene didmetro m + k

tiene cuello m

e tiene encaminamientos minimos
o Aut(B(r,k+1)g ) = SF X, L, donde p(i) es el shift ciclico de i posiciones en SEt.

En la Figura 3.2 se muestra el esquema de la construccién de recubrimientos k-arco tran-
sitivos de los digrafos de De Bruijn con 1-factorizaciones lineales, que acabamos de ver que
son los ciclos completos generalizados C(r,m). Recordemos que esta familia de digrafos fue el
primer ejemplo de familia digrafos k-arco transitivos estudiado por Praeger en [71]. Véanse las
propiedades bésicas de C(r,m) en la seccién 1.3.4 .

En la Figura 3.3 mostramos un ejemplo de construccién de un recubrimiento arco transitivo
de K. Sea Ky = Cay(Zs,{0,1}) y F la 1-factorizacién natural del digrafo de Cayley. Asig-
namos a B(2,2) = LK la 1-factorizacién lineal Fig inducida por F'y por u : Zs — Zs definida
como p(f) = f. Entonces el correspondiente automorfismo m, : 75 — 73 tiene orden m = 3 y

G =G(B(2,2),Fp) ~ 735 x4 T3 ~ A

donde ¢(i) = m},. Finalmente, el recubrimiento arco transitivo de K3 es isomorfo a C(2, 3).
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Kf F «—  C(r,m)=L7*C(r,m,k+1)

| |
B(r,k+1)=L*K}, Fg «— B(r,k+1)p =C(r,mk+1)

—

Figura 3.2: Diagrama de la construccién de recubrimientos de K
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(B(22)Fs)

Cay(A, Fs )

Figura 3.3: Construccién de un recubrimiento arco transitivo de K

3.5.2 Recubrimientos k-arco transitivos de los digrafos completos

Tomemos I' = K, el digrafo completo, cuando r + 1 = p™ es una potencia de un nimero
primo p. Sea (F,41,4+,-) un cuerpo de orden r + 1. Denotemos por 0 el elemento neutro del
grupo aditivo de F,41, y por 1 el elemento neutro del grupo multiplicativo de F,;;. Entonces
el digrafo completo K,;1 es isomorfo al digrafo de Cayley del grupo aditivo de F,,; definido
por el conjunto de generadores F; | = F,1 \ {0}. Esto es, K,1 = Cay(F,41,F; ).

Consideremos la 1-factorizacién F' de K, dada por F;,, = {1 = fi,..., f;}. Es decir, la
1-factorizacién definida por

i =z + fi, v € Frpq.

El digrafo k-linea iterado LF K, es el digrafo de Kautz K (r,k + 1) de grado r y didmetro
k + 1. Consideremos F* = {f;,..., f;} la 1-factorizacién de L¥K,; inducida por F y por la
1-factorizacién normal de B(r, k). Con las notaciones de la seccién 2.3.2, tenemos

(x,ho,hl,...,hk_l)fi* = ($+h0,h1,...,hk_1,h0fi), 1<i<r
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para cada vértice (z, hg, h1,...,hg_1) € Fryy x F¥ = V(LFK, ;). O equivalentemente, cuando
escribimos los vértices de LkKTH como secuencias de vértices de K.y, la 1-factorizaciéon F™
es tal que

(m,ml,...,mk)fi* =(x1,22, -, Tk, Tk + (w1 —20)fi), 1<i<r

para cada (z,z1,%s,...,7;) € (Fpy1)ftt = V(LFK, ;). Véase en la Figura 3.4 el digrafo de
Kautz K(2,2) con la 1-factorizacién inducida por F. En este caso, F3 = Zs.

Figura 3.4: (K(2,2), F™*)

Como la 1-factorizacién normal de B(r, k) es un caso particular de 1-factorizacién lineal de
B(r, k), por el Teorema 3.3.2, es una 1-factorizacién k-uniforme.

Asi, por el Teorema 3.4.2, como la 1-factorizacién F* de K (r,k + 1) es una 1-factorizacién
inducida por F' y una 1-factorizacién k-uniforme del digrafo de De Bruijn, F* es una 1-factori-
zacién k-uniforme de K (r, k + 1), luego podemos aplicar la técnica de construccién de recubri-
mientos k-arco transitivos.

Veremos en esta seccion que el recubrimiento k-arco transitivo de K, resultante es

Lik(mF*) = CaY((IFT+1)k Xp Zkas)) (37)

donde S = {f; = (0,...,0, fi,1) € (Fpy1)* Xp L, 1 < i < r}, p denota el automorfismo
rotaciéon de (F,1)* (o shift ciclico de una posicién) definido por

(1‘071.17"'71./671)0 = (1‘17"‘71.]\77171.0)

y, si no hay lugar a confusién, denotaremos también por p : Zy — Aut((F,41)*) el homomor-
fismo de grupos p(i) = p'. La Figura 3.5 nos muestra el digrafo resultante cuando 7 +1 =3y
k=2.

En primer lugar, describamos el grupo de permutaciones de la 1-factorizacién F* de
K(r,k +1). Sea Q el producto semidirecto F,;+1 x F, donde los elementos de F' actdan co-
mo automorfismos del grupo aditivo de F,;; del modo natural por multiplicacién. Denotemos
por * la operacion de 2. Entonces,

(zo, ) * (0, 9) = (zo + fyo, f9)

para (zo, f), (40, 9) € .
Sea G' = QF x4 Z, donde ¢ es el automorfismo rotacién de QF

(wl,wg,...,wk)p = (w2,...,wk,w1)
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Figura 3.5: Recubrimiento 2-arco transitivo de K3

y, nuevamente si no hay lugar a confusién, denotaremos también por ¢ : Zy — Aut(Q¥) el
homomorfismo de grupos ¢(i) = ¢.
Consideremos la accién de G’ en QF dada por

x 1) = x9" 4 y, X,y € QF (3.8)
donde la operacién * se define coordenada a coordenada. Més detalladamente, si

X = ((xoafuo)a vy ("I‘.k*17fuk—1)) € Qk

(YJ) = ((y07fvo)v ) (yk—lﬂka—l)’i) € 0" x L,

entonces

X(y’i) = ((ml + fuiy07 fuz fvo)7 R (mi-i-k—l + fui+k—1yk—17 fui+k71ka71))7 (39)

donde los subindices se toman médulo k.
Ademés, claramente la accién de G’ en el conjunto QF es transitiva.

Proposicién 3.5.1 El grupo de permutaciones G* = G(L¥K, 1, F*) de la 1-factorizacion F*
de L¥K, 1 inducida por F es permutacionalmente isomorfo a G'.

Demostracién. Definamos « : QF — Frp1 % Fk por

k—1
a((moafuo)a' ] (mk—l,fuk,l)) = (Zwiﬂfuoa' . '7fuk71)'
=0
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Por la accién dada por (3.8), tenemos claramente a(x®™?) = a((x')¥?) siempre que a(x) =
a(x'). Asi, la particién

7) = {ail(m7fu[)7"'7fuk—l) : ("I:7fu07"'7fuk—l) e ]F‘T+1 X Fk}

es un sistema completo de bloques de G'.

Ademas, el tnico elemento de G’ que fija cada bloque de P es la identidad.

También, si (y,i) € QF x Z, satisface a(x?) = a(x) para todo x € QF, entonces, usando
la notacién de (3.9), tenemos

k—1
Zyjfui+j =0y f’l)jfUi+j = fuJ-
j=0

para todas las elecciones de (fuy,- - -, fur_,) € F¥ y0<j < k—1. Luego, yo = --- = yx—1 = 0,
foo=-r"=fo,=1yi=0.
Finalmente, si f; = ((0,1),...,(0,1),(1, f;),1), 1 <i <r, entonces

a(x¥) = (a(x)f, 1<i<r

En consecuencia, el grupo G* es isomorfo al subgrupo de G' generado por fi,...f. que
denotamos por (. En particular, como G* actia transitivamente en F,.,; x F¥ entonces G
actia transitivamente en QF. Afirmamos que el subgrupo G}, coincide con el grupo G’. Sea
e = ((0,1),...,(0,1)) € Q* el elemento neutro de NQ*. Entonces los elementos (e, 1)! = (e, i)
para 0 < i < k son k elementos diferentes de Gf, que pertenecen al estabilizador del elemento
e, denotado por (G})e. Entonces, |G| = |Q*|(Gh)e > |QF|k = |G'|, lo cual implica que G
coincide con G'. [ |

En particular, el recubrimiento de Cayley L*T'p« es isomorfo al digrafo Cay(G', {f1,...£.}).
Por dltimo, la igualdad (3.7) se sigue de hecho de que el dltimo digrafo es isomorfo a
L* Cay((F,41)" %, Z, S), como se demuestra a continuacion.

Proposicién 3.5.2 K(r,k+1),. es isomorfo a L*Cay((F,41)* %, Z,S), donde
S = {fl = (07"')07fi)1) € (FT+1)k poky 1 S { S T}-

Demostraciéon. Afirmamos que la aplicacién
PG — (Fry1)k x, Zi) x S*,
definida por
(I)(Xai) = ((.’170, s axk—lai)a fu07 e ka—l)

es un isomorfismo de digrafos de Cay(G', {fi,...f.}) en L¥ Cay((F,41)* x, Zj, S). Basta com-
probar que preserva las adyacencias. Esto es,

q>(((£07fu0)> ) (xk*17fuk—1)7i)((x1’fu1)) ey ("I"k*17fuk—1)’ (1‘0 + fumfuofj):i + 1) =

((xo)'--:mkflyi))fuov---;fuk—l)v((mla"'amkflam[) +fu07i+ l)yfuu---;fuk—ufz)
donde el subindice z es tal que fy, f; = f-. [ ]

Esta familia de recubrimientos k-arco transitivos de K41 se corresponde con un caso par-
ticular de los digrafos Cf (v, s; A) definidos por Praeger, para s =k, v=r+1y A= K,4;. La
definicién de los digrafos de la familia Cy (v, s; A) es la que sigue.
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Definicién 3.5.1 ([71]) Sea v > 2 y s > 3 enteros y sea r un mailtiplo de s. Sea A un grafo
(no dirigido) H -arista transitivo con conjunto de vértices Z,. Se define el digrafo C,.(v,s;A)
como el digrafo con conjunto de vértices Z, X Z; y con conjunto de arcos el conjunto de ele-
mentos ((i,x),(J,y)), donde x = (x1,...,25) yy = (y1,---,Ys), si y sélo si j =i+ 1 e
Yy =(y1,x1...,25_1) donde y; € A(zxy).

En [71] se prueba que Cay((F,41)* %, Z,S) tiene grupo de automorfismos isomorfo a
S¥. 1 %, Zy, donde p(i) es el shift ciclico de i posiciones en S*, ;| (o equivalentemente Sy4117Zy).

Para cada o = (09, ...,0%-1,%) € Sp111Z y cada (zo,...;Tk—1,]) € Ffﬂ X, Ly, de define
la accién del grupo de automorfismos en el conjunto de vértices como

(zo, 71, 32k-1,4)7 = (3%, ..., 25§ +1).

Se deduce claramente que Cauy(IFff+1 X, Ly, S) es k-arco transitivo pero no k + 1. Esto es,
es un digrafo exactamente k-arco transitivo.

Ademsds, de la definicién de T'y se infiere claramente que es un k-ciclo generalizado con
conjuntos estables IF‘:fH x{i}, 0<i<k-1

Probemos otras propiedades sencillas de los recubrimientos k-arco transitivos de K,.11.

Proposicién 3.5.3 Si k > 1, el digrafo Ty, = Cay(IF‘ff+1 X, Ly, S) tiene pardmetro | igual o k,
cuello 2k, diametro 3k — 1, y es mazimalmente conexo.

En particular, el pardmetro [, el cuello y el didmetro de estos recubridores no depende del
grado del digrafo original K.

Demostracién. Como I'y es vértice transitivo, es suficiente calcular el camino més corto
conteniendo el vértice 0 = (0,0,...,0,0) y la maxima distancia de 0 a otro vértice del digrafo
para calcular el cuello y el didmetro respectivamente.
Observemos que I’} (0) = (0,0,... 4o, 1) for ig € Fry1 \ {0}.
Andlogamente,
rE71(0) = (0,40, 1, - - - yig—2,k — 1)

T5(0) = (io, i1, .- ,ik 2,0k 1,0)
LYTH(0) = (i1, i3, . . -, ik—1, 90 + Jo, 1)

para ii,...,ik—1,J0 € FT+1 \ {0}

Observemos ahora que para cualquier grupo aditivo de un cuerpo F,;; el elemento neutro
0 puede escribirse como suma de dos elementos no nulos. Méas atn, como el cuerpo tiene orden
r+ 1 > 3 existen al menos dos maneras diferentes de escribir 0 como suma de dos elementos
no nulos. Asi, existen al menos dos caminos diferentes de longitud k£ + 1 desde el vértice 0 a
(1,...,1,0,1) en Ty, luego el pardmetro | de 'y, es exactamente k.

Iterando nuevamente tenemos

T (0) = (k1,0 + oy ok + Jia k= 1)

T2%(0) = (io + jo, - - - »ik—1 + je—1,0)

para ji,...,Jk—1 € Frp1 \ {0}
Y escribiendo una vez méas 0 como suma de dos elementos no nulos, se deduce claramente
que el cuello es exactamente 2k.
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Observemos que en el paso 2k no se ha alcanzado ningiin vértice con las k primeras coorde-
nadas iguales a 0 (excepto el 0). Ya en el siguiente paso 2k + 1 se alcanzan todos los vértices
con las k primeras coordenadas iguales a 0 y la dltima igual a 1 :

T3H10) = (i1 + j1,- - - 50 + Jo + lo, 1)

paraly € Fry; \ {0}.

Y no es hasta el paso 3k—1 que se alcanza por primera vez desde el 0 el vértice (0,...,0,k—1),
mientras todos los otros han sido ya alcanzados desde el 0 en otro paso anterior. Asi, el didmetro
de I'y es 3k — 1.

Finalmente, para k > 1 el digrafo es arco transitivo (y regular), y se sigue de un resultado
de Hamidoune [48] que su (vértice) conectividad es igual al grado. [ |

Si k = 0,1 el recubrimiento k-arco transitivo de K, resulta ser él mismo, y recordemos
que K41 tiene didmetro y pardmetro [ iguales a uno y cuello igual a dos.

Estas propiedades pueden verificarse de manera sencilla en el recubrimiento 3-arco transitivo
de K3 resultante, que se muestra en la Figura 3.6.

Ouog 012
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020 120 200 201

010 110 00 101

220 202
210 \ \ 102
221 = 212
000 100 200 / 000 001 002
L —T 112
«—— 1 | -
[222— 222
001 101 201 1 E— 010 011 012
e —
212 \7\\ 122
- \\\
002 102 202 020 021 022

Figura 3.6: Recubrimiento 3-arco transitivo de K3

Aplicando las propiedades basicas de los digrafos linea de la seccién 1.3.3, podemos obtener
las propiedades analogas de los recubrimientos de Kautz correspondientes.

Corolario 3.5.1 Sea K(r,k + 1) . = L¥(T'y) el recubrimiento del digrafo de Kautz K (r,k+1)
con la 1-factorizacion F* definida como anteriormente. Si k > 1, entonces K(r,k+1)p.
verifica

e es un k-ciclo generalizado,
e es mazimalmente conezo,

e tiene didmetro 4k — 1,
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e tiene pardmetro | igual a 2k,

es un digrafo hamiltoniano,
e tiene grupo de automorfismos isomorfo a Sy41 1 Zy,

tiene cuello 2k.

Generalizacion de los resultados para algunas familias de digrafos

En esta seccién calcularemos los recubrimientos k-arco transitivos de algunas familias de digrafos
de Cayley Cay(@G, S), donde G sea un grupo abeliano, S C G un conjunto de generadores de
G, y para los cuales exista un subgrupo H < Aut(G) que actie regularmente en el conjunto S.

Bajo estas hipétesis, si S = {si,...,s,}, podemos escribir H sin pérdida de generalidad
como H = {k1,...,k,}, donde k;(s1) = s; parai = 1,...,r. En particular x;(g) = ¢g para todo
g €GqG.

Consideremos el digrafo I' = Cay(G,S) con la 1-factorizacién natural F' = {fi,..., f.}
inducida por el conjunto de generadores. Es decir, g¢fi = g+ s; parag € Gyi=1,...,r.
Ademds, definimos en F' la operacién binaria & dada por s; & s; = k;(s;). El par (F,®)
definido de esta manera es claramente un subgrupo isomorfo a H.

Consideremos el digrafo de De Bruijn B(r, k) con los vértices como palabras de longitud &
a partir del alfabeto S. Sea Fg = {f1,...,0:} la 1-factorizacién normal de B(r, k). Entonces,

(Sun' .- ;Sur)ﬁi = (Su2> s ;Suwﬂu1(si)) = (Su2> vy Supy Suy D Sl)
para Sy,,...,S¢, € Syi=1,...,1.
Consideremos la 1-factorizacién F* = {ff,..., f7} de L*T inducida por las 1-factorizaciones

F y Fp. Esto es,

*

(g7su17' N '78Ur)fi = (g + Su17su27' N '78/(1/7:78“1 @ Sl))
para (g, Su,s-.+,54,) EV(ILFD) yi=1,...,r
Sea ) el producto semidirecto G x, H con ¢ : H — Aut(G) la inyeccién canénica de H en
Aut(G). Definamos P = QF x, Z, donde p : Z, — Aut(QF) es tal que p(i) = p' es el shift
ciclico de i posiciones en ¥, Definamos

pi = ((0)n1)) ) (Oanl)a (Sl)ni)a 1)

para 1 < i < r. No es dificil comprobar que {p1,...,pr} es un conjunto de generadores de P.
Definamos la accién de P en Q¥ como

X(Yvi) — Xpi * Y (310)

y donde la operacién * se define coordenada a coordenada.
De manera similar a la demostracion de la Proposicién 3.5.1 se prueba el siguiente hecho:

Proposicién 3.5.4 El grupo de permutaciones G* = G(L*T, F*) de L*T es permutacional-
mente isomorfo al subgrupo de P generado por el subconjunto {p1,...,p}.
Mds aiin, el recubrimiento de Cayley L*T' g« es isomorfo a una de las componentes conexas

del digrafo Cay(P,{p1,...,pr})-
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Demostracién. Definamos a : O — V(LFT) por

k
a((glaﬂlu))' K] (gkyﬂuk)) = (Zgiasuu' . '75uk)
i=1

Claramente, a es una aplicacién exhaustiva. Por la accién dada por (3.10), tenemos a(x¥+9) =
a((x") ) siempre que a(x) = a(x'). Asi, la particién
P = {a_l(gﬂsuoa .. 7Suk71) : (g78u07 - 'asukfl) € G x Sk}

es un sistema completo de bloques de P.
Ademas, el unico elemento de P que fija cada bloque de P es la identidad.
También, si
(v,1) = (((h1, Kuy)s - - - (hi, Koy ), i) € QF X Zy,

satisface a(x¥%)) = a(x) para todo x € Q¥ entonces, tenemos

k-1
§ :’iuug (hj) =0y Ku; © Kugy; = Ku;
=0

para todas las elecciones de (Kuyg, - - -, fuy_,) € H¥* y0 < j < k—1. Luego, hg = --- = h_; = 0,
K/’U() :“':K”Uk—l :]_yZ:O
Finalmente, si p; = ((0,%1),-..,(0,%1), (s1,k4),1), 1 <i <r, entonces

a(x") = (a(x)", 1<i<r
En consecuencia, el grupo G* es isomorfo al subgrupo de P generado por p,- .., pp- ]
Bajo las mismas hipétesis, obtenemos que el recubrimiento k-arco transitivo I'y del digrafo
de Cayley Cay(@G, S) es el siguiente:

Proposicién 3.5.5 Definimos e; = (0,...,0,s;,1) para i = 1,...,r. Entonces L*Tp- es iso-
morfo a una de las componentes conezas de LF Cay(G* x,Zy, {e1, ..., e.}) donde p(i) es el shift
ciclico de i posiciones de G*, o equivalentemente, T}, es isomorfo a una de las componentes
conezas de Cay(G* %, Z, {e1,...,e.}).

Demostracién. Definamos la aplicaciéon ¢ como sigue:

®: Cay(P, {pi1,...,pr}) — LFCay(G* Xp L, {er,...,er})
((glaﬂu1)>'")(gkyﬂuk)uj) = ((gla"'7gk>j))eu1>"'7euk)

® es claramente una biyeccidn, lo que es mas, un homomorfismo de digrafos preservador de
colores:

(I)([((gla’{'ul)v B (gk,/ﬂ?uk),j), ((927’€u2)7' ) (gkaﬁuk)a (gl + Suys Kuy © K"Mi?j + 1)]) =
[((glﬂ"'7gk7j)7eu17"'7euk)7((925"'7gkagl +SU17j + 1)7euz7"'7euk7(07"'707EU1(8i)71))]

Observemos que los digrafos completos K,.;; cuando r + 1 es una potencia de un ndmero
primo, se reobtienen como un caso particular de estos digrafos de Cayley. Si (F11,+,+) es un
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cuerpo de orden r + 1, vimos al comienzo de la seccién que el digrafo completo K41 se escribe
como K, 1 = Cay((F,41,+),F, ). Basta tomar G = (F,41,+) como grupo abeliano, S = F;,
como el conjunto de generadores de G, y el subgrupo H < Aut(G) que actia regularmente en
S como los elementos de S considerados como automorfismos de G por multiplicacién a la
izquierda.

3.6 Cadenas infinitas de recubrimientos k-arco transitivos

En este capitulo hemos introducido una técnica de Teoria de Grafos para construir recubri-
mientos k-arco transitivos de un digrafo dado. Dado un digrafo de partida (fuertemente) conexo
regular I', se utiliza para construir digrafos k-arco transitivos del mismo grado para cualquier
entero positivo k. Dado T, consideramos el digrafo linea iterado de I', L*T, y asociamos a L*T’
una 1-factorizacion k-uniforme F' de tal modo que el recubrimiento de Cayley L*T resulte un
digrafo k-linea iterado de algun digrafo I'y,. Este digrafo resultante I';, se demuestra que por
construccién es un recubrimiento k-arco transitivo del digrafo original T'.

Dicha construccién de recubrimientos propuesta en este capitulo, proporciona cadenas in-
finitas de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo T’

T =Ty = Tpg2 — -+

donde T'4; es un recubrimiento (k + ¢)-arco transitivo de I' obtenido con nuestra técnica, para
1> 0.
Notemos que eventualmente podria suceder que en una cadena de recubrimientos de T’

Iy = Tep1 = = Tops 2 Thgigr @ Digigo >

para algin indice ¢ > 0. Esto es, que I'y1; ~ I'yy; para indices j > i. Veamos que es una
situacién que no puede repetirse ad infinitum. Por construccién si k+4 > 2, entonces I'j4; es un
digrafo tal que L*+T';,; es un digrafo de Cayley, luego L¥*I"; 1 ; es al menos vértice transitivo.
Entonces, como ['yy; tiene cuello finito, I'y4; no es altamente transitivo, sino que existe un
entero positivo k' > k + i tal que T'py; es exactamente k'-arco transitivo. Asi, T'yy; % Trry1,
con lo que queda probado que la cadena de isomorfismos no se repite infinitamente. En cualquier
caso, no elimina la posibilidad de que T'gy; >~ I'pqiv1-

Por otra parte, sean Cay(Gy, Fy) = LFTTy,; y Cay(Ga, Fy) = LFH+1T ;1. Observemos
que si ['yy; ~ Tryiq1 para algin indice 4, entonces se verifica L(Cay(G1, F1)) ~ Cay(Gs, F»).
Esta es una situacién muy particular, en el Teorema 2.3.6 se daba una caracterizacién en
términos de las 1-factorizaciones naturales F; y F5 de los respectivos digrafos de Cayley, para
que el digrafo linea del primer digrafo de Cayley sea a su vez otro digrafo de Cayley.

En cualquier caso, si I'y — ['y41 — --- es una cadena de recubrimientos de I' construida
con nuestra técnica, los digrafos I'yy; no son digrafos exactamente k-arco transitivos, excepto
quizas el primer digrafo de la cadena T'j.

Esta construccién presenta otra dificultad técnica. Sean I'y,T'ps los recubrimientos k-arco
transitivo y k’-arco transitivo respectivamente obtenidos con nuestra técnica. Sea k' > k.
Entonces, aunque ['y—»I" y 'y —» [, no necesariamente se verifica que 'y —» .

La solucién a esta dificultad reside en definir de manera iterativa para i > 1, el digrafo
[j+; como el recubrimiento (k + 7)-arco transitivo del digrafo inmediatamente anterior T'gy;—1,
(v no del digrafo de partida I'). Bajo estas condiciones, podemos asegurar que la cadena de
recubrimientos k-transitivos obtenida para un digrafo I' verifica:
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s =0 — D —»T

En esta seccién estudiaremos una construccién alternativa de digrafos recubridores maés
sencilla que la anterior y que evita en gran parte las dificultades que presentidbamos mas arriba.
La nueva construccién también nos permite manufacturar una cadena infinita de recubrimientos
k-arco transitivos (resp. k-arco regulares) de un digrafo I', pero siempre partiendo de un digrafo
base que sea k-arco transitivo (resp. k-arco regular). Asi, al iniciar la cadena tomaremos
igualmente como primer eslabén el recubrimiento k-arco transitivo I'y, de I' obtenido con nuestra
técnica. Estos resultados han sido publicados en [64].

3.6.1 Asignaciones de voltaje y elevaciones de digrafos

Esta nueva técnica de construccién de recubrimientos de digrafos fue utilizada por primera vez
en este contexto por J.H. Conway, para demostrar que existen infinitos grafos cibicos conexos
5-rama transitivos. Una versién general de esta construccién en el caso no dirigido se encuentra
en [10]. La mayor parte de la teoria se puede transferir directamente a digrafos, aunque en esta
seccién se apuntan también algunos resultados nuevos.

Sean ' = (V, A) un digrafo y G un grupo arbitrario. Cualquier aplicacién del conjunto de
arcos A en G, a: A — G, se dice que es una asignacion de voltaje de I' en G. La elevacion de
[ por la asignacion de voltaje «, denotada por I'?, es el digrafo definido como sigue:

VI =GxV

AT?) = {((g,u), (h,v)) : (u,v) € Ay h = ga(u,v)}.

Seaw : V(I'") = V la proyeccidon natural que elimina las primeras coordenadas, i.e. w(g,u) =
u para cada g € G y para cada u € V. Entonces 7 es una proyeccién recubridora de I'* en T,
luego la elevacién I'* es un recubrimiento de I'. Al digrafo I" se le conoce entonces como digrafo
base de la elevacion I'*.

Como ejemplo, véase la Figura 3.7 donde T' = K = ({1,2},{a,b,c,d}), G = Zs y
a: A — Zs viene definida como a(a) = a(b) =0, alc) =1, a(d) = 4.

Supongamos ahora que un grupo K actua como grupo de automorfismos del grupo G.
Esto es, para cada k € K existe un automorfismo k de G tal que la aplicaciéon k£ +— k es un
homomorfismo de grupos de K en Aut(G). En esta situacién definimos el producto semidirecto
G x K, como el grupo cuyos elementos son los pares ordenados (h, k) € G x K con la operacién
de grupo dada por :

(h, k1) (h2, k2) = (hlfth, k1ks)

(Véase el Apéndice de Grupos de permutaciones para la definicién de producto semidirecto si
es necesario).

Dado I' = (V,A) un digrafo y a una asignacién de voltaje de I' en un grupo G. Sea
K = Aut(T), entonces K actiia en el conjunto de arcos A de modo natural por (u,v)* = (u*, v¥)
para (u,v) € A y para cada k € K. Supongamos que K actdia también como grupo de auto-
morfismos de G. Diremos que una asignacién de voltaje es compatible con las acciones de K en
G y en A, si el siguiente diagrama es conmutativo para todo k € K.
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Figura 3.7: 'y I'*

Esto es, cuando a((u,v)*) = a(u,v)¥ para todo (u,v) € Ay k € K.

Proposicién 3.6.1 Sea ' un digrafo y K = Aut(T"). Supongamos que K actiia como grupo de
automorfismos de un grupo G y que existe una asignacion de voltaje a: A — G compatible con
las acciones de K en G y en A.

Entonces G x K < Aut(T?%).

Demostracién. Definamos la accién de un elemento (h,k) € G x K en un vértice
(g,u) € V(I'*) como

(g,w) ™" = (hg*, u").
Es facil comprobar que esta permutacién de (h,k) en V(I'*) define de hecho un automor-

fismo de la elevacién I'*. Es suficiente con probar que preserva las adyacencias de T'*. Sea
((g1,u1), (92,u2)) € A(T*) entonces:

g2 = gla(UI;UZ)

g5 = gya(u,v)"

hgg = hgi‘a(u’f,ug)
con lo que ((g1,u1)"*), (g2, uz) k) € A(D*) [ ]
Como consecuencia directa de la caracterizacién de Sabidussi de digrafos de Cayley (Teo-

rema 1.2.1), se tiene que si ' es un digrafo de Cayley entonces la elevacién T'* del digrafo
' = Cay(G4,S) por la asignacién de voltaje a : A(T') — G dada por a(g,gs) = s para
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(g,95) € A(T), es también un digrafo de Cayley. En efecto, Gi < Aut(I') actia regularmente
en V(I'), luego G x G < Aut(T'*) actiia regularmente en V(I'*) = G x V(I).

La utilidad de esta construcciéon de recubrimientos reside en un resultado mas fuerte que el
anterior, que enunciamos inmediatamente a continuacion:

Teorema 3.6.1 En las condiciones de la Proposicion 3.6.1, si T es t-arco transitivo (resp.
t-arco reqular), entonces I'* es también t-arco transitivo (resp. t-arco regular).

Demostracién. Sean ((go,vo),---,(9:,v¢)) ¥y ((g5,v5),---,(gi,vs)) dos t-arcos arbitrarios de
la elevacién T'“. Entonces (vo,...,vt) ¥ (vg,-..,v;) son t-arcos de I'. Asi existe un elemento
k € Aut(T) tal que vi = v} para 0 < i <t

Sea g* = g4 (g&) "' € G. Probaremos por induccién que (g;,v;)9 %) = (g!,v!) para 0 < i < t.
Consideremos el primer caso i = 0, entonces

(QO;UO)(Q*’k) = (g*g[l)(vv(])c) = (g[l))v(l))'

Supongamos que (g;,v;)9 %) = (gi,v}) para i < t y demostrémoslo para i + 1. Se verifica

entonces

(9i+1,vi+1)(g k) = (g*gﬁpvfﬂ) = (g*(gia(viavi-i-l))kavg-i-l) =

= (g*gﬁ‘a(vi,viﬂ)k,v;_i_l) = (géa(vf,vfﬂ):vgﬁ) = (g;(v§, Vi1): Vi) = (Gig15 Vig1)
luego efectivamente I'* es t-arco transitivo. Mds atn, si Si G; < Aut(T") actia regularmente

en el conjunto de k-arcos de T, entonces G' X Gy < Aut(I'*) actia regularmente en el conjunto
de k-arcos de I'®. [ |

Dados un digrafo I' y un grupo G arbitrarios, es probable que las todas las elevaciones I'*
que admita I' sea isomorfas a |G| componentes conexas, cada una de ellas isomorfa a I' (diremos
entonces que las elevaciones son triviales). Ademds, el requisito de que exista una asignacién
de voltaje a compatible con las acciones de K en Gy en A(T") es bastante restrictivo.

Sin embargo, es posible elegir el grupo G (dependiendo del digrafo I') de manera que exista
siempre un elevaciones I'* no trivial. Sea I' = (V, A) un digrafo ¢-arco transitivo. Definimos
G como el Zy-mdbdulo libre en el conjunto de arcos A (de hecho, G es un Z»-espacio vectorial).
Esto es, G es el producto directo de | A| copias de Zs y sus elementos son los productos formales
x = [],c4a" conz, € {0,1}. Entonces Aut(T") actiia en G' de modo natural por su accién en
el conjunto de arcos A, es decir, la accién de Aut(I'™) en G se define para cada o € Aut(I'®)
y para cada [[,c4 a® € G como ([],c4 a%*)7 = [[,c4(a”)=. Més alin, existe una asignacién
de voltaje de I' en G definida por a(u,v) = a donde a = (u,v) € A se considera ahora como
elemento de G. La asignacién de voltaje « asi definida es compatible con las acciones de Aut(T")
en G yen A (ie. ala®) = a(a)¥). Asi, por el Teorema 3.6.1 la elevacién I'®, es un digrafo t-arco
transitivo.

Consideremos ahora, C' = (u = ug,u1,...,u; = u) y C% = (v = vo,V1,..., Uy = V)
las secuencias de vértices de dos ciclos (dirigidos) en T'. Diremos que los ciclos C' y C? son
independientes si sus respectivas secuencias de arcos ((u,u1) - - (w—1,u) y (v,v1) - (V;m—1,v))
consideradas como elementos del Zs-espacio vectorial G son independientes.

En el caso no dirigido, el nimero de ciclos independientes ¢ coincide con el llamado co-rango
del grafo y el cardinal |A| — ¢ coincide con el llamado rango del grafo, por afan de completitud
definimos a continuacién.

Dado I' = (V,E) un grafo no dirigido, sean V' = {vy,...,v,} el conjunto de vértices y
E = {e1,...,en} el conjunto de aristas. Asignemos una orientacién arbitraria a T'. Esto es,
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asignamos una orientacién ~ a cada arista e; = {v;,v;} € E. Diremos que €; = (v;,v;) si la
orientacién de la arista e; es tal que v; es adyacente hacia vy, o bien €; = (v;,v;) en el otro caso.

Definimos la matriz de incidencia D(T") del grafo I' con respecto a la orientacién dada a T,
como la matriz con entradas de medida n x m cuyas entradas d;; son:

+1 sié = (v;,v)
di]' = -1 si 6_;' = (’U,Ui)
0 en otro caso

Sea I' un grafo no dirigido de orden n y tamafio m, con ¢ componentes conexas. Se definen
el rango y el co-rango de T como 7(I') =n — ¢ y s(I') = m — n + ¢ respectivamente.

En [10] se demuestra que la matriz D(I") definida anteriormente define una aplicacién lineal,
cuyo ker es un espacio vectorial de dimensién igual al co-rango de I'. Ademas, si ) es un ciclo
en T, entonces la representacién de @ en la base {e1,...,en}, pertenece al ker de la aplicacién
lineal definida por D(T").

En el caso de un digrafo T' = (V, A) de cuello g > 3, podemos considerar la teorfa anterior
aplicada al grafo subyacente de I". Asignemos al grafo subyacente de I la orientacién dada por el
conjunto de arcos A = {ay,...,an,}. Entonces, un ciclo dirigido C en T tiene representacién en
la base {ay,...,an} con coeficientes todos positivos (o nulos). Ademas, el ker de la aplicacién
lineal definida por D(T") contiene también los ciclos no dirigidos del grafo subyacente. Por eso en
este caso, hablamos en el Teorema siguiente 3.6.2 del nimero de ciclos dirigidos independientes
t, y no de s(I') el co-rango de T'.

En estas condiciones, se verifica el siguiente Teorema:

Teorema 3.6.2 Sea I’ = (V, A) un digrafo conexo t-arco transitivo y s el nimero de ciclos (di-
rigidos) independientes en I'. Entonces, con G, K = Aut(') y a definidos como anteriormente,
el recubrimiento T consta de 2/41=5 componentes conezas isomorfas, cada una de las cuales
de orden 25|V|.

Demostracién. Sea v € I' y 'y la componente conexa de I'* que contiene el vértice (1,v).
Si:

UV =Ug,U1y..., U] =V

son los vértices de un ciclo en T', con arcos a; = (u;—1,u;), entonces I'y contiene el siguiente
camino

(L,v), (a1, u1), (araz,us2),. .., (araz - - - a;,v)

De manera similar, si v = ug,u1,...,4; = v es un recorrido cerrado en I' y g es la secuencia
de arcos (v,u1)- - (u;—1,v) considerada como elemento de G, entonces ((v,u1) -+ (uj—1,v),v)
pertecene a la componente conexa de (1,v), I'y.

A la inversa, si un vértice (g,v) € V(I'*) pertenece a la componente conexa I'y entonces
existe un camino de (1,v) a (g,v) en I'g, y por lo tanto g representa a un recorrido cerrado
conteniendo a v en I'. Como existen s ciclos independientes I', entonces existen 2° elementos g
en G tales que (g,v) € I'y. Esto implica que |[['g| = 2°|V|.

Ademas, '™ es vértice transitivo por el Teorema 3.6.1, luego cada componente conexa tiene
el mismo orden. Finalmente,

V(I = V]G] =211V

implica que hay un total de 2/4/~* componentes (fuertemente) conexas. [ |
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Notemos que como suponemos que I' es conexo, entonces s > 0 y las componentes conexas
['§ no son isomorfas al digrafo de base T.

Este resultado cumple el objetivo de esta seccién, que es la construccién de una cadena de
infinita de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo regular conexo arbitrario.

Sea I' un digrafo regular conexo y sea 'y, un recubrimiento k-arco transitivo de I' obtenido
con nuestra técnica (Teorema 3.4.1). Sea G el Zz-mdédulo libre en el conjunto de arcos A(I'y)
y « la asignacién de voltaje de 'y, en G definida por a(u,v) = a donde a = (u,v) € A(Ty) se
considera ahora como elemento de G. Sea (I'y)* la elevacién de Ty, por la asignacién de voltaje
a. Entonces, por el Teorema 3.6.1, (I'y)® es un digrafo k-arco transitivo y por el Teorema 3.6.2,
una componente conexa de (I'y)® arbitaria, (I'y)§, no es isomorfa a I'y, (y (I'x)§ es un digrafo
k-arco transitivo).

Asi, tenemos

(Fk)g‘—»Fk —»D

una cadena de recubrimientos k-arco transitivos de T'.

Denotemos I'y+1 = (T'x)§, ¥ sea ahora G el Zy-mé6dulo libre en el conjunto de arcos A(I'g4+1)
y ay la asignacién de voltaje de 'y en Gy definida por ay (u,v) = a donde a = (u,v) € A(Tjy1)
se considera ahora como elemento de G1. Entonces la elevacién (I'y41)* es un digrafo k-arco
transitivo y una componente conexa de (I'y41)®" arbitaria, (I'g41)g*, no es isomorfa a T'jy;.
Denotamos I'y42 = (['k41)g" y definimos iterativamente recubrimientos k-arco transitivos I'y.y;
de T'y4;—1 parai > 3.

En definitiva, obtenemos una cadena infinita de recubrimientos k-arco transitivos del digrafo
de partida I’

oDl —» - =2~ —» [ —T

donde T'gy; % Tgyi1 parai > 1.

En cualquier caso, observemos que la técnica de construccién elevaciones por una asignacién
de voltaje no es una técnica de construccién de digrafos k-arco transitivos. Para construir una
cadena infinita de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo regular, necesitamos igual-
mente construir un primer recubrimiento k-arco transitivo de I', que nos proporciona nuestra
técnica.
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Capitulo 4

Construccion de recubrimientos
k-arco transitivos de grado
pequeno

4.1 Introduccion

El conocimiento de todas las 1-factorizaciones k-uniformes de un digrafo k-linea iterado L*T" nos
permite encontrar todos los recubrimientos k-arco transitivos de I' que podemos construir con
nuestra técnica. En el capitulo anterior hemos visto que las 1-factorizaciones k-uniformes del
digrafo k-linea iterado L*T son justamente aquellas 1-factorizaciones F tal que el recubrimiento
de Cayley LFT es a su vez un digrafo k-linea iterado de algin digrafo I'g. Recordemos ademés
que este digrafo ['y es un digrafo k-arco transitivo y un recubrimiento del digrafo de partida I'.

En este capitulo, daremos una caracterizacién de las 1-factorizaciones l-uniformes de di-
grafos linea en términos de cuadrados latinos uniformes y una férmula para conocer el cardinal
de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo linea r-regular en funcién del cardinal de cuadra-
dos latinos uniformes de orden r (Teorema 4.2.3). Si S es un conjunto de cardinal 7, definimos
un cuadrado latino de orden r como una matriz cuadrada de orden r con entradas en S tal que
cada fila y cada columna contienen una séla vez cada uno de los elementos de S. Diremos que
un cuadrado latino es uniforme si para cualesquiera 1 < i,j < r, i # j, la columna i-ésima la
podemos permutar con la j-ésima, y mediante filas permutaciones de filas y permutaciones de
columnas (menos la columna j-ésima), podemos obtener de nuevo el cuadrado latino original.
(Véanse las definiciones precisas en la seccién siguiente).

Ademads, en este capitulo presentaremos una caracterizacién de los cuadrados latinos uni-
formes con la que es practicamente inmediato determinar si un cuadrado latino es uniforme o
no. La caracterizacién enuncia que un cuadrado latino es uniforme si y sélo si un determinado
conjunto de permutaciones que se asocia al cuadrado latino forma un grupo (Teorema 4.2.2).

En la seccion 4.2.3 utilizamos esta caracterizacién para determinar todos los cuadrados
latinos de orden 7 con r < 5. Esto nos permite calcular todos los recubrimientos arco transitivos
de digrafos linea de grado r con r < 5, y en particular, aplicaremos el resultado a las familias
de digrafos completos con bucles y de digrafos bipartitos completos.

Por ultimo en este capitulo, estudiaremos el problema de determinar cudndo un grupo de
permutaciones es el grupo de permutaciones de una 1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo
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linea. (Nos limitaremos a grupos de permutaciones transitivos de grado menor o igual que 7).
Con este propdsito, presentaremos una nueva caracterizacion de los digrafos Cayley linea de
grado pequeno que generaliza el Teorema 3.2.1 en estos casos.

4.2 1-factorizaciones l-uniformes de digrafos linea

En esta seccién daremos una caracterizaciéon de las 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos
linea en términos de cuadrados latinos, que nos serd muy util a nivel practico para calcular
todos los recubrimientos arco transitivos de un digrafo dado que se pueden obtener con nuestra
técnica.

4.2.1 Preliminares sobre cuadrados latinos

Utilizaremos para esta seccién la notacién de cuadrados latinos y automorfismos de [83].
Un cuadrado latino de orden r es una cuatrupla (R, C,S; L) donde R, C'y S son conjuntos
de cardinal r y L es una aplicacién L : R x C' — S tal que paracadai € Ry x € S, la ecuacién

L(i,j) ==

tiene una tunica solucién j € C, y para cada j € C,z € S la misma ecuacién tiene una dnica
solucién 7 € R. Esto es, cualesquiera dos de i € R,j € C,x € S determinan de forma tnica un
tercero de manera que L(i,j) = z.

Sea (R,C,S; L) un cuadrado latino, los elementos de R se llaman filas, los elementos de C
se llaman columnas, y los elementos de S son los simbolos o entradas del cuadrado latino.

Un cuadrado latino lo representaremos normalmente como una matriz r X r donde la entrada
(i,7) es el simbolo L(i,5). En la siguiente figura mostramos un ejemplo de un cuadrado latino
de orden 5, cuya construccién generaliza de manera obvia:

1 2 3 4 5
2 3 4 51
34 5 1 2
4 51 2 3
5 1 2 3 4

Sea ahora (R,C,S;L) un cuadrado latino de orden r. Sea @ un conjunto de cardinal r y
TR, TC,Ts biyecciones de R, C, S en (). Entonces, esta terna de biyecciones induce una operacién
binaria @ en @ de la siguiente manera:

@ ®q =7s(L(rg (@), 75" (42))

para q1,q2 € Q.

La definicién de cuadrado latino nos asegura entonces que (@, @) es un semigrupo. Diremos
entonces que (@, ®) es un semigrupo asociado a (R,C,S;L). En general, diferentes elecciones
de biyecciones g, 7o, ms dan lugar a diferentes semigrupos. Diremos que el cuadrado latino
(R,C,S; L) es la tabla de composicién de un grupo (H,-) cuando un semigrupo (@, ®) asociado
a (R,C,S; L) esisomorfo a (H,-) (y entonces todo semigrupo con elemento identidad asociado
al mismo cuadrado latino es también isomorfo a (H,-)). Para mas detalles al respecto véase [6].

Dados ahora (R, C,S; L) un cuadrado latino de orden r y

c:R— R
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7:C —C
m:S — 9

biyecciones entre conjuntos, podemos definir la aplicacién L' : R' x C' — S’ de la siguiente
manera
L'(i,5) = m(L(e~ (i), 77 (7))

para (i,j) € R’ x S'. Es inmediato que la cuatrupla (R',C’,S’; L') asi definida es también
un cuadrado latino. Estos dos cuadrados latinos (R,C,S; L) y (R',C',S’; L') se dicen entonces
equivalentes o isomorfos, lo cual claramente es una relacién de equivalencia. En el caso particular
en que S = S' y w sea la identidad, diremos que los cuadrados latinos son estrictamente
isomorfos o s-isomorfos.

En particular, el cuadrado latino de la tabla de composicidn de un grupo (H, -) se define como
R=C=S=Hy L(r,c) =rc. Un cuadrado latino (R,C,S; L) es la tabla de composicién de
un grupo (H,-) si y sélo si el cuadrado latino de la tabla de composicién de (H,-) es isomorfo
a(R,C,S;L).

Con esta nocién de isomorfia entre cuadrados latinos, a partir de ahora podemos asumir sin
pérdida de generalidad que los cuadrados latinos tienen como conjuntos
R=C=S5={12,...,r} y L(1,j) = L(j,1) = j para 1 < j < r, es decir, la primera
columna y la primera fila tienen los enteros de 1 a r en este orden. En este caso, se dice que el
cuadrado latino estd normalizado (o también reducido o en forma estdndar).

De manera similar se define el grupo de automorfismos de un cuadrado latino (R,C,S; L),
como el conjunto de ternas de biyecciones

c:R—>R, 7:C—>Cy7mn:5—=S

tal que L(o(4),7(5)) = 7(L(4,7)) (v se demuestra que efectivamente forman un grupo con la
operacién binaria dada por la composicién de cada una de las biyecciones). Denotaremos el
grupo de automorfismos de un cuadrado latino (R, C, S; L) por Aut(R,C, S; L).

Anélogamente, se define el grupo de automorfismos s — Aut(R,C,S; L) de un cuadrado
latino (R,C,S; L), como el conjunto de automorfismos (o, 7,7) € Aut(R,C,S; L) tales que 7
es la identidad en el conjunto de simbolos S. Se demuestra facilmente que s — Aut(R,C,S; L)
es un subgrupo normal de Aut(R,C,S; L).

Nétese que ambos grupos de automorfismos Aut(R,C,S;L) y s — Aut(R,C,S; L) de un
cuadrado latino (R, C,S; L) actian de manera natural en el conjunto de columnas C' y en el
conjunto de filas R. Mds atn, el grupo s — Aut(R, C, S; L) actia semiregularmente en conjunto
de filas (o de columnas) del cuadrado latino. Si (o, 7,7) € s — Aut(R,C,S; L) y o(i) =i para
algin ¢ € R, entonces L(o(i),7(j)) = L(i,7(j)) = L(i, j) implica que 7(j) = j para todo j € C,
y entonces L(o(r),7(j)) = L(o(r),j) = L(r,j) implica que o(r) = r para todo r € R.

4.2.2 Cuadrados latinos uniformes y 1-factorizaciones 1-uniformes de
digrafos linea

SeaT' = (V, A) un digrafo r-regular conexo linea y u € V. Entonces el digrafo I'}, es un digrafo bi-
partito semicompleto K, ,., con conjuntos estables V5 = {["T"(u) x {0}} ¥y
Vi = {I'"(u) x {1}}, y con conjunto de arcos todos los arcos posibles de V; a V;.

Dado u € V, una 1-factorizacién F de T induce una 1-factorizacién de Ty, (F, ), de modo
natural, con ¢ : A(TL) — F la aplicacién definida por ((z,4), (zf,i + 1)) — f para cada arco
((x,), (i + 1)) de T'L.
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Reciprocamente, por la caracterizacién de Heuchenne de digrafos linea (Teorema 1.3.2), te-

nemos que {T "I (u) : u € V} es una particién del conjunto de vértices V. Sea R = {uy,...,us}
un conjunto minimal de vértices de I' con respecto a la propiedad V' = U,,erT T (u;). En-
tonces s = LI

Observemos que una l-factorizacién de uno de los digrafos F}M induce de modo natural
una asignacioén de colores en un subconjunto de arcos de I'. Dados (I‘t1 JF ), ol (I‘t , Fy), con
F; una 1-factorizacién de I‘}”, entonces (I‘tl,Fl), Cee (FtS,FS) induce de modo natural una
1-factorizacién F de T'. Para cada arco (u,v) € A, existe un tnico u; € R tal que v € T™ T (u;)
y definimos el color de (u,v) como f; si (u,0)4 = (v,1), donde F; = {fi,.-., fir}-

Con esta notacion, una 1-factorizacién de I' serd 1-uniforme si y sélo si I verifica los siguien-
tes dos puntos:

e los digrafos arco-coloreados (th,Fj), con Fj la 1-factorizacién natural dada por F, son

isomorfos a uno cualquiera de ellos, p. €j. (F}“ ,F1), paratodo u; € R,y

e para cada u € I "I (uy), también ('}, F,,) ~ (T, , F1), con F, la 1-factorizacién de I,
dada por F.

Dado u € V, diremos que una 1-factorizacién F, de Fi es uniforme si verifica que para cada
v € I T (u), existe ¢ € s — Aut(T'y, F,,) tal que ¢(u,0) = (v,0). Con otras palabras, si existe
un automorfismo ¢ de I'y, que preserva la 1-factorizacién F, y tal que ¢(u,0) = (v,0).
Por otro lado, podemos asociar a cada digrafo arco-coloreado (I',, F,,) un cuadrado latino
(Vo, Vi, Fy; L) donde
L:VoxVy — F,

es la aplicacién definida por L((z,0), (y,1)) = f si (z,0)/ = (y,1).

Teorema 4.2.1 Sea I' = (V, A) un digrafo linea regular y u € V. Sea F,, una 1-factorizacion
de TL, y Vo, Vi, Fu; L) el cuadrado latino asociado a (T, F,).

Entonces, F,, es una 1-factorizacion uniforme de F}L st y solo si el grupo de automorfismos
s — Aut(Vo, Vi, Fy; L) del cuadrado latino (Vo, Vi, Fy; L) actia reqularmente en el conjunto de
filas V.

Demostracién. Recordemos que si K., es un digrafo bipartito semicompleto con conjuntos
estables Vp y Vi, entonces Aut(K,,) =S, x Sy, donde (0,7) € S, X S, actia en Vo LIV} como
o(z) cuando z € Vp, y como 7(y) cuando y € V5.

Consideremos la aplicacién

®:s— Aut(l'}, Fy) — s — Aut(Vp, Vi, Fy; L)

tal que ¢ — (o,7,Id), donde o(z) = ¢(z) para z € Vp, y 7(y) = ¢(y) para y € V;. La
aplicacién @ estd bien definida en tanto que cualquier automorfismo ¢ del digrafo bipartito
semicompleto T’} verifica necesariamente ¢(Vy) = Vo y ¢(V1) = V1. Ademas, claramente ® es
una biyeccién pues I'. se identifica con el cuadrado latino (Vo, Vi, Fu; L) v a través de esta
identificacién se identifican a su vez los automorfismos de I'}, preservadores de la 1-factorizacién
F, con los s-automorfismos del cuadrado latino. También es inmediato comprobar que ¢ es un
homomorfismo de grupos, luego un isomorfismo. Mas atin, las acciones de s — Aut(I‘t, F,) yde
s — Aut(Vp, Vi, Fy; L) en Vi son permutacionalmente equivalentes.

Si F, es una 1-factorizacién uniforme de T', para cada (v,0) € Vj existe ¢ € s — Aut(T'}, F,)
tal que ¢(u,0) = (v,0). Esto implica que el grupo de automorfismos preservador de colores
s — Aut(T'L, F,) actiia transitivamente en el subconjunto de vértices Vj.
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Mis atin, afirmamos que s — Aut ('}, F,,) actiia regularmente en Vj. Dados (u,0), (v,0) € V4
cualesquiera, veamos que existe un tnico ¢ € s — Aut(T'}, F,) tal que ¢(u,0) = (v,0). Por un
lado, ¢((u,0)7) = (v,0)f para cada f € F,, con lo que imagen de ¢ de cada elemento de V;
queda determinada. Y por otro lado, si fijamos z € Vi, entonces ¢(zf’71) = d)(z)f’f1 para cada
f' € Fy, lo que determina las imdgenes por ¢ de cada elemento de Vj.

Finalmente, a través del isomorfismo ®, el grupo s — Aut(I‘t, F,) actia regularmente en Vj
si y sélo si s — Aut(Vp, V1, F,,; L) actia regularmente en el el conjunto de filas Vj. ]

Sea (R, C, S; L) un cuadrado latino, diremos que (R, C, S; L) es uniforme si s—Aut(R,C, S; L)
actda regularmente en R. De hecho, nétese que s — Aut(R, C, S; L) actia regularmente en R si
y sblo si actia regularmente en C.

Se pueden caracterizar los cuadrados latinos uniformes en términos de permutaciones dis-
cordantes.

Decimos que dos permutaciones de un conjunto de simbolos S son discordantes si ningin
simbolo tiene la misma imagen bajo ambas permutaciones. Como ejemplo de conjunto de
permutaciones discordantes dos a dos, tomemos (T', F) un digrafo arco-coloreado sin bucles. La
1-factorizacién F' = {fi,..., f»} como conjunto de permutaciones en el conjunto de vértices del
digrafo es un conjunto de permutaciones discordantes dos a dos.

Sea r el cardinal del conjunto S. Decimos que un conjunto de permutaciones discordantes
dos a dos en S es completo si tiene cardinal r.

En [26] se establece una correspondencia 1 —1 entre cuadrados latinos de orden r y conjuntos
completos de permutaciones discordantes de grado r de la siguiente manera. Identificaremos
cada fila i € R del cuadrado latino con la permutacién §; € S, tal que j% = L(i, j) para cada
j € C. Es inmediato comprobar que efectivamente el conjunto de las permutaciones correspon-
dientes a las filas de un cuadrado latino, {d1,...,d,}, forma un conjunto completo de permuta-
ciones discordantes.

Por ejemplo, el siguiente cuadrado latino

T W N =
W UL = = N
N = O s W
= W N O
= DN = W Ot

Figura 4.1: Cuadrado latino de orden 5 no uniforme

se corresponde con el conjunto completo de permutaciones discordantes siguiente:
{0,(1,2)(3,4,5),(1,3,5)(2,4), (1,4,3)(2,5), (1,5,4)(2,3) }.

Teorema 4.2.2 Sea (R,C,S; L) un cuadrado latino normalizado de orden r. Entonces (R,C,S; L)
es uniforme si y sélo si el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado a (R,C,S; L)
es un subgrupo de S, permutacionalmente equivalente a la accion de s — Aut(R,C,S; L) en C.

Demostracién. Si (R,C,S;L) es uniforme, entonces s — Aut(R,C, S; L) actia regularmente
en C'y en R. Consideremos

s—Auw(R,C,S;L) ={(o1,7,Id),...,(0p, T, Id)}
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donde los automorfismos estan ordenados de manera que o;(i) = 1.
Entonces, para cada ro € R, la biyeccién 7,, queda determinada de la siguiente manera

L(r[))i) = L(UTU (TO))TTO (Z)) = L(]-)TTO (Z)) = Tro (Z)

lo que es justamente la fila 7y considerada como permutacién de S,.

Por otra parte, si el conjunto de permutaciones correspondientes a las filas de (R, C, S; L) es
un subgrupo de S, como son permutaciones discordantes, entonces es un subgrupo que actua
regularmente en {1,...,7}. Asi, s — Aut(R, C,S; L) también actia regularmente en C (luego
en R),y (R,C,S; L) es uniforme. [ ]

Esta proposicién es una herramienta muy util para determinar si un cuadrado latino nor-
malizado es uniforme o no. Por ejemplo, el cuadrado latino de la Figura 4.1 no es uniforme por
el Teorema anterior 4.2.2, pues el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado
no es un subgrupo de S,.

Como corolario inmediato del Teorema 4.2.2, se caracterizan los cuadrados latinos uniformes
como los cuadrados latinos que sean la tabla de composicién de algtin grupo.

Corolario 4.2.1 Sea Q) un cuadrado latino (R, C,S; L) normalizado de orden r. Entonces Q es
un cuadrado latino uniforme si y sélo si Q es la tabla de composicion de un grupo (H,-). En tal
caso, H es isomorfo al grupo formado por el conjunto completo de permutaciones discordantes
asociado a Q).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que @ es la tabla de composiciéon de un grupo
(H, ). Entonces existen mg, 7¢, s biyecciones de R, C, S en el conjunto de elementos del grupo
H, tales que la operacién binaria de composicién de H es la siguiente:

hy - he = ms(L(ng" (h1), 75" (he))

para cualesquiera hy, he € H.

Consideremos el conjunto completo de permutaciones discordantes {41, ..., d,} asociado a
@ donde cada permutacién 0; € S, viene definida por j% = L(i,j) para cada i € R y cada
jecC.

A través de las biyecciones mg, 7o, s, cada permutacién §; se corresponde con una per-
mutacién v, ;) € Sym(H) definida por b’ r® = g (75" (h)%) para cada h € H. Pero,

W) = ms(mgt (W) = ms (LG, mg () = 7r(i) -

Esto es, el conjunto completo de permutaciones discordantes estd en correspondencia con la
representacién por permutaciones a la izquierda del grupo H. Entonces, como el conjunto de
permutaciones {71, ...,7,} es un subgrupo de Sym(H) isomorfo a H, el conjunto completo de
permutaciones discordantes es un subgrupo de S, (isomorfo a H). Por el Teorema 4.2.2, Q) es
un cuadrado latino uniforme.

Supongamos ahora que ) es un cuadrado latino uniforme y veamos que es la tabla de com-
posicién de un grupo (H,-). Tomemos H = {41,...,d,} el conjunto completo de permutaciones
discordantes asociado a @, donde 0; € S, se define como j% = L(i,j) para cada i € R y cada
j € C. Por el Teorema 4.2.2, H asi definido es un subgrupo de S,.. Notemos que d; verifica
1% =i, luego Oy, 0 6; = 6, con r = 1%:%
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Sean wg, ¢, s : {1,...,r} — H las biyecciones definidas como 7g (i) = nc (i) = ms(i) = d;
para i € {1,...,r}. Entonces,

0p00; = FS(L(W]_%I((Sk),WEI((Si)) = 6L(k,i) = 515i5k,

con lo que demostramos que (@ es la tabla de composicién de H. [ |

A continuacién, veremos que el computo general de todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de
un digrafo linea regular de grado r, puede hacerse si conocemos todos los cuadrados latinos uni-
formes de orden 7. En el caso general, Brunat [12] demuestra que el nimero de 1-factorizaciones
(salvo permutaciones de colores) de un digrafo linea regular de orden n y grado r es L(r)~,
donde L(r) es el nimero de cuadrados latinos de orden r (sin normalizar).

Sea I' un digrafo linea r-regular conexo de orden n, y sea R = {uy,...,uy,/,} un conjunto
de vértices de I' tal que

V= rrHw),
u; ER
o equivalentemente,
DT (w) N T (uy) =0

siempre que i # j.
Vimos anteriormente que una 1-factorizacién F' de I' induce una 1-factorizacién F; de 'y,
para cada 1 <4 < %. Sea @; el cuadrado latino correspondiente a (I'y,, F;). Entonces, si la

1-factorizacion F' de I' es l-uniforme, los cuadrados latinos @1,...,Q, son estrictamente iso-
morfos a uno cualquiera de ellos, @);, que es un cuadrado latino uniforme.
Reciprocamente, un conjunto de digrafos arco-coloreados (F}“,Fl), e (Ftn /ran) induce

de modo natural una 1-factorizacion F' de T'.

Sea () un cuadrado latino normalizado uniforme de orden r arbitrario. Si asociamos a cada
digrafo F}“ una 1-factorizacién Fj; tal que el cuadrado latino normalizado correspondiente @;
es isomorfo a @, entonces la 1-factorizacién F' de I' obtenida es 1-uniforme.

El enunciado del Teorema de enumeracién de 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos linea
estd formulado en términos del cardinal L, de cuadrados latinos normalizados. Por cuadrados
latinos diferentes entendemos simplemente que, si los representamos como matrices r X r, tienen
al menos una entrada diferente (luego varias entradas diferentes). Veremos a lo largo de la
seccion que

LQZI, L3:1, L4:4, L5:6, L6:60

Observamos que dos cuadrados latinos normalizados diferentes pueden ser isomorfos. Por
ejemplo, veamos que los siguientes cuadrados latinos normalizados de orden 4 son diferentes e
isomorfos :

Q1= (R,C1,5;Ly) = , Q2= (R2,C5,8; L) =

=W N =
— s N
N = oW
L N
N R
W = BN
N B =W
— N W

Sean 0 : Ry — Ry, 7:Cy — Cy,7m: 51 — S, las biyecciones definidas por las permutaciones
o = (1423),7 = (34), 7 = (1423). Entonces (o, 7,7) es un isomorfismo de @1 en @».

Notemos ademads que si el cardinal de cuadrados latinos normalizados de un cierto orden
r es mayor que uno, entonces los digrafos linea r-regulares de orden estrictamente mayor que
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r admiten 1-factorizaciones no l-uniformes. Por ejemplo, tomemos ()7 y ()2 dos cuadrados
latinos normalizados de orden 4 diferentes. Sea I' = (V, A) un digrafo linea de grado 4 con orden
n, n > 4 (entonces n > 8). En particular, existen ui,us,...,u,;, € V tales que =T (u;) N
T (u;) = 0 siempre que i # j. Sea Fy una 1-factorizacién de Iy, tal que el cuadrado latino
asociado a (I‘}“,Fl) sea isomorfo a ()1, sea F» una l-factorizacién de th tal que el cuadrado
latino asociado a (I‘qlw, F,) sea isomorfo a @2, y sean

(01;7-1)7(1) : (FiFJr(ul) X {0},F+(U1) X {1})L1;Fu1) — Ql

(U2,T2)7r2) : (FiFJr(ul) X {0},F+(U2) X {1})L2;Fu2) — Ql

los isomorfismos correspondientes. Escribamos Fy = {f{i,..., fi} v F» = {f2,..., f?} de modo

que mi () =iy m(ff) =i.

Sean F; arco-coloraciones arbitrarias del resto de los ['y,,.
Definimos F' = {fi, ..., f4} la I-factorizacién de T dada por (T}, F}), ..., (Ty,, F1), donde f;

es inducida por f} en 1"11“ y por fZ en Fil para cada 1 < i < 4. Entonces F es una 1-factorizacion

no l-uniforme de I', puesto que (F}“ ,F1) y (I‘Z1 , F1) no son estrictamente isomorfos.
Esta construccién de 1-factorizaciones no l-uniformes de un digrafo, generaliza ficilmente
para grado mayor, pues los cuadrados latinos normalizados uniformes de orden mayor no son

unicos.

Teorema 4.2.3 Sea ' = (V, A) un digrafo r-regular conexo linea de orden n y L, el nimero
de cuadrados latinos normalizados uniformes de orden r (no necesariamente no isomorfos).
Entonces, el numero de 1-factorizaciones 1-uniformes de I’ es

(r—1)!7r!* 1L,

Demostracién. Sea () un cuadrado latino normalizado uniforme de orden r y
R = {ui,...,uy/,} un conjunto de vértices de I' tal que V' = Uu;er DT (u;). Calculare-
mos por separado el nimero de 1-factorizaciones uniformes de cada I',, con cuadrado latino
isomorfo a Q.

Fijemos u; € R, y consideremos I'" (u; ). Podemos fijar los colores de los arcos de u; a 't (u;)
sin pérdida de generalidad, y obtener todas las 1-factorizaciones de I' (salvo permutaciones de
colores).

Fijados los colores de los arcos de u; a I' (uq), faltan por determinar los colores de todos los
arcos de I'}, incidentes desde Vp\ {(u1,0)}. Para un cuadrado latino @ fijado, esto es equivalente
a asignar a cada vértice de Vp \ {(u1,0)} un ndmero de fila (menos la de (uy,0)). Hay (r — 1)!
maneras diferentes de asignar las filas restantes a estos r — 1 vértices.

Para el resto de los digrafos I',,, con ¢ # 1, inicamente podemos fijar la fila de un vértice
del primer conjunto estable, por ejemplo (u;,0). Entonces hay (r — 1)! maneras diferentes de
asignar un nimero de fila a los vértices de Vg \ {(u;,0)}, y r! maneras diferentes de asignar un
numero de columna a los vértices de V. En total, (r — 1)!r! maneras diferentes de posicionar
V(L) \ { (s, 0)}.

Entonces, para un cuadrado latino @ dado el ndmero de 1-factorizaciones de I' (asociadas

a Q) es:
n/r

r=DIJ(r =D =@ —DtFrt> ' m
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En particular, el nimero de 1-factorizaciones l-uniformes de un digrafo linea depende
Unicamente de su grado y su orden. Asi, dos digrafos linea del mismo grado y con el mis-
mo orden tienen el mismo nimero de 1-factorizaciones 1-uniformes.

Por ultimo, notemos que el grupo de automorfismos de un digrafo actia de modo natural en
el conjunto de 1-factorizaciones del digrafo. Dado I' = (V, A) un digrafo, la accién de Aut(I)
en el conjunto de 1-factorizaciones de I' es la siguiente. Para cada o € Aut(I") y cada 1-factori-
zacién (F, ¢) de T', definimos (F, ¢,) como la 1-factorizacién de I donde ¢, : A — F es tal que
como ¢, (u,v) = ¢p(o~(u),c~(v)) para (u,v) € A.

Ademsds, obsérvese que cuando el digrafo I' es k-linea iterado, la accién de Aut(I') en
el conjunto de 1-factorizaciones de I' envia 1-factorizaciones k-uniformes a 1-factorizaciones
k-uniformes. Diremos que dos 1-factorizaciones F} y F3 de un digrafo son equivalentes si existe
un automorfismo del digrafo que envia F} a F. En particular, si dos 1-factorizaciones de un
digrafo son equivalentes, se verifica que los cuadrados latinos asociados asociados son isomor-
fos. Obviamente, 1-factorizaciones equivalentes generan grupos de permutaciones isomorfos, y
lo que es mas, los recubridores de Cayley correspondientes a 1-factorizaciones equivalentes son
isomorfos.

4.2.3 1-factorizaciones l-uniformes de digrafos linea de grado pequeno

En esta seccion, calcularemos el nimero de cuadrados latinos normalizados de orden r con
2 < r < 5. Aplicaremos los resultados al cdlculo de todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de
algunos digrafos linea de estos grados, como el digrafo de Kautz K (3,2), los digrafos completos
con bucles K;F, o los digrafos bipartitos completos K,T’ -, para 2 < r < 5. Ademas, calcularemos
algunas propiedades de los recubridores de Cayley resultantes.

1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos linea de grados 2 y 3

Hay un tnico cuadrado latino normalizado de orden 2 y un tnico cuadrado latino normalizado
de orden 3, que son los siguientes:
1
( 1 2 ) 9
2 1)’
3

En el primer caso el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado es {(), (1,2)},
y en el segundo {(), (1,2,3),(1,3,2)}. En ambos casos se trata obviamente de cuadrados latinos
uniformes.

— W N

3
1
2

En particular, como los cuadrados latinos normalizados de orden 2 y orden 3 son tunicos, to-
das las 1-factorizaciones de digrafos linea de estos grados son 1-uniformes. Por el Teorema 3.3.1,
esto es equivalente a que todos los recubridores de Cayley de un digrafo linea de grado 2 o grado
3 sean a su vez digrafos linea.

Ademsds, como la demostracién del Teorema 4.2.3 es constructiva, sabemos cémo calcular
explicitamente todas las 1-factorizaciones l-uniformes de un digrafo linea. Aplicamos esta
construccién al digrafo completo con bucles de grado 3, K; , v al digrafo de Kautz de grado
3 y didmetro 2, K(3,2). Son digrafos linea del (multi)digrafo completo con un dnico vértice y
tres bucles, K3, y del digrafo completo K4, respectivamente.

Consideremos en primer lugar I' = K = LK} y u € V() arbitrario. Entonces como

n _ v

. 5= = 1, una 1-factorizacién (1-uniforme) de I' se corresponde con una 1-factorizacién
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N1 1
G =G(K],F) | |G dmero de Clasesde | (k5 F)
1-factorizaciones equivalencia
Zs 3 1 1 Ss
S3 6 1 1 Ss3

Tabla 4.1: 1-factorizaciones 1-uniformes de K;

(uniforme) de T', (que es isomorfo a K3 3). Fijemos los colores de los arcos de u hacia T'" (u)
(esto es, fijemos los colores de los arcos de (u,0) hacia (v,1) en K3 3). Entonces hay dos
1-factorizaciones diferentes en K3 3. Es decir, K3 3 sélo se puede arco-colorear de dos maneras
diferentes (salvo permutaciones de colores). Véanse los grupos de permutaciones resultantes
de estas 1-factorizaciones de K;r resultantes en la Tabla 4.1. Los grupos de permutaciones
de estas 1-factorizaciones asi como del resto de las Tablas de esta seccién han sido calculados
implementado diversas rutinas en el sistema GAP de teorfa computacional de grupos (véase
[43)).

Sea ahora I' = K(3,2) = LK4. El digrafo T' tiene orden 12, luego son 2 = 4 blo-
ques en la particién {T"TF(u) : uw € V(I')}. Sean ui,us,us,us € V(T) tales que V(') =
UL, T T'"(u;). Entonces una 1-factorizacién de T' se corresponde con 1-factorizaciones cua-
lesquiera Fy, Fy, F3,Fy de I'y,, T'y,, Ty, Ty, respectivamente.

Fijemos los colores de los arcos de u; hacia I'" (u;) en T. Esto equivale a fijar los colores de
(u1,0) hacia los vértices de V] en F}“. Entonces hay (r — 1)! = 2! = 2 maneras diferentes de
colorear los arcos restantes de F,lll.

Sea I'y, con u; # u;. Entonces hay rl(r — 1)! = 6 - 2 = 12 arco-coloraciones diferentes de
['y,. Esto da un total de 2 - 123 = 3456 arco-coloraciones diferentes de I', salvo permutaciones
de colores. Véanse los grupos de permutaciones resultantes en la Tabla 4.2. Obsérvese que se
encuentran al menos tres grupos de permutaciones no isomorfos de cardinal 96. Comprobaremos
miés adelante también en otras tablas que grupos de permutaciones del mismo cardinal no son
necesariamente isomorfos. También es destacable el hecho de que 1-factorizaciones generan el
mismo grupo de permutaciones pueden tener grupos de automorfismos coloreados distintos.

En lo que se refiere a las clases de equivalencia de 1-factorizaciones 1-uniformes, consideremos
de nuevo los ejemplos anteriores K5 y K (3,2). Sabemos que los grupos de automorfismos de
ambos son no nulos, en el primer caso Aut(K;) = Sz y en el segundo Aut(K(3,2)) = Sy.
Es facil comprobar computacionalmente una vez conocemos los grupos de automorfismos de
ambos digrafos, que las dos 1-factorizaciones de K; no son equivalentes, y que las 3456 arco-
coloraciones de K (3,2) se distribuyen en 190 clases de equivalencia distintas. Véanse cémo se
distribuyen estas clases de equivalencia en mismas las Tablas 4.1 y 4.2, en las que consta ademés
el grupo de automorfismos arco-coloreados Aut(T", F') de los diferentes digrafos arco-coloreados
(T', F) (entre paréntesis escribimos el nimero de 1-factorizaciones que dan lugar al mismo grupo
de automorfismos arco-coloreados).

1-factorizaciones l-uniformes de digrafos linea de grado 4

Consideremos ahora digrafos linea de grado 4. Existe cuatro cuadrados latinos normalizados de
orden 4 diferentes que son los siguientes! :

1 Estos son los tinicos cuadrados latinos normalizados de orden r = 4, pero el nimero crece rdpidamente. Por
ejemplo, para r = 5 el nimero de cuadrados latinos normalizados es 56, para r = 6 es 9408 y para r = 7 es
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G=G(K3,2),F) | ¢ Nimero de Clases de Aut(K(3,2), F)
1-factorizaciones equivalencia
Ay 12 1 1 Sy
al menos 3 no iso 96 7 3 D(8) (2), S4 (1)
? 120 6 1 Zy
1[Z3] % Ay 324 4 1 Ss
Zs 1 Ay 972 16 2 Zs
7y x PSLy(5) 1920 6 1 Vi
Z31S4 1944 24 4 Zs (2), S3 (2)
75 x PG Ly (5) 3840 12 2 Vi
7 % Ag 11520 12 2 Vi (1),Z4 (1)
1S % S, 15552 48 4 Zs
75 x Sg 23040 24 2 Zo
M(12) 95040 44 4 Zs (3), Z3 (1)
Ara 12!/2 1572 81 ZZ23 (%)): ‘;31 ((15)1’)
Zs (2) , S3 (2),
Si» 12! 1680 82 Z. ((1 g)’ oy 552))
Tabla 4.2: 1-factorizaciones 1-uniformes de K (3,2)
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1 2 4 1 3 2 1 4 3 2 1 4 3
3412 7131423421341 2
41 2 3 4 3 21 4 3 1 2 4 3 21

Noétese que los tres primeros cuadrados latinos corresponden a la tabla de composicién del
grupo Z, y el ltimo a la del grupo de Klein Vj =, 732, luego, a pesar de ser cuadrados latinos
diferentes, los tres primeros son isomorfos entre si.

En cualquier caso, los conjuntos completos de permutaciones discordantes de los cuadrados
latinos anteriores son respectivamente:

{()’f = (]‘72’37 4)’f2’f3}

{()7f: (1727473)7f37f2}
{()7f27f: (1737254)7.](‘3}
{0,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}.

En todos los casos los conjuntos completos de permutaciones discordantes forman un grupo,
luego todos los cuadrados latinos normalizados de orden 4 son uniformes.

Apliquemos este resultado a un digrafo linea de grado 4 como es el digrafo completo con bu-
cles K. Es un digrafo linea de un (multi)digrafo con un tnico vértice y cuatro arcos miiltiples,
K. Por la férmula del Teorema 4.2.3, sabemos que existen 3!-4 = 24 arco-coloraciones uniformes

16942080. Véase [28].
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G G(Kj, P | ¢ Nﬁm?ro fie leauses de. Aut(Kj, P
1-factorizaciones equivalencia
V=173 4 1 1 Sy
7y 4 3 1 D(8)
D(8) 8 6 2 D(8)
As 12 2 1 Ay
Sy 24 12 1 Ziy

Tabla 4.3: 1-factorizaciones 1-uniformes K

diferentes de K. También conocemos el grupo de automorfismos de K, que es Aut(K,) = Sy,
luego podemos calcular las diferentes clases de equivalencia de 1-factorizaciones por el grupo de
automorfismos. En este caso, las 1-factorizaciones se distribuyen en 6 clases diferentes de equi-
valencia. Tres clases de equivalencia se encuentran con 1-factorizaciones dadas por cualquiera
de los tres primeros cuadrados latinos, y las otras tres por las 1-factorizaciones dadas por el
iltimo cuadrado latino. En concreto, con el cuadrado latino que corresponde a la tabla de
composicién del grupo de Klein se obtienen los grupos de permutaciones Vi, D(8) y A4, y con
cualquiera de los cuadrados latinos que corresponden a la tabla de composicién del grupo ciclico
Z4 se obtienen los grupos de permutaciones Zs, D(8) y Ss4. En la Tabla 4.3 se muestran los
resultados.

Como no hay un tnico cuadrado latino normalizado de orden 4 existen 1-factorizaciones de
digrafos linea de grado 4 que no son 1l-uniformes.

1-factorizaciones l-uniformes de digrafos linea de grado 5

Hay seis cuadrados latinos normalizados uniformes de orden 5 2 :

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 3 4 51 2 3 51 4 2 415 3
3451 2], 35 4 2 1|, 31 5 2 4
4 51 2 3 4 1 2 5 3 4 5 2 3 1
5 1 2 3 4 5 4 1 3 2 5 3 4 1 2
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 45 31 2 513 4 2 541 3
35 2 1 4|, 31 45 2|, 34 2 51
4 3 1 5 2 4 3 5 2 1 4 1 5 3 2
5 1 4 2 3 5 4 2 1 3 5 3 1 2 4

Por el Teorema 4.2.3, esto hace un total de (r — 1)!6 = 24 - 6 = 144 arco-coloraciones 1-uni-
formes del digrafo completo con bucles K, ;r . Sabiendo ademas que el grupo de automorfismos
es Aut(K;) = S5, podemos clasificar las 1-factorizaciones 1-uniformes en clases de equivalen-
cias por automorfismos del digrafo. Resultan un total de 6 clases de equivalencia diferentes
por automorfismos del digrafo. Ademds, las 1-factorizaciones de K5+ que se encuentran con
uno cualquiera de los seis cuadrados latinos proporcionan representantes de las 6 clases de

2Hay 60 cuadrados latinos normalizados uniformes de orden 6. Orden 6 es el primer orden para el que existen
Yy p p q
cuadrados latinos normalizados y simétricos que no son uniformes.
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G G(K;r, P | (Gl Nﬁm(.ero fie lea,ses de‘ Aut(KgL’ P)
1-factorizaciones equivalencia
Zs 5 6 1 Zis X Ly
Zs X o 10 6 1 Ly X 7Ly
Zs X Ty 20 12 2 L X Ly
As 60 60 1 Zso
Ss 120 60 1 Zo

Tabla 4.4: 1-factorizaciones 1-uniformes de K

Nimero de Clases de
G= G(K;’y F) 1 1¢] 1-factorizaciones equivalencia Aut(K;B’ F)
Ze 6 6 1 D(12) = S5 X Zs
S5 6 2 1 2
S5 x Zs 13 4 1 S X Zs
735 % Ty 36 12 1 Ss

Tabla 4.5: 1-factorizaciones 1-uniformes de K;: 3

equivalencia posibles. Véanse las 1-factorizaciones resultantes y el correspondiente grupo de
automorfismos arco-coloreado en la Tabla 4.4.

Adems3s, existen 50 cuadrados latinos normalizados de orden 5 que no son uniformes. Las
1-factorizaciones de K; que se correspondan con alguno de estos cuadrados latinos no son
1-uniformes, o con otras palabras, el recubridor de Cayley de K5+ con una de estas 1-facto-
rizaciones, no es un digrafo linea. En total, K;' tiene 24 - 50 = 1200 arco-coloraciones no
1-uniformes.

Por ultimo, aplicamos esta construccién de todas las 1-factorizaciones 1-uniformes a los
digrafos bipartitos completos K,T’ » (0 C(r,2)) para 3 < r < 5. Los digrafos completos K;r ,» son
digrafos linea de los (multi)digrafos con dos unicos vértices y r arcos multiples de uno de ellos
hacia el otro. Recordemos ademds que

Aut(K;f:r) = STZZQ = 872. A ZQ.

En las Tablas 4.5, 4.6 y 4.7 se muestran los resultados.

4.3 Digrafos de Cayley k-linea iterados de grado pequeno

En la siguiente seccién estudiaremos el problema de la representaciéon de grupos transitivos
(de grado pequeno) como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos
k-linea iterados. Esto es, el problema de determinar cudndo un grupo de permutaciones G
verifica que es un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién F' de algun digrafo k-linea
iterado I' y tal que el recubrimiento I'r = Cay(G, F') es también un digrafo k-linea iterado.

Con este propésito, introducimos en esta seccién nuevas caracterizaciones de digrafos de
Cayley k-linea iterados.
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Numero de Clases de
=G(K},,F Aut(K},, F
G =GKL,F) |G| 1-factorizaciones equivalencia ut(Kyq, F)
Zsg 8 36 1 [1D(8)?] % Zy
Ty X Ty 8 54 2 Zy x D(8) (1), Z3 x 7.3 (1)
A 8 6 1 Z3 % 84
D(8) 8 54 2 Zy x 7 (1), $[Z3] x D(8) (1)
Q(8) 8 18 1 1Z3] x D(8)
75 X Ty 16 36 1 Ty X Ty
HZ3) x Z4 16 36 1 73 % Ly
./44 X Z2 24 48 1 ./44 X Z2
Ty X Ty 32 216 3 D(8) x Zs
1Z3] % Z4 32 72 1 73 X Ly
735 x D(8) 32 48 1 Sy
Sy X Loy 48 288 1 Vi
Zy X Ly 64 288 1 Vi
Zs 3 Ay 96 240 2 D(8) (1), Ay (1)
Ty 3 Sy 192 288 1 Vi
[183] % Z» 576 576 2 Zy (1), Vi (1)
L[S2] % 2 576 1152 4 Zsy (1), Vi (1), D(8) (2)

Tabla 4.6: 1-factorizaciones 1-uniformes de K I 4

Nimero de
G= G(K;’S’ F) €] 1-factorizaciones

Zo 10 720
D(10) 10 144
1[D(20)] x Zo> 20 1440
72 % Ly 50 2016
1DG)? «Zs | 100 1440
As X Zy 120 7200
1[S5] % Zo 120 7200
[Z2 % Zy] X Zy | 200 5760

A2 % 7y 7200 187200

1S % Z 14400 201600

Tabla 4.7: 1-factorizaciones 1-uniformes de K,
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Proposicién 4.3.1 Sea I' = Cay(G,S) un digrafo de Cayley con |S| = r. Eziste un (mul-
ti)digrafo r-regular Ty (posiblemente con arcos mailtiples) tal que T' = LTy si y solo si SS™1 es
un subgrupo de G de orden r.

Demostracién. Necesidad: (Se demuestra idénticamente que en la prueba del Teorema 3.2.1).
Supongamos que I' = LIy para algtin (multi)digrafo I'g. Consideremos el conjunto zS~! para
x € S . Paracaday € S, se verifica:

lexS ' nyS~t =T a)NT " (y)

Entonces, el Corolario 1.3.1 implica H = S™! = yS~! = SS~! y |H| = r. En particular,
H = zS ! paracadax € S, asi como H = Sz paracada z € S~!. Luego, H?> = (Sz~!)(zS™!) =
H, y por tanto H es un subgrupo de G.

Suficiencia: Sea ahora H = SS~! un subgrupo de G de orden r. En particular, podemos
escribir H = 25~ para cualquier € S. Afirmamos ahora que el conjunto {I'""*(g) : g € G}
es la particiéon de G en clases laterales por la izquierda de H en G, pues

gS™ =gz~ tzS™! = g2~ H,

donde x € S arbitrario. Por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones 1.3.1, I" es un digrafo linea. B

Se verifican resultados andlogos para digrafos k-linea iterados regulares de grado pequeno.

Teorema 4.3.1 Sea I' = Cay(G, S) un digrafo de Cayley con |S| =r, donde 2 < r < 5. Existe
un (multi)digrafo r-regular Ty (posiblemente con arcos mailtiples) tal que T = LFTy si y sélo si
para cada 1 < s <k, Hg = S°5° es un subgrupo de G de orden r°.

Demostracién. Necesidad: Se demuestra idénticamente que en la prueba del Teorema 3.2.1.
Suficiencia: Sean ahora Hs = SS™° subgrupos de orden r° para 1 < s < k. Esta hipotesis
aplicada al digrafo inverso ™!, entonces los conjuntos K; = S!S’ son también grupos de orden
rl paral <1< s.
Afirmamos que |S®| = |S|® para todo 1 < s < k. Entonces, {T*(g) : g € G} es la particién
de G en clases laterales por la izquierda de Hy, en G:

gS7% =g 'eS% = g Hy,

donde x € S* arbitrario.

Por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones 1.3.1, I' serd un digrafo k-linea iterado.

Demostremos a continuacién por induccién que |S?| = |S|® para todo 1 < s < k, y la prueba
del Teorema quedard concluida. El caso s = 1 es claro. Sea entonces s > 1. Supongamos
que |S?| < |S]® = r® y llegaremos a contradicciéon. Por hipétesis de induccién tenemos |Hj| =
|SIS—! = |S! =7l paral <I<s—1.

Para todo z € H; = S*S~! por definicién de H; se verifica:

r'(1)Nrl(z) = S'nxS' # 0.
Ademds, como por hipétesis de induccién T' es [-linea iterado:

St =g8' =551t =1!(S!'s ) =Tl (Hy). (4.1)
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Claramente, H; es un subgrupo de H; para todo 1 < [ < s. Consideramos entonces la
particién de Hy en clases laterales por la derecha de Hy_; en H,. Puesto que |Hs| = r° y
|Hs—1| = r*~1, entonces |Hs : Hy_1| = r. Luego dado R = {1, ..., 2, } un sistema de represen-
tantes de H; moédulo Hs_1, el grupo H se puede escribir como H; = |_|1.":1 riHg_1.

Por la igualdad 4.1, T*" ! (z;H,_1) = ;S°~. Luego I'* ' (H,) = ||;_, #;S*! es una parti-
cién de I "' (H,). Mas arin,

DN (H)| = | | |28 =
i=1

Por hipétesis |S¥| < r® y ' es (s — 1)-linea iterado, luego existen u,v € S, u # v tales
que uS* 1 =051 Estoes, 1 Zv 'u € H, 1 NS~ 1S. Nétese que por hipétesis de induccién
aplicada al digrafo inverso I'"!, S~'S es también un grupo de orden r. Denotamos por H el
grupo H = Hy_1 N S™1S. Sea j = |[S™1S : Hy_; N S™1S|, entonces 1 < j < r. En particular,
existe §% = §5*~1 = | /_, u;8°~! una particién de S* en j partes.

Obsérvese que como 1 < r < 5y j|r, entonces j = 1,2. Si j = 2, entonces r = 4 necesaria-
mente.

Distingamos los dos casos:

e Caso j = 1. Es el caso |S*| = |S*7!| = r*~!. Ademds, como S*~! C I'"(5%) y ambos
conjuntos tienen el mismo cardinal, necesariamente S*~! = ['"(S%) = S*S~1. (Véase a
modo ilustrativo la figura 4.2, que corresponde al caso particular j =1, s =2y r =4).

Figura4.2: Casoj=1,s=2yr =4

Por la construccion anterior

Hs = S§55§5 = (Sss—l)s—s—i-l — Ss—ls—s+1 — Hs—l;
lo que contradice la hipStesis |Hy| = r®, puesto que |H; | = r®L.

e Caso j = 2, r = 4. Es el caso donde S° = u1.5°~ ! L usS*! con uj,us € S, es una
particién de S® en dos partes. (Véase a modo ilustrativo de la situacién la figura 4.3, que
corresponde al caso particular j =s=2).

Por construccion tenemos:

S% = FS(Hsfl) = U15371 | Uzssil. (42)

Andlogamente, se verifica la igualdad anédloga para el digrafo inverso:

S =T""(Ks_1) =y S Tt Uy, 5 (4.3)
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Figura4.3: Caso j=s=2yr =4

donde y;,y2 € S~
Consideremos ahora Hy = |_|;1:1 x;Hs_1 la particiéon de H, construida més arriba.

Por otra parte, el grupo H, también se puede escribir como:

H, =T75(S%) = I (18! U upS*™Y) = D5 (ur S~ 1) U T~ (up S~ 1).

Por 4.1, u;S*7! = u;S* 'K, para cada i = {1,2}. Ademds, en tanto que |[S*7!| =
|Ks_ 1], se verifica u;S* 1K, | = u;xK, | para z € S* ! arbitrario. Por 4.3 se tiene:

L% (u; S5 =T % (uir K, 1) = ugwy, S |_| wizy2 S T = wirzyix tHy |_| wizysx Hy_ 4
para cada i € {1,2}. Pero Hs_1 C I *(u;S* 1) N T™°(u2S%"!) implica que I'"*(S?)

contiene como maximo tres partes diferentes z; H;_1 y no las cuatro, con lo que llegamos
a contradiccién.
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4.4 Representacion de grupos de permutaciones de grado
pequeno

En esta seccién estudiaremos la representacién de grupos de permutaciones de grado pequeno
como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos regulares k-linea
iterados para k = 1,2. Més en detalle, estudiaremos bajo qué condiciones un grupo de per-
mutaciones es un grupo de permutaciones de una l-factorizacién k-uniforme de algiin digrafo
regular k-linea iterado L*Ty de un (multi)digrafo 'y de grado dado r.

La importancia de este estudio reside en el siguiente hecho. Si un grupo de permutaciones G
es un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién k-uniforme F' de un digrafo regular k-linea
iterado, el recubrimiento de Cayley de este digrafo, Cay(G, F), es un digrafo k-linea iterado.
Como el grupo G es un grupo de automorfismos de Cay(G,S) que actia regularmente en los
vértices del digrafo y Aut(Cay(G,S)) = Aut(L~* Cay(G, S)), entonces G actia regularmente
en el conjunto de k-arcos de L™* Cay(G,S). Desde este punto de vista, el problema de la
representacién de grupos de permutaciones k-arco transitivos ha sido estudiado en la literatura
en [3, 17].

Como ejemplo sencillo, tomemos los tinicos digrafos regulares k-linea iterados de grado 1, que
son los ciclos C), de orden m. Un ciclo dirigido admite una dnica 1-factorizacién F, cuyo grupo
de permutaciones es el grupo ciclico Z,, (que es un grupo transitivo de grado m). Obviamente,

el recubrimiento de Cayley correspondiente, (Cy,)p = Cay(Zy,, F), es nuevamente un ciclo y
por lo tanto, un digrafo k-linea iterado. Asi, la dnica 1-factorizaciéon que admite C,, es de
hecho k-uniforme. Por lo tanto, concluimos que los grupos ciclicos Z,, son los tinicos grupos
transitivos de grado m que son grupos de permutaciones de una 1-factorizacién k-uniforme de
un digrafo 1-regular k-linea iterado de orden m. En adelante, estudiaremos entonces los digrafos
regulares k-linea iterados de grado r > 2.

En general, tenemos que un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién F' de un digrafo
conexo I actia transitivamente en el conjunto de vértices de I'. Denotemos por G = G(T, F)

el grupo de permutaciones de la 1-factorizacién F = {f1,..., fr}. Por definicién del grupo de
permutaciones de una 1-factorizacién, el conjunto {fi,..., f.} es un conjunto de generadores
de G. Y més ain, de la definicién de 1-factorizacién, se tiene que {fi,..., f-} es un conjunto

de permutaciones discordantes en V(T').

Consideremos ahora el caso en que el digrafo I' sea un digrafo regular k-linea iterado. Sean
n y r el orden y el grado de I' respectivamente. Una 1-factorizacién F' de I' es k-uniforme si
y sélo si el recubrimiento de Cayley, [ = Cay(G, F), es a su vez un digrafo k-linea iterado
(Teorema 3.3.1). Por la caracterizacién de digrafos de Cayley linea de la seccién anterior
(Proposicién 4.3.1), el recubrimiento Cay(G, F') es un digrafo linea si y sélo si el conjunto
FF~! es un subgrupo de G de cardinal |F| = r.

En conclusién, un grupo de permutaciones que actia transitivamente en un conjunto 2 de
cardinal n es un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea
I regular de orden n y grado r si y sélo si G se puede generar por un subconjunto F' C G de r
permutaciones discordantes en (2, y tal que el conjunto FF~! sea un subgrupo de G de orden r.
En este caso, el conjunto F' es una clase lateral por la derecha del subgrupo FF~! en G, pues
si H=FF ! <@, como |[FF!| = |F|, se tiene FF 'z = F para cualquier z € F. Esto es,
F=Hz.

En el caso particular de la representacién de grupos de permutaciones transitivos de grado
r como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes del digrafo completo con
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bucles K+

.+, se puede dar una caracterizacién mds sencilla. Este caso responde al problema de

cudndo un grupo de permutaciones transitivo de grado r es el grupo de permutaciones de una
1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea regular de orden r y grado r. En caso afirmativo,
el grupo de permutaciones actua regularmente en el conjunto de vértices del recubrimiento de
Cayley correspondiente, luego el grupo actiia regularmente también en el conjunto de arcos de un
digrafo conexo regular del mismo grado r (que es el digrafo (—1)-linea iterado del recubrimiento
de Cayley).

Veremos a continuacion que los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de
K con cuadrados latinos que sean la tabla de composicién de un mismo grupo son isomorfos.
Por lo tanto, si para un entero positivo r existen ¢ grupos no isomorfos de orden r, los grupos de
permutaciones transitivos de grado r que sean grupos de 1-factorizaciones 1-uniformes de K se
encuentran entre los grupos de las 1-factorizaciones 1-uniformes obtenidas con los ¢ cuadrados
latinos de las tablas de composiciéon de los respectivos grupos de orden r. El resultado es el
siguiente:

Teorema 4.4.1 Sean Q = (R,C,S;L) y Q' = (R',C",S"; L") dos cuadrados latinos normaliza-
dos uniformes de orden r que son la tabla de composicién de un mismo grupo (H,-).

Entonces las 1-factorizaciones 1-uniformes del digrafo completo con bucles K& asociadas a
Q son equivalentes a 1-factorizaciones 1-uniformes de K, asociadas Q' por un automorfismo
del digrafo K.

En particular, los grupos de permutaciones generados por 1-factorizaciones 1-uniformes de

K asociadas a QQ son isomorfos a los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes
de K;' asociadas a Q'.

Demostracién. Escribamos el digrafo completo con bucles K, con conjunto de vértices
{1,...,r}. Sean {61,...,6,} v {0],...,0.} los conjuntos completos de permutaciones discor-
dantes de Q y Q' respectivamente. Por el Corolario 4.2.1, el grupo H es el grupo generado por
el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado a @ (y a Q').

Sea F la 1-factorizacién de K& definida por @, es decir, en la cual un arco (j, k) € A(K;})
estd arco-coloreado por un color f; si y sélo si L(j,k) = i, es decir, si i = k% . Entonces,
F={fi,...,f} donde j© =i% paraje V(Kf)yl<i<r.

Anélogamente, la 1-factorizacién F' de Kt definida por Q' se define como F' = {f{,..., f/}
donde jfi = i paraj e V(K yl1<i<r.

Veamos en primer lugar que las 1-factorizacién de K& definida por Q es equivalente a la
1-factorizacién de K& definida por Q'.

Por el Corolario 4.2.1, tenemos que los cuadrados latinos @ y @' son isomorfos. Esto es,
existen biyeccioneso: R—> R, 7:C - C',y 7 : S — ', tal que

L'(i,j) = m(L{c ™" (i), 7' (5)))

para (i,j) € R' x §".
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que o =7 : {1,...,r} = {1,...,r}, pues

7L (i, ) = L(e™(4), 77 (j))

y Q y Q' estdn normalizados, es decir, tienen los enteros de las respectivas primeras columnas
y primeras filas de 1 a r en este orden. Asi, para que la primera columna del cuadrado latino
definido por 71 (L'(i, j)) tenga los enteros de 1 a r en este orden o1 (i) = 71 (i) para 1 < i < r.
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Definamos la aplicacién ¢ : V(K}) — V(K}) por i = o(i) para 1 < i < r. Claramente, ¢
es un automorfismo de K.
Entonces, se verifica

(77)? = o(j*) = o(L(k, 7)) = 7(L(k, ) =

= 7(L(e™ (0(k)), 7 (r(3)))) = L' (o (k). 7()) = 7()*®),

luego F'y F' son equivalentes por el automorfismo ¢.

Finalmente, como las 1-factorizaciones de K asociadas a un cuadrado latino arbitrario M
de orden 7 son 1-factorizaciones de K definidas por un cuadrado latino M que es simplemente
una permutacién de las filas de M, podemos concluir que las 1-factorizaciones de K asociadas
a () son equivalentes a alguna de las 1-factorizaciones de K, asociadas a Q'. ]

A continuacién, aplicamos estas observaciones a los casos particulares de grupos de per-
mutaciones transitivos de grado n, donde n < 7. Las listas de estos grupos de permutaciones
transitivos de grado pequefio se encuentran en [27], aunque por afin de completitud y debido
a algunas imprecisiones, nos permitimos incluirlas en esta memoria.

4.4.1 Grupos de permutaciones transitivos de grado 4

En [27] se demuestra que los tnicos grupos de permutaciones transitivos de grado 4 no per-
mutacionalmente equivalentes son los cinco que se muestran en la Tabla 4.8.

| | Order | Descripcién | Generadores |
T4.1 4 7y (1,2,3,4)
T4.2 4 75 (1,2)(3,4),(1,3)(2,4)
T4.3 8 D(8) ~ 721 Zs (1,2)(3,4),(2,4)
T4.4 12 Ay (1,2)(3,4),(2,3,4)
T4.5 24 Sy (1,2,3,4),(1,2)

Tabla 4.8: Grupos de permutaciones transitivos de grado 4

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 4 es un grupo de permutaciones de una
1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea regular de orden 4, entonces el grado del digrafo
tiene que ser necesariamente r = 1,2,4. En el caso r = 2, sélo existen dos digrafos linea 2-
regulares de orden 4, que son el digrafo de De Bruijn B(2,2) y el digrafo bipartito completo
(2,2 = K‘Iz- En la seccién 4.2.3 vimos que todas las 1-factorizaciones que admiten los
digrafos linea 2-regulares son l-uniformes, y en concreto, calculamos las 1-factorizaciones de
C(2,2). Del mismo modo que para C(2, 2), se construyen todas las 1-factorizaciones de B(2,2) y
calculamos los grupos de permutaciones correspondientes. Resumimos los resultados en la Tabla
4.9. Obsérvese que el tinico grupo transitivo de grado 4 que no es un grupo de permutaciones
de una 1-factorizacién l-uniforme de un digrafo linea 2-regular es el grupo simétrico Sy. Esto
equivale a decir que el grupo simétrico S; no puede ser generado por un subconjunto F' =
{f1, f2} de dos permutaciones discordantes y tal que FF~! < &, sea un subgrupo de orden 2.

En el caso r = 4, un digrafo linea 4-regular de orden 4 es necesariamente el digrafo completo
con bucles K . En la seccién 4.2.3 calculamos todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de K y
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Numero de
=G(B(2,2), F
G=G(B(2.2)F) | |G| 1-factorizaciones

D(3) 8 !
Ay 12 1
Numero de
= 2,2), F
G=G(C(2,2),F) | |G| 1-factorizaciones
74 4 1
73 4 L

Tabla 4.9: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones de los digrafos linea 2-regulares de
orden 4

mostramos los resultados en la Tabla 4.3. Resumimos en la Tabla 4.10 los grupos de permuta-
ciones de estas permutaciones. En concreto, obsérvese que todos los grupos de permutaciones

transitivos de grado 4 son grupos de 1-factorizaciones l-uniformes del digrafo completo con
bucles K .

Numero de
G =G(K,F) | [G] 1-factorizaciones
Zy 4 3
VA 4 1
D(8) 8 6
Ay 12 2
Sy 24 12

Tabla 4.10: Grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de K4+

Por otra parte, si un grupo de permutaciones transitivo de grado 4 es un grupo de per-
mutaciones de una 1-factorizacién 2-uniforme de un digrafo 2-linea iterado regular de orden 4,
entonces el grado del digrafo tiene que ser necesariamente r = 1 6 2. En el caso r = 2, sélo existe
un digrafo de orden 4 que sea 2-linea iterado de un multidigrafo 2-regular, que es el digrafo de
De Bruijn B(2,2). Por lo tanto, el grupo Z4 (para la 1-factorizacién de Cy) y los grupos D(8)
y A4 (para las 1-factorizaciones de B(2,2)), son los tunicos grupos transitivos de orden 4 que
representan 1-factorizaciones 2-uniformes de digrafos 2-linea iterados.

4.4.2 Grupos de permutaciones transitivos de grado 5

Se demuestra en [27] que los dnicos grupos transitivos de grado 5 no permutacionalmente
equivalentes son los cinco que se muestran en la Tabla 4.11.

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 5 es un grupo de permutaciones de una
1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea regular de orden 5, entonces el grado del digrafo
tiene que ser necesariamente 1 6 5, luego el digrafo es el ciclo dirigido C5 o el digrafo completo
con bucles K. En la seccién 4.2.3 calculamos todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de K3 y
mostramos los resultados en la Tabla 4.4. Resumimos en la Tabla 4.12 los grupos de permuta-
ciones de estas 1-factorizaciones. Obsérvese nuevamente que todos los grupos de permutaciones
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| | Order | Descripcién | Generadores |
T5.1 5 Zs, (1,2,3,4,5)

T5.2 10 ASLy(5) ~ D(10) (1,2,3,4,5),(2,5)(3,4)
T5.3 20 AGL (5) ~Zs x Z4 | (1,2,3,4,5),(2,3,5,4)
T5.4 60 As (1,2,3,4,5),(3,4,5)
T5.5 | 120 Ss (1,2,3,4,5),(1,2)

Tabla 4.11: Grupos de permutaciones transitivos de grado 5

transitivos de grado 5 son grupos de 1-factorizaciones l-uniformes del digrafo completo con
bucles K.

G:G(K;,F) Ie Num(.aro (.ie
1-factorizaciones
Zs, 5 6
D(10) 10 6
ZLis XN Ly, 20 12
As 60 60
Ss 120 60

Tabla 4.12: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K, ;

4.4.3 Grupos de permutaciones transitivos de grado 6

En [27] se demuestra que los tnicos grupos de permutaciones transitivos de grado 6 no per-
mutacionalmente equivalentes son los 16 que mostramos en la Tabla 4.13.

En este caso, nos encontramos grupos de un mismo orden no permutacionalmente equiva-
lentes. Por ejemplo, hay tres grupos de orden 24 no permutacionalmente equivalentes. Los dos
primeros, T6.5 y T6.6 son isomorfos al grupo simétrico Sy. El tercer grupo de 24 elementos,
T6.8, no es isomorfo a S4. De hecho, el grupo simétrico Sy actia transitivamente en un conjun-
to de seis elementos con las dos acciones no permutacionalmente equivalentes siguientes. Una
de las acciones (la que corresponde a T6.6) es el grupo de rotacién de un octaedro actuando
en los vértices del octaedro, y la otra es S, actuando en los subconjuntos de dos elementos
de {1,2,3,4} (que corresponde al grupo T6.5). En la primera accién el estabilizador de un
elemento es isomorfo Zg4, y en la segunda accién es isomorfo a Z%.

En la Tabla 4.13 también nos encontramos dos grupos transitivos de grado 6 y orden 36 no
permutacionalmente equivalentes que denotamos por T6.10 y T6.11. En este caso, los grupos
T6.10 y T6.11 no son isomorfos, pues por ejemplo, el grupo T6.10 contiene cuatro subgrupos
normales y el grupo T6.11 contiene diez subgrupos normales.

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 6 es un grupo de permutaciones de una
1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea regular de orden 6, entonces el grado del digrafo
tiene que ser 1,2, 3, 6. Estudiamos estos casos por separado en los siguientes apartados.
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| | Order | Descripcién | Generadores

T6.1 6 Zg (1,2,3,4,5,6)

T6.2 6 S3 (1,2)(3,4)(5,6), (1,3,5)(2,4,6)
T6.3 12 D(12) (1,2,3,4,5,6), (1,6)(2,5)(3,4)
T6.7 12 | AgNT6.6~ Ay (1,2,3)(4,5,6), (1,4)(2,5)
T6.12 | 18 L3 Ly (1,2,3), (1,4)(2,5)(3,6)
T6.5 24 AgN T6.4 (1,2,3)(4,5,6), (1,2)(4,5), (1,4)(2,5)
T6.6 24 Sy (1,2,3)(4,5,6), (1,5,4,2)
T6.8 24 7y s (1,2,3)(4,5,6), (1,4)

T6.10 | 36 AgN T6.9 (1,2)(3,4,5,6), (1,5,3)
T6.11 | 36 73 x s (1,2,3),(1,2)(4,5), (1,4)(2,5)(3,6)
T6.4 | 48 S218; (1,2,3,4,5,6),(2,3,5,6
T6.14 | 60 PSLy(5) (1,2,3,4,6),(1,4)(5,6)

T6.9 72 S5 7o (1,2,3),(1,2),(1,4)(2,5)(3,6)
T6.13 | 120 PGLy(5) (1,2,3,4,6),(1,2)(3,4)(5,6)
T6.15 | 360 Asg (1,2,3,4,5),(4,5,6)

T6.16 | 720 Ss (1,2,3,4,5,6),(1,2)

Tabla 4.13: Grupos de permutaciones transitivos de grado 6

Digrafos linea 2-regulares de orden 6

Existen cinco digrafos linea 2-regulares de orden 6 no isomorfos. El ciclo generalizado completo
C(2,3), el digrafo de Kautz K(2,2), y los digrafos I‘éﬂ,f‘gg y Fgg que se muestran en la

Figura 4.4.

1
e

2
sz

3
sz

Figura 4.4: Digrafos 2-regulares de orden 6, F(lm, F§72 y Fgﬂ

Tenemos que todas las 1-factorizaciones de digrafos linea de grado dos son 1-factorizaciones
1-uniformes (véase la seccién 4.2.3). Utilizando la construccién de la demostracion del Teorema
4.2.3 podemos construir todas las 1-factorizaciones 1l-uniformes (que de hecho son todas las
1-factorizaciones posibles) de los cinco digrafos anteriores y calcular los correspondientes grupos
de permutaciones. Mostramos los resultados obtenidos en la Tabla 4.14. Obsérvese que sélo
9 del total de 16 grupos posibles representan grupos de permutaciones de 1-factorizaciones
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l-uniformes de digrafos linea 2-regulares de orden 6.

Numero de
1-factorizaciones

G=G(C23),F) | |G|

| Zg | 6 | 4

Numero de
=G(K(2,2), F
G =G(K(22),F) | |d] 1-factorizaciones

S3 6 1
S2183 48 3
1 Ntimero de

G =Gy, F) | |G

1-factorizaciones

S3 17> 72 2
PGL,(5) 120 2

Numero de
G =G5, F) | |G|

1-factorizaciones

D(12) 12 1
Sy 24 1
Se 720 2

Numero de
G=GI:, F)| |G
( 6,27 )| 16l 1-factorizaciones

i1 Ly 18 1
PGLs(5) 120 3

Tabla 4.14: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones de los digrafos linea 2-regulares
de orden 6

En general, un grupo de permutaciones que actua transitivamente en un conjunto 2 de
cardinal n es un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea
2-regular de orden n si y sélo si G se puede generar por un subconjunto F' C G de dos per-
mutaciones discordantes en 2, y tal que el conjunto FF~! sea un subgrupo de G de orden 2, y
por lo tanto isomorfo al grupo ciclico Zs.

Una manera de verificar estas condiciones para un grupo de permutaciones G dado, consiste
en lo siguiente. Consideremos sin pérdida de generalidad que G es un grupo multiplicativo y
denotemos por I el elemento neutro de G. Si F' C G es un subconjunto tal que |[FF~!| = 2,
entonces FF~! = {I,a} donde el elemento a € G es una involucién, esto es a®> = I. Escribamos
F = {z,y}. Entonces FF~* = {I,zy '}. Esto implica que zy ! = a, luego z = ay. Asi, el
conjunto F' se escribe como dos permutaciones discordantes de la forma {y,ay}, donde a € G
es una involucién.

Ademis, notemos que el conjunto {y,ay} es un conjunto de generadores de G si y sélo si
{y,a} es un conjunto de generadores.

Entonces, un grupo de permutaciones transitivo de grado n es un grupo de permutaciones
de una 1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo I' linea regular de orden n y grado 2 si y sélo
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si existen dos elementos a,g € G que generan G, donde a? = I, y tal que F = {g,ag} son
permutaciones discordantes. En tal caso, el digrafo ' es la suma de las uniones arco-disjuntas
de ciclos de las permutaciones g y ag.

Por dltimo, afirmamos que no es necesario verificar las condiciones anteriores para todos
los pares de elementos a, g € G donde a es una involucién y g un elemento arbitrario, sino que
podemos restringirnos a tomar g de un conjunto completo de representantes de las clases de
conjugacion de G, pues si h,g € G son dos elementos de G que pertenecen a una misma clase
de conjugacién, y z € G tal que zhz~! = g, se verifica

Cay(G, {h, ah}) = Cay(G, {zhz"", zahz""}) = Cay(G, {g, zaz'g})

L es una involucién.

donde zaz™

En el caso particular que nos ocupa de los grupos de permutaciones transitivos de grado 6,
podemos comprobar que los grupos de permutaciones que no se encuentran en la Tabla 4.14 no
pueden ser generados por ningin subconjunto {a, g} donde a? = I y tal que {g,ag} sean dos

permutaciones discordantes.

Digrafos linea 3-regulares de orden 6

Existen tres digrafos linea 3-regulares de orden 6 no isomorfos. El ciclo generalizado completo
C(3,2) y los digrafos Fé73 y I‘§73 que se muestran en la Figura 4.5.

Mes Mea
Figura 4.5: Digrafos 3-regulares de orden 6, I‘é73 y F§73

Tenemos también que todas las 1-factorizaciones de digrafos linea de grado tres son
1-factorizaciones l-uniformes (véase la seccién 4.2.3). Utilizando de nuevo la construccién
de la demostracién del Teorema 4.2.3, construimos todas las 1-factorizaciones de los digrafos
C(3,2), Fé73 y 1%73, y calculamos los correspondientes grupos de permutaciones. Mostramos los
resultados obtenidos en la Tabla 4.15. En este caso, vemos que 12 de los 16 grupos transitivos
de grado 6 representan grupos de permutaciones de 1-factorizaciones l-uniformes de digrafos
linea 3-regulares de orden 6.

En general, un grupo de permutaciones que actua transitivamente en un conjunto 2 de
cardinal n es un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea
3-regular de orden n si y sélo si G se puede generar por un subconjunto F C G de tres
permutaciones discordantes en (2, y tal que el conjunto FF~! sea un subgrupo de G de orden 3,
y por lo tanto isomorfo al grupo ciclico Zs.

De manera similar al caso 2-regular, se demuestra que estas condiciones son equivalentes a
su vez al hecho de que existan dos elementos a, g € G que generan G, donde a® = I, y tal que
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Numero de
G=G(C0G,2),F) | |G 1-factorizaciones
Zg 6 6
83 6 2
L3 Lo 18 4
T6.10 36 12
Nimero de

G =G, F) | |G|

1-factorizaciones

Ay 12 2
T6.5 24 2
PSLy(5) 60 4
PGL,(5) 120 4
Ag 360 4

So 720 8

Numero de
G=GI%, F)| |G
(Ts,3. F) | G| 1-factorizaciones

Sy 24 2

Zo 1 s 24 2
PSLy(5) 60 4
PGL>(5) 120 4
As 360 8

Se 720 4

Tabla 4.15: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones de los digrafos linea 3-regulares
de orden 6

F ={g,ag,a’g} son permutaciones discordantes.

Del mismo modo que en el caso anterior, para determinar cudndo un grupo de permutaciones
G representa un grupo de permutaciones de una 1-factorizaciéon 1-uniforme de un digrafo linea
3-regular, tampoco es necesario verificar las condiciones anteriores para todos los pares de
elementos a,g € G donde a es un elemento de orden 3 y g un elemento arbitrario, sino que
podemos restringirnos a tomar g de un conjunto completo de representantes de las clases de
conjugacion de G.

En el caso de grupos de permutaciones de grado 6, tenemos que los grupos que no figuran
en la Tabla 4.15 no pueden ser generados verificando las condiciones anteriores.

Digrafos linea 6-regulares de orden 6

El tnico digrafo linea 6-regular de orden 6 es el digrafo completo con bucles K. En esta
seccién, estudiaremos por tanto qué grupos de permutaciones transitivos de grado 6 generan
las 1-factorizaciones 1-uniformes de K .

Sabiendo que existen 60 cuadrados latinos normalizados uniformes, por el Teorema 4.2.3,
tenemos K admite 7200 arco-coloraciones diferentes (120 arco-coloraciones asociadas a cada
cuadrado latino).
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Por el Corolario 4.2.1, dos de estos cuadrados latinos normalizados uniformes de orden 6 son
cuadrados latinos normalizados de las tablas de composicién de los grupos ciclico Zg y dihedral
D(6) de orden 6. Denotemos por (1 un cuadrado normalizado latino de la tabla de composicién
de Zg y por Q2 un cuadrado latino normalizado de la tabla de composicién de D(6). En las
Tablas 4.16 y 4.17 mostramos las 1-factorizaciones 1-uniformes de Kg' con cuadrados latinos

asociados ()1 y ()2 respectivamente.

Nimero de
G=G(KS.F) | |G] 1-factorizaciones
83 6 1
D(12) 12 1
731 Lo 18 2
Zix U Ty 24 3
73 x 7.3 36 2
S2 183 48 3
S3 17> 72 6
PGL,(5) 120 18
S 720 84

Tabla 4.16: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K con Q;

Nimero de
G =G F) | (G| 1-factorizaciones

L 6 1
D(12) 12 3

L3 U L 18 2

Sy 24 9

S2 183 48 9

S3 174 72 6
PGL2(5) | 120 36
Se 720 54

Tabla 4.17: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K con Q2

Afirmamos que los grupos de permutaciones de las Tablas 4.16 y 4.17 son los dnicos grupos
transitivos de grado 6 que representan 1-factorizaciones l-uniformes de K{f . Esto es, porque
por el Teorema 4.4.1, las 1-factorizaciones 1-uniformes de K, 6"' asociadas a otro cuadrado latino
normalizado uniforme de orden 6 diferente de @1 y @2, son 1-factorizaciones l-uniformes de
Kg equivalentes a las obtenidas con Q1 o (2 por un automorfismo de K6+ , luego los grupos de
permutaciones obtenidos son necesariamente isomorfos a los que se encuentran en las Tablas 4.16
y 4.17.
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4.4.4 Grupos de permutaciones transitivos de grado 7

En [27] se demuestra que los unicos grupos de permutaciones transitivos de grado 7 no per-
mutacionalmente equivalentes son los 7 que mostramos en la Tabla 4.18.

| | Order | Descripcién | Generadores |
T7.1 7 Zy (1,2,3,4,5,6,7)
T7.2 14 D(1 (1,2,3,4,5,6,7),(2,7)(3,6)(4,5)

4)
T73| 21 ASLi(7) | (1,2,3,4,5,6,7),(2,3,5)(4,7,6)

T7.4 | 42 AGL.(7) | (1,2,3,4,5,6,7),(2,4,3,7,5,6)
T75| 168 | PGL3(2) (1,2,3,4,5,6,7), (2,3)(4,7)
T7.6 | 2520 Aq (1,2,3,4,5,6,7),(5,6,7)
T7.7 | 5040 S (1,2,3,4,5,6,7), (1,2)

Tabla 4.18: Grupos de permutaciones transitivos de grado 7

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 7 es un grupo de permutaciones de una
1-factorizacién 1-uniforme de un digrafo linea regular de orden 7, entonces el grado del digrafo
tiene que ser 1,7. El unico digrafo linea 7-regular de orden 7 es el digrafo completo con bucles
K7

Por el Teorema 4.4.1, las 1-factorizaciones 1-uniformes de K7 son equivalentes a 1-facto-
rizaciones l-uniformes asociadas a un cuadrado latino normalizado uniforme de la tabla de
composiciéon de un grupo del mismo orden. El unico grupo de orden 7 es el grupo ciclico Z7.
Denotemos por )1 un cuadrado latino normalizado de la tabla de composicion de Z;. En la
Tabla 4.19 mostramos los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de K;r
asociadas a Q1.

Namero de
G =G F) | |Gl 1-factorizaciones

Z 7 1
D(14) 14 1
ASL(7) 21 2
AGLL(7) 42 2
PGLs(2) 168 42

Az 2520 315

S 5040 317

Tabla 4.19: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K3 con Q;

Por lo tanto, todos los grupos transitivos de grado 7 representan a un grupo de permutaciones
de K.
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Capitulo 5

Automorfismos de
recubrimientos k-arco transitivos

5.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos el grupo completo de automorfismos de los recubrimientos k-arco
transitivos que obtenemos con nuestra técnica. La mayor parte de los resultados presentados
se encuentran en [62].

En principio, si un digrafo T’ es k-arco transitivo inicamente tenemos que Aut(I') actia
transitivamente en el conjunto de k-arcos, luego que el orden del grupo completo de automor-
fismos es mayor o igual que el cardinal del conjunto de k-arcos. Incluso cuando un digrafo I es
k-arco regular, inicamente sabemos que existe un subgrupo G < AutI' que actia regularmente
en el conjunto de k-arcos (y por lo tanto con el mismo orden que el grado de su accién).

Podemos dar algunos resultados interesantes en esta linea en el caso de los recubrimientos
k-arco transitivos de grado dos construidos con nuestra técnica, en términos de la normalidad
de sus respectivos digrafos k-linea iterados, que son digrafos de Cayley. Los digrafos de Cayley
normales son aquellos que tienen el grupo de automorfismos menor posible. Introduciremos la
definicién de normalidad de modo més preciso en la seccién 5.2.1. Ademds, en la misma, seccién
veremos que todo digrafo 2-regular exactamente k-arco transitivo es k-arco regular y calculare-
mos de modo explicito su grupo completo de automorfismos. Como corolario obtendremos los
digrafos de Cayley 2-regulares exactamente vértice transitivos o exactamente arco transitivos
son normales.

Aplicaremos este resultado a los recubrimientos arco transitivos y 2-arco transitivos de los
digrafos completos de grado dos, con y sin bucles, obtenidos con nuestra técnica. Veremos
que todos los digrafos k-linea iterados de los recubrimientos k-arco transitivos obtenidos son
digrafos de Cayley normales a excepcién de uno. Ademds, calcularemos algunos pardmetros de
los recubrimientos k-arco transitivos obtenidos, como el orden, el cuello, el didmetro, la exacta
arco transitividad, o el pardmetro m para el cual el recubrimiento es m-ciclo generalizado, si es
que es un ciclo generalizado.

Recordemos que en el caso no dirigido, Weiss demostré en un resultado ya clasico de 1981
que los unicos grafos finitos conexos k-arco transtivos con k£ > 8 son los ciclos. En el caso
dirigido infinito hay ciertas condiciones de finitud local bajo las cuales un digrafo altamente
transitivo (k-arco transitivo para todo entero positivo k) resulta homeomorfo al camino infinito
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Z. Por ejemplo, si un digrafo infinito altamente transitivo tiene grados de salida y de entrada
finitos y diferentes en todos los vértices, necesariamente es homeomorfo al camino infinito Z.
Muy recientemente, Malnic et al. [61] han demostrado que no es la situacién en el caso infinito
regular.

En la seccién 5.3 estudiaremos este problema en el caso de digrafos finitos k-arco transitivos,
que es el que nos ha ocupado a lo largo de la memoria. Notemos que si un digrafo I' regular k-arco
transitivo es un m-ciclo generalizado diferente de un ciclo, entonces el grupo de automorfismos
del digrafo es imprimitivo en el conjunto de los vértices. Sea o : V(I') — Zj, un homomorfismo
de digrafos de T" en C,, (que existe por la Proposicién 1.2.1). Denotemos por {Vp,...,Vi—1}
los conjuntos estables de la particién asociada a V(T'), esto es, V; = o7 1(i), 0<i<m—1.
Entonces los conjuntos estables V; de la particion del conjunto de vértices son bloques no
triviales de la accién del grupo de automorfismos del digrafo Aut(T') en el conjunto de vértices
V(T'). (Para mas detalles véase el Apéndice de Grupos de permutaciones).

Por otra parte, recordemos que un digrafo es ciclo generalizado si y sélo si su digrafo k-linea
iterado es un ciclo generalizado (véase la seccién 1.3.3). Entonces, estudiar si los recubrimientos
k-arco transitivos que obtenemos son ciclos generalizados es equivalente a estudiar si los digrafos
k-linea iterados de estos recubrimientos, que son digrafos de Cayley, son ciclos generalizados.
En la seccién 5.3 veremos que un digrafo de Cayley es homeomorfo a un ciclo si y sélo si existe
un subgrupo normal H del grupo base tal que los generadores estdn contenidos en una de las
clases laterales de H, y estudiaremos algunas consecuencias de este resultado.

5.2 Recubrimientos exactamente k-arco transitivos de gra-
do dos

En esta seccion estudiaremos el grupo completo de automorfismos de los recubrimientos k-arco
transitivos de grado dos que obtenemos con nuestra técnica. Podemos dar algunos resultados
interesantes en este sentido en el caso de digrafos de grado dos en términos de normalidad.

5.2.1 Normalidad de los digrafos de Cayley

Sea I' = Cay(G, S) un digrafo de Cayley de un grupo G definido por un conjunto de generadores
S,ysea (AutG)s = {a € AutG: S =S}.

Recordemos que la accién del grupo G en él mismo por multiplicacién a la izquierda es un
subgrupo de automorfismos de I' que actiia regularmente en G. A esta accién se la conoce como
la representacién por la izquierda por permutaciones de G. (Véase la seccién 1.2.2).

También es facil comprobar que el producto semidirecto G x (Aut G)s actuando en G como
gm®) = hg® es también un subgrupo de AutT.

El digrafo de Cayley I' se dice normal cuando se verifica la siguiente igualdad

AutTl =G x (Aut G)s.

Entonces, por la caracterizacién de Sabidussi (Teorema 1.2.1), los digrafos de Cayley normales
son justamente aquellos que tienen el grupo de automorfismos menor posible. Xu en [87]
demuestra que un digrafo de Cayley I es normal si y s6lo si GG es un subgrupo normal de Aut .

En esta seccién calcularemos el grupo completo de automorfismos de los digrafos de Cayley
de grado 2. En particular, mostraremos que los digrafos de Cayley exactamente k-arco transi-
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tivos con k < 1 son normales. En la siguiente seccién veremos ejemplos que muestran que éste
no es el caso para valores mayores de k.

Proposicién 5.2.1 Sea I’ = Cay(G, S) un digrafo de Cayley conexo exactamente k-arco tran-
sitivo de grado 2. Entonces existe un subgrupo H < AutT isomorfo a 75 tal que H NG = {1}
y AutT’' = HG. Mds aun, T’ es un digrafo k-arco reqular.

Demostracién. Como G actia regularmente V(I'), tenemos AutI’ = HG, donde
H = (AutT'); denota el estabilizador del elemento identidad 1 de G y HN G = {1}.

Sea x = (zo,%1,...,T) un k-arco de I' y sea 0 € AutT tal que 2 = z;, 0 < i < k.
Supongamos que o no fija cada uno de los elementos en T (x1). Sean y = (4o, Y1, - - - » Yk» Ykt1)
y z = (20, 21,---,2k, 2k+1) cualesquiera dos (k + 1)-arcos de I, y sean 7,7" € AutT tal que
X" = (Yo, y1,.--,Yk) Y X" = (20,21,...,2). Entonces, o bien y™ '™ =z, 0 bien y™ 7 =z,

pero en cualquiera de los casos el digrafo es (k + 1)-arco transitivo contradiciendo la hipétesis.
Por lo tanto, o fija cada elemento de T'" (2,).

Como el digrafo es conexo, esto implica que o fija cada elemento de V(T'). Y en particular,
H actua regularmente en el conjunto de k-arcos de I' con vértice inicial o = 1.

Podemos identificar los k-arcos de T’ con vértice inicial o = 1 con los elementos de Z5 de
tal modo que H actia en Z% coordenada a coordenada. En conclusién, H es isomorfo a Z%. m

Corolario 5.2.1 Sea I' = Cay(G,S) un digrafo de Cayley exactamente k-arco transitivo de
grado 2, con k < 1. Entonces I' es normal.

Demostracién. Tenemos G x (Aut G)s < AutT'. Por la Proposicién 5.2.1, si k = 0 entonces
AutT’' =G y T es normal.

Sik =1, entonces AutI' = HG con GNH = {1} y H ~ Z». Luego, como G es un subgrupo
de indice 2 en Aut(I'), G es un subgrupo normal de AutI'. Por el resultado de Xu mencionado
anteriormente, I' es un digrafo de Cayley normal. ]

5.2.2 Recubrimientos de Cayley de digrafos de grado dos

En la seccién 4.2.3 del capitulo anterior, vimos cémo todos los recubrimientos de Cayley de
digrafos linea de grado 2 eran a su vez digrafos linea. De hecho, lo que demostrabamos era que
todas las 1-factorizaciones de digrafos linea eran 1-uniformes. En esta seccién, veremos que este
resultado generaliza para digrafos 2-linea iterados de grado 2, aunque no para digrafos k-linea
iterados del mismo grado con k > 3. Esto es, todas las 1-factorizaciones de digrafos 2-linea
iterados de grado 2 son 2-uniformes y existen 1-factorizaciones de digrafos k-linea iterados de
grado 2 que no son k-uniformes siempre que k > 3.

Proposicion 5.2.2 Sea I' un digrafo conexo 2-linea iterado de grado 2 y F una 1-factorizacion
de I'. Entonces F es una 1-factorizacion 2-uniforme. En particular, el recubrimiento de Cayley
Tr es un digrafo 2-linea iterado.

Demostracién. Como I es un digrafo 2-linea iterado, todos los digrafos I'2, u € V(T') son
isomorfos, luego basta con encontrar isomorfismos que preserven los colores dados por F. Uno
de estos digrafos con los arcos coloreados se muestra en la Figura 5.1.
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Figura 5.1: T2 con una 1-factorizacién

Sean u,v € V(I') y F = {a,b}. Como |I(z)| = || = |F|, 0 < i < 2 podemos definir
una aplicacién ¢ : V,, — V, como ¢(uf,i) = (v/,i) para cada f € F? y cada 0 < i < k, donde
FY se entiende como la permutacién identidad en el conjunto de vértices V(T).

En los cuatro vértices restantes de V,,, definimos ¢ tal que aplica (u“2b_1,1), (ub2“_1, 1),
(e’ a7 0) y (w7, 0) a (097, 1), (007, 1), (097 e 0) y (977, 0) respectivamente.

Se comprueba ficilmente que la aplicacién ¢ de Fi en 1"3 asi definida es un isomorfismo
de digrafos que preserva los colores dados por F. Y por lo tanto, F' es una l-factorizacién
k-uniforme. ]

Como ya anuncidbamos al inicio de la seccién, para k > 3 no todas las 1-factorizaciones de
digrafos k-linea iterados de grado 2 son 1-factorizaciones k-uniformes. Si k = 3, cada digrafo I'
se puede colorear de dos formas diferentes tales que no existe ningin isomorfismo que preserve
los colores de un digrafo coloreado de una forma en otro digrafo coloreado de la otra forma.
Estas dos 1-factorizaciones se muestran en la Figura 5.2. Si ' es un digrafo 3-linea iterado
de grado 2 con orden n > 8, entonces existen al menos dos vértices diferentes u,v tales que
I °T%(u) NT*T%(v) = §. Podemos colorear cada uno de los digrafos I’ y I'> con una de las
1-factorizaciones de la Figura 5.2 y el resto de los I'? para w € V(I') \ {u,v} con cualquiera de
ellas. La 1-factorizacién resultante del digrafo I' es claramente una 1-factorizaciéon que no es
k-uniforme. El resultado generaliza facilmente para & > 3.

5.2.3 Recubrimientos k-arco transitivos de K, y K3

Tenemos por la seccidén anterior que todas las 1-factorizaciones de digrafos linea 2-regulares son
1-uniformes, asi como todas las 1-factorizaciones de digrafos 2-linea iterados 2-regulares son
2-uniformes.

Entonces, para encontrar todos los recubrimientos arco transitivos de un digrafo dado I
regular de grado dos con nuestra técnica, basta con encontrar todas las 1-factorizaciones F' del
digrafo linea LI y calcular el recubrimiento de Cayley correspondiente LT ;- para cada una de
las 1-factorizaciones. Entonces, cada uno de los recubrimientos de Cayley es un digrafo linea y
el digrafo (—1)-linea iterado L™ (LT #) de cada uno de ellos es un recubrimiento arco transitivo
del digrafo de partida.

Apliquemos este resultado a los digrafos completos K5 y K3. En primer lugar, tenemos que
encontrar todas las 1-factorizaciones de los respectivos digrafos linea LK. ;r y LK3. Recordemos
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Figura 5.2: I’ con dos 1-factorizaciones

que los digrafos linea iterados del digrafo completo con bucles son los digrafos de De Bruijn, y
en el caso que nos ocupa LK, = B(2,2). Analogamente, los digrafos linea iterados del digrafo
completo son los digrafos de Kautz, y en concreto LK3 = K (2,2).

Para encontrar todas las 1-factorizaciones de I'y = B(2,2) y I's = K(2,2) utilizamos la
demostracién constructiva del Teorema 4.2.3. Sea u1,...,uz un conjunto de vértices de I'y
donde n es el orden de I'y y tales que I'; T (u;) N T T (u;) = 0 siempre que i # j. Entonces,
encontrar 1-factorizaciones Fj de cada uno de los digrafos (I'1)}, es equivalente a encontrar
1-factorizaciones de T';. Recordemos que un conjunto ((I'1)y,, F1),..., (1), , F;) induce una
1-factorizaciéon F' de I'y, y que toda 1-factorizacién de I'; se puede construir de esta manera.
Observemos que cada digrafo (Fl)}“ es isomorfo al digrafo bipartito semicompleto K> y es
Unicamente arco-coloreable (salvo una unica permutacién de colores).

El Teorema 4.2.3 nos dice que el nimero de 1-factorizaciones de un digrafo 2-regular es
2371, Si I} = B(2,2) entonces n = 4, luego B(2,2) admite nicamente dos 1-factorizaciones
diferentes (salvo permutaciones de colores). Andlogamente, para el digrafo I's = K(2,2). En
este caso ['s tiene orden 6, luego I'y admite cuatro 1-factorizaciones diferentes. Los grupos de
permutaciones de todas estas 1-factorizaciones de LK2+ y LK3 se muestran en las Tablas 5.1 y
5.2 respectivamente. Ademds, en las Tablas 5.1 y 5.2 se encuentran varios pardmetros de los
recubrimientos arco transitivos de K, y K3, en concreto el pardmetro || denota el orden del
recubrimiento, k es el valor para el cual I’ es exactamente k-arco transitivo, m es el entero para
el cual I es homeomorfo a un ciclo de m vértices (m = 0 indica que I'" no es homeomorfo a un
ciclo), y g(I'") y D(I") denotan el cuello y el didmetro del digrafo I''.

Estos cdlculos han sido calculados implementado diversas rutinas en el sistema GAP de
teoria computacional de grupos y GRAPE, un paquete compartido para GAP para grafos y
grupos (véanse [43] y [81] para mds informacién al respecto). Ambos, junto con el ATLAS de
grupos finitos de Conway et al. [22], han sido herramientas muy ttiles para el calculo de todos
estos pardmetros, y muy especialmente, para identificar los grupos de permutaciones de cada
1-factorizacién y la exactamente k-arco transitividad de algunos recubrimientos.

Notemos, que por la Proposicién 5.2.1, a partir de estas tablas podemos deducir el grupo
completo de automorfismos de los recubrimientos arco transitivos I''. En concreto, cuando el
recubrimiento I'' sea exactamente k-arco transitivo,

Aut(T') = Aut(LT') = Aut(T;p) = Z5G
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Numero de
G=G(B(22),F) | [ | k| m|g) | DI 1-factorizaciones

D(8) 4 T1]2] 2 [ 2 1
Ay 6 [2]3] 3 | 3 1

Tabla 5.1: Pardmetros de los recubrimientos arco transitivos de K

Numero de
G =GK(22),F) | '] | k| m | g | DI 1-factorizaciones

S; = D(6) 3 /1|0 2 1 1
SolS3~7Z3xSs | 24 | 1] 2 4 5 3

Tabla 5.2: Parametros de los recubrimientos arco transitivos de K3

donde G = G(T';, F) es el grupo de permutaciones de la 1-factorizacién F' correspondiente y
donde ¢ =1, 2.

Mas ain, por el Corolario 5.2.1, los digrafos de Cayley exactamente vértice transitivos
o exactamemte arco transitivos son digrafos de Cayley normales. En particular, como los
digrafos linea de los recubrimientos I’ son digrafos de Cayley, y por la Observacién 2.2.1, I
es exactamente k-arco transitivo si y sélo si LI es exactamente (k — 1)-arco transitivo, resulta
que todos los recubrimientos de Cayley de B(2,2) y K(2,2) son normales.

Por otra parte, notemos que las dos 1-factorizaciones de B(2,2) son 1-factorizaciones linea-
les y por lo tanto, los recubrimientos de K;' resultantes son ciclos generalizados completos.
Concretamente, C'(2,2) y C(2,3).

En el caso del digrafo completo K3, notemos que uno de los recubrimientos arco transitivos
resulta ser el mismo digrafo K3. Ya sefialdbamos en la seccién 3.4 que todos los digrafos k-arco
regulares I' se obtenfan como recubrimientos k-arco transitivos triviales de si mismos, cuando
al digrafo k-linea iterado L*T" (que es un digrafo de Cayley) se le asociaba la 1-factorizacién
natural dada por el conjunto de generadores que define el digrafo de Cayley. Este es el caso del
recubrimiento de K3 que mencionabamos.

De manera similar, para encontrar todos los recubrimientos 2-arco transitivos de un digrafo
dado T regular de grado 2 con nuestra técnica, basta con encontrar todas las 1-factorizaciones
F del digrafo 2-linea iterado LT y calcular el recubrimiento de Cayley correspondiente LTy
para cada una de las 1-factorizaciones. Entonces, cada uno de los recubrimientos de Cayley es
un digrafo 2-linea iterado y el digrafo (—2)-linea iterado L=2(L2L' ) de cada uno de ellos es un
recubrimiento 2-arco transitivo del digrafo de partida.

Aplicamos este procedimiento a la construccién de recubrimientos 2-arco transitivos de los
digrafos completos K. 2* y K3. En primer lugar, tenemos que encontrar todas las 1-factorizaciones
de los respectivos digrafos 2-linea iterados L?K) ~ B(2,3) y L’K3 ~ K(2,3). Como to-
das las 1-factorizaciones de digrafos linea 2-regulares son 1-uniformes, calcularemos todas las
1-factorizaciones de Iy = B(2,3) y I'; = K(2,3) con la construccién de la demostracién del
Teorema 4.2.3 y procedemos como en el caso anterior. Como B(2,3) es un digrafo de orden 8,
entonces admite 25—! = 8 arco-coloraciones, y como K (2,3) tiene orden 12 admite un total de
2% = 32 arco-coloraciones. Los resultados se muestran en las Tablas 5.3 y 5.4 y los pardmetros
se entienden como en las Tablas anteriores 5.1 y 5.2.
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, , , Namero de
G=G(BE3),F) | [I'] | k| m|gI) ) D) 1-factorizaciones
Ay XxZy=T3xZs| 6 [2]3] 3 3 1
Ty x Ty 8 |34 | 4 4 1
Zy x Ly 4 (67| 7 7 2
PG Ly(7) 84 |22 6 8 2
Sg 8l/a 22| 10 20 2

Tabla 5.3: Pardmetros de los recubrimientos 2-arco transitivos de K,

En las Tablas 5.3 y 5.4 el grupo M (12) es el grupo de Mathieu de grado 12 y PGL2(q) el
grupo proyectivo general lineal. Ademds, Fs¢(6) es isomorfo como grupo a Z3 x Z; y es un
grupo de permutaciones de grado seis permutacionalmente equivalente a %[83?] X Zsy (para las
definiciones véase el Apéndice de Grupos de permutaciones de esta memoria o [27]).

Recordemos que los grupos de permutaciones G = G([', F)) de una 1-factorizacién de un
digrafo conexo I' son grupos de permutaciones que actian transitivamente en el conjunto de
vértices V(I'). Aunque a menudo un mismo grupo actda en un mismo conjunto en dos acciones
no permutacionalmente equivalentes, en las Tablas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 hemos intentado reflejar
la accién correspondiente del grupo de permutaciones G(I', F') en el conjunto de vértices V (T")
del modo més claro posible.

Se deducen algunos resultados interesantes de las Tablas 5.3 y 5.4. A pesar de que los
recubrimientos I'" obtenidos son 2-arco transitivos, algunos son exactamente k-arco transitivos
para un valor mayor de k que 2. Uno de ellos, por ejemplo, es 6-arco transitivo.

Todos los recubridores de Cayley de B(2,3) y K(2,3) de las Tablas 5.3 y 5.4 excepto uno son
digrafos de Cayley normales. Para la 1-factorizacién F' de B(2, 3) cuyo grupo de permutaciones
es G = Zg X Z7, el grupo de automorfismos del digrafo de Cayley B(2,3) es, por la Proposi-
cién 5.2.1, Aut(B(2,3),) = Z3G. Pero por otra parte, Aut(G) ~ Inn(G) y |(AutG)p| = 2,
luego B(2,3) no es un digrafo de Cayley normal. Todos los demds recubrimientos de Cayley
de las Tablas 5.3 y 5.4 se encuentran en la situaciéon del Corolario 5.2.1, luego son digrafos de
Cayley normales.

Las tres primeras entradas de las Tablas 5.3 corresponden a las cuatro 1-factorizaciones
lineales de B(2,3), luego los recubrimientos 2-arco transitivos de K:j correspondientes por el
Teorema 3.5.1 corresponden a los ciclos generalizados completos C(2,3), C(2,4) y C(2,7).
En la siguiente seccién sugerimos que hay algo de trivial en estos ejemplos de digrafos k-arco
transitivos.

El resto de las entradas de la Tabla 5.3 y las entradas de la Tabla 5.4 proporcionan ejemplos
mas interesantes. La aparicién del grupo proyectivo PGL2(7) como grupo de permutaciones
de 1-factorizacién de B(2,3) nos sugiere que otros grupos proyectivos lineales generales puedan
aparecer como grupos de permutaciones de factorizaciones de L* K . El siguiente candidato a
aparecer serfa PG L2(31) actuando en el conjunto de 32 vértices del digrafo de De Bruijn B(2,5)
(el pardmetro ¢ de PG L»(q) tiene que ser un primo de Mersenne). Hemos calculado toas las
1-factorizaciones de LK’ y ninguno de los grupos obtenidos es PG L(31) (de hecho, ninguno
de los érdenes de los grupos es el apropiado). Este hecho sugiere que no hay una conexién
clara entre las estructuras de los grupos de permutaciones de las diferentes 1-factorizaciones de
Lk K para diferentes valores de k.
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, , , Numero de

G=GK23),F) | || | k|m o) DI 1-factorizaciones
73 x D(8) 18 |22 4 5 1
7 x A 81 [3 3] 6 1
[Z5] Fs6(6) X Zo 288 (2] 2| 8 10 3
75 x PG Ly (5) 1920 [ 2] 2 | 10 15 6
M(12) 23760 | 3| 0 | 10 19 6
A1z 1208 1210 8 9
Sio 12074 [ 2] 2 | 12 6

Tabla 5.4: Parametros de los recubrimientos 2-arco transitivos de K3

5.3 Digrafos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos

Los ciclos dirigidos son claramente k-arco transitivos para cada k > 0. El producto lexicogréfico
de un ciclo dirigido de orden k + 1 con el digrafo nulo de r vértices (r vértices aislados) resulta
un digrafo regular de grado r que es claramente exactamente k-arco transitivo. Estos son los
llamados ciclos generalizados completos que definimos en la seccién 1.3.4.

En este sentido, es mas interesante encontrar otros ejemplos de digrafos k-arco transitivos.
La mayor parte los ejemplos de digrafos k-arco transitivos que hemos sido capaces de construir
en la memoria y de hecho la mayoria de los que se encuentran en la literatura, son homeomorfos
a ciclos. Asi, vimos en la seccién 2.4.2 que los recubridores de Cayley de digrafos k-linea
iterados de un digrafo ' con 1-factorizaciones inducidas por una 1-factorizacién de I' y una
1-factorizacién del digrafo de De Bruijn B(r, k), son siempre ciclos generalizados para k > 2,
i.e. homeomorfos a ciclos. En particular, usando las propiedades basicas de los digrafos linea
iterados de la seccién 1.3.3, si el recubrimiento de Cayley es homeomorfo a un ciclo, entonces
todos los digrafos (—i)-linea iterados del recubrimiento también son homeomorfos a ciclos. En
particular, los recubrimientos k-arco transitivos de digrafos que obtenemos en el Teorema 3.4.1
para 1l-factorizaciones inducidas por 1-factorizaciones lineales de digrafos de De Bruijn son
homeomorfos a ciclos.

Una situacién similar encontraron Cameron, Praeger y Wormald [15] en la construccién de
digrafos infinitos localmente finitos altamente arco transitivos (digrafos con grados de salida
y entrada de todos los vértices finitos y k-arco transitivos para todo entero positivo k). Los
digrafos construidos por Cameron, Praeger y Wormald resultaban homeomorfos al camino in-
finito simétrico Z, y se plantearon entonces la cuestién de encontrar ejemplos que no fueran
homeomorfos a caminos o ciclos. En el caso infinito el problema ha sido solucionado en todos
los casos muy recientemente. Se obtiene una respuesta negativa cuando el digrado tiene grado
de entrada y grado de salida diferentes (Praeger [72]), y se obtiene una respuesta positiva en el
caso regular (Malni¢, Marusic, Seifter and Zgrablié¢ [61]).

En esta seccién probaremos en primer lugar que un digrafo de Cayley finito conexo es
homeomorfo a un ciclo si y sélo si existe un subgrupo normal del grupo base tal que todos
los generadores estan contenidos en una de las clases laterales. Utilizaremos este resultado
para encontrar con nuestra técnica digrafos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos, i.e.
equialcanzables.

Teorema 5.3.1 Un digrafo de Cayley finito conexo I' = Cay(G, S) es un m-ciclo generalizado
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si y solo si existe un subgrupo normal H <G de indice m en G tal que S C Hs para cada s € S.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que I' es un m-ciclo generalizado. Por la carac-
terizacién de ciclos generalizados (Proposicién 1.2.1), existe o : V(I') — Z,, un homomorfismo
de digrafos de T en C),. Denotemos por {Vg,...,Vi,—1} los conjuntos estables de la particién
asociada a V(T'), esto es, V; = 0 (i), 0 < i <m — 1. Asumamos sin pérdida de generalidad
que el elemento identidad 1 de G pertenece a Vj.

Afirmamos que H = V} verifica las propiedades enunciadas en el Teorema.

Como T es un digrafo Cayley, los elementos en una de las partes V; son elementos de G que
pueden escribirse como productos de longitud ¢ mod m de elementos de S. En particular, H
es un subgrupo de G. M4s atn, si g € V;, entonces g~ € Vy,—;. Asi, para cada h € Vp = H,
tenemos ghg~' € Vo = H, luego H es un subgrupo normal de G.

Habremos acabado si probamos que Hs = V; para todo s € S. Sea v € V;. Por definicién
de Vi, I (v) C Vp. Como T es regular y S induce una 1-factorizacién de I' de modo natural,
para cada s € S existe hy, € H tal que hys = v. Asi, v € Hs para todo v € V.

Supongamos ahora que existe un subgrupo normal H de G de indice m en G tal que S C Hs
para cada s € S. Entonces s € H implicaria S C H. Como H es un subgrupo propio de G,
esto es una contradiccion con la hipétesis de que I' es conexo.

Sean H = Hy, Hy,...,H,,_1 las diferentes clases laterales a la derecha de H en G. No
hay pérdida de generalidad si suponemos que las clases laterales estan ordenadas de modo
que H;S C H;;1. Esto siempre es posible en tanto que todos los elementos de S pertenacen
a la misma clase lateral por la derecha y el conjunto S es un conjunto de generadores de G.
Entonces la aplicacién o : V(I') — Z,, definida como o(g) = i siempre que g € H;, se
demuestra facilmente que es un homomorfismo de digrafos y por la Proposicién 1.2.1 T es un
m-ciclo generalizado. ]

En particular, si un digrafo I' admite una 1-factorizacién F' tal que el grupo de permuta-
ciones de ([, F) es un grupo simple, entonces el recubrimiento de Cayley resultante [z es
equialcanzable. Asi, como corolarios inmediato del Teorema 5.3.1 tenemos:

Corolario 5.3.1 Sea I' un digrafo conexo reqular de orden n > 5 y F una 1-factorizacion de
T. Si el grupo de permutaciones de (I, F) es G = G(T', F) = Ay, entonces el recubrimiento de
Cayley Tr es equialcanzable. Si G = G(I',F) = S, entonces T'r es o bien bipartito o no es
homeomorfo a un ciclo.

Corolario 5.3.2 Sea ' un digrafo conexo reqular y F' una 1-factorizacion de T'. Si el recubri-
miento de T es un m-ciclo generalizado para algin entero m, entonces o(f) = 0 (mod m)
para todo f € F.

Demostracién. Sea o : V(fp) — Zy, el homomorfismo de digrafos de Tz en C,, tal que
{Vo,Vi,...,Vin_1} es la particién de V(T'r) donde cada parte viene definida como V; = o71(i)
para 0 < i < m — 1. Supongamos ademds que el elemento unidad de G(T', F') pertenece a la
primera parte 1 € V4.

Entonces f € Vi para todo f € F y en general, f© € V; (modm). En particular,
1=foU) ¢ Vo) = Vo (mod m) para todo f € F. [ |
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Corolario 5.3.3 Sea T' un digrafo conexo reqular y F wuna 1-factorizacion de T. Si
ged(o(f) : f € F) =1, entonces el recubrimiento de Cayley T'r es equialcanzable.
En particular, si existe f € F tal que o(f) = 2, entonces T'r es equialcanzable o bipartito .

En este sentido, nos sera ttil conocer los 6rdenes de los elementos de una 1-factorizacién
inducida.

Proposicién 5.3.1 Sea I' un digrafo r-reqular conexzo y F = {f1,..., fr} una 1-factorizacion
de T. Sea Fg = {B1,...,B3:} una l-factorizacion de B(r,1) = K. Consideremos
F*={ff,..., f¥} la 1-factorizacion de LT inducida por F y Fg. Entonces:

o(fr) = mem(o(Bk), mem(o(f; f;6: fiﬁi "'fi(ﬁk)o(ﬁk)—l) ci=1,...,1))

Demostracion. Tenemos
(v;8)7% = (vT5;i)

para cada v € V(T'), i € {1,...,r}.
Entonces,
*2 * 2
(0;0)75" = (5;i%) % = (ofi ;i)

E iterando nuevamente b ;
v iJ ;B -3;”71 ’Zﬁin)

i

()" = (

de lo que se deduce el orden que queriamos demostrar. [ |

La mayor parte de los digrafos finitos k-arco transitivos obtenidos por Conder, Lorimer
y Praeger en [21] son ejemplos de digrafos de los grupos alternado o simétrico, luego son o
bien bipartitos o bien equialcanzables. Veremos a continuacién que estos digrafos son k-ar-
co regulares (su digrafo k-linea iterado es un digrafo de Cayley), luego pueden ser obtenidos
también con nuestra técnica de construccién. Ademds, algunos de los ejemplos construidos en
la seccién anterior también son no homeomorfos a ciclos, aquellos cuyo digrafo k-linea iterado
es un digrafo de Cayley de los grupos alternado o del grupo de Mathieu Mjs.

Los digrafos k-arco transitivos de [21, Teorema 1] se construyen del siguiente modo. Sea r el
grado del digrafo I',. j, k-arco transitivo que se desea construir, y sea n cualquier entero positivo
relativamente primo a k + 1 (i.e. ged(n,r) = 1). Se definen las permutaciones siguientes

a=(Lr+1,.. kr+1,(k+1)r+1,...,(k+r+n)2,r+2,....kr+2)---(r,2r,(k + 1)r),

y
r; = (1,2,...,7‘),
2 = (r+1,r+2,...,2r),
Tprr = (kr+L1kr+2,...,(k+1)r).

Se demuestra en [21] que el grupo G generado por el conjunto de estas permutaciones
{a,21,..., 2141} es, o bien el grupo simétrico S(x41),4n (2 no ser que tanto r como k +n — 1
sean impares), o bien el grupo alternado A(j41)r4n-

Consideremos el digrafo de Cayley I' = Cay(G,S) donde S = {a,z1a,2%a,...,2} ‘a}.
Veamos I' es un digrafo k-linea iterado. Por el Teorema 3.2.1 I' es un digrafo de Cayley k-linea
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iterado si existe un subgrupo Hy < G de orden r* tal que Hy = xS* para algin € S~*. En
el caso que nos ocupa, tomamos Hj, como el subgrupo generado por el conjunto {zs, ..., Tgt1},
el cual es isomorfo a Z¥. Para cada y € S*, es facil comprobar que a~*y € Hj,. Luego, I' es un
digrafo k-linea iterado y

Ly = L=* Cay (G7 {av 1@, - .- 756;710’})

es un digrafo r-regular k-arco transitivo.

Figura 5.3: Representacién grafica de {a,z1, 22,23} cuando k =2y r =3

Por el Corolario 5.3.1, el digrafo I' es equialcanzable o bipartito. Por otra parte, uno de los
generadores de G, z1a, es un ciclo de orden méximo (k + 1)r + n. Si este ciclo z1a tiene orden
impar, entonces por el Corolario 5.3.2 T" no es bipartito. Es facil comprobar que (k 4+ 1)r +n
es impar a no ser que tanto r como n sean pares, o tanto n,r como k + 1 sean impares. En
definitiva, I' no es homeomorfo a un ciclo excepto quizds para estos casos.

Asi, el digrafo I'y ;, = L~*T es siempre equialcanzable excepto quizés cuando (k + 1)r +n
sea par. En definitiva, los digrafos I',; constituyen una familia infinita de digrafos k-arco
transitivos de grado r que no son homeomorfos a un ciclo.
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Conclusiones

Resumimos a continuacién los resultados obtenidos en esta tesis y las lineas en que estamos
interesados en continuar con nuestra investigacién.

Este trabajo se articula sobre una nueva técnica de construccién de digrafos finitos k-arco
transitivos para cualquier entero positivo k y cualquier grado. De hecho, demostramos un
resultado mas fuerte, que es una de las aportaciones mas relevantes de la tesis, que es que todo
digrafo finito regular admite un recubrimiento k-arco transitivo del mismo grado para cualquier
entero positivo k. La existencia de estos recubrimientos para cualquier digrafo generaliza los
resultados de Babai de 1985 para los casos k = 0, 1, que se encuentran en [2].

Babai en [2] demuestra que todo digrafo regular es un digrafo cociente de un digrafo de Cay-
ley. Esto es, que todo digrafo regular admite un recubrimiento vértice transitivo. Inspirindonos
en este hecho, nuestra idea consiste en escoger recubrimientos vértice transitivos “apropiados”
del digrafo k-linea iterado del que buscamos un recubrimiento, de tal modo que el recubrimiento
sea a un vez un digrafo k-linea iterado. Los recubrimientos vértice transitivos “apropiados” de
digrafos k-linea iterados son los recubrimientos de Cayley del digrafo con 1-factorizaciones
k-uniformes.

Con este proposito, presentamos en el Capitulo 2 los conceptos de 1-factorizacién o arco-
coloracién de un digrafo y el de 1-factorizacién inducida de un digrafo linea. Las 1-factorizaciones
inducidas en digrafos linea por 1-factorizaciones arbitrarias del digrafo de partida y por
1-factorizaciones de digrafos de De Bruijn, fueron introducidas por primera vez por Fiol y Serra
en [39]. En particular, en [39] se introducen las 1-factorizaciones lineales de los digrafos de
De Bruijn y se calculan los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones inducidas en digrafos
k-linea iterados por 1-factorizaciones lineales de los digrafos de De Bruijn.

En la seccion 3.3 introducimos el término de 1-factorizacién k-uniforme de un digrafo k-linea
iterado y se demuestra las 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-linea iterados son justa-
mente aquéllas tales que el recubrimiento de Cayley del digrafo con una de estas 1-factorizaciones
es también un digrafo k-linea iterado. En la misma seccién se demuestra que las 1-factorizaciones
lineales de digrafos de De Bruijn B(r, k) son 1-factorizaciones k-uniformes.

En la seccién 3.4 se prueba un resultado interesante, que es que una l-factorizacién in-
ducida de un digrafo k-linea iterado es k-uniforme si y sélo si la 1-factorizacién de De Bruijn
de la que es inducida es k-uniforme. En particular, tenemos que como todo digrafo admite
1-factorizaciones inducidas y las 1-factorizaciones lineales de De Bruijn son 1-factorizaciones
k-uniformes, entonces todo digrafo admite 1-factorizacions k-uniformes. En conclusién, nues-
tra técnica de recubrimientos k-arco transitivos para cualquier digrafo es vélida. Asi, en el
Capitulo 3 calculamos explicitamente los recubrimientos k-arco transitivos que obtenemos con
nuestra técnica para algunas familias de digrafos, como los digrafos completos con y sin bucles,
y calculamos algunos pardametros de estos recubrimientos como el didmetro, la conectividad y el
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grupo completo de automorfismos. Recordemos que los recubrimientos k-arco transitivos de los
digrafos completos ya han sido estudiados previamente como modelos de redes de permutaciones
en [29]. Sin embargo, este trabajo previo se centraba exclusivamente en los recubrimientos de
digrafos de De Bruijn. En este capitulo se analizan también, entre otros, los recubrimientos
de los digrafos de Kautz y de digrafos de Cayley homogéneos, esto es, aquéllos en los que el
grupo de automorfismos del grupo base actiia regularmente en el conjunto de generadores. En
el caso de los digrafos de Kautz, se trata de digrafos que en general poseen mejores propiedades
respecto a los pardmetros usuales en el diseno de redes de interconexién, por lo que el anélisis
de sus recubrimientos de Cayley tiene un interés especial. Los resultados que se obtienen per-
miten abordar el disefio de redes de permutaciones similares a las clasicas redes barajadas con
el bagaje matemdtico necesario. La obtencién de estos resultados ha constituido uno de los
objetivos de esta tesis.

En el caso de los digrafos de Cayley homogéneos se aplican técnicas similares a las utilizadas
para los digrafos de Kautz aunque amplia notablemente su campo de aplicaciéon. En particu-
lar, se pueden obtener recubrimientos k-arco transitivos de hipercubos, los denominados star
graphs, o los grafos de Cayley sobre p-grupos elementales abelianos. En todos los casos, el
hecho de que el recubrimiento sea un ciclo generalizado facilita el disefio de encaminamientos
en los recubrimientos, lo que permite disefiar a su vez algoritmos eficientes de generacién de
permutaciones en el digrafo original. El desarrollo de este tipo de aplicaciones supone una de
las lineas de investigacién abiertas por el presente trabajo y constituye uno de los objetivos
futuros del grupo de investigacién en el que ha sido realizado.

Por otra parte, los resultados de Babai que menciondbamos al comienzo proporcionan una
cadena infinita de recubrimientos arco transitivos del digrafo original. Al final del Capitulo 3
estudiamos las condiciones bajo las que con nuestra construccién se puede manufacturar una
cadena infinita de recubrimientos k-arco transitivos y ofrecemos una construcciéon alternativa
en la seccién 3.6.1 que supera algunas de las dificultades encontradas en la construcciéon de
la cadena infinita aplicando directamente nuestra técnica de construccién de recubrimientos
k-arco transitivos. Esta construccién alternativa generaliza la que fue introducida por Con-
way [10] para el caso no dirigido. Y aunque la generalizacién no presenta problemas sustanciales,
supone una contribucién original de este trabajo.

Uno de los problemas abiertos que deja el Capitulo 3 es el de analizar 1-factorizaciones
k-uniformes del digrafo de De Bruijn B(d, k) distintas de las 1-factorizaciones lineales que han
sido estudiadas exhaustivamente. En particular, seria deseable conocer la existencia de tales
1-factorizaciones cuyos grupos de permutaciones sean el grupo simétrico, el grupo alternado o
grupos proyectivos lineales. En este sentido, durante la colaboracién con Peter Cameron, se
conjetur6é que la probabilidad de que una 1-factorizacién del digrafo de De Bruijn B(d, k) dé
lugar al grupo simétrico tiende a 1 para k — oco. La conjetura estd basada en un resultado similar
para grupos generados por las filas de cuadrados latinos. Aun asi, resulta dificil en este momento
aventurar si alguna de estas 1-factorizaciones puede ser k-uniforme para k suficientemente
grande. Sin embargo, el planteamiento del problema ha orientado la parte final de la tesis en
hacer un estudio exhaustivo de los recubrimientos de Cayley de digrafos de grado pequefio para
tener un conocimiento mas profundo de la situacién en un dmbito manejable.

En el Capitulo 4 nos centramos en la construccién de recubrimientos k-arco transitivos de
grado pequeno y en concreto, nos centramos en la obtencién de todas las 1-factorizaciones
k-uniformes de un digrafo k-linea iterado. En este capitulo damos una caracterizacién de las
1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafos linea en términos de cuadrados latinos uniformes
y una férmula para conocer el cardinal de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo linea
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r-regular en funcién del cardinal de cuadrados latinos uniformes normalizados de orden r.
Ademas, la demostracién de esta férmula es constructiva, por lo que podemos conocer todas las
1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos linea r-regulares si conocemos los cuadrados latinos
uniformes de orden r. En el mismo capitulo se ofrecen herramientas para determinar de manera
inmediata si un cuadrado latino es uniforme o no, y se prueba que un cuadrado latino es
uniforme si y sélo si es isomorfo a la tabla de composicién de un grupo del mismo orden. En
particular, calculamos explicitamente todos los cuadrados latinos uniformes de orden menor o
igual que 5 y aplicamos el resultado al calculo de los recubrimientos arco transitivos de algunas
familias digrafos de grado menor o igual que 5. Ademds, se prueba que todo digrafo linea de
orden mayor o igual que cuatro admite 1-factorizaciones no l-uniformes. De este modo, la
transformacién de 1-factorizaciones al lenguaje de cuadrados latinos permite trabajar en un
contexto mucho méas transparente, tanto desde el punto de vista intuitivo como desde el punto
de vista computacional.

La ultima parte del Capitulo 4 la dedicamos al problema de la representacién de grupos
de permutaciones de grado pequeno como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-
uniformes de digrafos linea. La importancia de este estudio reside en el hecho de que si un
grupo de permutaciones G es un grupo de permutaciones de una 1-factorizacién 1-uniforme de
un digrafo linea, entonces G actia regularmente en el conjunto de arcos de un digrafo. Desde este
punto de vista, el problema de la representacién de grupos de permutaciones arco transitivos
ha sido estudiado en la literatura en [3, 17]. Nuestras aportaciones en este terreno residen
en la existencia de un subconjunto de generadores del grupo verificando ciertas condiciones,
y en el caso concreto de la representacién de un grupo de permutaciones como un grupo de
permutaciones de una 1-factorizacién 1-uniforme del digrafo completo con bucles, herramientas
sencillas para identificar equivalencias entre los grupos de permutaciones obtenidos por los
cuadrados latinos uniformes del mismo orden.

Ya senalamos en su momento que la principal distincién entre nuestra técnica de construccion
de digrafos k-arco transitivos y otras construcciones de digrafos k-arco transitivos conocidas
hasta el momento, se basaba en que las otras se orientaban hacia la teoria de grupos (el digrafo
k-arco transitivo era construido a partir de su grupo de automorfismos), mientras que la nuestra
utiliza en todo momento un punto de vista de Teoria de Grafos. En este sentido, el estudio de
las 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos linea mediante cuadrados latinos puede contribuir
a acercar el estudio y clasificacion de digrafos arco transitivos a personas no familiarizadas con
el estudio de grupos primitivos como es hasta el momento (véase [73]). En general, mediante
nuestra técnica y la generalizacion de este estudio a 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-
linea iterados en un futuro cercano, se pueden estudiar los digrafos k-arco transitivos bajo otro
punto de vista, que en todo caso seria complementario al de la teoria de grupos, por supuesto.

Por dltimo, en el Capitulo 5 de esta memoria estudiamos el grupo de automorfismos de los
recubrimientos k-arco transitivos que obtenemos con nuestra técnica. Una primera parte del
capitulo se centra en el estudio del grupo completo de automorfismos y damos algunos resultados
interesantes en el caso de grado dos en términos de normalidad del recubrimiento de Cayley
correspondiente. Ademds, probamos que todo digrafo 2-regular exactamente k-arco transitivo
es k-arco regular y calculamos de modo explicito su grupo completo de automorfismos. A pesar
de los intentos que se han hecho para extender este resultado a los digrafos regulares de orden
3, no se ha conseguido obtener un resultado similar que permita obtener de forma general la
estructura de los grupos de automorfismos de recubrimientos k-arco transitivos para este caso.
Sin embargo, el objetivo parece plausible y queda en estos momentos como uno de los problemas
abiertos planteados.
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Por otra parte, en el Capitulo 5 estudiamos también cuindo los recubrimientos k-arco tran-
sitivos obtenidos son homeomorfos a ciclos o no. Recordemos que en el caso no dirigido, Weiss
demostré en un resultado cldsico de 1981 que los tdnicos grafos finitos conexos k-arco tran-
sitivos con k > 8 son los ciclos. Este no es el caso de los digrafos, aunque la mayoria de
las construcciones conocidas de digrafos k-arco transitivos, asi como la mayor parte de nue-
stros ejemplos, son homeomorfos a ciclos. Asi, en la secciéon 2.4.2 se demuestra que para
k > 2 los recubridores de Cayley de digrafos k-linea iterados con 1-factorizaciones inducidas por
1-factorizaciones lineales de un digrafo de De Bruijn, son homeomorfos a ciclos. Por lo tanto,
para conseguir digrafos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos con nuestra técnica se nece-
sita de la existencia de 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos no inducidas o inducidas por
1-factorizaciones no lineales de los digrafos de De Bruijn. Por otra parte, se demuestra que un
digrafo de Cayley es homeomorfo a un ciclo si y sélo si existe un subgrupo normal del grupo
base tal que los generadores estdn contenidos en una de las clases laterales del subgrupo. En
particular, se dan condiciones suficientes para que el digrafo de Cayley correspondiente no sea
homeomorfo a un ciclo en términos de los 6rdenes de los generadores del grupo, y se calculan
algunos ejemplos de recubrimientos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos. Estos ejemplos
proporcionan familias infinitas de dichos digrafos, con lo que se prueba la existencia de digrafos
k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos y la distincién con el caso no dirigido queda com-
pletamente cristalizada. Es de destacar el hecho que, dejando aparte la obtencién de algunos
casos esporadicos como los de recubrimientos de digrafos de De Bruijn sobre el grupo proyec-
tivo lineal o el grupo de Mathieu M5, los ejemplos que se obtienen construyen directamente
un digrafo de Cayley que es k-linea iterado pero que no es recubrimiento de un digrafo menor
que sea a su vez k-linea. Estos son ademés ejemplos en los que se obtiene una arco-coloracién
k-uniforme que no es inducida de la del digrafo (—k)-linea iterado correspondiente. En caso
contrario, hubiera proporcionado ejemplos de coloraciones k-uniformes del digrafo de Bruijn
no lineales. La existencia de tales coloraciones, como se ha mencionado anteriormente, queda
como un problema abierto planteado por este trabajo.

En este sentido, la aplicacién de nuestra técnica a la bisqueda de familias de digrafos k-arco
transitivos no homeomorfos a ciclos es otro de los problemas que proponemos para un futuro
estudio.

Por 1ltimo, notemos que la obtencién de los resultados de los dos tltimos capitulos esconde
dificultades considerables en el aspecto computacional que han sido obviadas en la presentacion
de la memoria por considerar que se apartaban de la linea fundamental del trabajo. La puesta
a punto de las rutinas necesarias en el contexto de los paquetes GAP y GRAPE ha contribuido
a subsanar algunos errores en este dltimo y a mejorar su rendimiento y versatilidad.
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Apéndice de Grupos de
permutaciones

En este Apéndice de Grupos de permutaciones resumimos algunos conceptos basicos relativos
a grupos de permutaciones y acciones (transitivas, regulares, primitivas) de un grupo de per-
mutaciones en un conjunto, que se utilizan con frecuencia a lo largo de esta memoria.

Introducimos también en este Apéndice las definiciones de producto semidirecto y producto
corona de grupos de permutaciones. Por ultimo en este Apéndice, definiremos brevemente los
grupos de permutaciones afines y proyectivos, y los grupos de permutaciones de Mathieu My,
y Mis, y algunas de sus propiedades basicas.

Para detalles y un estudio més profundo sobre el tema, nos remitimos a [27],[69] y [75].

Grupos de permutaciones. Acciéon de un grupo en un con-

junto

Sea G un grupo finito, escrito multiplicativamente, y denotemos por 1 el elemento identidad de
G. Sea ) un conjunto no vacio y finito. Una funcién

P:OxGE — O
(a,9) — of

define una accidn por la izquierda (o simplemente accidn) de G en ( si satisface las siguientes
propiedades:

1. ol = a paratodoa € Q, y
2. (a9)" = a9" paratodoa € Qy g,h €G.

El grado de una accién de G en Q es el cardinal del conjunto €2, |Q|.

En estas condiciones, diremos también que G actia en Q (por la izquierda). Una accidn por
la derecha de G en ) se define de manera anéloga.

Sea G un grupo que actia en un conjunto (no vacio) 2. Entonces a cada elemento g € G
podemos asociarle una aplicacién g como sigue:

73:Q0 = Q

a — o
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La aplicacién g asi definida es claramente una biyeccion pues x9 = y9 implica © = 299" =
yoe =y Luego, la aplicacién p definida por

p:G — Sym(Q)
g = g
estd bien definida. Ademads, de la definicién de la accién de un grupo en un conjunto, se deduce
que p es de hecho un homomorfismo de grupos, pues
gh(a) = h(g(a))
paratodoa € Qy g,h €.

Se define el nicleo de la accién de G en Q2 como el nicleo del homomorfismo p, i.e. ker p. Se
dice que la accién de G en 2 es fiel (0 que G actia fielmente en Q) cuando ker p = 1.

En general, cualquier homomorfismo de grupos de G en Sym(Q) se dice que es representacion
por permutaciones de G en Q.

Entonces, hemos visto que a cualquier accién de un grupo G en un conjunto 2 se le puede
asociar una representacion por permutaciones p de G en 2. Y a la inversa, es facil ver que
representaciones por permutaciones de G en ) corresponden a acciones de G en 2. En con-
clusion, acciones de grupos en conjuntos y representaciones por permutaciones corresponden
a una misma situacién. Asi, hablaremos indistintamente de que un grupo G que actia en un
conjunto €2, o de que G es un grupo de permutaciones en un conjunto (2.

Grupos de permutaciones permutacionalmente equivalentes

Sean ahora Gy H dos grupos de permutaciones actiando en conjuntos X y Y respectiva-
mente. Diremos que G y H son permutacionalmente equivalentes si existe un par («, 3) donde
«:G — H es un isomorfismoy 5 : X — Y es una biyeccién, que verifica

(mg)ﬁ:(xﬁ)ga, Vre X, gedq.

En particular, dos grupos G y H que actian en un mismo conjunto X son permutacional-
mente equivalentes si existe un par («, 3) donde a: G — H es un isomorfismo y # € Sym(X),
que verifica ¢® = 8 'g/3, o equivalentemente, si G y H son conjugados.

Representaciones regulares de grupos

Proposicién 1 Sea G un grupo (finito). Entonces G es isomorfo a un subgrupo de Sym(G).

Demostracién. Para cada g € G definimos una aplicacién my : G — G por m,(h) = gh, que
claramente es una aplicacién biyectiva. Asi, consideramos la siguiente aplicacién

p:G — Sym(G)
g = my

que es un homomorfismo de grupos con nicleo trivial (ker p = 1). Entonces, el conjunto
imagen es un subgrupo de Sym(G) isomorfo a G. [ |

El homomorfismo de grupos p definido anteriormente se conoce como la representacion

reqular por la izquierda de G. De manera andloga, se define la representacion regular por la
derecha de G.
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Notaciones

A lo largo de este Apéndice de Grupos de Permutaciones, el grupo (finito) G se entenderd como
un grupo de permutaciones que actda en un conjunto no vacio (finito) .
Definimos el soporte del grupo G (cuando |G| > 1) como el subconjunto de los elementos de
Q que no quedan fijos por todos los elementos g € G. Y definimos también el grado del grupo
G (si |G| > 1) como el cardinal del soporte de G.
Ademas, utilizaremos la siguiente notacién :
Simbolo  Significado

G,H,K,L Grupos de permutaciones finitos
|G| Orden de G, i.e. cardinal de permutaciones que contiene G
|G : H| Indice de un subgrupo H de G, i.e. %
H <G H esun subgrupo de G
H <G H es un subgrupo propio de G, i.e. H # G
H <G H es un subgrupo propio normal de G
H ~(G H esisomorfo a G
Inn(G) Grupo de automorfismos internos de G
[I.ca Ga  Producto directo de grupos
H x N, Nx H Producto semidirecto de grupos
H K Producto corona de grupos de permutaciones
Q,X,Y,Z Conjuntos no vacios finitos
|2] Cardinal del conjunto €2
Sym(2)  Grupo simétrico en el conjunto 2
SnyAn  Grupos simétrico y alternado de grado n

Transitividad, regularidad y primitividad de un grupo de
permutaciones
Orbitas

Un grupo de permutaciones GG en un conjunto 2 define una relacién de equivalencia ~g en )
dada por

a ~g <= o = (3 para algin g € G.

Las clases de equivalencia de ~¢ son las G-drbitas (o simplemente drbitas) de §2. Claramente,
el conjunto de todas las 6rbitas es una particién de (2.

La érbita que contiene un elemento a € (2 se denota por o, y consta de todas las imagenes
de a por permutaciones de G. Esto es,

% ={a?: g€ G}

Estabilizadores

El estabilizador de un elemento o € Q en G se define como el conjunto

Ga={9€G: a’ =a}.
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Ms4s en general, sea A C (2, se define el estabilizador de los elementos (pointwise stabilizer)
del subconjunto A en G como el siguiente conjunto de elementos de G,

GA=1{9€G: 6 =6, Vo A}.

También, si A C , se define estabilizador del conjunto (setwise stabilizer) A en G como el
conjunto siguiente:
G{A} ={g € G|AY = A}.
Es facil comprobar que ambos conjuntos G' A y G{A} son subgrupos de G y que G A ﬂG{A}.
Ademas, obsérvese que Gq} = G para cualquier a € 2.

Teorema 1 Sea G un grupo que actia en un conjunto Q. Sean g,h € G, a,8€ Q y A C Q.
Entonces,

1. G es un subgrupo de G.
2. Gﬂ = g 'Gayg siempre que ot = 3. Mds aiin, o = o <= (Ga)g = (Ga)h.

3. |a%| = |G : Ga| para todo o € Q. En particular, como G es un grupo finito, entonces

a“|Gal = |G].

Transitividad, remiregularidad y regularidad

El grupo G actia transitivamente en ) si tinicamente consta de una orbita. Esto es, si para
todo par de elementos a, 8 € §2 existe un elemento g € G tal que a9 = 8. También se dice que
G es transitivo en ). En otro caso, G se dice que actia intransitivamenteo que es intransitivo
en ().

También se dice que un grupo de permutaciones G es semiregular (o que actia semiregular-
mente) en un conjunto §) si para cada a € ) se verifica G = 1.

Con estas notaciones, el Teorema 1 implica que todas las érbitas de un grupo semiregular
G en ) tienen cardinal |G|. En particular, el orden de un grupo de permutaciones semiregular
es un divisor de su grado.

Un grupo de permutaciones G se dice que actia regularmente (o que es regular) en  si es
semiregular y transitivo en ).

Corolario 1 Sea G un grupo de permutaciones que actia transitivamente en 2. Entonces,
1. Los estabilizadores Gg (a0 € Q) forman una clase de conjugacion de subgrupos de G

2. |G : Ga| = |9 para cada . En particular, el orden |G| es divisible por el grado de su
accion |9

3. G actia regularmente si y sdlo si |G| = |Q.

Sea G un grupo de permutaciones en un conjunto {2. Para un elemento g € G, se define
fiz(g) como el conjunto de todos los elementos fijos por g, es decir, fiz(g) = {a € Q: o? = a}.
Con estas notaciones, se verifica el siguiente resultado:

Teorema 2 (Cauchy-Frobenius Lemma) Sea G un grupo que actia en un conjunto 2. En-
tonces G tiene un total m drbitas en §Q, donde:

m|G| = Y | fiz(g)|

geG
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Transitividad maultiple

Sea GG un grupo de permutaciones en un conjunto 2. Sea Q" el producto cartesiano de k-factores
2. Denotamos por Q) ] subconjunto de QF de todas las k-tuplas de elementos distintos, esto

n!

es, Q) = {(ag,...,0p) € QF: a; # a; siempre que i # j}. En particular, |Q(k)| = it

Decimos que G es k-transitivo si la accién de G en Q%) dada por (@1,...,2)9 = (27,...,27)
para (z1,...,T)) € Q™) es transitiva. Si ademds esta la accidn es regular, decimos que G es
exactamente k-transitivo.

Claramente, si k£ > 2 y G es k-transitivo en (2, entonces G es (k — 1)-transitivo en Q. Y
también claramente, G es 1-transitivo en (2 si y sélo si es transitivo en 2, y G es exactamente
1-transitivo en  si y sélo si es regular en 2.

Para k£ > 6, la unica posibilidad de que un grupo de permutaciones sea exactamente
k-transitivo, es que sea permutacionalmente isomorfo a un grupo alternado o simétrico. Més
exactamente,

Proposiciéon 2
e El grupo simétrico S, es exactamente n-transitivo y ezactamente (n — 1)-transitivo.

e Sin >3, el grupo alternado A, es exactamente (n — 2)-transitivo.

e Si G es un grupo de permutaciones exactamente k-transitivo con k > 6, entonces G es
permutacionalmente isomorfo a un grupo simétrico o a un grupo alternado.

Primitividad
Sea G un grupo que actia transitivamente en un conjunto 2. Un subconjunto A C (2 se dice
que es un blogue de G si para cada g € G, o bien A = A, o bien AYNA = .

Notemos que todo grupo G que actia transitivamente en un conjunto {2 tiene el conjunto
total Q, los conjuntos de un sélo elemento {a} (donde a € Q) y el conjunto f como bloques.
Estos bloques se conocen como los blogues triviales del grupo de permutaciones.

Si G es un grupo que actia transitivamente en un conjunto 2 y no tiene mas bloques que
los triviales, decimos que G actiia primitivamente en (o simplemente, que es primitivo en ).
En otro caso, diremos que G actia imprimitivamente (o que es imprimitivo) en Q.

Producto semidirecto

Sea G un grupo. Supongamos que existen N y H dos subgrupos de G que verifican los siguientes
tres puntos:

e Na(G
e NNH=1
e G=NH

Entonces, G se dice que es el producto semidirecto interno de N y H, y lo denotamos indistin-
tamente por
G=NxH o G=HXN.
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Sea G el producto semidirecto interno de dos subgrupos N y H. La conjugacién en N por
un elemento h € H define un automorfismo oy, de N, més exactamente n® = n" = h~!nh
para cada n € N. Es sélo una comprobacién que la aplicacién definida por

a:H — AutN

h|—>ah

es un homomorfismo de grupos de H en Aut N.

Observése ademas, que el grupo G es el producto directo de los subgrupos H y N si y sélo
si a el homomorfismo nulo, esto es, si o), = 1 € Aut(N) para todo h € H.

Sean ahora H y N dos grupos y « : H — Aut N un homomorfismo de grupos. Se define
el producto semidirecto externo, y se denota G = N Xq H (0 H Xo N), como el conjunto de
todos pares (n,h) donde n € N,h € H, junto con la operacién binaria

1
(n1, h1) x (n2, ha) = (g *N n?l yha xm he)

Se comprueba que el producto semidirecto externo asi definido es un grupo. El elemento
identidad de N xq H es (1,1), el elemento inverso de un elemento (n,h) es
(n,h)~t = ((n=")", h~1), y se verifica la propiedad asociativa.

A continuacién, consideremos las siguientes aplicaciones:

H — NxqH
h — (1,h)

N = NxoH
n +— (n,l)

que son homomorfismos inyectivos de H en G y de N en G respectivamente. Denotemos
por H* y N* los grupos imagen respectivos, entonces H ~ H* y N ~ N*.
Ademis, (n,1) *x (1,h) = (n,h) implica que G = N*H*, y claramente N* N H* = 1.
Finalmente,
(1,h) ™" % (n,1) % (1,h) = (n", 1)

con lo que demostramos que N* < G, luego G es de hecho el producto semidirecto interno de
N*y H*.
Notemos que la conjugacién en N* por el elemento (1, k) induce el automorfismo ay,.
Normalmente, no se distingue entre N y N* ni entre H y H*, luego G se entiende como el
producto semidirecto interno de N y H. A lo largo de la memoria, hablaremos simplemente del
producto semidirecto N x H.

Producto corona de grupos de permutaciones

Sean Y, X dos conjuntos no vacios y denotemos por Fun (Y, X) el conjunto de todas las funciones
de Y en X.

En el caso de que el conjunto de llegada X sea un grupo K, consideramos Fun(Y, K') como un
grupo con la operacién binaria definida elemento a elemento a partir de la de K de la siguiente

manera

yfg — yfyg
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donde y €Y, f,g € Fun(Y, K).

Sean K y H grupos y supongamos que el grupo H actia en un conjunto Y. Se define el
producto corona Ky H (o simplemente K1 H) de K por H con respecto a la accién de H, como
el producto semidirecto externo Fun(Y, K) x H donde H actda en el grupo Fun(Y, K) (con la
operacion binaria definida més arriba) via:

a:H — Aut(Fun(Y, K))
h - ap:Fun(Y,K) — Fun(Y, K)
f = fy - K

y = yl" =)
En este caso, decimos que el siguiente subgrupo del producto corona K ly H
B={(f,1): fe€Fun(Y,K)} ~ Fun(Y, K)
es el grupo base del producto corona, y denotamos
Hx={(1,h): he H} ~ H.
En particular, de la definiciéon de producto semidirecto externo, se tiene
e B«K1H
e BNH*=1
e K1H =BH"
En adelante, si no hay confusién, identificaremos H* con H.

Proposiciéon 3 Sean K y H dos grupos tales que H actia en un conjunto Y. Consideremos el
producto corona K H.

Si K actua en un conjunto X, entonces el producto corona K1 H actia en X x Y. Para
cada (z,y) € X XY y cada (f,h) € Fun(Y,K) x H = K H, se define una accion de K1 H en
X XY como sigue:

(2,9) M = (@, y").

Mas aiun, si K y H son transitivos en X y en Y respectivamente, entonces esta accion de
KU1 H en X xY es transitiva.

Proposicién 4 (Propiedad asociativa del producto corona) Sean K, H, L grupos que ac-
tuan en conjuntos X,Y, Z respectivamente. Entonces,

(KZyH)lzLZKZyxz(leL)

con la accion definida como anteriormente de Hly; L en'Y X Z.
Mds atin, los productos corona (Kly H)l1z L y K lyxz (H 1z L) son permutacionalmente
equivalentes.

Por ejemplo, sean K y H dos grupos de permutaciones que actian en los conjuntos X e Y
respectivamente. Supongamos que Y = {1,...,m}. En este caso, podemos identificar el grupo
base del producto corona B ~ Fun(Y,K) con K™ = K x ... x K (m factores). Entonces, la
accién de H en B correponde a la permutacién de las componentes siguiente:

(koo k)™ = (kyny e )
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para (ki,...,kn) € By h € H.
De acuerdo con esta accion, la operacién de composicién en K ! H es

((kla7km)vh)((k177k;n)7hl) = ((kl 1ha---7kmk;nh)ahhl)'

Y ademdés,
(i, 8)((krokm) ) — (ki by

Notemos que claramente |K H| = |K|™|H]|.
En general, si H y K son dos grupos finitos, definimos el producto directo estindar K ! H
entendiendo H y K como grupos de permutaciones en sus respectivos conjuntos de elementos

via la representacién regular por la derecha de cada uno. El grupo base del producto corona
estandar K1 H es [, Kp donde Kj @ K y (Kh)h' = Ky para cualesquiera h,h’ € H.

Grupos afines y proyectivos

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F'y G = GL(V) el grupo de todos los automorfismos
lineales de V. Dado v € V, la traslacion v* se define como la permutacién en V que envia z a
x 4+ v para x € V. Estd bien definida como permutacién pues (—v)* es la inversa de v*.

Consideremos la aplicacién de V' en Sym(V) que envia v — v* para cada v € V. Es facil
comprobar que es un homomorfismo de grupos inyectivo del grupo aditivo V' en Sym(V), y
definimos el grupo imagen V* como el grupo de las traslaciones de V.

Se define el grupo afin Aff(V) de V (sobre F') como el subgrupo de Sym/(V') generado por
Gy V* estoes, A=Aff(V) =< G,V* > . Se demuestra que de hecho, Af f(V)=V* x G.

En el caso particular de que F' sea un cuerpo finito de orden ¢ y V un espacio vectorial de
dimensién d sobre F, las notaciones AGL4(F), AGL4(q) y AGL(d,q) se usan mas cominmente
que Aff(V). En este caso, el grupo AGL4(F) se conoce como el grupo afin (general lineal)
de dimensién d > 1 sobre F. Y no hay ambigiiedad alguna, pues los cuerpos finitos del mismo
orden son isomorfos.

Sea F' un cuerpo finito de orden ¢ = p™ con p un nimero primo. Denotemos por 1 el
elemento neutro del grupo multiplicativo F* y por 0 el elemento neutro de F' como grupo
aditivo. El grupo proyectivo (general lineal) PGL4(F) (0 PGL4(q) o PGL(d,q)) de dimensién
d sobre el cuerpo F' se define como el grupo cociente GL(ZFd), donde Z es grupo de las matrices
escalares al; en GL(F?) para o € F e I, el elemento neutro de GL(F?) (la matriz GL(F?)
con elementos 1 en las entradas de la diagonal y el resto de entradas iguales a 0). Se demuestra
que el grupo proyectivo tiene orden

Sl Ul R C el )
q—1

d
PGLa(g)| = "2 T](g — 1) = 4
=2

y que es simple excepto para los casos |F| = 2, 3.
Sea ahora SL(F?) el grupo especial lineal definido como el subgrupo de todos los elementos
A € GL(F?) tal que det(A) = 1. El grupo proyectivo (especial lineal) PSLy(F) (o Lq(F) o

d
W, y tiene

Lq(q)) de dimensién d sobre el cuerpo F se define como el grupo cociente
orden ‘PLnd(q)l, donde n = ged(d,q — 1), d > 2.

Los grupos afines y proyectivos (generales lineales) son los grupos de automorfismos de las
geometrias afines y proyectivas respectivamente. Los puntos de la geometria afin son simple-

mente los vectores de F'¢. El grupo AGLg(F) actiia en el conjunto F'? de vectores fila por
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multiplicacién a la derecha. Se verifica que AGL4(F) es un subgrupo de Sym(F?) 2-transitivo.
La accién de AGL4(F) en F? consta de dos érbitas, el vector {0}, y el conjunto Q2 = F¢ — {0}
de vectores no nulos. Méas aun, se tiene que esta accién en ) no es primitiva.

De hecho, existe una particién A de €2 en bloques del mismo cardinal y tal que dos vectores
en ) pertenecen al mismo bloque si y sélo si existe uno es un multiplo escalar del otro. Es
decir, una particion A de Q donde un bloque consta de todos los muiltiples escalares de un
vector dado de 2. Un bloque de este tipo recibe el nombre punto de la geometria proyectiva o
punto proyectivo y escribiremos [aq,- -, aq4] para denotar el punto proyectivo que contiene al
vector no nulo (aq,---,aq). Con estas notaciones, la particién A de entiende como el conjunto
de puntos de la geometria proyectiva PG4_1(F'). Claramente, |PGq4_1(F)| = qqd:ll.

Se demuestra que para d > 3, PGL4(F') es 2-transitivo pero no 3-transitivo en el conjunto
de puntos proyectivos PG4_1(F'), y también que el grupo PSL,(F') es 2-transitivo en los puntos
de PGd_1 (F)

Los grupos de Mathieu My y M
Sea 2 el conjunto Q = {1,2,---,12}. Consideremos las siguientes siete permutaciones de (2 :
¢ =(4,5,6)(7,8,9)(10,11,12)

X = (4,7,10)(5,8,11)(6,9, 12)
¥ = (5,7,6,10)(8,9,12,11)
w = (5,8,6,12)(7,11, 10,9)

m o= (1,4)(7,8)(9,11)(10,12)
T2 = (]-7 2)(7> 10) (87 11)(9) 12)
T3 = (27 3)(7> 12)(87 10)(9) ]-]-)

Se definen el grupo de Mathieu M, como el grupo de permutaciones en () generado por
My =< o, X, ¥, w, 71,72 >,y el grupo de Mathieu M5 como el grupo de permutaciones en 2
generado por M2 =< ¢, X, Y, w, 1, T, T3 > .

Se demuestra que el grupo de Mathieu M;; es exactamente 5-transitivo en el conjunto 2 y
tiene grado 12 y orden 12-11-10-9-8 = 95040, y que el grupo de Mathieu M;; es exactamente
4-transitivo en @ — {3} y tiene grado of 11 y orden 11-10-9 -8 = 7920. De hecho, M, es
permutacionalmente equivalente al estabilizador del elemento 3 en M. Ademads, ambos grupos
M1 y M5 son grupos simples.

La importancia de estos grupos es consecuencia del siguiente resultado,

Proposicion 5 Sea k > 4 y G un grupo de permutaciones exactamente k-transitivo que no es
isomorfo a ningin grupo simétrico ni a ningin grupo alternado. Entonces, o bien k =4 y G es
permutacionalmente equivalente a Mi1, o bien k =5 y G es permutacionalmente equivalente a
M12.
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