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Prefacio i

Prefacio

Esta tesis se engloba dentro de las actividades del grupo de investigaci�on de Teor��a de Grafos

y Combinatoria del Departamento de Matem�atica Aplicada y Telem�atica de la Universidad

Polit�ecnica de Catalu~na, que est�a identi�cado como Grup de Recerca de Qualitat de la Genera-

litat de Catalunya con la referencia 1998 SGR00119. Esta tesis ha sido realizada parcialmente

con el soporte del Comissionat per a Universitats i Recerca en la Beca 1997FI-693, en el marco

de los proyectos CICYT siguientes:

T��tulo: Redes e�cientes para arquitecturas paralelas y de telecomunicaci�on: estrutura y algo-

ritmos.

Referencia: TIC94-0592

Organismo ejecutor: Universidad Polit�ecnica de Catalunya

Investigador principal: Miguel �Angel Fiol Mora

Inicio/Fin: 01-08-1994/31-07-1997

y

T��tulo: Optimizaci�on de redes de interconexi�on: Transporte y difusi�on de la informaci�on, mo-

delos y algoritmos.

Referencia: TIC97-0963

Organismo ejecutor: Universidad Polit�ecnica de Catalunya

Investigador principal: Josep F�abrega Canudas

Inicio/Fin: 01-08-1997/31-07-2000

Parte de este trabajo ha sido realizado durante una estancia de tres meses de la autora en

la School of Mathematical Sciences del Queen Mary and West�eld College de Londres, y m�as

concretamente, en el QMW Combinatorics Study Group.

El �ambito en que se sit�ua esta tesis es la Teor��a de Grafos. Enmarcada en la Combinatoria, la

Teor��a de Grafos permite modelar, de forma simple, cualquier sistema discreto (�nito) sobre el

que se de�ne una relaci�on binaria, por ejemplo una red de interconexi�on. El modelo matem�atico

adecuado para estos sistemas discretos es un grafo o alguna de sus variantes, grafo dirigido,

multigrafo, pseudografo, etc. En este trabajo se estudian grafos dirigidos o digrafos que pueden

servir como modelos te�oricos para la construcci�on de redes de comunicaciones y de memorias

din�amicas, especialmente desde el punto de vista de la simetr��a.
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La descripci�on expl��cita de los diversos tipos de criterios de optimizaci�on, as�� como los mode-

los y problemas matem�aticos subyacentes a los problemas de dise~no de redes de interconexi�on y

de comunicaciones se pueden encontrar, por ejemplo, en las monograf��as de Rumeur (acr�onimo

de un conjunto de autores), [24], o de Leighton [60].

Una red de comunicaciones o de interconexi�on consta de procesadores (nodos) conecta-

dos por canales de comunicaci�on. Estas redes se modelan usualmente mediante un digrafo

| estructura matem�atica formada por un conjunto de puntos llamados v�ertices y un conjunto

de pares ordenados de v�ertices llamados arcos | que tiene por v�ertices los procesadores y por

arcos las conexiones unidireccionales entre procesadores. Una de las aplicaciones de la Teor��a

de Grafos en este campo de las comunicaciones es el dise~no de redes de interconexi�on, actividad

en las cuales se trata de construir topolog��as para estas redes que resulten �optimas dentro de

un conjunto de necesidades espec���cas; por ejemplo, simetr��a, m�axima capacidad de tolerancia

a fallos o dise~no de tabla de encaminamiento con algoritmos e�cientes.

Algunas de las redes m�as populares que se utilizan en los sistemas multiprocesadores, como el

hipercubo o la red 'butter
y' constituyen ejemplos de redes sim�etricas que se usan en la pr�actica.

Algunas de las redes que se han propuesto en la literatura como alternativa al hipercubo, como

las basadas en los digrafos de De Bruijn [23] o de Kautz [56] y sus generalizaciones, tienen

precisamente como principal defecto el hecho de no ser redes sim�etricas. El estudio sistem�atico

de topolog��as sim�etricas basadas en modelos algebraicos se inici�o con los trabajos de Akers y

Krishnamurthy [1]. Se puede encontrar un resumen exhaustivo de las distintas propuestas en

esta l��nea en el 'survey' de Lakshmivarahan, Jwo y Dhall [58]. En este resumen se incluyen

tambi�en los modelos utilizados para el dise~no de redes de permutaciones.

Las redes de interconexi�on sim�etricas son aquellas que se ven igual desde cualquier nodo,

es decir, aquellas en que el digrafo correspondiente es v�ertice transitivo. Las redes sim�etricas

son buenos modelos para redes de interconexi�on pues la simetr��a se aprovecha para dise~nar

una tabla de encaminamiento con algoritmos sencillos y e�cientes, para construir esquemas

de comunicaci�on comunes a todos los v�ertices, y porque en una red sim�etrica los problemas

de congesti�on se minimizan, pues la carga se puede distribuir uniformemente entre todos los

v�ertices.

Una primera medida de la simetr��a de un digrafo es su grupo de automor�smos. Si un digrafo

consta de n v�ertices y el grupo de automor�smos es el sim�etrico Sn; la simetr��a es m�axima. Si

por el contrario, el grupo de automor�smos es el trivial, no hay simetr��a alguna. En nuestro caso,

tambi�en tienen inter�es los subgrupos del grupo de automor�smos que conservan o modi�can

una estructura a~nadida al digrafo, como puede ser una 1-factorizaci�on o arco-coloraci�on del

digrafo. Se de�nen entonces los grupos de automor�smos de digrafos arco-coloreados o los

grupos de automor�smos permutadores de colores de un digrafo arco-coloreado. Los digrafos

arco-coloreados son los modelos matem�aticos de las redes de permutaciones, y en particular, de

las memorias din�amicas.

Una red de permutaciones se modela por un digrafo en el cual, en cada unidad de tiempo,

los paquetes de cada nodo se env��an a uno de los nodos adyacentes, de manera que no tiene

lugar ning�un con
icto, esto ser��a, que dos paquetes fueran transferidos a un mismo nodo. As��,

el protocolo de red consiste en el conocimiento de todas las permutaciones posibles y de un

algoritmo para producir cada una de ellas en el m��nimo cardinal de unidades de tiempo posible.

Las arco-coloraciones que nosotros utilizamos en la memoria, nos devienen entonces �utiles para

modelar una red de este tipo.

Las redes de permutaciones tienen como objetivo proporcionar sistemas e�cientes de genera-

ci�on de permutaciones de datos aptas para su procesamiento en paralelo, como las que se utilizan
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para la ordenaci�on de datos, el c�alculo de la transformada discreta de Fourier, o los c�alculos

matriciales. Por sus m�ultiples aplicaciones computacionales, y por la complejidad algor��tmica

de generaci�on de permutaciones, el dise~no de redes de permutaciones constituye un �area de

investigaci�on extremadamente activa.

Una aplicaci�on particular de las redes de permutaciones la constituyen las denominadas

memorias din�amicas.

Una memoria din�amica es un medio de almacenaje de datos caracterizado por el hecho de

que el acceso a los datos no se efect�ua por medio del medio mec�anico de una celda especial de

lectura/escritura, sino a trav�es del movimiento, por medios electr�onicos, de los propios datos a

trav�es de una red de permutaciones. Este modelo se propuso originariamente para reducir el

tiempo de acceso a los datos.

En [35] se puede encontrar un 'survey' de las distintas propuestas que se encuentran en la

literatura sobre modelos de memorias din�amicas en el que se introduce un modelo matem�atico

general, el de los denominados digrafos coloreados, que constituye uno de los puntos de partidas

de la presente memoria.

La familia de digrafos m�as utilizada para dise~nar, analizar y mejorar redes de interconexi�on

son los digrafos de Cayley (v�eanse por ejemplo [1, 58]). Los digrafos introducidos por Cayley en

[19] son digrafos que tienen como v�ertices los elementos de un grupo y como arcos los pares de

elementos del grupo (g; h) tales que gh�1 es un generador del grupo (v�ease la de�nici�on formal

en la secci�on 1.2.2). Los modelos de digrafos de Cayley representan la mayor��a de las redes de

interconexi�on sim�etricas. De hecho, toda red de interconexi�on sim�etrica se puede representar

como una extensi�on de este modelo via el Teorema de Sabidussi [78], que establece que todo

digrafo v�ertice transitivo es un cociente de un digrafo de Cayley por clases laterales. Los modelos

de digrafos de Cayley permiten interpretar algunas propiedades para digrafos (por ejemplo, ser

digrafos v�ertice transitivos se traduce en modelar redes de interconexi�on sim�etricas), as�� como

demostrar muchas propiedades de clases de redes conocidas dentro de este conjunto, en lugar

de probarlas para cada red independientemente. Y m�as importante a�un, este modelo te�orico

nos permite construir una gran variedad de nuevos modelos de redes sim�etricas.

Las mencionadas anteriormente constituyen las motivaciones generales en las que se en-

marca el trabajo realizado en esta tesis. El contenido de la tesis, sin embargo, no desarrolla

expl��citamente estas aplicaciones, sino que se centra en sus aspectos matem�aticos subyacentes.

Uno de los resultados principales constituye el desarrollo de una herramienta e�caz para la

construcci�on de digrafos con alto grado de simetr��a. El tipo de simetr��a que se considera es la

denominada k-arco transitividad. Un digrafo es k-arco transitivo si tiene un grupo de auto-

mor�smos que act�ua transitivamente en el conjunto de caminos de longitud k del digrafo. As��,

los digrafos 0-arco transitivos son los digrafos v�ertice transitivos, y los 1-arco transitivos se

corresponden a los digrafos arco transitivos usuales.

El estudio de los digrafos k-arco transitivos fue especialmente motivado por el resultado

de Weiss [85] que prueba que los �unicos grafos (no dirigidos) k-arista transitivos para k > 7

son los ciclos, es decir, no existen grafos altamente transitivos no triviales. La situaci�on es

distinta para el caso dirigido, en el que Praeger [71] di�o construcciones explic��tas de digrafos

k-arco transitivos para valores arbitrarios de k y para cualquier grado. Estos trabajos fueron

proseguidos despu�es por varios autores en [18, 21, 30, 61]. En todos estos trabajos el punto

de vista es algebraico y se parte de grupos abstractos a partir de los cuales se construyen

los modelos combinatorios. Por el contrario, en las construcciones de esta tesis se parte de

modelos combinatorios de los que se construyen digrafos con grado de simetr��a preestablecido.

Esta t�ecnica de construcci�on de digrafos k-arco transitivos constituye una de las aportaciones
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centrales del trabajo, y puede entenderse como una t�ecnica universal en el sentido de que

todo digrafo k-arco transitivo puede ser obtenido como aplicaci�on de dicha t�ecnica. Adem�as,

los digrafos k-arco transitivos obtenidos a partir de un digrafo arbitrario dado resultan ser

recubridores, en el sentido topol�ogico, del digrafo de partida. As��, esta t�ecnica es tambi�en

una t�ecnica de construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de digrafos arbitrarios para

cualquier entero positivo k: En este sentido, se generalizan resultados anteriores de Babai [2], que

corresponden a los casos k = 0; 1; y se da respuesta, en sentido negativo, a un problema abierto

planteado por Cameron [15, Problema 9.1] en el que se pregunta si la matriz de adyacencia de

un digrafo (k-)arco transitivo es diagonalizable.

La segunda parte de la tesis se centra en el an�alisis espec���co de digrafos k-arco-transitivos

que pueden ser obtenidos mediante el uso de la t�ecnica que se ha introducido a partir de di-

grafos b�asicos, entre los que destacan por su uso en las aplicaciones los denominados digrafos

de De Bruijn y de Kautz. En particular, se desarrollan las herramientas de an�alisis adecuadas

para producir e identi�car familias de recubrimientos que puedan ser �utiles como modelos de

transmisi�on y de difusi�on de la informaci�on. Adem�as del estudio sistem�atico de los recubri-

mientos k-arco transitivos de digrafos de De Bruijn, de Kautz, y de los denominados digrafos

de Cayley multidimensionales, se hace un estudio exhaustivo de los digrafos de grado peque~no

que pueden obtenerse con la aplicaci�on de la t�ecnica propuesta. Este tipo de trabajo exhaustivo

permite disponer de informaci�on abundante sobre las caracter��sticas b�asicas de estos digrafos y

en especial de la estructura de sus grupos de automor�smos.

Notamos aqu�� que una gran parte del trabajo re
ejado en los �ultimos cap��tulos de la memoria

ha consistido en desarrollar herramientas computacionales para la identi�caci�on de grupos de

permutaciones. Este trabajo computacional se ha desarrollado en base al sistema GAP de teor��a

computacional de grupos (v�ease [43]) y al paquete compartido para GAP para grafos y grupos

(v�ease [81] para m�as informaci�on al respecto). En esta memoria no se incluyen los programas

espec���cos que se han desarrollado ni tampoco las t�ecnicas usadas para identi�caci�on de los

grupos de permutaciones obtenidos, sino que la memoria se centra en los aspectos matematicos

del problema, obviando los problemas computacionales. A�un as��, es de destacar que el desarrollo

de algunas de las herramientas computacionales, en particular las de obtenci�on de grupos de

automor�smos de digrafos k-arco transitivos, fue hecho en estrecha colaboraci�on con Leonard

Soicher, autor del paquete GRAPE, durante la estancia que la autora realiz�o en QMW, lo que

permiti�o depurar y optimizar algunas de las rutinas de dicho paquete.

Finalmente, la forma en que se estructura esta memoria es la siguiente.

En el Cap��tulo 1 incluimos la notaci�on y terminolog��a b�asica de digrafos que utilizaremos a

lo largo de la memoria, y explicitaremos algunas de las familias de digrafos que utilizaremos con

asiduidad. Tambi�en introduciremos la t�ecnica del digrafo l��nea y algunas familias de digrafos

l��nea como los digrafos de De Bruijn y los Kautz. Es conocido que el digrafo l��nea es una

operaci�on de digrafos con muy buenas propiedades, y en nuestro caso particular, desde el punto

de vista de la simetr��a, pues conserva el grupo de automor�smos.

En el Cap��tulo 2 de�niremos los digrafos k-arco transitivos y daremos un estado del arte de

otras construcciones de digrafos k-arco transitivos conocidas hasta la fecha. En este cap��tulo,

introduciremos tambi�en las herramientas claves para nuestra construcci�on de digrafos k-arco

transitivos como son las arco-coloraciones o 1-factorizaciones y los recubrimientos de digrafos.

En particular, de�niremos los recubrimientos de Cayley de digrafos arco-coloreados y estudiare-

mos algunas de las condiciones bajo las que los recubrimientos obtenidos son homeomorfos a

ciclos.
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En el Cap��tulo 3 presentamos nuestra construcci�on de digrafos k-arco transitivos, que es tam-

bi�en una t�ecnica de construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo conexo regu-

lar arbitrario para cada entero positivo k: Como t�ecnica de contrucci�on de recubrimientos k-arco

transitivos, generaliza los resultados de Babai de 1985 para los casos k = 0; 1 (v�ease [2]). La idea

de la construcci�on consiste en escoger recubrimientos v�ertice transitivos \apropiados" del digrafo

k-l��nea iterado del digrafo de partida, de manera que estos recubrimientos sean tambi�en digrafos

k-l��nea iterados. Adem�as, los digrafos k-arco transitivos de los que son k-l��nea iterados resul-

tan ser tambi�en recubrimientos del digrafo de partida. Los recubrimientos \apropiados" de

los digrafos k-l��nea iterados son recubrimientos de Cayley de los digrafos con 1-factorizaciones

k-uniformes. En la secci�on 3.3 de�niremos las 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-l��nea

iterados y probaremos que todo digrafo k-l��nea iterado admite 1-factorizaciones de este tipo.

En el Cap��tulo 3 tambi�en calcularemos expl��citamente los recubrimientos k-arco transitivos

obtenidos con nuestra construcci�on a las familias de digrafos de De Bruijn y Kautz, y estudiare-

mos el problema de la construcci�on de una cadena in�nita de recubrimientos k-arco transitivos

de un digrafo arbitrario.

En el Cap��tulo 4 introducimos el concepto de cuadrado latino uniforme y damos una caracte-

rizaci�on de las 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea en t�erminos de cuadrados latinos

uniformes. En particular, obtenemos el n�umero de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo

l��nea en funci�on del n�umero de cuadrados latinos normalizados uniformes de manera constructi-

va. Se demuestra tambi�en que los cuadrados latinos uniformes son isomorfos al cuadrado latino

de la tabla de composici�on de un grupo del mismo orden. Como consecuencia, calculamos ex-

plic��tamente los cuadrados latinos uniformes de orden peque~no y obtenemos las 1-factorizaciones

1-uniformes de digrafos l��nea de grado peque~no de algunas familias de digrafos. La �ultima parte

del Cap��tulo 4 la dedicamos al estudio de la representaci�on de grupos de permutaciones de grado

peque~no como grupos de permutaciones de digrafos l��nea o lo que es equivalente, al problema

de determinar cu�ando un grupo de permutaciones es un grupo de automor�smos de un digrafo

que act�ua regularmente en el conjunto de arcos del mismo.

En el Cap��tulo 5 estudiaremos el grupo completo de automor�smos de los recubrimientos

k-arco transitivos que obtenemos con nuestra t�ecnica. Podremos dar algunos resultados in-

teresantes para los digrafos de grado dos en t�erminos de normalidad. Un digrafo de Cayley es

normal cuando su grupo de automor�smos es el menor posible. Por �ultimo en este cap��tulo,

estudiaremos la estructura del grupo de automor�smos de los digrafos k-arco transitivos que

son homeomorfos a un ciclo y en particular, veremos que un digrafo de Cayley es homeomorfo

a un ciclo si y s�olo si existe un subgrupo normal del grupo base tal que los generadores est�an

contenidos en una de las clases laterales del subgrupo.

Con el �n de que la memoria sea lo m�as autocontenida posible, incluimos al �nal de la

memoria un Ap�endice sobre Grupos de permutaciones. Como los grupos de permutaciones de

1-factorizaciones de digrafos son grupos de permutaciones transitivos en el conjunto de v�ertices

del digrafo, nos ha parecido oportuno incluir en este Ap�endice algunas de las de�niciones b�asicas

y resultados conocidos sobre grupos de permutaciones que utilizaremos a lo largo de la memoria.

Muchas de las aportaciones que aparecen en esta memoria han sido publicadas previamente

en diferentes revistas o presentadas a congresos ([63, 62, 65, 64]).
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Cap��tulo 1

Teor��a de Grafos

1.1 Introducci�on

En este cap��tulo introductorio presentamos aquellos conceptos y teoremas de Teor��a de Grafos

que utilizaremos a lo largo de esta memoria. Una primera secci�on se ocupa de las de�niciones

b�asicas de Teor��a de Grafos, y la segunda secci�on introduce la t�ecnica del digrafo l��nea, que ser�a

una de las herramientas fundamentales de nuestro trabajo.

Se puede completar informaci�on de los t�erminos de�nidos, as�� como las demostraciones de

los resultados enunciados, en los libros de texto generales de la materia (v�eanse, por ejemplo

[10], [16] y en [20]).

Las de�niciones y resultados que no se incluyen en este cap��tulo se introduciran en el

cap��tulo 2 o a medida que sean necesarias.

1.2 De�niciones b�asicas

De�nimos a continuaci�on los principales conceptos de Teor��a de Grafos que utilizamos en la

memoria.

Grafos y digrafos

Un grafo � = (V;E) es un par ordenado formado por un conjunto no vac��o V = V (�) de v�ertices

y un conjunto E = E(�) de pares no ordenados de v�ertices llamados aristas. El orden de un

grafo � es su n�umero de v�ertices, es decir, el cardinal del conjunto V; jV j: El tama~no de � es

el cardinal del conjunto de aristas E, i.e. jEj: Un bucle o autolazo (a veces tambi�en lazo) es

una arista fu; vg tal que u = v: Un grafo simple es un grafo sin bucles. Si u y v son v�ertices

del grafo tales que fu; vg 2 E; decimos que u y v son adyacentes, y lo denotamos por u � v:

Tambi�en en este caso se dice que u y v son incidentes a la arista e: El conjunto de v�ertices

adyacentes a un v�ertice dado u se llama vecindario de u y se denota �(u): El cardinal j�(u)j

es el llamado grado del v�ertice u y se denota �(u): El grado m��nimo se de�ne como el m��nimo

de los grados de entre todos los v�ertices de � y se denota � = �(�): An�alogamente se de�ne el

grado m�aximo y se denota � = �(�): Un grafo � se dice regular si � = �; o tambi�en r-regular

cuando � = � = r:

An�alogamente, un grafo dirigido o digrafo � = (V;A) est�a formado por un conjunto no vac��o

de v�ertices V = V (�) y un conjunto A = A(�) de pares ordenados de v�ertices llamados arcos.
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El orden de un digrafo es el cardinal jV j y el tama~no el cardinal jAj: Un arco de la forma (u; u)

se llama bucle o lazo. Un digrafo simple es un digrafo sin bucles. Si u y v son v�ertices del

digrafo � tales que (u; v) 2 A; diremos que u es adyacente hacia v o que v es adyacente desde

u: En este caso tambi�en se dice que el arco (u; v) es incidente desde u o incidente hacia v: De

la misma manera, dados dos arcos de la forma (u; v) y (v; w); donde el v�ertice hacia el cual es

incidente el primer arco coincide con el v�ertice desde el cual es incidente el segundo, se dice que

son arcos adyacentes el uno hacia el otro. El conjunto de v�ertices adyacentes desde un v�ertice

u se denota �+(u) y su cardinal es el grado de salida del v�ertice u; d+(u): An�alogamente, se

de�ne el conjunto de v�ertices adyacentes hacia un v�ertice u; ��(u); y el grado de entrada de este

v�ertice, d�(u) = j��(u)j: Dado un digrafo � = (V;A), se de�ne el grado m�aximo de salida, �+;

como �+ = maxu2V fd
+(u)g: De manera similar se de�nen el grado m�aximo de entrada, ��;

el grado m��nimo de salida, �+; y el grado m��nimo de entrada, ��: El grado m�aximo y el grado

m��nimo de un digrafo se de�nen como � = maxf�+;��g y � = minf�+; ��g respectivamente.

Un digrafo se dice que es r-regular o simplemente regular si r = � = �: Tambi�en se habla de

digrafos regulares de entrada o de salida cuando �� = �� o �+ = �+ respectivamente.

En la de�nici�on de digrafo consideraremos el conjunto A como un conjunto simple, es decir,

dados dos v�ertices u y v; puede haber comomucho un �unico arco de la forma (u; v): Si permitimos

arcos m�ultiples, esto es, m�as de dos arcos de la forma (u; v); entonces la estructura se llama

multidigrafo. (An�alogamente se de�ne el concepto de multigrafo).

Un digrafo sim�etrico es un digrafo tal que para cualquier par de v�ertices u; v se cumple

(u; v) 2 A, (v; u) 2 A: Obs�ervese que cada grafo � = (V;E) puede identi�carse con un �unico

digrafo sim�etrico �0 = (V;A); y entonces jAj = 2jEj:

En alguna ocasi�on consideraremos el concepto de grafo subyacente de un digrafo � = (V;A);

que se de�ne como el (multi)grafo resultante de considerar el conjunto A como conjunto de

aristas, es decir, de considerar A como conjunto de pares no ordenados de v�ertices.

En esta memoria consideramos �unicamente digrafos �nitos (con conjunto de v�ertices V

�nito), regulares, no necesariamente simples.

Distancia en digrafos

Un recorrido en un digrafo � = (V;A) es una secuencia de v�ertices

u0; u1; � � � ; uh�1; uh

donde (ui; ui+1) 2 A para todo sub��ndice i = 0; : : : ; h�1: Decimos entonces que es un recorrido

de u0 a uh. La longitud del recorrido es el cardinal h de arcos en la secuencia (o uno menos que

el cardinal de v�ertices en la secuencia). Se permite h = 0: Un recorrido se dice cerrado si h > 0

y uh = u0: Un circuito es un recorrido cerrado. Un recorrido en el cual ui 6= uj para todo i 6= j

se llama camino o camino u! v. Un camino cerrado de longitud h lo denominaremos h-ciclo o

simplemente ciclo. Un d��gono es un 2-ciclo. Obs�ervese que un recorrido, camino, circuito o ciclo

tambi�en se pueden expresar como una secuencia de arcos en lugar de v�ertices de la siguiente

manera:

(u0; u1); (u1; u2); � � � ; (uh�1; uh):

Dados dos v�ertices u; v; se de�ne la distancia de u a v como la longitud del camino m�as

corto posible de u a v y se denota por d(u; v): Si no existe ning�un camino de u a v se de�ne

d(u; v) =1:
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El di�ametro de un digrafo � se de�ne como la m�axima de las distancias de entre todos los

v�ertices del digrafo y se denota por D = D(�): Esto es,

D = max
u;v2V

fd(u; v)g:

Dado u 2 V; se de�ne �k(v) como el conjunto de v�ertices v 2 V tales que existe un recorrido

de u a v de longitud k: N�otese que �1(u) = �+(u): De manera similar se de�ne ��k(u) como el

conjunto de v�ertices v 2 V tales que existe un recorrido de v a u de longitud k:

Un digrafo se dice que es fuertemente conexo 1 o simplemente conexo si para todo par de

v�ertices u; v existe un camino de u a v: Esto es, un digrafo es conexo si D 6= 1: Diremos que

un digrafo est�a desconectado si no es conexo. Un digrafo (�; D) es un digrafo conexo con grado

m�aximo � y di�ametro D: En esta memoria consideramos �unicamente digrafos �nitos regulares

(fuertemente) conexos.

El cuello (en ingl�es girth) de un digrafo � es la m��nima longitud de los ciclos contenidos en

el digrafo y se denota por g = g(�): Si el digrafo es ac��clico, es decir, si no contiene ning�un ciclo,

entonces se de�ne g =1: Obs�ervese que si el digrafo es conexo, entonces tiene cuello �nito.

Se dice que un digrafo (conexo) es equialcanzable si existe h 2 N tal que entre cualquier

par de v�ertices del digrafo existe un recorrido de longitud igual a h: Si h es m��nima con esta

propiedad, decimos que � es h-alcanzable.

Un circuito euleriano es un circuito que pasa una s�ola vez por todos y cada uno de los

arcos del digrafo. Un digrafo se llama euleriano cuando admite un circuito euleriano. Un

(multi)digrafo conexo es euleriano si y s�olo si 8u 2 V; d�(u) = d+(u):

Un camino hamiltoniano es un camino que pasa una s�ola vez por cada uno de los v�ertices del

digrafo (excepto quiz�as cuando sea cerrado que comenzar�a y acabar�a en el mismo v�ertice). Un

camino hamiltoniano cerrado es un circuito hamiltoniano. Un digrafo que admita un circuito

hamiltoniano se dice digrafo hamiltoniano. Determinar si un digrafo es hamiltoniano o no es

un problema NP -completo.

Dos recorridos se dicen que son recorridos disjuntos si no contienen ning�un v�ertice interno

en com�un. Esto es, si no tienen ning�un v�ertice en com�un, excepto quiz�as los v�ertices iniciales o

�nales de los mismos. Dos recorridos se dice que son arco-disjuntos si no tienen ning�un arco en

com�un. N�otese que si dos recorridos son disjuntos son tambi�en arco-disjuntos, pero no viceversa,

si son arco-disjuntos no necesariamente son disjuntos.

Homomor�smos de digrafos. Grupo de automor�smos

Sean �1 = (V1; A1) y �2 = (V2; A2) dos digrafos y sea � : V1 �! V2 una aplicaci�on entre sus

respectivos conjuntos de v�ertices. Se dice que � es un homomor�smo de �1 en �2 si y s�olo

preserva las adyacencias, es decir, si � veri�ca que:

8(u; v) 2 A1; (�(u); �(v)) 2 A2:

Denotamos por ��1(v); v 2 V2; el conjunto de v�ertices ui 2 V1 tales que �(ui) = v:

Se dice que dos digrafos �1 = (V1; A1) y �2 = (V2; A2) son isomorfos si existe un homomor-

�smo de digrafos � : V1 �! V2 que sea una aplicaci�on biyectiva y cuya aplicaci�on inversa sea

tambi�en un homomor�smo de digrafos. Se escribe entonces �1 ' �2: Ciertamente, la relaci�on

de isomor�smo es una relaci�on de equivalencia.

1Se dice que un digrafo es d�ebilmente conexo si para todo par de v�ertices u; v del digrafo existe un camino

de u a v en el grafo subyacente. Como en el caso no dirigido ambos conceptos coinciden, se habla simplemente

de grafos conexos.
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En el caso �1 = �2 = �; el isomor�smo � se denomina automor�smo de �: Un automor�smo

de un digrafo � = (V;A) se de�ne equivalentemente como un elemento � 2 Sym(V ) = SV tal

que 8u; v 2 V; (u; v) 2 A , (u; v)� = (u�; v�) 2 A: El conjunto de todos los automor�smos

de un digrafo � forma un subgrupo, Aut(�); de Sym(V ) llamado el grupo de automor�smos

de �: Si existe un subgrupo G < Aut(�) que act�ue transitivamente en el conjunto de v�ertices

V o el conjunto de arcos A; decimos que � es G-v�ertice transitivo o G-arco transitivo. A

menudo se omite el pre�jo G si no es necesario y se dice simplemente que � es v�ertice transitivo

(VT) o arco transitivo respectivamente. Si G act�ua regularmente en el conjunto de v�ertices

V o en el conjunto de arcos A, se dice tambi�en que � es v�ertice regular (VR) o arco regular

respectivamente. Recordemos que un grupo G se dice que act�ua regularmente en un conjunto

X si para cada dos elementos x; y 2 V del conjunto existe un �unico elemento del grupo g 2 G

tal que xg = y (para m�as detalles v�ease el Ap�endice de Grupos de permutaciones).

Subdigrafos. Operaciones sobre digrafos

Dado un digrafo � = (V;A); H = (V 0; A0) es un subdigrafo de � si V 0 � V y A0 � A: Adem�as,

cuando V 0 = V; el subdigrafo H es un subdigrafo generador. Un subdigrafo inducido por un

conjunto de v�ertices U � V es aquel que tiene U como conjunto de v�ertices, y como conjunto de

arcos todos aquellos arcos (u; v) 2 A tales que u; v 2 U: Con otras palabras, es el subdigrafo de

� con conjunto de v�ertices U maximal en tama~no. Dado F � V = V (�); se de�ne �� F como

el subdigrafo inducido por el conjunto de v�ertices V nF; i.e. el digrafo obtenido de suprimir los

v�ertices de F:

Dados un digrafo � = (V;A) y P una partici�on del conjunto de v�ertices V: Se de�ne el

digrafo cociente, �=P; como el digrafo que tiene como v�ertices los conjuntos de la partici�on P;

y donde existe un arco de �=P de la parte X 2 P a la parte Y 2 P si hay un arco de � de

la forma (u; v) 2 X � Y: Entonces, la aplicaci�on � : V ! P; donde �(u) es la parte de P que

contiene u; es un homomor�smo de digrafos de � en �=P: Notemos que el digrafo �=P tiene

bucles si existe alguna adyacencia entre v�ertices de una misma parte X: Un conjunto de v�ertices

X de un digrafo se dice que estable si no existen adyacencias entre los v�ertices del conjunto X:

As��, el digrafo cociente �=P es un digrafo simple (i.e., sin bucles) si todas los conjuntos de la

partici�on P son conjuntos estables.

Dados dos digrafos �1 = (V1; A1) y �2 = (V2; A2); su producto categorial o producto d�ebil,

G1 � G2; se de�ne como el digrafo H = (V 0; A0) que tiene V 0 = V1 � V2 = f(u1; u2) : u1 2

V1; u2 2 V2g; y donde ((u1; u2); (v1; v2)) 2 A
0 , (u1; v1) 2 A1; (u2; v2) 2 A2:

El producto cartesiano de �1 y �2 se denota por �12�2 y se de�ne como el digrafo que

tiene V1 � V2 como conjunto de v�ertices, y donde (u1; u2) es adyacente hacia (v1; v2) si y s�olo

si u1 = v1 y (u2; v2) 2 A2; o bien u2 = v2 y (u1; v1) 2 A1:

Teor��a espectral de digrafos

Sea � un digrafo, escojamos una ordenaci�on v1; : : : ; vn de los v�ertices de �: La matriz de

adyacencia de � se de�ne como la matriz cuadrada A de orden n con entradas de�nidas por:

aij =

�
1; si (vi; vj) 2 A

0; en otro caso

Como las matrizes de adyacencia de digrafos isomorfos son semejantes, todos los invariantes

matriciales por la relaci�on de semejanza, como el polinomio caracter��stico y el polinomio m��nimo,

pueden de�nirse para una clase de isomor�a de digrafos, o en particular, para un digrafo � .
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El polinomio caracter��stico de � es el polinomio caracter��stico de A; donde A es la matriz

de adyacencia de �; i.e. det(xI �A): Y el polinomio m��nimo de � es el polinomio m��nimo de A:

El espectro de � est�a formado por los ceros (complejos) del polinomio caracter��stico de �

con sus respectivas multiplicidades, es decir, los autovalores de A (que son los autovalores de

�) y sus respectivas multiplicidades.

Entender hasta qu�e punto el especto de un digrafo contiene informaci�on sobre su estructura

es el objetivo de la Teor��a Espectral de Digrafos. Algunas de las aplicaciones m�as sencillas

son que del espectro de un digrafo (no necesariamente regular) se puede deducir el car�acter

bipartito de un digrafo (fuertemente) conexo as�� como el car�acter fuertemente conexo de un

digrafo regular. Uno de los temas que complejos comprende la Teor��a Espectral de Digrafos es

el estudio de digrafos densos.

Conectividad

La conectividad de un digrafo � = (V;A); � = �(�); es el m��nimo n�umero de v�ertices que se

han de eliminar de � para desconectarlo (i.e. que no sea fuertemente conexo) o convertirlo en

trivial (con un v�ertice aislado). M�as formalmente:

� = min
F�V

fjF j : �� F est�a desconectado o es trivalg:

Si el digrafo est�a desconectado o es trivial, entonces � = 0:

Si � es el grado m��nimo del digrafo, se demuestra que � � � ([44]). Diremos que un digrafo

es maximalmente conexo cuando se verique la igualdad, i.e. � = �: Un digrafo maximalmente

conexo se dice que es superconexo cuando los �unicos conjuntos desconectadores minimales son

los conjuntos de v�ertices adyacentes desde un v�ertice del digrafo.

Diremos tambi�en que � es k-conexo si � � k; luego si ning�un subconjunto F � V de menos

de k v�ertices desconecta (i.e. ��F es fuertemente conexo). Un resultado cl�asico en conectividad

es el teorema de Menger que establece que un digrafo � es k-conexo si y s�olo si entre dos v�ertices

distintos de � existen al menos k caminos disjuntos.

Cuando el digrafo se considera que modela una red de interconexi�on con enlaces unidirec-

cionales, la conectividad constituye una medida de la vulnerabilidad de la red ante el fallo de

nodos.

Par�ametro l

En [32] F�abrega y Fiol introdujeron el par�ametro l de un digrafo simple fuertemente conexo.

Sea � un digrafo simple conexo con grado m��nimo � y di�ametro D; el par�ametro l = l(�) es

el mayor entero, 1 � l � D; tal que, para cualesquiera u; v 2 V;

� si d(u; v) < l; el camino m�as corto u! v es �unico y no exiten caminos u! v de longitud

d(u; v) + 1:

� si d(u; v) = 1; hay un �unico camino corto u! v:

Este par�ametro se ha demostrado una herramienta excelente para estudiar tolerancia a fallos

en digrafos y el problema de vulnerabilidad del di�ametro (v�ease por ejemplo [67]).

1.2.1 Algunas familias de digrafos

Presentamos en esta secci�on algunos de los digrafos b�asicos que utilizaremos en el resto de la

memoria.
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Digrafo completo

El digrafo completo de orden n; denotado Kn; consta de un conjunto V de n v�ertices y de

un conjunto A de arcos que contiene todos los arcos posibles entre v�ertices distintos, i.e.

A = (V � V ) n f(u; u) : u 2 V g:

No es dif��cil ver que Kn es n � 1-regular, m(Kn) = (n � 1)n; D(Kn) = 1, es 2-alcanzable,

es hamiltoniano, Aut(Kn) = Sn; �(Kn) = n� 1 (luego es superconexo) y que l(Kn) = 1:

Digrafo completo con bucles

El digrafo completo con bucles de orden n; K+
n
; se de�ne como el digrafo completo pero a~na-

diendo un bucle a cada v�ertice. Esto es, A(K+
n ) = V � V:

K+
n

es n-regular, m(K+
n
) = n2; D(K+

n
) = 1, es 1-alcanzable, es hamiltoniano,

Aut(K+
n ) = Sn y que �(K+

n ) = n� 1.

En el contexto de multidigrafos, se denota porKp
n
al digrafo completo al cual se han a~nadido

p bucles a cada v�ertice. Con esta notaci�on K1
n
= K+

n
:

Digrafo m-ciclo generalizado

Un digrafo � = (V;A) regular es un m-ciclo generalizado si V admite una partici�on en m partes

(no vac��as y mutuamente disjuntas), V = [m
i=1Vi; tal que 8u 2 Vi; �

+(u) � Vi+1; y donde los

sub��ndices se toman m�odulo m: A los conjuntos de la m-partici�on se les llama conjuntos estables

del m-ciclo generalizado.

Obs�ervese que cualquier digrafo puede verse como un 1-ciclo generalizado. Si un digrafo es

un m-ciclo generalizado para alg�un m � 2; entonces se dice que es un ciclo generalizado.

Digrafo ciclo

El ciclo2 de orden m > 1; Cm; es un caso particular del m-ciclo generalizado conexo donde el

cardinal de cada una de las m partes es igual a 1. Tambi�en se suele de�nir como el digrafo con

conjunto de v�ertices los elementos de Zm y con conjunto de arcos los pares ordenados (i; i+1)

para i = 1; : : : ;m y donde la suma es m�odulo Zm:

Se demuestra f�acilmente que Cm es 1-regular, tiene tama~no m; D(Cm) = m � 1, no es

equialcanzable, es hamiltoniano, Aut(Cm) = Zm; �(Cm) = 1 (luego es superconexo) y que

l(Cm) = m� 1:

A lo largo de la memoria utilizaremos la siguiente caracterizaci�on de los ciclos generalizados

en t�erminos de homomor�smos en ciclos:

Proposici�on 1.2.1 Un digrafo � conexo es un m-ciclo generalizado para alg�un m � 2 si y s�olo

si existe un homomor�smo de digrafos de � en Cm:

Demostraci�on. Supongamos en primer lugar que � = (V;A) es un m-ciclo generalizado. Sea

V = [m
i=1Vi la m-partici�on de V en conjuntos estables. Entonces, la aplicaci�on � : V ! Zm;

de�nida por �(u) = i; para u 2 Vi es claramente un homomor�smo de � en Cm:

A la inversa, supongamos que existe un homomor�smo de digrafos � : V ! Zm de � en

Cm: De�nimos los conjuntos Vi = ��1(i) � V para 1 � i � m: Es inmediato comprobar que

V = [m
i=1Vi es una partici�on de V en m partes no vac��as y mutuamente disjuntas.

2Hemos visto que ciclo tambi�en tiene la acepci�on de camino cerrado. Pero obs�ervese que el digrafo Cm es

tambi�en el subdigrafo formado por el conjunto de v�ertices y arcos de un camino cerrado de longitud m en un

digrafo.
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Figura 1.1: Digrafo circulante Cay(Z7; f1; 5g)

Digrafos bipartitos

Un digrafo bipartito semicompleto Kn1;n2 es aquel digrafo con dos conjuntos estables jV1j = n1
y jV2j = n2 y conjunto de arcos A(Kn1;n2) = f(u; v) : u 2 V1; v 2 V2g: N�otese que Kn1;n2 no

es conexo ni regular. Adem�as, tiene tama~no n1n2 y Aut(Kn1;n2) = Sn1 � Sn2 :

Un digrafo bipartito completo K+
n1;n2

es un 2-ciclo generalizado con jV1j = n1 y jV2j = n2; y

conjunto de arcos

A(K+
n1;n2

) = f(u; v) : u 2 V1; v 2 V2g [ f(v; u) : v 2 V2; u 2 V1g:

Obs�ervese que K+
n1;n2

es un digrafo sim�etrico y fuertemente conexo. Adem�as, es regular si

y s�olo si n1 = n2; tiene tama~no 2n1n2; Aut(K
+
n1;n2

) = Sn1 � Sn2 si n1 6= n2 y Aut(K+
n1;n2

) =

Sn � Sn oZ2 si n1 = n2 = n:

1.2.2 Digrafos de Cayley

Los digrafos de Cayley fueron introducidos por Cayley en 1895 (v�ease [19]).

Sea G un grupo �nito y S � G: El digrafo de Cayley (por la derecha) de G de�nido por

S; Cay(G;S); tiene como v�ertices los elementos de G y como conjunto de arcos los pares

ordenados (x; y) siempre que x�1y 2 S:

Si para todo s 2 S; s�1 2 S; entonces el digrafo de Cayley es sim�etrico y al grafo subyacente

se le llama grafo de Cayley.

Si jSj = r; entonces Cay(G;S) es r-regular. Adem�as, Cay(G;S) es un digrafo fuertemente

conexo si y s�olo si S es un conjunto de generadores de G; i:e: < S >= G: Algebraicamente, el

di�ametro de Cay(G;S) es el m�aximo n�umero de t�erminos requeridos para escribir los elementos

de G como palabras en el alfabeto S:

Si G es un grupo c��clico el digrafo Cay(G;S) se dice circulante. V�ease en la Figura 1.1 el

digrafo circulante Cay(Z7; f1; 5g).

Ya hemos presentado de algunos digrafos de Cayley:

Ejemplos 1.2.1

� Kn = Cay(Zn;Zn n f0g)

� K+
n = Cay(Zn;Zn)

� K+
n;n

= Cay(Zn �Z2; f(i; 1) : i 2 Zng)

� Cn = Cay(Zn; f1g)
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Caracterizaci�on

Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley de G con respecto S: Es un hecho b�asico que cada

elemento g 2 G de�ne un automor�smo de � como g : h ! gh: El conjunto de estos automor-

�smos constituye un subgrupo de Aut(�) que es justamente la representaci�on por la izquierda

por permutaciones L(G) de G; que act�ua regularmente en G; luego Cay(G;S) es v�ertice regular.

Sabidussi en [77] caracteriza los grafos de Cayley en t�erminos del grupo de automor�smo.

Para digrafos la misma caracterizaci�on sigue siendo v�alida:

Teorema 1.2.1 (Sabidussi, [77]) Un digrafo � = (V;A) es un digrafo de Cayley si y s�olo si

9G < Aut(�) tal que � es G-v�ertice regular.

V�ertice transitividad

Existen digrafos v�ertice transitivos que no son digrafos de Cayley. Un ejemplo muy conocido es

el grafo de Petersen, que es un grafo v�ertice transitivo, pero no es un grafo de Cayley. Sabidussi

en [78] demostr�o que todos los grafos v�ertice transitivos son cocientes de grafos de Cayley por

clases laterales. Resultados an�alogos se veri�can para digrafos:

Teorema 1.2.2 ([78, 31]) Dado � = (V;A) un digrafo v�ertice transitivo y G = Aut(�). Sea

v 2 V; H = Gv el estabilizador de v en G; y S = f� 2 G : (v; v�) 2 Ag:

De�nimos �(G=H; S) = (V 0; A0) el digrafo con V 0 = fgH : g 2 Gg y tal que

(g1H; g2H) 2 A0 , g�11 g2 2 HSH:

Entonces, � ' �(G=H; S):

N�otese que este Teorema es m�as fuerte que la caracterizaci�on de Sabidussi (Teorema 1.2.1).

En general, determinar todas las simetr��as de un digrafo (Aut(�)) da un margen m�as amplio

para la ejecuci�on de algortimos sobre las redes que hagan uso de estas simetr��as. La simetr��a de

los digrafos de Cayley (ser VT) es una de las principales razones por las que resultan ser buenos

modelos para redes de interconexi�on. Se aprovecha esta simetr��a para dise~nar una tabla de

encaminamiento con algoritmos sencillos y e�cientes, para construir esquemas de comunicaci�on

comunes a todos los v�ertices, y porque en una red sim�etrica los problemas de congesti�on se mi-

nimizan, pues la carga se puede distribuir uniformemente entre todos los v�ertices. Entendemos

por un algoritmo e�ciente aquel que es determin��stico y corre en tiempo polinomial. V�eanse a

este respecto [1, 58].

1.3 La t�ecnica del digrafo l��nea

El digrafo l��nea fue presentado por Harary y Norman en [50] como una adaptaci�on para digrafos

del grafo l��nea [86] que estaba siendo estudiado en el caso no dirigido.

Ahora bien, el nombre de digrafo l��nea tambi�en designa la t�ecnica de construcci�on de estos

digrafos. Fiol, Yebra y Alegre en [41] estudian por primera vez la iteraci�on del digrafo l��nea

como manera de construir familias de digrafos con buenas propiedades desde el punto de vista

de las redes de interconexi�on. En particular, estas familias son �optimas en la mayor��a de los

aspectos que planteabamos en el Prefacio: sencillez en el encaminamiento o routing ([41]),

problema (�; D) ([41]), conectividad ([32, 34]), problema de vulnerabilidad del di�ametro ([67]),

broadcasting ([9]). . .

Parece justi�cado por lo tanto escoger este tipo de digrafos como modelos de redes de

interconexi�on.
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1.3.1 De�nici�on

De�nici�on 1.3.1 Sea � = (V;A) un digrafo. Se de�ne el digrafo l��nea L� como el di-

grafo tal que su conjunto de v�ertices V (L�) corresponde al conjunto de arcos A; esto es,

V (L�) = f(u; v) : (u; v) 2 Ag; y tal que dos v�ertices de L� son adyacentes el uno hacia

el otro si sus correspondientes arcos de � tambi�en son adyacentes el uno hacia el otro, i.e.

A(L�) = f((u; v); (v; w)); (u; v); (v; w) 2 Ag:

Los digrafos k-l��nea iterados de �; Lk�; se de�nen de manera recursiva como Lk� =

L(Lk�1�) para k � 2:

La de�nici�on de digrafo l��nea puede generalizarse para multidigrafos. En cualquiera de los

casos, es f�acil comprobar de la de�nici�on que un digrafo l��nea no puede tener arcos m�ultiples y

que s�olo tiene bucles si el digrafo del cual es l��nea los tiene.

Diremos que un digrafo � es l��nea si existe un digrafo o multidigrafo �0 tal que L�0 = �: Si

� es un digrafo l��nea conexo, es f�acil ver que hay un �unico digrafo �0 (salvo isomor�smo) tal que

L�0 = �: As��, es correcto escribir �0 = L�1�: De manera similar, denotaremos por �0 = L�k�

cuando � sea un digrafo k-l��nea iterado de �0:

1.3.2 Caracterizaci�on

Dado un digrafo � = (V;A), consideremos ahora v 2 V: En el digrafo l��nea los conjuntos de

v�ertices B�

v
= f(u; v) : (u; v) 2 Ag y B+

v
= f(v; w) : (v; w) 2 Ag veri�can que para cualquier

x 2 B�

v ; L�
+(x) = B+

v ; y de la misma forma, para cualquier x 2 B+
v ; L�

�(x) = B�

v : Sea Bv

el subdigrafo de L� inducido por el conjunto de v�ertices B�

v
[ B+

v
: Es inmediato comprobar

que si v no forma parte de un bucle, el subdigrafo Bv es un digrafo bipartito semicompleto con

conjuntos estables B�

v y B+
v :

De esta manera, se encuentran diferentes caracterizaciones de los digrafos l��nea. Heuchenne

en [52] demuestra:

Teorema 1.3.1 (Heuchenne, [52]) Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo. � es k-l��nea

iterado de un (multi)digrafo �0 si y s�olo si se veri�can las siguientes condiciones:

� 8u; v 2 V y para i = 1; : : : ; k, o bien �i(u) \ �i(v) = ;; o bien �i(u) = �i(v);

� 8u 2 V; j�k(u)j = rk :

Otra formulaci�on equivalente, tambi�en de Heuchenne, es la siguiente:

Teorema 1.3.2 (Heuchenne, [52]) Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo. � es k-l��nea

iterado de un (multi)digrafo �0 si y s�olo si f�k(u) : u 2 V g es una partici�on de V en conjuntos

de cardinalidad rk : M�as a�un, �0 es un digrafo (sin arcos m�ultiples) si y s�olo si j�k+1(u)j = rk+1

para cada u 2 V:

Observaciones 1.3.1 Obs�ervese que un digrafo k-l��nea iterado es tambi�en un digrafo s-l��nea

iterado para 1 � s � k. Adem�as, si ��1 es el digrafo inverso de �; esto es, el digrafo obtenido

de � cambiando el sentido a todos los arcos, se ver�ca Lk(��1) = (Lk�)�1:

Como consecuencia directa del Teorema 1.3.2 y de la observaciones anteriores se obtiene

entonces el siguiente corolario:
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Corolario 1.3.1 Sea � = (V;A) un digrafo k-l��nea iterado de un (multi)digrafo r-regular �0:

Entonces,

(a) para cada u 2 V se veri�ca j�s(u)j = rs para 1 � s � k.

(b) para cada u 2 V se veri�ca j��s(u)j = rs para 1 � s � k.

(c) para cada u 2 V se veri�ca j��s�k(u)j = rk para 1 � s � k.

(d) f��s(u)
�� u 2 V g es una partici�on de V en conjuntos de cardinal rs para 1 � s � k.

(e) f��s�k(u)
�� u 2 V g es una partici�on de V en conjuntos de cardinal rk para 1 � s � k.

De acuerdo con estas caracterizaciones, � es isomorfo al digrafo cociente L�=P; donde P es

la partici�on de V en los conjuntos de v�ertices u con �+(u) com�un, esto es, u; v 2 X para alg�un

X 2 P si y s�olo si �+(u) = �+(v):

1.3.3 Propiedades

Como consecuencia directa de la de�nici�on de digrafo l��nea se obtiene la siguiente lista de

propiedades:

Teorema 1.3.3 ([41, 51]) Sea � un digrafo. Entonces,

� n(L�) = m(�)

� 8(u; v) 2 V (L�); d+(u; v) = d+(v) y d�(u; v) = d�(u)

� �(L�) = �(�) y �(L�) = �(�)

� � is r-regular , Lk� es r-regular y n(Lk�) = rkn(�); donde k � 1:

� � y L� tienen el mismo cuello, i.e. g(L�) = g(�)

� � = Cn , L� = Cn

Di�ametro

Una propiedad interesante de los digrafos l��nea con respecto al di�ametro es:

Proposici�on 1.3.1 ([41]) Sea � un digrafo conexo diferente de un ciclo, entonces D(Lk�) =

D(�) + k:

Esta propiedad junto con la del orden de L�; justi�ca la aplicaci�on de la t�ecnica del digrafo

l��nea en el problema (�; D) o construcci�on de digrafos densos (v�ease [41]).

Grupo de automor�smos

Una propiedad que utilizaremos a lo largo de toda la memoria respecto al grupo de automor-

�smos de un digrafo l��nea es la siguiente:
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Teorema 1.3.4 ([51]) Sea � un digrafo regular y L� su digrafo l��nea. La aplicaci�on

� : Aut �! AutL� de�nida por:

(u; v)�(g) = (ug ; vg); (u; v) 2 A

para cada g 2 Aut�; es un isomor�smo de grupos. Con esta identi�caci�on, nos es l��cito escribir

Aut � = Aut L�:

Como consecuencia de este Teorema 1.3.4 y de la caracterizaci�on de Sabidussi de los digrafos

de Cayley (Teorema 1.2.1), se tiene entonces que L� es un digrafo de Cayley si y s�olo si Aut(�)

contiene un subgrupo que act�ue regularmente en los arcos, i.e. si y s�olo si � es arco regular.

Conectividad

Con respecto a la conectividad de los digrafos l��nea encontramos los siguientes teoremas:

Teorema 1.3.5 ([51]) Sea � un digrafo conexo r-regular con r � 2. Entonces �(Lk�) � �(�):

Teorema 1.3.6 ([38]) Sea � un digrafo simple. Entonces � es superconexo si y s�olo si L� es

superconexo.

Teorema 1.3.7 ([32]) Sea � un digrafo simple con �(�) � 2. Entonces l(Lk�) = l(�) + k:

Equialcanzabilidad

En [33] Fiol et al. estudian por primera vez la equialcanzabilidad de los digrafos l��nea:

Teorema 1.3.8 Un digrafo es h-alcanzable si y s�olo si su digrafo l��nea es h+ 1-alcanzable.

En el mismo art��culo se da una caracterizaci�on de los digrafos equialcanzables:

Teorema 1.3.9 Un digrafo conexo es equialcanzable si y s�olo si no es un ciclo generalizado.

Como corolario inmediato se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.3.2 Un digrafo � es un ciclo generalizado si y s�olo si L� es un ciclo generalizado.

En este caso, V (L�) se puede descomponer en el mismo n�umero de conjuntos estables que V (�):

Obs�ervese, que si un digrafo h-alcanzable modela una red de comunicaciones, cualquier

mensaje puede ser enviado desde su origen a su destino en precisamente h-unidades de tiempo.

La construcci�on de digrafos densos con esta propiedad ha sido estudiada, entre otros, en [33].

Encaminamientos

Obs�ervese que los v�ertices de Lk� representan recorridos de longitud k en �; y por lo tanto

se pueden escribir como secuencias de k + 1 v�ertices de �; (u0; u1; � � � ; uk) de forma que ui es

adyacente hacia ui+1 para todo i = 0; : : : ; k � 1: Si d+(uk) > 0; entonces:

Lk�+(u0; u1; � � � ; uk) = f(u1; � � � ; uk; v) : v 2 �
+(uk)g:

Un recorrido de longitud t en Lk� se puede representar como una secuencia de k + t + 1

v�ertices de � de manera que las subsecuencias de k + 1 v�ertices consecutivos son los v�ertices
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del recorrido en Lk�: Esta formulaci�on es muy �util para dise~nar encaminamientos sencillos en

redes de interconexi�on ([41]).

A modo de ejemplo, v�ease en la Figura 1.2 el digrafo l��nea LK+
2 y el digrafo 2-l��nea iterado

L2K+
2 del digrafo completo con bucles K+

2 ; con los v�ertices etiquetados como secuencias de

v�ertices en K+
2 :

K2
+

L2

K2
+

L

K2
+

1

00

10

11

01

000

100 110

011001

101 111010

0

Figura 1.2: K+
2 ; LK

+
2 y L2K+

2

Encaminamientos m��nimos

Otra propiedad interesante de los digrafos l��nea como modelos de redes de interconexi�on es que

la existencia de encaminamientos m��nimos se puede inferir de la operaci�on de digrafo l��nea. Un

encaminamiento m��nimo (o de trayectoria m��nima) de un v�ertice u a un v�ertice v de un digrafo

se entiende como un recorrido de longitud m��nima d(u; v):

Una tabla de encaminamiento de trayectoria m��nima en un digrafo � = (V;A) es una apli-

caci�on � : V � V ! V tal que, para cada u 6= v; se veri�ca �(u; v) 2 �+(u) y d(�(u; v); v) =

d(u; v)�1 (y �(v; v) = v). Con otras palabras, dado un v�ertice de destino v; una tabla de enca-

minamiento de trayectoria m��nima proporciona un camino de longitud m��nima desde cualquier

v�ertice al v�ertice v de manera que cada paso del camino se calcula conociendo simplemente la

posici�on actual y el v�ertice de destino v:

Si � es una tabla de encaminamiento de trayectoria m��nima en un digrafo � = (V;A); el

encaminamiento inducido �L en el digrafo l��nea L� de�nido como la aplicaci�on �L : A�A! A

tal que �L((u; v); (w; x)) = (v; �(v; w)) para v 6= w y (u; v) 6= (w; x); y �L((u; v); (v; x)) = (v; x)

(y �L((u; v); (u; v)) = (u; v)). Con esta notaci�on se demuestra el siguiente resultado:
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Proposici�on 1.3.2 ([29]) Si � es una tabla de encaminamiento de trayectoria m��nima en un

digrafo �; entonces el encaminamiento inducido �L en el digrafo l��nea L� es tambi�en una tabla

de encaminamiento de trayectoria m��nima en L�:

Circuitos hamiltonianos

Otra propiedad interesante de los digrafos l��nea su car�acter hamiltoniano:

Proposici�on 1.3.3 ([51]) Si � un digrafo r-regular conexo, entonces L� es hamiltoniano.

En este caso, las redes de interconexi�on modeladas por un digrafo l��nea tienen otra buena

propiedad respecto a la tolerancia a fallos en los nodos. N�otese que un circuito euleriano en �

corresponde a un circuito hamiltoniano en L�: As��, la existencia de un circuito hamiltoniano

en L� implica que � tiene que ser euleriano. Ahora bien, la buena propiedad es que mientras

que los circuitos hamiltonianos son dif��ciles de hallar cuando hay fallos de nodos, los equiva-

lentes circuitos eulerianos en � son relativamente f�aciles de encontrar en presencia de enlaces

prohibidos (correpondientes a fallos de un nodo en L�). V�ease [84].

1.3.4 Algunas familias de digrafos l��nea iterados

Digrafos de De Bruijn

Los digrafos de De Bruijn, B(r; k); aparecen por primera vez en 1946 en [23, 46] en el contexto de

los registros de desplazamiento. Actualmente, constituyen una familia de digrafos ampliamente

utilizada como modelos de redes de interconexi�on y de sistemas multiprocesadores porque tienen

di�ametro peque~no y disponen de un protocolo de comunicaci�on simple ([79, 24]). Se trata de la

familia de digrafos l��nea iterados m�as estudiada.

Presentamos a continuaci�on tres de�niciones equivalentes para los digrafos de esta familia:

De�nici�on 1.3.2 (a partir de secuencias) Los v�ertices de B(r; k) son palabras de longitud

k construidas a partir de un alfabeto A de r s��mbolos, donde r > 1: Es decir,

V (B(r; k)) = f(u0; u1; � � � ; uk�1) : ui 2 Ag

Y un v�ertice (u0; u1; � � � ; uk�1) es adyacente hacia los v�ertices de la forma (u1; � � � ; uk�1; �) para

todo � 2 A:

De�nici�on 1.3.3 (como l��nea iterado) El digrafo B(r; k) se obtiene como digrafo l��nea ite-

rado del digrafo completo con bucles y r v�ertices, r > 1: Es decir, B(r; k) = Lk�1K+
r
:

De forma equivalente, si consideramos multidigrafos, puesto que K+
r = LKr

1 (un digrafo con

un �unico v�ertice y r bucles), B(r; k) = LkKr
1 :

De�nici�on 1.3.4 (a partir de congruencias) 3 Los v�ertices del B(r; k); r > 1; son los ele-

mentos del grupo Zrk ; y los arcos el conjunto de pares ordenados (u; ru+ i) para todo u 2 Zrk

y para i = 0; : : : ; r � 1:

3Imase e Itoh [54] y Reddy, Pradhan y Kuhl [74] presentaron de manera independiente una generalizaci�on de

estos digrafos consistente en sustituir el conjunto de v�ertices por cualquier ZN : A los digrafos resultantes se les

conoce por De Bruijn generalizados.
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Los digrafos de De Bruijn B(r; k) son r-regulares, tienen di�ametro k; orden rk;

Aut(B(r; k)) = Sr y son hamiltonianos. Adem�as, �(B(r; k)) = r � 1; luego son maximal-

mente conexos (siendo digrafos con bucles). N�otese que B(r; k) tiene r bucles (incidentes hacia

los v�ertices de la forma (i; : : : ; i); i 2 Zr) y
�
r

2

�
d��gonos (entre cada par de v�ertices de la forma

(i; j; i; j; : : :) y (j; i; j; i; : : :); i; j 2 Zr; i 6= j).

En la Figura anterior 1.2 mostr�abamos los digrafos de De Bruijn K+
2 = B(2; 1);

LK+
2 = B(2; 2) y L2K+

2 = B(2; 3):

Digrafos de Kautz

Los digrafos de Kautz, K(r; k); fueron presentados en [56, 57] en el contexto de redes de in-

terconexi�on. Actualmente, los digrafos de Kautz son la familia a la que pertenecen mayor

n�umero de digrafos densos, esto es, con mayor orden �jados el grado m�aximo y el di�ametro.

Son r-regulares, con di�ametro k y orden rk+rk�1: Estos digrafos pueden verse como subdigrafos

de los digrafos de De Bruijn, K(r; k) � B(r + 1; k); y, al igual que estos �ultimos admiten tres

de�niciones diferentes todas ellas equivalentes.

De�nici�on 1.3.5 (a partir de secuencias) Los v�ertices de K(r; k) son palabras de longitud

k construidas a partir de un alfabeto A de r + 1 s��mbolos, donde r > 1: Es decir,

V (K(r; k)) = f(u0; u1; � � � ; uk�1) 2 V (B(r + 1; k)) : ui 6= ui+1; i = 0; : : : ; k � 2g:

Y un v�ertice (u0; u1; � � � ; uk�1) es adyacente hacia los v�ertices de la forma (u1; � � � ; uk�1; �)

para todo � 2 A n fuk�1g:

De�nici�on 1.3.6 (como l��nea iterado) El digrafo K(r; k) se obtiene como digrafo l��nea ite-

rado del digrafo completo de r + 1 v�ertices, r > 1: Es decir, K(r; k) = Lk�1Kr+1:

De�nici�on 1.3.7 (a partir de congruencias) Los v�ertices del K(r; k); r > 1; son los ele-

mentos del grupo Zrk+rk�1 ; y los arcos el conjunto de pares ordenados (u;�ru � i) para todo

u 2 Zrk+rk�1 y para i = 1; : : : ; r:

Obs�ervese que K(r; k) contiene
�
r+1

2

�
d��gonos (entre cada par de v�ertices de la forma

(i; j; i; j; : : :) y (j; i; j; i; : : :); i; j 2 Zr+1; i 6= j), y no tiene bucles.

Los digrafos de Kautz K(r; k) tienen Aut(K(r; k)) = Sr+1; son hamiltonianos y maxi-

malmente conexos, y en [14] se demuestra que son de Cayley si y s�olo si o bien k = 1

(K(r; 1) = Kr+1), o bien k = 2 y r + 1 es una potencia de un n�umero primo.

Digrafos l��nea iterados de ciclos generalizados completos

Los ciclos generalizados completos, C(r;m); donde r > 1, son los digrafos de Cayley:

C(r;m) = Cay(Zr �Zm; f(i; 1) : i 2 Zrg):

Obs�ervese quem = 1 corresponde a los digrafos completos con bucles K+
r
y m = 2 a los digrafos

bipartitos completos K+
r;r: Si m � 2 es inmediato comprobar que C(r;m) es efectivamente un

ciclo generalizado como su terminolog��a indica.

Sea C(r;m; 1) = C(r;m): Se de�nen de manera recursiva sus digrafos l��nea iteradosC(r;m; k) =

Lk�1C(r;m) para k � 2: Obs�ervese nuevamente que C(r; 1; k) = B(r; k): No es dif��cil ver que

C(r;m; k) ' Cm2B(r; k):

Praeger en [71] estudia algunas de las propiedades de esta familia:
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Teorema 1.3.10 ([71]) Para m � 2; los digrafos C(r;m; k) veri�can:

� tienen di�ametro m+ k � 1

� tienen cuello m

� Aut(C(r;m; k)) = Sr oZm

En [49] se caracterizan los digrafos de Cayley de grupos abelianos que son superconexos, y

C(r;m) se in�ere que es superconexo. Por lo tanto, sus digrafos l��nea iterados C(r;m; k) son

tambi�en superconexos (Teorema 1.3.6).

Adem�as, para m � 2 dado que C(r;m) es un ciclo generalizado, sus digrafos l��nea iterados

C(r;m; k) tambi�en son ciclos generalizados (Corolario 1.3.2).

El estudio de la familia C(r;m; k) aparece en diferentes contextos. Por ejemplo Fiol et. al en

[36, 35] los utilizan como modelos de memorias din�amicas vectoriales con ciertas coloraciones,

Praeger en [71] estudia su elevada arco transitividad, Brunat et al. en [13] para qu�e valores de

los par�ametros C(r;m; k) es un digrafo de Cayley. En cuanto a la versi�on no dirigida, Delorme

y Fahri en [25] los analizan el contexto de construcci�on de grafos densos.

Digrafos Mariposa

Los digrafos Mariposa han recibido una especial atenci�on desde el punto de vista de las comu-

nicaciones, principalmente por su elevada alta transitividad y por su facilidad para adaptar los

algoritmos de FFT (Fast Fourier Transform) a su topolog��a [24]. Pankaj y Gallager las utilizan

tambi�en para modelar redes de �bra �optica [68].

En la literatura han recibido diferentes nombres y de�niciones no siempre totalmente equi-

valentes, como por ejemplo Su�enet [53], Mariposa [60, 29] o incluso Ciclos Generalizados [55].

Los utilizaremos en esta memoria en su de�nici�on como digrafo regular y nos referiremos a

ellos con la notaci�on But(r;m): El digrafo But(r;m) ser�a r-regular, tendr�a di�ametro 2m� 1 y

orden mrm:

De�nici�on 1.3.8 But(r;m) tiene como conjunto de v�ertices los elementos de Zm
r
�Zm; y como

conjunto de arcos los pares

((x0; : : : ; xm�1; i); (x0; : : : ; xi�1; �; xi+1; : : : ; xm�1; i+ 1)

donde � 2 Zr:

No es dif��cil comprobar que But(r;m) ' C(r;m;m) y por lo tanto tambi�en But(r;m) '

Cm2B(r;m): En [8] se demuestra que se trata de un digrafo l��nea iterado de los siguientes

digrafos:

But(r;m) = Lm�1(Cm2K
+
r
) = LmrCm

A diferencia de las familias anteriores, en que cada nueva iteraci�on representa un nuevo

digrafo de la misma familia, el digrafo l��nea de un digrafo Mariposa no es un digrafo Mariposa.
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Cap��tulo 2

Herramientas para la

construcci�on de recubrimientos

k-arco transitivos

2.1 Introducci�on

En este cap��tulo introduciremos dos de las herramientas fundamentales en la construcci�on de

digrafos k-arco transitivos que presentaremos en el cap��tulo siguiente y que es una de las con-

tribuciones m�as importantes de esta tesis.

Un digrafo es k-arco transitivo si su grupo de automor�smos act�ua transitivamente en el

conjunto de todos los k-arcos del digrafo (un k-arco de un digrafo, como su terminolog��a indica,

es un recorrido de longitud k en el digrafo).

En la primera secci�on de este cap��tulo introduciremos los digrafos k-arco transitivos, dare-

mos algunos ejemplos simples de digrafos k-arco transitivos y presentaremos algunas de sus

propiedades b�asicas. En particular, presentaremos una caracterizaci�on muy sencilla de los di-

grafos k-arco transitivos, pero muy �util para nuestra construcci�on, que es que un digrafo es

k-arco transitivo si y s�olo si su digrafo k-l��nea iterado es un digrafo v�ertice transitivo. En

la secci�on 2.2.1 presentamos tambi�en un peque~no estado del arte de otras construcciones de

digrafos k-arco transitivos.

La t�ecnica de construcci�on de digrafos k-arco transitivos del cap��tulo 3 se basa en dos

herramientas fundamentales que son las 1-factorizaciones y recubrimientos de digrafos, y que

presentamos en las secciones 2.3 y 2.4 de este cap��tulo respectivamente.

En la secci�on 2.3 de�nimos un 1-factor de un digrafo como un subdigrafo generador 1-regu-

lar y una 1-factorizaci�on de un digrafo � = (V;A) como un conjunto de 1-factores de � cuyos

conjuntos de arcos particionan A:

En la secci�on 2.4 se de�ne un recubrimiento de un digrafo � como un digrafo � tal que existe

un homomor�smo de digrafos exhaustivo � : V (�)! V (�) que sea isomor�smo local y tal que

j��1(u)j = h para todo u 2 V (�): (V�ease la de�nici�on precisa en la secci�on 2.4).

Una clase particular de recubrimientos de gran importancia en la memoria es la de los

recubrimientos de Cayley, que introducimos tambi�en en la secci�on 2.4. Dado un digrafo � y

F = fF1; : : : ; Frg una 1-factorizaci�on de � (donde cada Fi es un 1-factor de �), cada 1-factor

Fi de � de�ne una permutaci�on fi en el conjunto de v�ertices de � de modo natural. Denotamos
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G el grupo generado por el conjunto de permutaciones ff1; : : : ; frg: Se de�ne el recubrimiento

de Cayley de � como el digrafo �F Cay(G; ff1; : : : ; frg): En la secci�on 2.4 se demuestra que

efectivamente, el digrafo as�� de�nido es un recubrimiento del digrafo de partida �:

Sea ahora � un digrafo regular conexo. Nuestra construcci�on de digrafos k-arco transitivos

consiste esquem�aticamente en lo siguiente. Consideremos Lk� el digrafo k-l��nea iterado de � y

asignemos a este digrafo Lk� una 1-factorizaci�on adecuada, F; de tal modo que el recubrimiento

de Cayley L�F sea a su vez un digrafo k-l��nea iterado de alg�un digrafo �0: Entonces, el digrafo

�0 es un digrafo k-arco transitivo (por la caracterizaci�on de digrafos k-arco transitivos que

adelantamos anteriormente) y m�as a�un, como se demostrar�a en el cap��tulo 3, es un recubrimiento

k-arco transitivo del digrafo original.

Las 1-factorizaciones de digrafos k-l��nea iterados Lk� tales que el recubrimiento de Cayley

L�F sea a su vez un digrafo k-l��nea iterado, se de�niran la mayor parte de las veces como

1-factorizaciones inducidas por una 1-factorizaci�on de � y una 1-factorizaci�on de un digrafo de

De Bruijn. Estudiaremos este concepto de 1-factorizaci�on inducida en la secci�on 2.3.

2.2 Digrafos k-arco transitivos

Para cada entero positivo k un k-arco de un digrafo � = (V;A) es una secuencia (u0; : : : ; uk) de

k+1 v�ertices tal que para cada 0 � i < k; (ui; ui+1) 2 A: N�otese que un 1-arco es simplemente

un arco.

Si un subgrupo G de Aut(�) act�ua transitivamente (respectivamente regularmente) en el

conjunto de k-arcos, decimos que � es (G; k)-arco transitivo (resp. (G; k)-arco regular). A

menudo omitiremos el su�jo G y diremos simplemente que � es k-arco transitivo (resp. k-arco

regular). Si � es k-arco transitivo pero no (k + 1)-arco transitivo, entonces decimos que � es

exactamente k-arco transitivo.

Es inmediato de la de�nici�on que k-arco transitividad siempre implica (k � 1)-arco transi-

tividad, que 1-arco transitividad es lo mismo que arco transitividad, 0-arco transitividad es lo

mismo que v�ertice transitividad, y si cada v�ertice tiene grado mayor que uno, arco transitivi-

dad implica v�ertice transitividad. En particular, un digrafo �nito v�ertice transitivo es siempre

regular, i.e. el grado de salida y de entrada de todos los v�ertices tiene que ser igual a una misma

constante r:

N�otese que los ciclos dirigidos son k-arco transitivos para cada entero positivo k: En conse-

cuencia, a partir de ahora y a lo largo del resto de la memoria, consideraremos siempre digrafos

�nitos, r-regulares con r � 2 y (fuertemente) conexos.

A pesar de que la k-arco transitividad parezca una restricci�on fuerte en un digrafo, se

encuentra en muchas familias conocidas. Enumeramos a continuaci�on algunas de ellas.

Ejemplos 2.2.1

� Para n � 2; Cn es k-arco transitivo 8k � 1:

� Para n � 3; Kn es arco, pero no 2-arco transitivo.

� Para n � 2; K+
n

es v�ertice transitivo, pero no arco transitivo.

� Para n � 2; K+
n;n es arco, pero no 2-arco transitivo.

� ([71]) Para m � 3; C(r;m; k) es (m�k)-arco transitivo pero no (m�k+1)-arco transitivo.



2 Herramientas para la construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos 19

La propiedad de ser k-arco transitivo es principalmente de inter�es si k � 2: Un digrafo arco

transitivo tiene una descripci�on sencilla como digrafo orbital.

De�nici�on 2.2.1 Sea G un grupo de permutaciones que act�ua transitivamente en un conjunto

V: Las �orbitas de la acci�on de G en V � V se llaman orbitales. Si D es un orbital de G;

decimos que el digrafo �(D) = (V;D) es un digrafo orbital. Si D es una uni�on de orbitales de

G; entonces �(D) = (V;D) es un digrafo orbital generalizado.

El siguiente teorema es bien conocido:

Teorema 2.2.1 ([80]) Sea � = (V;A) un digrafo, y sea G � Aut� tal que � es G-v�ertice

transitivo. Entonces A es una uni�on de orbitales de G en V: Rec��procamente, si G es un grupo

de permutaciones que act�ua transitivamente en V y A es una uni�on de orbitales de G en V;

entonces el digrafo (V;A) es v�ertice transitivo. M�as a�un, G es arco transitivo en � si y s�olo si

� es un digrafo orbital en G:

Entre las diferentes propiedades de simetr��a con que cabe caracterizar un digrafo, notemos

que la k-arco transitividad involucra una condici�on m�as fuerte que la k-distancia transitividad

y que est�a fuertemente limitada por el cuello. Biggs [10] demuestra en el caso no dirigido que

si � es un digrafo k-arista transitivo de grado r � 3 y cuello g; entonces k � 1 + g

2
: En el caso

dirigido, es f�acil ver que si � es un digrafo k-arco transitivo de grado r � 2 y cuello g; entonces

k � g � 1:

Consideremos ahora el digrafo k-l��nea iterado de �; Lk�; los v�ertices de Lk� son recorridos de

longitud k en � o equivalentemente k-arcos de �. Por el teorema 1.3.4, tenemos que Aut Lk� =

Aut �; luego

Observaci�on 2.2.1 Un digrafo �nito regular es k-arco transitivo (resp. k-arco regular) si y

s�olo si su digrafo i-l��nea iterado es (k � i)-arco transitivo (resp. (k � i)-arco regular).

En particular, un digrafo �nito regular es k-arco transitivo (resp. k-arco regular) si y s�olo

si su digrafo k-l��nea iterado es v�ertice transitivo (resp. v�ertice regular).

2.2.1 Estado del arte de construcciones de digrafos k-arco transitivos

La noci�on an�aloga de k-arista transitividad en el caso de grafos no dirigidos da lugar a resultados

importantes, e incluso sorprendentes compar�andolos con los del caso dirigido. Un resultado

cl�asico de Tutte de 1959 a�rma que los grafos c�ubicos (i.e. de grado 3) no pueden ser k-arista

transitivos para k > 5 (v�ease [82]). A~nos despu�es, en 1981, Weiss demostr�o que los �unicos grafos

�nitos conexos k-arco transitivos con k � 8 son los ciclos (v�ease [85]). De hecho, el resultado

de Weiss es el siguiente:

Teorema 2.2.2 ([85]) Si � es un grafo �nito regular exactamente k-arco transitivo de grado

r > 2; entonces k � 5 o k = 7:

Pero en el caso dirigido, que es en el que nos ocupa en la tesis, la situaci�on es completamente

diferente. En 1989, Praeger [71] publica la primera construcci�on de familias in�nitas de digrafos

�nitos k-arco transitivos para cada entero positivo k: Posteriormente, Conder, Lorimer y Praeger

estudiaron nuevas construcciones en [21] . En el caso de digrafos in�nitos, Cameron, Praeger

y Wormald en [18] dan las primeras construcciones de digrafos in�nitos altamente transitivos,

esto es, digrafos que son k-arco transitivos para todo entero k.
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Las construcciones de digrafos k-arco transitivos presentadas en los trabajos anteriores est�an

orientadas hacia la teor��a de grupos �nitos: el grafo se construye a partir de su grupo de

automor�smos. En nuestra tesis, sin embargo, abordaremos el tema desde un punto de vista

esencialmente de teor��a de grafos: dado cualquier digrafo regular �nito, podemos construir a

partir de �el digrafos del mismo grado k-arco transitivos para cualquier k:

Como ya anunci�abamos anteriormente, la primera construcci�on de digrafos �nitos k-arco

transitivos de grado r para todo par de enteros positivos k � 2 y r � 2; se encuentra en la

literatura en un art��culo de Praeger de 1989 . Se trata de las familias de digrafos l��nea iterados

de los ciclos generalizados completos C(r;m; s); para r � 2 y m � 3: Se demuestra en [71], que

para cada entero k = m � s; los digrafos C(r;m; s) son una familia de digrafos exactamente

k-arco transitivos.

La otra construcci�on m�as reciente a la que hac��amos referencia, de Conder, Lorimer y Praeger

[21] se basa en un m�etodo para construir grafos sim�etricos de Miller descrito en [66]. Dados

un grupo G; H < G un subgrupo y a 2 G n H un elemento tal que a2 2 H; se de�ne un

grafo � = �(G;H; a) del modo siguiente: V (�) es el conjunto de clases laterales a la derecha

de H en G; y E(�) los pares fHg1; Hg2g de clases laterales con la propiedad g1g
�1
2 2 HaH:

Entonces, � as�� construido es un grafo regular, en el que G induce un subgrupo de Aut � por

multiplicaci�on a la derecha, y adem�as es v�ertice transitivo y arco transitivo. H tambi�en resulta

ser el estabilizador en G del v�ertice H .

La construcci�on de Conder, Lorimer y Praeger utiliza como grupos de partida G los grupos

sim�etrico Sn y alternado An de grado n: La importancia de esta construcci�on reside en que

algunos de los ejemplos obtenidos no son homeomorfos a ciclos. Sin embargo, los ejemplos de la

primera construcci�on [71] son siempre ciclos generalizados. En el caso in�nito, la mayor parte

de los digrafos altamente transitivos construidos por Cameron, Praeger y Wormald en [18] son

tambi�en homeomorfos al camino in�nito Z: Los autores se plantean entonces la cuesti�on de bajo

qu�e condiciones de �nitud local, existen digrafos in�nitos altamente transitivos no homeomorfos

a un camino in�nito (v�eanse los detalles en [18]). Evans resuelve parcialmente esta cuesti�on

en [30], donde construye digrafos altamente transitivos de grado �nito de salida y e in�nito de

entrada, no homeomorfos a ciclos. En los mismos t�erminos, Praeger en [71] demuestra que si

un digrafo altamente transitivo tiene grados de entrada y salida �nitos y diferentes, entonces el

digrafo es homeomorfo al camino in�nito Z: El caso regular ha sido resuelto positivamente muy

recientemente por Malni�c, Maru�si�c, Seifter y Zgrabli�c, con la construcci�on de digrafos in�nitos

regulares no homeomorfos al camino in�nito Z (v�ease [61]).

2.3 Arco-coloraciones o 1-factorizaciones

De�nimos en esta secci�on el concepto de arco-coloraci�on o 1-factorizaci�on de un digrafo. Se

pueden encontrar estas de�niciones en [39, 40].

Sea � = (V;A) un digrafo, no necesariamente simple. Una arco-coloraci�on � de � con

conjunto �nito de colores C; es un par (C; �) donde � es una aplicaci�on de A en C:

Una arco-coloraci�on de � es propia si dos arcos incidentes desde un mismo v�ertice v, as��

como dos arcos incidentes hacia un mismo v�ertice v, tienen asignados colores diferentes. Esto

es, si la aplicaci�on � restringida a los arcos incidentes desde v; �(v; �) : �+(v)! C; es inyectiva

8v 2 V , as�� como la restringida a los arcos incidentes hacia v; �(�; v) : ��(v)! C; 8v 2 V:

Una arco-coloraci�on de � es perfecta si es una arco-coloraci�on propia tal que para cada

par (v; �); v 2 V; � 2 C; existe un arco de � incidente desde v y arco-coloreado �: Esto es,
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�(v; �) : �+(v) ! C y �(�; v) : ��(v) ! C son biyecciones 8v 2 V: Si un digrafo admite una

arco-coloraci�on perfecta con conjunto de colores C; entonces es un digrafo regular de grado jCj:

Por ejemplo, en la Figura 2.1 se muestra el digrafo completo K4 con dos arco-coloraciones

(C; �1) y (C; �2), ambas con el mismo conjunto de colores, C: En el primer caso (F; �1) se trata

de una arco-coloraci�on perfecta de K4, y en el segundo (F; �2) de arco-coloraci�on no propia de

K4, pues a dos arcos incidentes incidentes hacia un mismo v�ertice ((1; 3) y (2; 3)) se les asigna

el mismo color por �2:

(C,     )(C,     )φ1 φ2

1 2

34

1 2

34

Figura 2.1: Dos arco-coloraciones de K4

El siguiente es un resultado cl�asico dentro de la Teor��a de Grafos, y es una consecuencia del

tambi�en cl�asico Teorema de K�onig-Hall:

Teorema 2.3.1 ([70]) Todo digrafo r-regular admite como m��nimo una arco-coloraci�on per-

fecta (con r colores).

De ahora en adelante, en esta memoria consideraremos �unicamente digrafos conexos regu-

lares y arco-coloraciones perfectas.

Una arco-coloraci�on (perfecta) � de � de�ne un conjunto F = ff1; : : : ; frg de permutaciones

en V de la siguiente manera:

ufi = v , (u; v) 2 A y �(u; v) = i (2.1)

Rec��procamente, sea F = ff1; : : : ; frg un conjunto de r permutaciones en V que veri�can:

� vfi 2 �+(v); i = 1; : : : ; r; 8v 2 V; y

� vfi 6= vfj siempre que i 6= j; 8v 2 V

Entonces, F induce una arco-coloraci�on (perfecta) de � de�nida por �(u; v) = i si ufi = v:

Entonces F se dice una descomposici�on en permutaciones de �:

En [76, Teorema 5.3] se demuestra que todo digrafo r-regular � = (V;A) es la suma de

digrafos de permutaciones F = fF1; : : : ; Frg que corresponden a un conjunto ff1; : : : ; frg de

permutaciones. Un conjunto F de estas caracter��sticas se dice que es una 1-factorizaci�on de

�. Es decir, una 1-factorizaci�on es un conjunto de subdigrafos generadores 1-regulares Fi de �

cuyos conjuntos de arcos particionan A. Cada Fi es un 1-factor de �: Un 1-factor Fi resulta

una uni�on disjunta de ciclos dirigidos, e interpretamos fi como la permutaci�on correspondiente

de V cuya descomposici�on en ciclos disjuntos es Fi, 1 � i � r. Denotaremos igualmente por

F = ff1; : : : ; frg el conjunto de estas particiones.
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Las dos de�niciones de arco-coloraci�on perfecta o 1-factorizaci�on son equivalentes y en ade-

lante se utilizar�an indistintamente. A trav�es de (2.1) identi�caremos la arco-coloraci�on (C; �)

con el conjunto de permutaciones F = ff1; : : : ; frg: Denotaremos un digrafo arco-coloreado �

por un par (�; F ); que es el digrafo � junto con la 1-factorizaci�on F de �:

Dos digrafos arco-coloreados (�; F ) y (�0; F 0) son isomorfos si existe un isomor�smo de

digrafos � : V (�) ! V (�0) y una biyecci�on � : F ! F 0 tal que �(ufi) = �(u)�(fi) para

i = 1; : : : ; r y 8u 2 V (�): En este caso, tambi�en se dice que � es un isomor�smo arco-coloreado

entre (�; F ) y (�0; F 0):

De manera similar, un automor�smo � del digrafo � = (V;A) se dice que es un automor�smo

arco-coloreado o automor�smo permutador de colores de (�; F ) si existe una permutaci�on � = ��
en F tal que �(ufi) = �(u)f

�
i para i = 1; : : : ; r y 8u 2 V: Cuando � es la identidad, � se dice

que es un automor�smo preservador de colores 1 .

No es dif��cil demostrar que el conjunto de automor�smos arco-coloreados de (�; F ); que de-

notaremos por Aut(�; F ); constituye un grupo. Asimismo, el conjunto de automor�mos preser-

vadores de colores constituye un subgrupo de Aut(�; F ); y lo denotaremos por s�Aut(�; F ):

Los grupos Aut(�; F ) y s�Aut(�; F ) se pueden caracterizar en t�erminos de un tercer grupo

de permutaciones en V; como veremos en la siguiente secci�on. El grupo de permutaciones 2 de

(�; F ) (o simplemente de F ) es el subgrupo de Sym(V ) generado por el conjunto de permuta-

ciones F y se denota por G = G(�; F ): Como suponemos que los digrafos son (fuertemente)

conexos, G act�ua transitivamente en V: Luego:

jV j � jG(�; F )j (2.2)

Obviamente, los grupos de permutaciones de un mismo digrafo con 1-factorizaciones dife-

rentes no son necesariamente isomorfos. En la Figura 2.2 mostramos el digrafo de De Bruijn

B(2; 3) con dos 1-factorizaciones que generan dos grupos de permutaciones no isomorfos, en

este caso el grupo sim�etrico S8 y el proyectivo lineal PGL2(7):

Consideremos ahora � un automor�smo de (�; F ) permutador de colores. Entonces, existe

una permutaci�on � = �� en F tal que �(ufi) = �(u)f
�
i : La permutaci�on �� puede extenderse a

un automor�smo (que denotaremos igualmente por ��) del grupo G de la siguiente manera:

(fi1fi2 � � � fik )
�� = f��

i1
� � � f��

ik
(2.3)

La aplicaci�on Aut(�; F ) ! AutG de�nido por � 7! �� es un homomor�smo de grupos, luego

su n�ucleo, s�Aut(�; F ); es un subgrupo normal de Aut(�; F ):

Adem�as, no es dif��cil ver que s�Aut(�; F ) es un subgrupo que act�ua semiregularmente en

V: Como un automor�mo � 2 s � Aut(�; F ) de un digrafo conexo � diferente de la identidad

no deja ning�un v�ertice �jo, s�Aut(�; F ) act�ua semiregularmente en V: Luego:

js�Aut(�; F )j � jV j (2.4)

Un resultado cl�asico en Teor��a de Grafos en el caso no dirigido es el resultado de Frucht [42]

de que todo grupo �nito abstracto se puede representar como un grupo de automor�smos de

un grafo �nito. Desde entonces muchos resultados interesantes se han obtenido en esta l��nea

imponiendo condiciones m�as restrictivas en los grupos y grafos bajo consideraci�on. Una de

1En la literatura recibe tambi�en los nombres de automor�smo estrictamente arco-coloreado o automor�smo

s-arco-coloreado.
2Los grupos Aut(�; F ); s�Aut(�; F ) y G(�; F ) fueron introducidos originariamente por Biggs en [11] en el

caso de grafos no dirigidos.
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1 8

2 2

G(B(2,3), F  )=S

G(B(2,3), F  )=PGL  (7)

Figura 2.2: Dos grupos de permutaciones de B(2; 3) arco-coloreado

estos resultados trata de la representaci�on de grupos de permutaciones por grafos conexos arco-

coloreados y su correspondiente grupo de automor�smos preservador de colores s�Aut(�; F ):

En [7] Behrendt demuestra que todo grupo es isomorfo a s � Aut(�; F ) de alg�un grafo arco-

coloreado (�; F ): En [4] Baumann caracteriza los grupos de permutaciones isomorfos permuta-

cionalmente a s�Aut(�; F ) de alg�un grafo arco-coloreado (�; F ): En particular, se demuestra

que la semiregularidad es una condici�on su�ciente pero no necesaria.

El resultado an�alogo al de Frucht para digrafos tambi�en se veri�ca:

Proposici�on 2.3.1 ([15]) Todo grupo �nito es el grupo de automor�smos de un digrafo �nito.

2.3.1 1-factorizaciones de digrafos de Cayley y de Schreier

Desde el resultado de Frucht, los digrafos de Cayley arco-coloreados han jugado un papel fun-

damental en la construcci�on digrafos con un grupo de automor�smos predeterminado. Adem�as,

veremos a continuaci�on que todo digrafo arco-coloreado (�; F ) es isomorfo a una generalizaci�on

de un digrafo de Cayley que es un digrafo de Schreier arco-coloreado.

Los digrafos de Cayley son los ejemplos m�as sencillos de digrafos arco-coloreados. Dado

� = Cay(G;S) un digrafo de Cayley de un grupoG: El conjunto de generadores S = fs1; : : : ; srg

de�ne de manera natural una 1-factorizaci�on F = ff1; : : : ; frg en �; con ufi = usi; 8u 2 G; e

i = 1; : : : r: El grupo de permutaciones G(�; F ) de la 1-factorizaci�on F es la representaci�on por

la izquierda por permutaciones de G; luego isomorfa al propio grupo G:

En este caso, la relaci�on entre el grupo de permutaciones G(�; F ) y los grupos de simetr��a

de (�; F ) es la siguiente:

Teorema 2.3.2 (Fiol, Serra, [40]) Sea (�; F ) un digrafo de Cayley (fuertemente) conexo,

con la coloraci�on natural. Entonces,

1. G(�; F ) ' G

2. s�Aut(�; F ) ' G
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3. Aut(�; F ) ' Go� H; donde H = f� 2 AutG : S� = Sg y � es la inclusi�on natural de H

en AutG:

En particular, s � Aut(�; F ) es independiente del conjunto de generadores S que de�ne el

digrafo de Cayley. Frutch [42] utiliz�o justamente este resultado para demostrar que todo grupo

�nito es el grupo de automor�smos de alg�un grafo (no dirigido).

Luego los digrafos de Cayley tienen G(�; F ) con el m��nimo cardinal posible (desigualdad

2.2) y s� Aut(�; F ) con el m�aximo (desigualdad 2.4). De hecho, un digrafo arco-coloreado es

de Cayley si y s�olo si veri�ca esta propiedad de darse las dos igualdades en las ecuaciones (2.2)

y (2.4).

Sea ahora H < G un subgrupo de un grupo G: El digrafo de Schreier (por la derecha) de

G m�odulo H con respecto a un conjunto de generadores S; Sch(G=H; S); tiene como conjunto

de v�ertices V = fHu : u 2 Gg y como conjunto de arcos A = f(Hu;Hus) : u 2 G; s 2 Sg:

Suponemos siempre que los elementos de S pertenecen a diferentes clases laterales por la derecha

de H en G; luego no existen arcos m�ultiples. En el caso en que H sea trivial Sch(G=f1g; S) =

Cay(G;S):

Al digrafo � = Sch(G=H; S) se le asocia una 1-factorizaci�on F = ff1; : : : ; frg de�nida por

(Hu)fi = Husi; 8u 2 G; i = 1; : : : r:

Se demuestra tambi�en en [40] el siguiente teorema. Como en el caso de los digrafos de

Cayley, H = f� 2 AutG : S� = Sg; y un elemento de H act�ua en G(�; F ) como en la ecuaci�on

(2.3).

Teorema 2.3.3 (Fiol, Serra, [40]) Sea (�; F ) un digrafo de Schreier con la coloraci�on natu-

ral. Entonces,

1. � = G(�; F ) ' G=HG; donde HG =
T
u2G

u�1Hu

2. s�Aut(�; F ) ' N�(�H)=�H

3. Aut(�; F ) ' B=�S ; donde B = f(
; �) 2 �o� H : �(�S) = 
�1�S
g:

La importancia de los digrafos de Schreier como ya anunci�abamos al comienzo de la secci�on

reside en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.4 (Babai, [2]) Sea (�; F ) un digrafo regular fuertemente conexo con una 1-fac-

torizaci�on F; y u 2 V (�) un v�ertice arbitrario. Entonces, (�; F ) es isomorfo al digrafo de

Schreier Sch(G=Gu; F ) con la 1-factorizaci�on natural.

Por �ultimo, se~nalamos que resultados an�alogos a los de esta secci�on para el caso de grafos

pueden encontrarse en [5].

2.3.2 1-factorizaciones inducidas en digrafos l��nea

En esta secci�on de�niremos 1-factorizaciones de digrafo l��nea inducidas por 1-factorizaciones

del digrafo original, y estudiaremos los grupos obtenidos.

Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo, consideremos �� = Lk�. Sea F = ff1; : : : ; frg

una 1-factorizaci�on de �. Identi�caremos los v�ertices de ��, que corresponden a recorridos de

longitud k en �, con los elementos de V �F � : : :� F| {z }
k

de la siguiente manera. Un recorrido de

longitud k en � de la forma (u0; u1; : : : ; uk) se identi�ca con el elemento (u0; h1; : : : ; hk) 2 V �F
k
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tal que u
hi+1

i
= ui+1 para i = 0; : : : ; k � 1. Como F es una 1-factorizaci�on, la identi�caci�on

anterior es una aplicaci�on 1 � 1 bien de�nida entre los dos conjuntos. A trav�es de esta iden-

ti�caci�on, el v�ertice (u0; h1; : : : ; hk) de �
� es adyacente hacia los v�ertices (uh10 ; h2; : : : ; hk; fj),

para j = 1; : : : ; r.

Sea ahora FB = f�1; : : : ; �rg una 1-factorizaci�on arbitraria del digrafo de De Bruijn B(r; k)

(con conjunto de v�ertices F k o a partir del alfabeto F ). De�nimos F � = ff�1 ; : : : ; f
�

r
g el conjunto

de permutaciones en V � F k de�nidas por:

(u0; h1; : : : ; hk)
f
�

i = (uh10 ; (h1; : : : ; hk)
�i)

para (u0; h1; : : : ; hk) 2 V � F
k:

Se demuestra en [39] que F � es una 1-factorizaci�on de �� y se dice que F � es la 1-factorizaci�on

inducida por F y FB :

Adem�as, sean G = G(�; F ); GB = G(B(r; k); FB) y G
� = G(��; F �) los respectivos grupos

de permutaciones de las 1-factorizaciones F; FB y F �: Se puede caracterizar G� = G(��; F �)

en t�erminos de G = G(�; F ) y GB = G(B(r; k); FB): Consideremos el producto corona G oGB ;

cuyos elementos son (rk+1)-tuplas que representamos como (�a; a 2 F
k;�) donde �a 2 G para

todo sub��ndice a 2 F k; y donde � 2 GB : El producto corona G o GB act�ua en el conjunto de

v�ertices V �F k del digrafo k-l��nea iterado de la siguiente manera. Para cada (�a; a 2 F
k;�) 2

G oGB y para cada (u0; h1; : : : ; hk) 2 V � F
k; se de�ne un elemento de V � F k como sigue:

(u0; h1; : : : ; hk)
(�a; a2F

k;�) = (u
�(h1 ;:::;hk)

0 ; (h1; : : : ; hk)
�)

De acuerdo con esta acci�on, la ley de composici�on de G oGB es la siguiente:

(�0
a
; a 2 F k;�0) � (�a; a 2 F

k;�) = (�0
a�
�a; a 2 F

k;�0�)

(V�ease el Ap�endice de Grupos de permutaciones para m�as detalles).

Fiol y Serra demuestran entonces:

Teorema 2.3.5 ([39]) G� = G(��; F �) es isomorfo al subgrupo del producto corona G o GB

generado por f(
a; a 2 F
k;�i) : i = 1; : : : ; rg; donde para cada a = (a1; : : : ; ak) 2 F

k se de�ne


a = a1:

1-factorizaciones lineales de los digrafos de De Bruijn

En esta memoria consideraremos 1-factorizaciones inducidas en digrafos l��nea por 1- factoriza-

ciones arbitrarias del digrafo original y 1-factorizaciones lineales de los digrafos de De Bruijn.

Sea (F0; �) un grupo abeliano de orden jF j; y sea � : F ! F0 una biyecci�on. Denotamos por�

la operaci�on binaria inducida en F; i.e. f1�f2 = ��1(�(f1)��(f2)): Entonces (F;�) es un grupo.

Para cada homomor�smo de grupos � : (F;�)k�1 ! (F;�); la aplicaci�on �� : (F;�)k ! (F;�)k

de�nida por:

��(h1; : : : ; hk) = (h2; : : : ; hk; �(h2; : : : ; hk)� h1)

es un automor�smo del grupo (F;�)k:

Para j = 1; : : : ; r, de�nimos �j : F
k ! F k como sigue:

(h1; : : : ; hk)
�j = (h2; : : : ; hk; �(h2; : : : ; hk)� h1 � fj): (2.5)

Entonces, el conjunto FB = f�1; : : : ; �rg es una 1-factorizaci�on de B(r; k): N�otese que �j es

una permutaci�on en F k en la que cada v�ertice de B(r; k) es enviado a un v�ertice hacia el que
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es adyacente. M�as a�un, las im�agenes de un v�ertice por �i y por �j para i 6= j, son dos v�ertices

diferentes. Decimos que FB es la 1-factorizaci�on lineal de B(r; k) inducida por (F;�) y �:

El grupo de permutaciones de las 1-factorizaciones lineales de B(r; k) ha sido calculado

anteriormente:

Proposici�on 2.3.2 ([39]) Sea (B(r; k); FB); donde FB es una 1-factorizaci�on lineal de B(r; k)

inducida por (F;�) y �: Sea m el orden de �� en Aut(F;�)k :

Entonces, GB = G(B(r; k); FB) es isomorfo al producto semidirecto (F;�)k o� Zm con

�(i) = �i� 2 Aut(F;�)
k :

Notemos que no todas las 1-factorizaciones de los digrafos de De Bruijn son 1-factorizaciones

lineales. Por ejemplo, consideremos los digrafos de De Bruijn de grado 2; B(2; k): En el caso

k = 1; el digrafo B(2; 1) = K+
2 admite �unicamente una 1-factorizaci�on F de K+

2 (salvo per-

mutaciones de los colores). Recordemos adem�as que s�olo existe un grupo de orden 2 que es Z2:

Denotemos por 0 el elemento identidad de Z2:

En el caso de k = 2, una 1-factorizaci�on lineal de B(2; 2) = LK+
2 viene inducida por una

1-factorizaci�on de K+
2 (que es �unica) y por un homomor�smo de grupos � : Z2 ! Z2: S�olo

hay dos homomor�smos de grupos posibles, � � 0 (cuando �(x) = 0 para x 2 Z2), y � = Id

(cuando �(x) = x para x 2 Z2), luego B(2; 2) admite �unicamente dos 1-factorizaciones lineales

(salvo permutaciones de colores). V�eanse en la Figura siguiente 2.3 las dos 1-factorizaciones

lineales de B(2; 2):

µ=Idµ=0

00

10

11

01

00

10

11

01

Figura 2.3: 1-factorizaciones lineales de B(2; 2)

No es dif��cil comprobar que son las �unicas 1-factorizaciones posibles de B(2; 2):

No sucede lo mismo en el caso k = 3: Una 1-factorizaci�on lineal de B(2; 3) = L2K+
2 viene

inducida por una 1-factorizaci�on de K+
2 y por un homomor�smo de grupos � : Z22 ! Z2: S�olo

hay cuatro homomor�smos de grupos posibles:

� � 0; �(h2; h3) = h2; �(h2; h3) = h3; �(h2; h3) = h2 + h3;

luego B(2; 3) admite cuatro 1-factorizaciones lineales (salvo permutaciones de colores). V�eanse

en la Figura siguiente 2.4 las 1-factorizaciones lineales de B(2; 3):

No es dif��cil comprobar que B(2; 3) admite ocho 1-factorizaciones diferentes (en la sec-

ci�on 4.2.3 puede verse una demostraci�on de este hecho). Por lo tanto, existen cuatro 1-factori-

zaciones de B(2; 3) no lineales. En la Figura 2.2 se mostraban dos de estas 1-factorizaciones de

B(2; 3) no lineales.

1-factorizaciones normales de los digrafos de De Bruijn

Consideremos ahora f1 2 (F;�) el elemento neutro de (F;�). En el caso de que el homomor-

�smo � sea el homomor�smo nulo, � � f1; hablaremos de 1-factorizaciones (lineales) normales

de B(r; k):
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2

µ=0

µ 2 3 2 µ 2 3 +h3

µ 2 3 3(h  ,h  )=h

(h  ,h  )=h(h  ,h  )=h
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100 110
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101 111010

Figura 2.4: 1-factorizaciones lineales de B(2; 3)

El grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on normal es isormofo (F;�)k o� Zk; donde

�(i) el shift c��clico de i posiciones en (F;�)k (Proposici�on 2.3.2) .

Sea el caso k = 1; entonces B(r; 1) = K+
r
: Sea (F;�) un grupo de cardinal r y f1 2 (F;�)

su elemento neutro. Consideramos K+
r con conjunto de v�ertices V = F: Una 1-factorizaci�on

normal de K+
r
inducida por (F;�) veri�ca que todos los bucles reciben el mismo color f1 y un

arco de la forma (f1; fi) recibe el color fi para i = 1; : : : ; r:

En [37] se caracterizan digrafos de Cayley arco-coloreados cuyos digrafo l��nea son tambi�en

digrafos de Cayley. Para el caso de las 1-factorizaciones normales la caracterizaci�on es la

siguiente:

Teorema 2.3.6 ([37, 14] ) Sea (�; F ) un digrafo r-regular con una 1-factorizaci�on F . Sea

FB una 1-factorizaci�on normal de K+
r
:

Entonces, (L�; F �) es un digrafo de Cayley con la 1-factorizaci�on F � inducida por F y FB
si y s�olo si (�; F ) es un digrafo de Cayley con la 1-factorizaci�on natural y F es un grupo de

automor�smos de G(�; F ):

2.4 Recubrimientos de digrafos

Dados digrafos �1 = (V1; A1) y �2 = (V2; A2); se dice que �1 es un recubrimiento de �2 con

proyecci�on recubridora �; si � es un epimor�smo de digrafos de �1 en �2; y existe h 2 N tal que

j��1(u)j = h; 8u 2 V2; y � es un isomor�smo local, i.e. para cada v 2 V1 los conjuntos �
+
1 (v)

y �+2 (�(v)) tienen el mismo cardinal. Lo denotaremos entonces por �1�!!�2, o por �1
�
�!! �2

si la referencia a � ha de hacerse expl��cita.

Esto es, �1 es un recubrimiento3 de �2 con proyecci�on recubridora �; si existe h 2 N tal que

� es un h� 1 epimor�smo de �1 en �2 y � es un isomor�smo local.

Cuando �1
�
�!! �2; el conjunto �

�1(u) de un v�ertice u 2 V2 recibe el nombre de �bra sobre

el v�ertice u:

Las siguientes proposiciones nos proporcionan ejemplos sencillos y �utiles de recubrimientos

de digrafos:

3En la literatura se dice tambi�en que �1 es un h-fold cover de �2.
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Proposici�on 2.4.1 Sea � un digrafo regular. Entonces Lk� es un recubrimiento de �:

Demostraci�on. De�nimos la aplicaci�on �k : V (Lk�) ! V (�) como �k(u0; : : : ; uk) = uk: Es

inmediato comprobar que �k es una proyecci�on recubridora de Lk� en �

Si k = 1; �1 : V (L�) ! V (�) es simplemente �1(u; v) = v: Diremos que �1 la proyecci�on

recubridora est�andar de L� en �:

Proposici�on 2.4.2 ([2]) Sean G un grupo �nito y H < G un subgrupo. Sea jG : H j = h: Sea

S un conjunto de generadores de G; donde no hay dos elementos de S que pertenezcan a la

misma clase lateral por la derecha de H en G:

Entonces Cay(G;S) es un recubrimiento de digrafo de Schreier Sch(G=H; S):

Demostraci�on. La aplicaci�on natural � : u 7! Hu es una proyecci�on recubridora h� 1:

Un resultado cl�asico de teor��a espectral que relaciona los recubrimientos de digrafos con sus

respectivos espectros es el siguiente:

Proposici�on 2.4.3 ([2]) Sea �1 un recubrimiento de �2; entonces los polinomios m��nimo y

caracter��stico de �2 dividen a los respectivos polinomios m��nimo y caracter��stico de �1: En

particular, el espectro de �2 est�a contenido en el espectro de �1:

Babai en [2, Teorema 1.3.] mejora el siguiente remarcable resultado de Godsil [45, Teore-

ma 3.1.]:

Teorema 2.4.1 ([45]) El polinomio m��nimo de cualquier matriz de enteros divide el polinomio

m��nimo de alg�un digrafo de Cayley.

La clave de Babai consiste en construir recubrimientos de Cayley arco transitivos de cualquier

(multi)digrafo:

Teorema 2.4.2 ([2]) Todo (multi)digrafo �nito regular admite un recubrimiento de Cayley

�nito arco transitivo.

Aplicando la Proposici�on 2.4.3, Babai demuestra que el polinomio m��nimo de cualquier ma-

triz de enteros divide el polinomio m��nimo de alg�un digrafo de Cayley arco transitivo. Adem�as,

esto responde negativamente al problema planteado por Cameron [15, Problema 9.1] sobre la

existencia de digrafos arco transitivos con matrices de adyacencia no diagonalizables sobre los

reales.

Babai se pregunta entonces [2, Problema 1.4.] por la construcci�on de recubrimientos de

Cayley 2-arco transitivos de cualquier digrafo. En nuestra tesis, resolveremos este problema

hasta entonces abierto con la construcci�on de recubrimientos de Cayley k-arco transitivos de

cualquier digrafo para todo k 2 N .

2.4.1 Recubrimientos de Cayley de digrafos arco-coloreados

Los recubrimientos de Cayley de digrafos, tal y como los de�niremos a continuaci�on, fueron

introducidos originariamente por Babai en [2] para construir un recubrimiento arco transitivo

de cada digrafo regular.
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Dado � un digrafo regular y F una 1-factorizaci�on de �: Sea G = G(�; F ) el grupo de

permutaciones de F: Se de�ne el recubrimiento de Cayley de (�; F ) como Cay(G;F ) y lo deno-

tamos por �F (o simplemente por � si la referencia a F es clara por el contexto). La siguiente

proposici�on justi�ca la terminolog��a. Tanto el enunciado como la demostraci�on son una versi�on

de los que se encuentran en [2, Proposiciones 2.1,2.2].

Proposici�on 2.4.4 Sea F una 1-factorizaci�on de un digrafo � = (V;A) regular (fuertemente)

conexo. Entonces, �F es un recubrimiento de �.

Demostraci�on. Sea u 2 V . Sea G = G(�; F ) y � : G ! V una aplicaci�on de�nida por

�(g) = ug. Como un arco (g; gf) de �F tiene como imagen el arco (ug; (ug)f ) para cada g 2 G

y f 2 F , entonces � es un homomor�smo de digrafos de �F en �. Como � es conexo, G

act�ua transitivamente en V . Luego � es un epimor�smo. Ambos digrafos son r-regulares con

r = jF j y j�(gF )j = jugF j = jF j para g 2 G. Luego � es un isomor�smo local. Finalmente,

j��1(v)j = jGuj para v 2 V , donde Gu es el estabilizador de u en G.

Por ejemplo, en la Figura 2.5 se muestra el digrafo de De Bruijn B(2; 3) con una 1-factori-

zaci�on F tal que el grupo de permutaciones de F es isomorfo a A4�Z2: Tambi�en se muestra en

la Figura 2.5 el correspondiente recubrimiento de Cayley B(2; 3)
F
de B(2; 3) con esta 1-facto-

rizaci�on F .

(B(2,3),F)

B(2,3)F

Figura 2.5: (B(2; 3); F ) y B(2; 3)
F

Como todo digrafo regular admite al menos una 1-factorizaci�on (Teorema 2.3.1), entonces

todo digrafo regular tiene un recubrimiento de Cayley (luego un recubrimiento v�ertice transiti-

vo).

Los recubrimientos de Cayley de digrafos son interesantes como modelos de redes de inter-

conexi�on sim�etricas y tambi�en como modelos de redes de permutaciones. Una red de permuta-

ciones se modela por un digrafo en el cual, en cada unidad de tiempo, los paquetes de cada nodo

se env��an a uno de los nodos adyacentes, de manera que no tiene lugar ning�un con
icto, esto

ser��a, que dos paquetes fueran transferidos a un mismo nodo. As��, el protocolo de red consiste
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en el conocimiento de todas las permutaciones posibles y de un algoritmo para producir cada

una de ellas en el m��nimo cardinal de unidades de tiempo posible. Las 1-factorizaciones que

nosotros utilizamos como herramienta principal de recubrimiento de un digrafo, nos devienen

entonces �utiles para modelar una red de este tipo. Dado un digrafo con 1-factorizaci�on (�; F );

todo elemento del grupo de permutaciones de G(�; F ) se corresponde con una permutaci�on del

conjunto de v�ertices de � que se puede llevar a cabo en una secuencia de permutaciones en F;

esto es, usando los arcos del digrafo sin con
icto. Adem�as, un encaminamiento de trayectoria

m��nima en el recubridor de Cayley �F del digrafo � se traduce en un algoritmo para generar

cada una de las permutaciones de G(�; F ); y el di�ametro del recubridor �F es una cota su-

perior del tiempo necesario para generar una permutaci�on. (V�ease a este respecto [29] donde

se estudian los recubrimientos de Cayley de digrafos de De Bruijn como modelos de redes de

permutaciones).

2.4.2 Equialcanzabilidad

Los resultados de esta secci�on fueron presentados en las I Jornades de Matem�atica Discreta i

Algor��smica y se encuentran en los proceedings correspondientes [65].

Proposici�on 2.4.5 Sea �1 un recubrimiento de un digrafo conexo �: Si � un m-ciclo genera-

lizado para m � 2; entonces �1 = (V1; A1) es tambi�en un m-ciclo generalizado.

Demostraci�on. Si � = (V;A) es un m-ciclo generalizado entonces existe un homomor�smo

de digrafos � : V ! Zm (v�ease la Proposici�on 1.2.1).

Sea �1 : V1 ! V la proyecci�on recubridora de �1 en �. Entonces, ��1 : V1 ! Zm es un

homomor�smo de digrafos, luego �1 es un m-ciclo generalizado.

Dado � un digrafo r-regular conexo, consideremos ahora �� = Lk�. Sean F = ff1; : : : ; frg

una 1-factorizaci�on de �; FB = f�1; : : : ; �rg una 1-factorizaci�on deB(r; k) y F
� la 1-factorizaci�on

de �� inducida por F y FB : Entonces, se veri�can los siguientes resultados:

Proposici�on 2.4.6 ��F� es un recubrimiento de B(r; k)
FB
:

Demostraci�on. Por de�nici�on ��F� = Cay(G�; F �): Por la Proposici�on 2.3.5 G� est�a gene-

rado por f(
a; a 2 F
k;�i) : i = 1; : : : ; rg en G oGB ; donde 
a para a = (a1; : : : ; ak) 2 F

k viene

de�nida por 
a = a1:

Entonces, la aplicaci�on natural � : (
;�) 7! � es una proyecci�on recubridora de ��F� en

B(r; k)
FB
:

Proposici�on 2.4.7 Sea FB una 1-factorizaci�on lineal de B(r; k) inducida por un grupo abeliano

(F;�) de orden r y un homomor�smo de grupos � : (F;�)k�1 ! (F;�):

Entonces, B(r; k)
FB

es un ciclo generalizado para k � 2:

Demostraci�on. Por la Proposici�on 2.3.2 GB ' (F;�)k o� Zm; donde

��(h1; : : : ; hk) = (h2; : : : ; hk; �(h2; : : : ; hk)� h1)

�(i) = �i
�
2 Aut(F;�)k ; y m es el orden de �� 2 Aut(F;�)

k

Entonces, la aplicaci�on � : (
; i) 7! i para 
 2 (F;�)k e i 2 Zm; es un homomor�smo de

digrafos de B(r; k)
FB

en Cm; luego B(r; k)FB es un m-ciclo generalizado (por la caracterizaci�on
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de ciclos generalizados de la Proposici�on 1.2.1). Si k � 2; entonces m > 1 y B(r; k)
FB

es un

ciclo generalizado.

Como corolario inmediato de las dos proposiciones se tiene:

Corolario 2.4.1 Dados � = (V;A) y �� = Lk�; con k � 2: Sean F una 1-factorizaci�on de

�; FB una 1-factorizaci�on lineal de B(r; k) y F � la 1-factorizaci�on de �� inducida por F y FB :

Entonces, ��F� es un ciclo generalizado.

Demostraci�on. Se aplica la Proposici�on 2.4.5.
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Cap��tulo 3

T�ecnica de construcci�on de

recubrimientos k-arco transitivos

3.1 Introducci�on

En este cap��tulo presentamos una construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de un di-

grafo conexo regular arbitrario para cada entero positivo k: Como el digrafo de partida es

arbitrario, la construcci�on nos proporciona al mismo tiempo una t�ecnica de construcci�on de

digrafos k-arco transitivos para cada grado y cada entero positivo k. Esta construcci�on fue

introducida por primera vez en [63] y en este cap��tulo presentamos algunos de los resultados

ligeramente mejorados.

La principal distinci�on entre nuestra t�ecnica de construcci�on de digrafos k-arco transitivos y

las que mencion�abamos en el estado del arte sobre el tema (secci�on 2.2.1), es que las construc-

ciones de digrafos k-arco transitivos conocidas hasta el momento se orientaban hacia la teor��a

de grupos, el digrafo k-arco transitivo era construido a partir de su grupo de automor�smos.

Nuestra t�ecnica se basa en la observaci�on elemental de que un digrafo � es k-arco transitivo

si y s�olo si su digrafo k-l��nea iterado es v�ertice transitivo. Recordemos que los k-arcos de �

son v�ertices en Lk� y que los grupo de automor�smos de un digrafo y de su digrafo l��nea son

isomorfos (v�ease la secci�on 1.3.3).

Generalizando un resultado de Gross [47], Babai en [2] demuestra que todo digrafo regular es

un digrafo de Schreier de un grupo �nito (el digrafo cociente de un digrafo de Cayley Cay(G;S)

por un subgrupo H de G). Esto es, que todo digrafo regular admite un recubrimiento v�ertice

transitivo.

Inspir�andonos en este hecho, nuestra idea consiste en escoger recubrimientos v�ertice tran-

sitivos \apropiados" de un digrafo k-l��nea iterado, de manera que estos recubrimientos sean

tambi�en digrafos k-l��nea iterados. Adem�as, los digrafos k-arco transitivos de los que son k-l��nea

iterados resultan ser tambi�en recubrimientos del digrafo de partida.

Los recubrimientos v�ertice transitivos \apropiados" de digrafos k-l��nea iterados que consi-

deramos son los recubrimientos de Cayley del digrafo con 1-factorizaciones k-uniformes. En la

secci�on 3.3 de�niremos las 1-factorizaciones k-uniformes y probaremos que todo digrafo k-l��nea

iterado regular admite 1-factorizaciones k-uniformes. A modo de presentaci�on informal, dire-

mos aqu�� que 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-l��nea iterados son justamente aquellas

1-factorizaciones tales que el recubrimiento de Cayley del digrafo con esta 1-factorizaci�on es
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tambi�en un digrafo k-l��nea iterado. Para entender la naturaleza de las 1-factorizaciones k-uni-

formes nos ser�a muy �util la caracterizaci�on de digrafos de Cayley k-arco transitivos de la secci�on

3.2.

Nuestra construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafos arbitrario es, por

lo tanto, una generalizaci�on de los resultados de Babai [2], que corresponden a los casos k = 0; 1

de nuestra construcci�on. De hecho, los mencionados resultados de Babai proporcionan una

cadena in�nita de recubrimientos arco transitivos del digrafo original. Con nuestra construcci�on

podemos manufacturar tambi�en una cadena in�nita de recubrimientos k-arco transitivos de un

digrafo � en la que el recubrimiento i-�esimo de la cadena �k+i es el recubrimiento (k + i)-arco

transitivo de � que nos proporciona nuestra construcci�on. Encontramos la di�cultad t�ecnica de

que �k+i no necesariamente es un recubrimiento �k+j cuando i > j: Discutiremos esta di�cultad

y algunas otras en la seccion 3.6 y presentaremos una construcci�on alternativa de cadena de

recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo arbitrario en la secci�on 3.6.1.

Esta construcci�on alternativa se basa en la construcci�on de elevaciones de un digrafo por

asignaciones de voltaje (v�ease la de�nici�on en la la secci�on 3.6.1). El resultado clave es que la

elevaci�on de un digrafo k-arco transitivo por una asignaci�on de voltaje apropiada es a su vez

un digrafo k-arco transitivo que recubre el digrafo de partida. La construcci�on de una cadena

in�nita de recubrimientos k-arco transitivos mediante la construcci�on de elevaciones de digrafos

es m�as pr�actica que la propuesta anteriormente, aunque no siendo una t�ecnica de construcci�on

de recubrimientos k-arco transitivos de digrafos arbitrarios, sino �unicamente de digrafos k-ar-

co transitivos, toma igualmente como primer elemento de la cadena el recubrimiento k-arco

transitivo �k de � obtenido mediante nuestra construcci�on.

3.2 Digrafos de Cayley k-l��nea iterados

Nos ser�a muy �util a lo largo del cap��tulo la siguiente reformulaci�on de la caracterizaci�on de

Heuchenne (Teorema 1.3.2) para digrafos de Cayley l��nea iterados.

Teorema 3.2.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley con jSj = r: Existe un (multi)digrafo

r-regular �0 (posiblemente con arcos m�ultiples) tal que � = Lk�0 si y s�olo si existe un subgrupo

Hk de G tal que Hk = xS�k para alg�un x 2 Sk y jHkj = rk:

M�as a�un, �0 tiene arcos m�ultiples si y s�olo si Hk \ S
�1S 6= f1g:

Demostraci�on. Necesidad: Supongamos en primer lugar que � = Lk�0 para alg�un (mul-

ti)digrafo �0. Consideremos el conjunto xS
�k para x 2 Sk . Para cada y 2 Sk, se veri�ca:

1 2 xS�k \ yS�k = ��k(x) \ ��k(y)

Entonces, el Corolario 1.3.1 implica

Hk = xS�k = yS�k = SkS�k y jHkj = rk (3.1)

En particular, Hk = xS�k para cada x 2 Sk; as�� como Hk = Skz para cada z 2 S�k: Luego,

H2
k
= (Skx�1)(xS�k) = Hk, y por tanto Hk es un subgrupo de G.

Su�ciencia: Supongamos que xS�k es un subgrupo Hk de orden jSjk para alg�un x 2 Sk:

Entonces f��k(g) : g 2 Gg coincide con la partici�on de G en clases laterales por la izquierda

de Hk en G

��k(g) = gS�k = gx�1xS�k = gx�1Hk
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para g 2 G arbitrario. Por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones 1.3.1, el digrafo � es un digrafo

k-l��nea iterado.

En lo que se re�ere a la �ultima parte del enunciado, por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones

1.3.1, �0 tiene arcos m�ultiples si y s�olo si j��k�1(sk)j = jHkS
�1j < jSjk+1. Entonces, �0 tiene

arcos m�ultiples si y s�olo si existen elementos u; v 2 S; u 6= v; tales que Hku
�1 = Hkv

�1: Esto

es,

1 6= v�1u; u�1v 2 Hk \ S
�1S

Como consecuencia directa de aplicar el teorema anterior al digrafo inverso de �; ��1; y de

las Observaciones 1.3.1 se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley con jSj = r: Existe un (multi)digrafo

r-regular �0 (posiblemente con arcos m�ultiples) tal que � = Lk�0 si y s�olo si existe un subgrupo

Kk de G tal que Kk = xSk para alg�un x 2 S�k y jKkj = rk :

M�as a�un, �0 tiene arcos m�ultiples si y s�olo si Kk \ SS
�1 6= f1g:

La siguiente proposici�on relaciona los grupos Hk y Kk de un digrafo de Cayley k-l��nea

iterado:

Proposici�on 3.2.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley k-l��nea iterado. Entonces los

grupos Hk y Kk son grupos conjugados en G.

Demostraci�on. Sea Kk = S�kSk: Por 3.1 tenemos Hk = skS�k = Sks�k para todo s 2 S:

Entonces:

skKks
�k = skS�kSks�k = HkHk = Hk

En particular, si � es un digrafo de Cayley k-l��nea iterado tal que � = Lk�0 para un

(multi)digrafo �0; entonces sHks
�1 � sH1s

�1 = K1: En consecuencia, si Hk \ sHks
�1 = f1g

para s 2 S arbitrario, entonces �0 no tiene arcos m�ultiples.

En el cap��tulo 4 estudiaremos la estructura de los grupos Hk y Kk de digrafos de Cayley

k-l��nea iterados de grado peque~no.

3.3 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-l��nea ite-

rados

Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo k-l��nea iterado. Introduciremos a continuaci�on una

clase de 1-factorizaciones de � tales que los recubrimientos de Cayley resultantes sean a su vez

digrafos k-l��nea iterados.

Para cada u 2 V y i 2 f0; : : : ; kg, de�nimos el conjunto Ui(u) = ��k+i(�k(u)). Por el

Corolario 1.3.1, el cardinal de cada conjunto es jUi(u)j = rk:

De�nimos el digrafo �ku como el digrafo con conjunto de v�ertices

Vu =

k[
i=0

(Ui(u)� fig)
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y tal que existe un arco ((x; i); (y; j)) de �k
u
si y s�olo si (x; y) 2 A y j = i+ 1. Obs�ervese que

por la caracterizaci�on de Heuchenne de digrafos k-l��nea iterados (Teorema 1.3.2), el digrafo �ku
depende �unicamente del orden k para el cual � es un digrafo k-l��nea iterado de alg�un digrafo

�0 (� = Lk�0), y no depende del digrafo �0 de partida. V�ease en la Figura 3.1 el digrafo �2u
de un digrafo � que sea 3-regular 2-l��nea iterado, y donde u 2 V:

-2Γ Γ -1 x {1}(u)2Γ (u) x {2}x {0}(u)2Γ Γ 2

u

Figura 3.1: Digrafo �2u

Sea F una 1-factorizaci�on de un digrafo � = (V;A) regular conexo k-l��nea iterado. Diremos

que F es una 1-factorizaci�on k-uniforme de � si para cada par de v�ertices u; v 2 V existe un

isomor�smo � de �ku en �kv tal que �(u; 0) = (v; 0) y � preserva la 1-factorizaci�on dada por F;

esto es, si ((z; i)(zf ; i+1)) es un arco de �k
u
y �(z; i) = (w; i) entonces �(zf ; i+1) = (wf ; i+1):

Lema 3.3.1 Sea � = (V;A) un digrafo regular conexo k-l��nea iterado y F una 1-factorizaci�on

de �: Entonces F es una 1-factorizaci�on k-uniforme de � si y s�olo si para cada par de v�ertices

u; v 2 V existe un isomor�smo � de �k
u
en �k

v
tal que �(u; 0) = (v; 0) y �(uf ; i) = (vf ; i) para

cada f 2 F kF�k+i y para cada 0 � i � k:

Demostraci�on. Supongamos en primer lugar que F es una 1-factorizaci�on k-uniforme de �:

En particular, �(uf1 ; 1) = (vf1 ; 1) para cada f1 2 F y reiterando el proceso

�(uf1f2:::fk ; k) = (vf1f2:::fk ; k)

para f1; : : : ; fk 2 F cualesquiera. M�as a�un, para cualquier f 2 F k se veri�ca

�(uff
0

�1
1 ; k � 1) = (vff

0

�1
1 ; k � 1)

para f
0

1 2 F arbitraria. Reiterando de nuevo tenemos �(uf ; i) = (vf ; i) para todo f 2 F kF�k+i:

Supongamos ahora que para cada par de v�ertices u; v 2 V existe un isomor�smo � de �ku en

�k
v
tal que �(u; 0) = (v; 0) y �(uf ; i) = (vf ; i) para cada f 2 F kF�k+i: En particular se veri�ca

�(uffl ; i+ 1) = (vffl ; i+ 1)

para cualquier fl 2 F y 0 � i � k � 1; con lo que F es una 1-factorizaci�on k-uniforme de �.
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Teorema 3.3.1 Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo k-l��nea iterado y F una 1-factori-

zaci�on de �: Entonces, �F es un digrafo k-l��nea iterado si y s�olo si F es una 1-factorizaci�on

k-uniforme.

Demostraci�on. Supongamos en primer lugar que �F es un digrafo k-l��nea iterado. Sea u 2 V;

es su�ciente probar que existe un isomor�smo 	u de (�F )
k

Id
en �k

u
que preserva la 1-factorizaci�on

dada por F . En efecto, en este caso, para cualquier par de v�ertices u; v 2 V; la aplicaci�on 	u	
�1
v

es un isomor�smo de �kv en �ku que preserva la 1-factorizaci�on dada por F:

Consideremos la aplicaci�on

	u : V ((�F )
k

Id) �! Vu

de�nida por 	u(f; i) = (xf ; i). Sea ((f; i); (ffl; i+ 1)) un arco cualquiera en (�F )
k

Id
; entonces

	u((f; i); (ffl; i+1)) = ((xf ; i); (xffl ; i+1)) es un arco de �ku; luego 	u es un homomor�smo de

digrafos. M�as a�un, 	u es una aplicaci�on exhaustiva y un isomor�smo local entre digrafos �nitos

del mismo orden. Entonces, 	u es un isomor�smo de (�F )
k

Id
en �k

u
y claramente preserva la

1-factorizaci�on dada por F:

Por otra parte, supongamos que F es una 1-factorizaci�on k-uniforme de �: Veamos en primer

lugar que �ku ' (�F )
k

Id
para u 2 V arbitraria.

De�nimos la aplicaci�on

�u : Vu �! V ((�F )
k

Id
)

por �u(u
f ; i) = (f; i) para f 2 F kF�k+i: Comprobemos que �u est�a bien de�nida. Supongamos

que existan (uf ; i); (ug; i) 2 �k
u
tales que (uf ; i) = (ug; i); tenemos que probar entonces que

f = g: Supongamos lo contrario f 6= g. Entonces existe v 2 V tal que vf 6= vg : Como

por hip�otesis F es una 1-factorizaci�on k-uniforme de �, por el Lema anterior 3.3.1 existe un

isomor�smo � de �ku en �kv tal que �((x; 0)) = (y; 0) y �(uf ; i) = (vf ; i) para f 2 F kF�k+i

arbitrario. Pero entonces �(uf ; i) = (vf ; i) 6= (vg ; i) = �(ug ; i) es una contradicci�on con (uf ; i) =

(ug ; i):

Claramente la aplicaci�on �u as�� de�nida es un homomor�smo de digrafos, inyectivo e exhaus-

tivo, luego un isomor�smo de �k
u
en (�F )

k

Id
:

En particular, j(�F )
k(Id)j = juF

k

j = rk y (�F )
k(Id) = (�F )

k(z) para todo z 2 F kF�k:

Como adem�as �F es v�ertice transitivo, la caracterizaci�on de Heuchenne de digrafos k-l��nea

iterados (Teorema 1.3.2) implica que �F es un digrafo k-l��nea y concluimos la demostraci�on.

En el siguiente cap��tulo estudiaremos m�as detalladamente las 1-factorizaciones k-uniformes

de digrafos de grado peque~no.

Veamos un primer ejemplo de 1-factorizaciones k-uniformes que son las 1-factorizaciones

lineales de los digrafos de De Bruijn que de�nimos en la secci�on 2.3.2.

Tomamos � = K+
r = LKr

1 el digrafo completo con bucles, que recordemos es un digrafo

l��nea del digrafo con un �unico v�ertice y r bucles. Sea (F;�) un grupo abeliano de orden r:

Entonces el digrafo de Cayley Cay(F; F ) es isomorfo a K+
r
y el conjunto de los elementos de

F = ff1 : : : ; frg de�ne una 1-factorizaci�on natural en �. El digrafo (k�1)-l��nea iterado L
k�1K+

r

de K+
r

es el digrafo de De Bruijn B(r; k): Escribimos los v�ertices de B(r; k) como elementos

de F k; donde x = (x1; : : : ; xk) es adyacente hacia los v�ertices de la forma (x2; : : : ; xk; x) con

x 2 F: Dado � : F k�1 ! F un homomor�smo de grupos, consideremos FB = f�1; : : : ; �rg la

1-factorizaci�on lineal de B(r; k) inducida por F y �: Esto es,

(x1; : : : ; xk)
�i = (x2; : : : ; xk; �(x2; : : : ; xk)� x1 � fi)
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A�rmamos que FB es una 1-factorizaci�on k-uniforme de B(r; k); o lo que es equivalente por

el Teorema 3.3.1, que B(r; k)
FB

es un digrafo k-l��nea iterado. Con estas notaciones,

Teorema 3.3.2 Sea FB = f�1; : : : ; �rg una 1-factorizaci�on lineal del digrafo de De Bruijn

B(r; k) = LkKr
1 inducida por (F;�) y �: Entonces, FB es una 1-factorizaci�on k-uniforme de

B(r; k):

Demostraci�on. Sea � = B(r; k) = (V;A): Necesitamos demostrar que, para cada par de

v�ertices x;y 2 V , existe un isomor�smo de digrafos �xy : Vx ! Vy que preserve los colores

dados por FB .

Para cada 0 � i � k y cada elemento z 2 (�)�i(�)k(x) = x(FB)
k(FB)

�i

, existe una per-

mutaci�on g 2 (FB)
k(FB)

�i tal que z = xg . Fijado i; a�rmamos que esta permutaci�on de

(FB)
k(FB)

�i es �unica.

Para f 2 F , denotemos por 	f el inverso del elemento f en (F;�). Con estas notaciones

se veri�ca

(x1; : : : ; xk)
(�i)

�1

= (xk 	 �(x1; : : : ; xk�1)	 fi; x1; : : : ; xk�1):

Para i dado, una permutaci�on g 2 (FB)
k(FB)

�i se escribe como

g =

0
@ kY
j=1

�uj

1
A
0
@ iY
j=1

(�uk+j )
�1

1
A ;

para ciertos elementos �u1 ; : : : ; �uk+i 2 FB si i � 1; y como

g =

0
@ kY
j=1

�uj

1
A ;

para ciertos elementos �u1 ; : : : ; �uk 2 FB si i = 0:

Denotemos

y1 = �(x2; : : : ; xk)� x1 � fu1 ; y2 = �(x3; : : : ; xk; y1)� x2 � fu2 ; (3.2)

y de�nimos de manera recursiva

yj = �(xj+1; : : : ; xk; y1; : : : ; yj�1)� xj � fuj (3.3)

desde 3 � j � k:

Entonces, si i = 0 tenemos xg = (y1; : : : ; yk):

Denotemos

yk+1 = yk 	 �(y1; : : : ; yk�1)	 fuk+1 ; (3.4)

y de�nimos de manera recursiva

yk+j = yk+1�j 	 �(yk+j�1; : : : ; yk+1; y1; : : : ; yk�j)	 fuk+j (3.5)

para 2 � j � i:

Iterando el procedimiento anterior, si 1 � i � k tenemos:

xg = (x1; : : : ; xk)
g = (y1; : : : ; yk)

(
Qi

j=1(guk+j )
�1) =

= (yk+i; : : : ; yk+1; y1; : : : ; yk�i);



3 T�ecnica de construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos 39

Notemos que cada elemento yj depende �unicamente de x y de los elementos yl con l < j: En

consecuencia, si g0 = (
Q

k

j=1 �vj )(
Q

i

j=1(�vk+j )
�1) 2 (FB)

k(FB)
�i satisface xg = xg

0

; entonces

de (3.2) se deduce v1 = u1 y v2 = u2. De forma similar, de (3.3), (3.4) y (3.5) se deduce vj = uj
para 2 < j � k + i; por lo que g0 = g:

De�nimos ahora

�xy : Vx ! Vy

(xg ; i) 7! (yg ; i)

cuando g 2 (FB)
k(FB)

�k+i. N�otese que el conjunto f(xg; i) : i = 0; : : : ; k; g 2 (FB)
k(FB)

�k+ig

comprende todos los v�ertices de Vx = [
k

i=0

�
x(FB)

k(FB)
�k+i

� fig
�
.

Como cada permutaci�on g determina �univocamente un elemento de ��k+i�k(x)� fig para

cada v�ertice x 2 V , la aplicaci�on est�a bien de�nida. Adem�as, como �xy es inversible entonces

es biyectiva.

M�as a�un, por de�nici�on, si (xg ; i) 2 Vx n f�
k(x)� fkgg entonces

�xy(x
g�j ; i+ 1) = (yg�j ; i+ 1) = �xy(x

g ; i)�j

para cada �j 2 FB , y por lo tanto �xy preserva los colores dados por FB : Esto concluye la

demostraci�on.

3.4 Construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos

La idea de la t�ecnica de construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos se basa en la sencilla

observaci�on de que un digrafo � es k-arco transitivo si y s�olo si su digrafo k-l��nea iterado

es v�ertice transitivo (v�ease la secci�on 2.2). Generalizando un resultado de Gross [47], Babai

[2] demuestra que todo digrafo regular es un digrafo de Schreier de un grupo �nito (v�ease la

secci�on 2.3.1). Con otras palabras, que todo digrafo regular admite un recubrimiento v�ertice

transitivo. Nuestra idea clave consiste en escoger recubrimientos v�ertice transitivos apropiados

de un digrafo k-l��nea iterado, de manera que estos recubrimientos sean tambi�en digrafos k-l��nea

iterados. Adem�as, los digrafos k-arco transitivos de los que son k-l��nea iterados resultan ser

tambi�en recubrimientos del digrafo de partida.

El resultado principal de esta secci�on puede enunciarse de la siguiente manera.

Teorema 3.4.1 Sea � un digrafo regular. Para cada entero positivo k existe un recubrimiento

�k de � que es un digrafo k-arco transitivo.

El enunciado anterior es una generalizaci�on de los resultados de Babai [2], que corresponden

a los casos k = 0; 1 del Teorema 3.4.1.

La demostraci�on del Teorema 3.4.1 se basa en dos resultados t�ecnicos que presentamos a

continuaci�on.

Teorema 3.4.2 Sea � un digrafo r-regular (fuertemente) conexo y F una 1-factorizaci�on de

�: Sea (F0; �) un grupo de orden r; y � : F ! F0 una biyecci�on. Consideremos � la operaci�on

binaria inducida en F a trav�es de � tal que (F;�) es un grupo. Sea FB = f�1; : : : ; �rg una

1-factorizaci�on del digrafo de De Bruijn B(r; k) con conjunto de v�ertices las palabras de longitud

k a partir del alfabeto F:
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Entonces, la 1-factorizaci�on F � = ff�1 ; : : : ; f
�

r
g de �� = Lk� inducida por F y FB es una

1-factorizaci�on k-uniforme de �� si y s�olo si FB es una 1-factorizaci�on k-uniforme de B(r; k):

Demostraci�on. Denotemos V � = V (��) y escribamos los v�ertices x 2 V � como elementos de

V (�)� F k;i.e. x = (x; x1; : : : ; xk) 2 V (�)� F
k para x 2 V (�) y xj 2 F para todo 1 � j � k:

Para f 2 F; denotemos por 	f el elemento inverso del elemento f en (F;�):

Recordemos que

(x; x1; : : : ; xk)
f
�

i = (xx1 ; (x1; : : : ; xk)
�i)

para cada 1 � i � r:

Con estas notaciones se veri�ca,

(x; x1; : : : ; xk)
f
��1
i = (x	y1 ; y1; : : : ; yk)

donde (y1; : : : ; yk) = (x1; : : : ; xk)
�
�1
i :

Dado x = (x; x1; : : : ; xk) 2 V �; de�nimos la aplicaci�on �x : (V �)x ! V (B(r; k))(x1;:::;xk)
como �x(x

g ; i) = ((y1; : : : ; yk); i) cuando g 2 (F
�)k(F �)�k+i y xg = (y; y1; : : : ; yk) 2 V (�)�F

k:

N�otese que el conjunto f(xg ; i) : i = 0; : : : ; k; g 2 (F �)k(F �)�k+ig comprende todos los v�ertices

de (V �)x = [
k

i=0(x
(F�)k(F�)�k+i � fig):

A�rmamos que la aplicaci�on �x es un isomor�smo de ((��)k
x
; F �) en ((B(r; k))k

(x1;:::;xk)
; FB).

Veamos en primer lugar que la aplicaci�on �x est�a bien de�nida. Tenemos �x(x; 0) = ((x1; : : : ; xk); 0)

y, m�as a�un, �x(x
f
�

i ; 1) = ((x1; : : : ; xr)
�i ; 1) para todo 1 � i � r:

En general, una permutaci�on g 2 (F �)k(F �)�k+i se escribe como

g =

0
@ kY
j=1

f�
uj

1
A
0
@k�iY
j=1

(f�
uk+j

)�1

1
A ;

para ciertos elementos f�u1 ; : : : ; f
�

u2k�i
2 F � si 0 � i < k; y como

g =

0
@ kY
j=1

f�uj

1
A ;

para ciertos elementos f�
u1
; : : : ; f�

uk
2 F � si i = k:

Luego,

�x(x
g ; i) = ((x1; : : : ; xk)

(
Qk

j=1 �uj
)(
Qk�i

j=1(�uk+j )
�1)
; i)

si 0 � i < k; y

�x(x
g ; k) = ((x1; : : : ; xk)

Qk
j=1 �uj ; k):

En particular, la aplicaci�on �x no s�olo est�a bien de�nida sino que es una biyecci�on pues

(��)k
x
y (B(r; k))k

(x1;:::;xk)
son digrafos del mismo orden. Adem�as, �x es un homomor�smo de

((��)k
x
; F �) en ((B(r; k))k

(x1;:::;xk)
; FB), luego un isomor�smo.

Entonces, si la 1-factorizaci�on F � es una 1-factorizaci�on k-uniforme de ��; para todo par

de v�ertices x;y 2 V � existe un isomor�smo de digrafos �xy : (V �)x ! (V �)y que preserve los

colores dados por F �: Si x = (x; x1; : : : ; xk) e y = (y; y1; : : : ; yk); entonces �y�xy�
�1
x

es un

isomor�smo de (B(r; k))k
(x1;:::;xk)

en (B(r; k))k
(y1;:::;yk)

que preserva los colores dados por FB :

A la inversa, si la 1-factorizaci�on FB es una 1-factorizaci�on k-uniforme de B(r; k); para todo

par de v�ertices (x1; : : : ; xk); (y1; : : : ; yk) 2 V (B(r; k)) existe un isomor�smo de digrafos

�(x1;:::;xk)(y1;:::;yk) : V (B(r; k))(x1;:::;xk) ! V (B(r; k))(y1;:::;yk)
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que preserve los colores dados por FB : Entonces, si x = (x; x1; : : : ; xk) e y = (y; y1; : : : ; yk)

son dos v�ertices cualesquiera de V � = V � F k; la aplicaci�on ��1
y
�(x1;:::;xk)(y1;:::;yk)�x es un

isomor�smo de (��)k
x
en (��)k

y
que preserva los colores dados por la 1-factorizaci�on inducida

F �:

Como corolario inmediato, se obtiene:

Corolario 3.4.1 Todo digrafo k-l��nea iterado regular admite 1-factorizaciones k-uniformes.

Demostraci�on. Como todo digrafo k-l��nea iterado regular de grado r admite 1-factorizaciones

inducidas por 1-factorizaciones lineales del digrafo de De Bruijn B(r; k); y por el Teorema 3.3.2

1-factorizaciones lineales de B(r; k) son 1-factorizaciones k-uniformes. Por el Teorema 3.4.2,

esto implica que todo digrafo k-l��nea iterado regular admite 1-factorizaciones k-uniformes.

En particular, como todo digrafo k-l��nea iterado admite 1-factorizaciones k-uniformes, se

veri�ca que para cualquier digrafo � que sea k-l��nea iterado, los digrafos correspondientes �ku
para u 2 V (�) son siempre isomorfos. Pero es solamente cuando asignamos al digrafo � una

1-factorizaci�on F que sea k-uniforme, que los respectivos isomor�smos entre los digrafos �ku
preservar�an los colores dados por F:

Presentemos a continuaci�on el otro resultado necesario para la demostraci�on del Teore-

ma 3.4.1.

Proposici�on 3.4.1 Sean �; �0 dos digrafos conexos regulares. Entonces � es un recubrimiento

de �0 si y s�olo si L� es un recubrimiento de L�0:

Demostraci�on. Sea �
�
�!! �0 un recubrimiento con proyecci�on recubridora �: De�nimos

�L : V (L�) ! V (L�0) como �L(u; v) = (�(u); �(v)) para (u; v) 2 V (L�): Es f�acil comprobar

que �L es una proyecci�on recubridora de L� en L�0:

A la inversa, sea �L = V (L�) ! V (L�0) una proyecci�on recubridora de L� en L�0: Sean �

y �0 las proyecciones recubridoras est�andar de L� en � y de L�0 en �0 respectivamente.

De�nimos � : V (�) ! V (�0) como � = �0�L�
�1 y a�rmamos que � es una proyecci�on

recubridora de � en �0: Veamos en primer lugar que est�a bien de�nida. Sean u1; u2 2 V (L�) tales

que �(u1) = �(u2): Entonces L�
+(u1) = L�+(u2); y por lo tanto L�

0+(�L(u1)) = L�0+(�L(u2)):

En consecuencia �0(�L(u1)) = �0(�L(u2)):

Veamos tambi�en que si j��1L (u; v)j = h para todo (u; v) 2 V (L�0); entonces j��1(v)j = h

para todo v 2 V (�0):

Sea (u; v) 2 �0�1(v); entonces j��1L (u; v)j = h: Probaremos en primer lugar que j�(��1L (u; v))j =

h: En caso contrario, existen en L� dos v�ertices de la forma (u1; w); (u2; w) 2 �
�1
L (u; v); lo cual

contradice el hecho de que �L sea isomor�smo local, pues jL�0�(�L(w; z))j < jL�
�(w; z)j para

cualquier v�ertice de la forma (w; z) 2 V (L�): Finalmente, �(��1L (u1; v)) = �(��1L (u2; v)) para

cualesquiera (u1; v); (u2; v) 2 �
0�1(v):

Adem�as, � es claramente un homomor�smo de digrafos e isomor�smo local, con lo que

acabamos de demostrar que es una proyecci�on recubridora.

En ambos casos, el diagrama siguiente es conmutativo.

L�
�L�!L�0??y� ??y�0

�
�
�! �0
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Aplicando el Teorema 3.4.2 y la Proposici�on anterior, podemos probar el Teorema principal

de la secci�on.

Demostraci�on del Teorema 3.4.1

Demostraci�on. Sea � un digrafo r-regular. Podemos suponer sin p�erdida de generalidad que

� es (fuertemente) conexo. Sea F una 1-factorizaci�on arbitraria de � y FB una 1-factorizaci�on

k-uniforme del digrafo de De Bruijn B(r; k) con conjunto de v�ertices las palabras de longitud k

a partir del alfabeto F: (Por el Teorema 3.3.2 podemos tomar FB una 1-factorizaci�on lineal de

B(r; k) a partir de una operaci�on de grupo � de�nida en F ).

Sea F � una 1-factorizaci�on de Lk� inducida por F y FB :

Consideremos �k la proyecci�on recubridora est�andar de L
k� en � y �k la proyecci�on recubri-

dora de Lk�F� en Lk�: Por el Teorema 3.4.2, el digrafo Lk�F� es un digrafo k-l��nea iterado

de un digrafo �k; es decir �k = L�k(Lk�F�): Por la Proposici�on 3.4.1, como Lk�F� es un

recubrimiento de Lk�; entonces �k es un recubrimiento de � y existe � : V (�k) ! V (�) una

proyecci�on recubridora. Sea �k la proyecci�on recubridora de Lk�F� en �k:

Entonces, el siguiente diagrama es conmutativo.

�; F
�
  � �k = L�k(Lk�F�)

�k

x??"
x??"�k

Lk�; F �
�k
  � Lk�F�

Finalmente, por la Observaci�on 2.2.1, �k es un digrafo k-arco transitivo pues su digrafo

k-l��nea iterado es un digrafo de Cayley.

Observemos que esta construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo regular

� es v�alida siempre que al digrafo k-l��nea iterado Lk� se le asigna una 1-factorizaci�on k-uniforme,

no necesariamente inducida por alguna de 1-factorizaci�on de �: Nos ocuparemos de esta cuesti�on

para digrafos regulares de grado peque~no en el cap��tulo 4 .

Adem�as, notemos que la construcci�on tiene inter�es no s�olo como t�ecnica de construcci�on de

recubrimientos con unas propiedades determinadas, sino tambi�en como m�etodo de construcci�on

de digrafos k-arco transitivos de grado arbitrario. V�ease el estado del arte de construcci�on de

digrafos k-arco transitivos en la seccion 2.2.1.

En principio, todos los digrafos k-arco regulares pueden obtenerse con esta construcci�on. Sea

� un digrafo k-arco regular, y seaG el subgrupo de Aut(�) que act�ua regularmente en el conjunto

de k-arcos de �. Consideremos el digrafo k-l��nea iterado de �; Lk�: Por la caracterizaci�on de

Sabidussi de los digrafos de Cayley (Teorema 1.2.1) y la Observaci�on 2.2.1, Lk� es un digrafo

de Cayley del grupo G de�nido por alg�un conjunto de generadores S de G: Tomemos F la

1-factorizaci�on de Lk� dada por S de manera natural. Entonces Lk�F = Lk� y el mismo

digrafo �k = � de partida es el recubrimiento k-arco transitivo de � que obtenemos con nuestra

construcci�on. Luego todos los digrafos k-arco regulares pueden obtenerse con esta construcci�on.
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3.5 Recubrimientos k-arco transitivos de algunas familias

de digrafos

Daremos a continuaci�on algunos ejemplos de construcciones expl��citas de digrafos k-arco tran-

sitivos utilizando los resultados anteriores.

3.5.1 Recubrimientos k-arco transitivos de los digrafos completos con

bucles

En nuestro primer ejemplo, tomamos � = K+
r

el digrafo completo con bucles. Sea (F;�)

un grupo abeliano de orden r: Entonces K+
r es isomorfo al digrafo de Cayley Cay(F; F ) y el

conjunto de los elementos de F = ff1 : : : ; frg de�ne una 1-factorizaci�on natural en K+
r
. El

digrafo k-l��nea iterado LkK+
r
es el digrafo de De Bruijn B(r; k+1) de grado r y di�ametro k+1:

Los v�ertices de B(r; k +1) se pueden escribir como elementos de F k+1; donde x = (x0; : : : ; xk)

es adyacente hacia los v�ertices de la forma (x1; : : : ; xk; x) con x 2 F: Dado � : F k ! F un

homomor�smo de grupos, consideremos FB = f�1; : : : ; �rg la 1-factorizaci�on lineal de B(r; k+1)

inducida por F y �: Esto es,

(x0; : : : ; xk)
�i = (x1; : : : ; xk; �(x1; : : : ; xk)� x0 � fi)

Por el Teorema 3.3.2, FB es una 1-factorizaci�on (k+1)-uniforme de B(r; k+1); o lo que es

equivalente B(r; k + 1)
FB

es un digrafo (k + 1)-l��nea iterado.

De�nimos �� el automor�smo de F k+1 por

(x0; : : : ; xk)
�� = (x1; : : : ; xk; �(x1; : : : ; xk)� x0)

Sea m el orden de �� en Aut(F k+1) (lo que implica m � k+1). Dea G� el producto semidirecto

F k+1
o� Zm donde � : Zm ! Aut(F k+1) viene dada por �(i) = �i

�
:

De�nimos una acci�on de G� en F k+1 como

x(y;j) = x�(j) � y (3.6)

donde x;y 2 F k+1 y la operaci�on � se de�ne coordenada a coordenada.

No es dif��cil ver que el grupo G� est�a generado por el conjunto F � =< f�1 ; : : : ; f
�

r
> donde

f�
i
= (0; : : : ; 0; fi; 1) 2 F

k+1
o� Zm; i = 1; : : : ; r

y donde 0 denota el elemento identidad de (F;�): M�as a�un, la biyecci�on F � ! FB tal que

f�
i
7! �i; extiende a un isomor�smo de grupos entre G

� y el grupo de permutaciones GB de FB :

Adem�as, la 1-factorizaci�on de LkK+
r
de�nida por F � a trav�es de la acci�on dada por (3.6) y FB

coinciden, luego G� y GB son permutacionalmente equivalentes. V�ease [39] para m�as detalles.

Probemos a continuaci�on que el recubrimiento de Cayley B(r; k + 1)
FB

es un digrafo k-l��nea

iterado del ciclo completo generalizado C(r;m): (Por lo tanto, B(r; k + 1)
FB

es un digrafo

(k+1)-l��nea iterado de un multidigrafo que corresponde a un ciclo de orden m donde cada arco

ha sido sustituido por r arcos m�ultiples).

Teorema 3.5.1 ([29]) Sea (F;�) un grupo abeliano de orden r y � : F k ! F un homomor-

�smo de grupos.

El recubrimiento de Cayley B(r; k + 1)
FB

de B(r; k + 1) con la 1-factorizaci�on lineal FB
inducida por F y � es isomorfo al digrafo k-l��nea iterado C(r;m; k + 1):
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Demostraci�on. De�nimos la biyecci�on � : G� ! V (LkC(r;m)) como

(x0; : : : ; xk; i) 7! (x0; i)(x1; i+ 1) � � � (xk; i+ k)

A�rmamos que � es un isomor�smo de digrafos de B(r; k + 1)
FB

' Cay(G�; F �) en

C(r;m; k + 1) = LkC(r;m): Es su�ciente demostrar que preserva las adyacencias. Esto es,

�((x0; : : : ; xk; i); (x1; : : : ; xk; �(x1; : : : ; xk)� x0 � fj ; i+ 1)) =

= ((x0; i)(x1; i+ 1) � � � (xk; i+ k); (x1; i+ 1) � � � (xk; i+ k)(�(x1; : : : ; xk)� x0 � fj ; i+ k + 1)):

En particular, cuando la 1-factorizaci�on de B(r; k +1) es normal (i.e., cuando el homomor-

�smo de grupos � : F k ! F es el homomor�smo nulo), el automor�smo �� : F k ! F k es

simplemente un shift c��clico de una posici�on en F k: As��, m = k + 1; y el recubrimiento corres-

pondiente B(r; k + 1) es isomorfo a C(r; k +1; k+ 1); que es el digrafo mariposa But(r; k +1):

En [29] Espona y Serra estudian algunas propiedades de estos recubrimientos de Cayley de

los digrafos de De Bruijn, como el di�ametro, el cuello y el grupo de automor�smos, y se dan

algunas aplicaciones de dichos digrafos al dise~no de redes de permutaciones.

Teorema 3.5.2 ([29]) Sea (F;�) un grupo abeliano de orden r y � : F k ! F un homomor-

�smo de grupos.

El recubrimiento de Cayley B(r; k + 1)
FB

de B(r; k + 1) con la 1-factorizaci�on lineal FB
inducida por F y � veri�ca:

� es superconexo

� es hamiltoniano

� tiene di�ametro m+ k

� tiene cuello m

� tiene encaminamientos m��nimos

� Aut(B(r; k + 1)
FB

) = Sk+1r o� Zm; donde �(i) es el shift c��clico de i posiciones en Sk+1r .

En la Figura 3.2 se muestra el esquema de la construcci�on de recubrimientos k-arco tran-

sitivos de los digrafos de De Bruijn con 1-factorizaciones lineales, que acabamos de ver que

son los ciclos completos generalizados C(r;m): Recordemos que esta familia de digrafos fue el

primer ejemplo de familia digrafos k-arco transitivos estudiado por Praeger en [71]. V�eanse las

propiedades b�asicas de C(r;m) en la secci�on 1.3.4 .

En la Figura 3.3 mostramos un ejemplo de construcci�on de un recubrimiento arco transitivo

de K+
2 : Sea K

+
2 = Cay(Z2; f0; 1g) y F la 1-factorizaci�on natural del digrafo de Cayley. Asig-

namos a B(2; 2) = LK+
2 la 1-factorizaci�on lineal FB inducida por F y por � : Z2 ! Z2 de�nida

como �(f) = f: Entonces el correspondiente automor�smo �� : Z22 ! Z
2
2 tiene orden m = 3 y

G = G(B(2; 2); FB) ' Z
2
2 o� Z3 ' A4

donde �(i) = �i�: Finalmente, el recubrimiento arco transitivo de K
+
2 es isomorfo a C(2; 3):
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K+
r
; F   � C(r;m) = L�kC(r;m; k + 1)x??"

x??"
j j

B(r; k + 1) = LkK+
r ; FB   � B(r; k + 1)

FB
= C(r;m; k + 1)

Figura 3.2: Diagrama de la construcci�on de recubrimientos de K+
r

2
+

C(2,3)

(B(2,2),F  )B

A   ,FB4

(K  ,F)

(0,0) (0,1) (0,2) (0,0)

(1,0)(1,2)(1,1)(1,0)

Cay(            )

Figura 3.3: Construcci�on de un recubrimiento arco transitivo de K+
2

3.5.2 Recubrimientos k-arco transitivos de los digrafos completos

Tomemos � = Kr+1 el digrafo completo, cuando r + 1 = pn es una potencia de un n�umero

primo p. Sea (Fr+1;+; �) un cuerpo de orden r + 1: Denotemos por 0 el elemento neutro del

grupo aditivo de Fr+1; y por 1 el elemento neutro del grupo multiplicativo de Fr+1: Entonces

el digrafo completo Kr+1 es isomorfo al digrafo de Cayley del grupo aditivo de Fr+1 de�nido

por el conjunto de generadores F�r+1 = Fr+1 n f0g: Esto es, Kr+1 = Cay(Fr+1; F
�

r+1):

Consideremos la 1-factorizaci�on F de Kr+1 dada por F�
r+1 = f1 = f1; : : : ; frg: Es decir, la

1-factorizaci�on de�nida por

xfi = x+ fi; x 2 Fr+1:

El digrafo k-l��nea iterado LkKr+1 es el digrafo de Kautz K(r; k + 1) de grado r y di�ametro

k + 1: Consideremos F � = ff�1 ; : : : ; f
�

r g la 1-factorizaci�on de LkKr+1 inducida por F y por la

1-factorizaci�on normal de B(r; k): Con las notaciones de la secci�on 2.3.2, tenemos

(x; h0; h1; : : : ; hk�1)
f
�

i = (x + h0; h1; : : : ; hk�1; h0fi); 1 � i � r
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para cada v�ertice (x; h0; h1; : : : ; hk�1) 2 Fr+1�F
k = V (LkKr+1). O equivalentemente, cuando

escribimos los v�ertices de LkKr+1 como secuencias de v�ertices de Kr+1; la 1-factorizaci�on F �

es tal que

(x; x1; : : : ; xk)
f
�

i = (x1; x2; : : : ; xk; xk + (x1 � x0)fi); 1 � i � r

para cada (x; x1; x2; : : : ; xk) 2 (Fr+1)
k+1 = V (LkKr+1). V�ease en la Figura 3.4 el digrafo de

Kautz K(2; 2) con la 1-factorizaci�on inducida por F . En este caso, F3 = Z3:

20

01

02 21

12

10

Figura 3.4: (K(2; 2); F �)

Como la 1-factorizaci�on normal de B(r; k) es un caso particular de 1-factorizaci�on lineal de

B(r; k), por el Teorema 3.3.2, es una 1-factorizaci�on k-uniforme.

As��, por el Teorema 3.4.2, como la 1-factorizaci�on F � de K(r; k + 1) es una 1-factorizaci�on

inducida por F y una 1-factorizaci�on k-uniforme del digrafo de De Bruijn, F � es una 1-factori-

zaci�on k-uniforme de K(r; k + 1); luego podemos aplicar la t�ecnica de construcci�on de recubri-

mientos k-arco transitivos.

Veremos en esta secci�on que el recubrimiento k-arco transitivo de Kr+1 resultante es

L�k(Lk�F�) = Cay((F r+1)
k
o� Zk; S); (3.7)

donde S = ff̂i = (0; : : : ; 0; fi; 1) 2 (Fr+1)
k
o� Zk; 1 � i � rg, � denota el automor�smo

rotaci�on de (Fr+1)
k (o shift c��clico de una posici�on) de�nido por

(x0; x1; : : : ; xk�1)
� = (x1; : : : ; xk�1; x0)

y, si no hay lugar a confusi�on, denotaremos tambi�en por � : Zk ! Aut((Fr+1)
k) el homomor-

�smo de grupos �(i) = �i. La Figura 3.5 nos muestra el digrafo resultante cuando r + 1 = 3 y

k = 2.

En primer lugar, describamos el grupo de permutaciones de la 1-factorizaci�on F � de

K(r; k + 1): Sea 
 el producto semidirecto Fr+1 o F , donde los elementos de F act�uan co-

mo automor�smos del grupo aditivo de Fr+1 del modo natural por multiplicaci�on. Denotemos

por � la operaci�on de 
: Entonces,

(x0; f) � (y0; g) = (x0 + fy0; fg)

para (x0; f); (y0; g) 2 
:

Sea G0 = 
k
o� Zk, donde � es el automor�smo rotaci�on de 
k

(!1; !2; : : : ; !k)
� = (!2; : : : ; !k; !1)



3 T�ecnica de construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos 47
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Figura 3.5: Recubrimiento 2-arco transitivo de K3

y, nuevamente si no hay lugar a confusi�on, denotaremos tambi�en por � : Zk ! Aut(
k) el

homomor�smo de grupos �(i) = �i.

Consideremos la acci�on de G0 en 
k dada por

x(y;i) = x�
i

� y; x;y 2 
k (3.8)

donde la operaci�on � se de�ne coordenada a coordenada. M�as detalladamente, si

x = ((x0; fu0); : : : ; (xk�1; fuk�1)) 2 

k

y

(y; i) = ((y0; fv0); : : : ; (yk�1; fvk�1); i) 2 

k
oZk;

entonces

x(y;i) = ((xi + fuiy0; fuifv0); : : : ; (xi+k�1 + fui+k�1yk�1; fui+k�1fvk�1)); (3.9)

donde los sub��ndices se toman m�odulo k.

Adem�as, claramente la acci�on de G0 en el conjunto 
k es transitiva.

Proposici�on 3.5.1 El grupo de permutaciones G� = G(LkKr+1; F
�) de la 1-factorizaci�on F �

de LkKr+1 inducida por F es permutacionalmente isomorfo a G0.

Demostraci�on. De�namos � : 
k ! Fr+1 � F
k por

�((x0; fu0); : : : ; (xk�1; fuk�1)) = (

k�1X
j=0

xi; fu0 ; : : : ; fuk�1):
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Por la acci�on dada por (3.8), tenemos claramente �(x(y;i)) = �((x0)(y;i)) siempre que �(x) =

�(x0). As��, la partici�on

P = f��1(x; fu0 ; : : : ; fuk�1) : (x; fu0 ; : : : ; fuk�1) 2 Fr+1 � F
kg

es un sistema completo de bloques de G0.

Adem�as, el �unico elemento de G0 que �ja cada bloque de P es la identidad.

Tambi�en, si (y; i) 2 
k
oZk satisface �(x(y;i)) = �(x) para todo x 2 
k, entonces, usando

la notaci�on de (3.9), tenemos

k�1X
j=0

yjfui+j = 0 y fvjfui+j = fuj

para todas las elecciones de (fu0 ; : : : ; fuk�1) 2 F
k y 0 � j � k� 1. Luego, y0 = � � � = yk�1 = 0,

fv0 = � � � = fvk�1 = 1 y i = 0.

Finalmente, si fi = ((0; 1); : : : ; (0; 1); (1; fi); 1); 1 � i � r, entonces

�(xfi ) = (�(x))f
�

i ; 1 � i � r:

En consecuencia, el grupo G� es isomorfo al subgrupo de G0 generado por f1; : : : fr que

denotamos por G0

0: En particular, como G� act�ua transitivamente en Fr+1 � F
k; entonces G0

0

act�ua transitivamente en 
k: A�rmamos que el subgrupo G0

0 coincide con el grupo G0. Sea

e = ((0; 1); : : : ; (0; 1)) 2 
k el elemento neutro de 
k: Entonces los elementos (e; 1)i = (e; i)

para 0 � i � k son k elementos diferentes de G0

0 que pertenecen al estabilizador del elemento

e; denotado por (G0

0)e: Entonces, jG
0

0j = j

kj(G0

0)e � j

kjk = jG0j; lo cual implica que G0

0

coincide con G0:

En particular, el recubrimiento de Cayley Lk�F� es isomorfo al digrafo Cay(G0; ff1; : : : frg).

Por �ultimo, la igualdad (3.7) se sigue de hecho de que el �ultimo digrafo es isomorfo a

Lk Cay((Fr+1)
k
o� Zk; S), como se demuestra a continuaci�on.

Proposici�on 3.5.2 K(r; k + 1)
F�

es isomorfo a Lk Cay((Fr+1)
k

o� Zk; S); donde

S = ff̂i = (0; : : : ; 0; fi; 1) 2 (Fr+1)
k
o� Zk; 1 � i � rg:

Demostraci�on. A�rmamos que la aplicaci�on

� : G0 ! ((Fr+1)
k
o� Zk)� S

k;

de�nida por

�(x; i) = ((x0; : : : ; xk�1; i); f̂u0 ; : : : ; f̂uk�1)

es un isomor�smo de digrafos de Cay(G0; ff1; : : : frg) en Lk Cay((Fr+1)
k
o� Zk; S). Basta com-

probar que preserva las adyacencias. Esto es,

�(((x0; fu0); : : : ; (xk�1; fuk�1); i)((x1; fu1); : : : ; (xk�1; fuk�1); (x0 + fu0 ; fu0fj); i+ 1) =

((x0; : : : ; xk�1; i); f̂u0 ; : : : ; f̂uk�1); ((x1; : : : ; xk�1; x0 + fu0 ; i+ 1); f̂u1 ; : : : ; f̂uk�1 ; f̂z)

donde el sub��ndice z es tal que fu0fj = fz:

Esta familia de recubrimientos k-arco transitivos de Kr+1 se corresponde con un caso par-

ticular de los digrafos Ck(v; s; �) de�nidos por Praeger, para s = k; v = r+1 y � = Kr+1: La

de�nici�on de los digrafos de la familia Ck(v; s; �) es la que sigue.
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De�nici�on 3.5.1 ([71]) Sea v � 2 y s � 3 enteros y sea r un m�ultiplo de s. Sea � un grafo

(no dirigido) H-arista transitivo con conjunto de v�ertices Zv : Se de�ne el digrafo Cr(v; s; �)

como el digrafo con conjunto de v�ertices Zr � Z
s

v
y con conjunto de arcos el conjunto de ele-

mentos ((i;x); (j;y)); donde x = (x1; : : : ; xs) y y = (y1; : : : ; ys); si y s�olo si j = i + 1 e

y = (y1; x1 : : : ; xs�1) donde y1 2 �(xs):

En [71] se prueba que Cay((Fr+1)
k
o� Zk; S) tiene grupo de automor�smos isomorfo a

Sk
r+1o� Zk donde �(i) es el shift c��clico de i posiciones en S

k
r+1 (o equivalentemente Sr+1 oZk).

Para cada � = (�0; : : : ; �k�1; i) 2 Sr+1 o Zk y cada (x0; : : : ;xk�1; j) 2 F
k

r+1 o� Zk de de�ne

la acci�on del grupo de automor�smos en el conjunto de v�ertices como

(x0; x1; : : : ;xk�1; j)
� = (x�00 ; : : : ; x

�k�1

k�1 ; j + i):

Se deduce claramente que Cay(Fk
r+1 o� Zk; S) es k-arco transitivo pero no k + 1: Esto es,

es un digrafo exactamente k-arco transitivo.

Adem�as, de la de�nici�on de �k se in�ere claramente que es un k-ciclo generalizado con

conjuntos estables Fk
r+1 � fig; 0 � i � k � 1.

Probemos otras propiedades sencillas de los recubrimientos k-arco transitivos de Kr+1:

Proposici�on 3.5.3 Si k > 1; el digrafo �k = Cay(Fkr+1 o� Zk; S) tiene par�ametro l igual a k,

cuello 2k; di�ametro 3k � 1; y es maximalmente conexo.

En particular, el par�ametro l, el cuello y el di�ametro de estos recubridores no depende del

grado del digrafo original Kr+1.

Demostraci�on. Como �k es v�ertice transitivo, es su�ciente calcular el camino m�as corto

conteniendo el v�ertice 0 = (0; 0; : : : ; 0; 0) y la m�axima distancia de 0 a otro v�ertice del digrafo

para calcular el cuello y el di�ametro respectivamente.

Observemos que �+
k
(0) = (0; 0; : : : ; i0; 1) for i0 2 Fr+1 n f0g:

An�alogamente,

�k�1
k

(0) = (0; i0; i1; : : : ; ik�2; k � 1)

�kk(0) = (i0; i1; : : : ; ik�2; ik�1; 0)

�k+1
k

(0) = (i1; i2; : : : ; ik�1; i0 + j0; 1)

para i1; : : : ; ik�1; j0 2 Fr+1 n f0g:

Observemos ahora que para cualquier grupo aditivo de un cuerpo Fr+1 el elemento neutro

0 puede escribirse como suma de dos elementos no nulos. M�as a�un, como el cuerpo tiene orden

r + 1 � 3 existen al menos dos maneras diferentes de escribir 0 como suma de dos elementos

no nulos. As��, existen al menos dos caminos diferentes de longitud k + 1 desde el v�ertice 0 a

(1; : : : ; 1; 0; 1) en �k; luego el par�ametro l de �k es exactamente k:

Iterando nuevamente tenemos

�2k�1
k

(0) = (ik�1; i0 + j0; : : : ; ik�2 + jk�2; k � 1)

�2k
k
(0) = (i0 + j0; : : : ; ik�1 + jk�1; 0)

para j1; : : : ; jk�1 2 Fr+1 n f0g:

Y escribiendo una vez m�as 0 como suma de dos elementos no nulos, se deduce claramente

que el cuello es exactamente 2k:
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Observemos que en el paso 2k no se ha alcanzado ning�un v�ertice con las k primeras coorde-

nadas iguales a 0 (excepto el 0). Ya en el siguiente paso 2k + 1 se alcanzan todos los v�ertices

con las k primeras coordenadas iguales a 0 y la �ultima igual a 1 :

�2k+1
k

(0) = (i1 + j1; : : : ; i0 + j0 + l0; 1)

para l0 2 Fr+1 n f0g:

Y no es hasta el paso 3k�1 que se alcanza por primera vez desde el 0 el v�ertice (0; : : : ; 0; k�1);

mientras todos los otros han sido ya alcanzados desde el 0 en otro paso anterior. As��, el di�ametro

de �k es 3k � 1:

Finalmente, para k � 1 el digrafo es arco transitivo (y regular), y se sigue de un resultado

de Hamidoune [48] que su (v�ertice) conectividad es igual al grado.

Si k = 0; 1 el recubrimiento k-arco transitivo de Kr+1 resulta ser �el mismo, y recordemos

que Kr+1 tiene di�ametro y par�ametro l iguales a uno y cuello igual a dos.

Estas propiedades pueden veri�carse de manera sencilla en el recubrimiento 3-arco transitivo

de K3 resultante, que se muestra en la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Recubrimiento 3-arco transitivo de K3

Aplicando las propiedades b�asicas de los digrafos l��nea de la secci�on 1.3.3, podemos obtener

las propiedades an�alogas de los recubrimientos de Kautz correspondientes.

Corolario 3.5.1 Sea K(r; k + 1)
F�

= Lk(�k) el recubrimiento del digrafo de Kautz K(r; k+1)

con la 1-factorizaci�on F � de�nida como anteriormente. Si k > 1; entonces K(r; k + 1)
F�

veri�ca

� es un k-ciclo generalizado,

� es maximalmente conexo,

� tiene di�ametro 4k � 1;
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� tiene par�ametro l igual a 2k;

� es un digrafo hamiltoniano,

� tiene grupo de automor�smos isomorfo a Sr+1 o Zk;

� tiene cuello 2k:

Generalizaci�on de los resultados para algunas familias de digrafos

En esta secci�on calcularemos los recubrimientos k-arco transitivos de algunas familias de digrafos

de Cayley Cay(G;S); donde G sea un grupo abeliano, S � G un conjunto de generadores de

G; y para los cuales exista un subgrupo H � Aut(G) que act�ue regularmente en el conjunto S:

Bajo estas hip�otesis, si S = fs1; : : : ; srg; podemos escribir H sin p�erdida de generalidad

como H = f�1; : : : ; �rg; donde �i(s1) = si para i = 1; : : : ; r: En particular �1(g) = g para todo

g 2 G:

Consideremos el digrafo � = Cay(G;S) con la 1-factorizaci�on natural F = ff1; : : : ; frg

inducida por el conjunto de generadores. Es decir, gfi = g + si para g 2 G y i = 1; : : : ; r:

Adem�as, de�nimos en F la operaci�on binaria � dada por si � sj = �i(sj): El par (F;�)

de�nido de esta manera es claramente un subgrupo isomorfo a H:

Consideremos el digrafo de De Bruijn B(r; k) con los v�ertices como palabras de longitud k

a partir del alfabeto S: Sea FB = f�1; : : : ; �rg la 1-factorizaci�on normal de B(r; k): Entonces,

(su1 ; : : : ; sur)
�i = (su2 ; : : : ; sur ; �u1(si)) = (su2 ; : : : ; sur ; su1 � si)

para su1 ; : : : ; sur 2 S y i = 1; : : : ; r:

Consideremos la 1-factorizaci�on F � = ff�1 ; : : : ; f
�

r g de L
k� inducida por las 1-factorizaciones

F y FB : Esto es,

(g; su1 ; : : : ; sur )
f
�

i = (g + su1 ; su2 ; : : : ; sur ; su1 � si))

para (g; su1 ; : : : ; sur) 2 V (L
k�) y i = 1; : : : ; r:

Sea 
 el producto semidirecto G o� H con � : H ! Aut(G) la inyecci�on can�onica de H en

Aut(G): De�namos P = 
k
o� Zk; donde � : Zk ! Aut(
k) es tal que �(i) = �i es el shift

c��clico de i posiciones en 
k: De�namos

pi = ((0; �1); : : : ; (0; �1); (s1; �i); 1)

para 1 � i � r: No es dif��cil comprobar que fp1; : : : ; prg es un conjunto de generadores de P:

De�namos la acci�on de P en 
k como

x(y;i) = x�
i

� y (3.10)

y donde la operaci�on * se de�ne coordenada a coordenada.

De manera similar a la demostraci�on de la Proposici�on 3.5.1 se prueba el siguiente hecho:

Proposici�on 3.5.4 El grupo de permutaciones G� = G(Lk�; F �) de Lk� es permutacional-

mente isomorfo al subgrupo de P generado por el subconjunto fp1; : : : ; prg:

M�as a�un, el recubrimiento de Cayley Lk�F� es isomorfo a una de las componentes conexas

del digrafo Cay(P; fp1; : : : ; prg):
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Demostraci�on. De�namos � : 
k �! V (Lk�) por

�((g1; �u1); : : : ; (gk; �uk )) = (

kX
i=1

gi; su1 ; : : : ; suk )

Claramente, � es una aplicaci�on exhaustiva. Por la acci�on dada por (3.10), tenemos �(x(y;i)) =

�((x0)(y;i)) siempre que �(x) = �(x0). As��, la partici�on

P = f��1(g; su0 ; : : : ; suk�1) : (g; su0 ; : : : ; suk�1) 2 G� S
kg

es un sistema completo de bloques de P .

Adem�as, el �unico elemento de P que �ja cada bloque de P es la identidad.

Tambi�en, si

(y; i) = (((h1; �v1); : : : ; (hk; �vk)); i) 2 

k
oZk

satisface �(x(y;i)) = �(x) para todo x 2 
k, entonces, tenemos

k�1X
j=0

�ui+j (hj) = 0 y �vj � �ui+j = �uj

para todas las elecciones de (�u0 ; : : : ; �uk�1) 2 H
k y 0 � j � k�1. Luego, h0 = � � � = hk�1 = 0,

�v0 = � � � = �vk�1 = 1 y i = 0.

Finalmente, si pi = ((0; �1); : : : ; (0; �1); (s1; �i); 1); 1 � i � r, entonces

�(xpi) = (�(x))f
�

i ; 1 � i � r:

En consecuencia, el grupo G� es isomorfo al subgrupo de P generado por p1; : : : ; pr:

Bajo las mismas hip�otesis, obtenemos que el recubrimiento k-arco transitivo �k del digrafo

de Cayley Cay(G;S) es el siguiente:

Proposici�on 3.5.5 De�nimos ei = (0; : : : ; 0; si; 1) para i = 1; : : : ; r: Entonces Lk�F� es iso-

morfo a una de las componentes conexas de Lk Cay(Gk
o�Zk; fe1; : : : ; erg) donde �(i) es el shift

c��clico de i posiciones de Gk, o equivalentemente, �k es isomorfo a una de las componentes

conexas de Cay(Gk
o� Zk; fe1; : : : ; erg):

Demostraci�on. De�namos la aplicaci�on � como sigue:

� : Cay(P; fp1; : : : ; prg) �! Lk Cay(Gk
o� Zk; fe1; : : : ; erg)

((g1; �u1); : : : ; (gk; �uk ); j) 7! ((g1; : : : ; gk; j); eu1 ; : : : ; euk )

� es claramente una biyecci�on, lo que es m�as, un homomor�smo de digrafos preservador de

colores:

�([((g1; �u1); : : : ; (gk; �uk); j); ((g2; �u2); : : : ; (gk; �uk); (g1 + su1 ; �u1 � �ui ; j + 1)]) =

[((g1; : : : ; gk; j); eu1 ; : : : ; euk); ((g2; : : : ; gk; g1 + su1 ; j + 1); eu2 ; : : : ; euk ; (0; : : : ; 0; �u1(si); 1))]

Observemos que los digrafos completos Kr+1 cuando r + 1 es una potencia de un n�umero

primo, se reobtienen como un caso particular de estos digrafos de Cayley. Si (Fr+1;+; �) es un



3 T�ecnica de construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos 53

cuerpo de orden r+1; vimos al comienzo de la secci�on que el digrafo completo Kr+1 se escribe

comoKr+1 = Cay((Fr+1;+); F
�

r+1): Basta tomarG = (Fr+1;+) como grupo abeliano, S = F
�

r+1

como el conjunto de generadores de G; y el subgrupo H � Aut(G) que act�ua regularmente en

S como los elementos de S considerados como automor�smos de G por multiplicaci�on a la

izquierda.

3.6 Cadenas in�nitas de recubrimientos k-arco transitivos

En este cap��tulo hemos introducido una t�ecnica de Teor��a de Grafos para construir recubri-

mientos k-arco transitivos de un digrafo dado. Dado un digrafo de partida (fuertemente) conexo

regular �, se utiliza para construir digrafos k-arco transitivos del mismo grado para cualquier

entero positivo k: Dado �; consideramos el digrafo l��nea iterado de �; Lk�; y asociamos a Lk�

una 1-factorizaci�on k-uniforme F de tal modo que el recubrimiento de Cayley Lk�F resulte un

digrafo k-l��nea iterado de alg�un digrafo �k. Este digrafo resultante �k se demuestra que por

construcci�on es un recubrimiento k-arco transitivo del digrafo original �:

Dicha construcci�on de recubrimientos propuesta en este cap��tulo, proporciona cadenas in-

�nitas de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo �

�k ! �k+1 ! �k+2 ! � � �

donde �k+i es un recubrimiento (k+ i)-arco transitivo de � obtenido con nuestra t�ecnica, para

i � 0:

Notemos que eventualmente podr��a suceder que en una cadena de recubrimientos de �

�k ! �k+1 ! � � � ! �k+i ' �k+i+1 ' �k+i+2 ' � � �

para alg�un ��ndice i � 0: Esto es, que �k+i ' �k+j para ��ndices j � i: Veamos que es una

situaci�on que no puede repetirse ad in�nitum. Por construcci�on si k+i � 2; entonces �k+i es un

digrafo tal que Lk+i�k+i es un digrafo de Cayley, luego L
k+i�k+i es al menos v�ertice transitivo.

Entonces, como �k+i tiene cuello �nito, �k+i no es altamente transitivo, sino que existe un

entero positivo k0 � k + i tal que �k+i es exactamente k
0-arco transitivo. As��, �k+i 6' �k0+1;

con lo que queda probado que la cadena de isomor�smos no se repite in�nitamente. En cualquier

caso, no elimina la posibilidad de que �k+i ' �k+i+1:

Por otra parte, sean Cay(G1; F1) = Lk+i�k+i y Cay(G2; F2) = Lk+i+1�k+i+1: Observemos

que si �k+i ' �k+i+1 para alg�un ��ndice i, entonces se veri�ca L(Cay(G1; F1)) ' Cay(G2; F2):

Esta es una situaci�on muy particular, en el Teorema 2.3.6 se daba una caracterizaci�on en

t�erminos de las 1-factorizaciones naturales F1 y F2 de los respectivos digrafos de Cayley, para

que el digrafo l��nea del primer digrafo de Cayley sea a su vez otro digrafo de Cayley.

En cualquier caso, si �k ! �k+1 ! � � � es una cadena de recubrimientos de � construida

con nuestra t�ecnica, los digrafos �k+i no son digrafos exactamente k-arco transitivos, excepto

quiz�as el primer digrafo de la cadena �k.

Esta construcci�on presenta otra di�cultad t�ecnica. Sean �k;�k0 los recubrimientos k-arco

transitivo y k0-arco transitivo respectivamente obtenidos con nuestra t�ecnica. Sea k0 > k:

Entonces, aunque �k�!!� y �k0�!!�; no necesariamente se veri�ca que �k0�!!�k:

La soluci�on a esta di�cultad reside en de�nir de manera iterativa para i > 1; el digrafo

�k+i como el recubrimiento (k+ i)-arco transitivo del digrafo inmediatamente anterior �k+i�1;

(y no del digrafo de partida �). Bajo estas condiciones, podemos asegurar que la cadena de

recubrimientos k-transitivos obtenida para un digrafo � veri�ca:
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� � � �!!�k+2�!!�k+1�!!�k�!!�

En esta secci�on estudiaremos una construcci�on alternativa de digrafos recubridores m�as

sencilla que la anterior y que evita en gran parte las di�cultades que present�abamos m�as arriba.

La nueva construcci�on tambi�en nos permite manufacturar una cadena in�nita de recubrimientos

k-arco transitivos (resp. k-arco regulares) de un digrafo �, pero siempre partiendo de un digrafo

base que sea k-arco transitivo (resp. k-arco regular). As��, al iniciar la cadena tomaremos

igualmente como primer eslab�on el recubrimiento k-arco transitivo �k de � obtenido con nuestra

t�ecnica. Estos resultados han sido publicados en [64].

3.6.1 Asignaciones de voltaje y elevaciones de digrafos

Esta nueva t�ecnica de construcci�on de recubrimientos de digrafos fue utilizada por primera vez

en este contexto por J.H. Conway, para demostrar que existen in�nitos grafos c�ubicos conexos

5-rama transitivos. Una versi�on general de esta construcci�on en el caso no dirigido se encuentra

en [10]. La mayor parte de la teor��a se puede transferir directamente a digrafos, aunque en esta

secci�on se apuntan tambi�en algunos resultados nuevos.

Sean � = (V;A) un digrafo y G un grupo arbitrario. Cualquier aplicaci�on del conjunto de

arcos A en G; � : A! G; se dice que es una asignaci�on de voltaje de � en G: La elevaci�on de

� por la asignaci�on de voltaje �; denotada por ��; es el digrafo de�nido como sigue:

V (��) = G� V

y

A(��) = f((g; u); (h; v)) : (u; v) 2 A y h = g�(u; v)g:

Sea � : V (��)! V la proyecci�on natural que elimina las primeras coordenadas, i.e. �(g; u) =

u para cada g 2 G y para cada u 2 V: Entonces � es una proyecci�on recubridora de �� en �;

luego la elevaci�on �� es un recubrimiento de �: Al digrafo � se le conoce entonces como digrafo

base de la elevaci�on ��:

Como ejemplo, v�ease la Figura 3.7 donde � = K+
2 = (f1; 2g; fa; b; c; dg); G = Z5 y

� : A! Z5 viene de�nida como �(a) = �(b) = 0; �(c) = 1; �(d) = 4:

Supongamos ahora que un grupo K act�ua como grupo de automor�smos del grupo G:

Esto es, para cada k 2 K existe un automor�smo k de G tal que la aplicaci�on k 7! k es un

homomor�smo de grupos de K en Aut(G): En esta situaci�on de�nimos el producto semidirecto

GoK; como el grupo cuyos elementos son los pares ordenados (h; k) 2 G�K con la operaci�on

de grupo dada por :

(h1; k1)(h2; k2) = (hk21 h2; k1k2)

(V�ease el Ap�endice de Grupos de permutaciones para la de�nici�on de producto semidirecto si

es necesario).

Dado � = (V;A) un digrafo y � una asignaci�on de voltaje de � en un grupo G: Sea

K = Aut(�); entoncesK act�ua en el conjunto de arcos A de modo natural por (u; v)k = (uk; vk)

para (u; v) 2 A y para cada k 2 K: Supongamos que K act�ua tambi�en como grupo de auto-

mor�smos de G: Diremos que una asignaci�on de voltaje es compatible con las acciones de K en

G y en A, si el siguiente diagrama es conmutativo para todo k 2 K:
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Esto es, cuando �((u; v)k) = �(u; v)k para todo (u; v) 2 A y k 2 K:

Proposici�on 3.6.1 Sea � un digrafo y K = Aut(�): Supongamos que K act�ua como grupo de

automor�smos de un grupo G y que existe una asignaci�on de voltaje � : A! G compatible con

las acciones de K en G y en A:

Entonces GoK < Aut(��):

Demostraci�on. De�namos la acci�on de un elemento (h; k) 2 G o K en un v�ertice

(g; u) 2 V (��) como

(g; u)(h;k) = (hgk; uk):

Es f�acil comprobar que esta permutaci�on de (h; k) en V (��) de�ne de hecho un automor-

�smo de la elevaci�on ��: Es su�ciente con probar que preserva las adyacencias de ��: Sea

((g1; u1); (g2; u2)) 2 A(�
�) entonces:

g2 = g1�(u1; u2)

gk2 = gk1�(u; v)
k

hgk2 = hgk1�(u
k

1 ; u
k

2)

con lo que ((g1; u1)
(h;k); (g2; u2)

(h;k)) 2 A(��)

Como consecuencia directa de la caracterizaci�on de Sabidussi de digrafos de Cayley (Teo-

rema 1.2.1), se tiene que si � es un digrafo de Cayley entonces la elevaci�on �� del digrafo

� = Cay(G1; S) por la asignaci�on de voltaje � : A(�) ! G1 dada por �(g; gs) = s para
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(g; gs) 2 A(�); es tambi�en un digrafo de Cayley. En efecto, G1 < Aut(�) act�ua regularmente

en V (�); luego GoG1 < Aut(��) act�ua regularmente en V (��) = G� V (�):

La utilidad de esta construcci�on de recubrimientos reside en un resultado m�as fuerte que el

anterior, que enunciamos inmediatamente a continuaci�on:

Teorema 3.6.1 En las condiciones de la Proposici�on 3.6.1, si � es t-arco transitivo (resp.

t-arco regular), entonces �� es tambi�en t-arco transitivo (resp. t-arco regular).

Demostraci�on. Sean ((g0; v0); : : : ; (gt; vt)) y ((g00; v
0

0); : : : ; (g
0

t; v
0

t)) dos t-arcos arbitrarios de

la elevaci�on ��: Entonces (v0; : : : ; vt) y (v00; : : : ; v
0

t
) son t-arcos de �: As�� existe un elemento

k 2 Aut(�) tal que vk
i
= v0

i
para 0 � i � t:

Sea g� = g00(g
k

0 )
�1 2 G: Probaremos por inducci�on que (gi; vi)

(g�;k) = (g0
i
; v0

i
) para 0 � i � t:

Consideremos el primer caso i = 0; entonces

(g0; v0)
(g�;k) = (g�gk0 ; v

k

0 ) = (g00; v
0

0):

Supongamos que (gi; vi)
(g�;k) = (g0

i
; v0

i
) para i < t y demostr�emoslo para i + 1: Se veri�ca

entonces

(gi+1; vi+1)
(g�;k) = (g�gki+1; v

k

i+1) = (g�(gi�(vi; vi+1))
k; v0i+1) =

= (g�gk
i
�(vi; vi+1)

k; v0
i+1) = (g0

i
�(vk

i
; vk

i+1); v
0

i+1) = (g0
i
�(v0

i
; v0

i+1); v
0

i+1) = (g0
i+1; v

0

i+1)

luego efectivamente �� es t-arco transitivo. M�as a�un, si Si G1 < Aut(�) act�ua regularmente

en el conjunto de k-arcos de �; entonces GoG1 < Aut(��) act�ua regularmente en el conjunto

de k-arcos de ��:

Dados un digrafo � y un grupo G arbitrarios, es probable que las todas las elevaciones ��

que admita � sea isomorfas a jGj componentes conexas, cada una de ellas isomorfa a � (diremos

entonces que las elevaciones son triviales). Adem�as, el requisito de que exista una asignaci�on

de voltaje � compatible con las acciones de K en G y en A(�) es bastante restrictivo.

Sin embargo, es posible elegir el grupo G (dependiendo del digrafo �) de manera que exista

siempre un elevaciones �� no trivial. Sea � = (V;A) un digrafo t-arco transitivo. De�nimos

G como el Z2-m�odulo libre en el conjunto de arcos A (de hecho, G es un Z2-espacio vectorial).

Esto es, G es el producto directo de jAj copias de Z2 y sus elementos son los productos formales

x =
Q

a2A
axa con xa 2 f0; 1g: Entonces Aut(�) act�ua en G de modo natural por su acci�on en

el conjunto de arcos A, es decir, la acci�on de Aut(��) en G se de�ne para cada � 2 Aut(��)

y para cada
Q

a2A
axa 2 G como (

Q
a2A

axa)� =
Q

a2A
(a�)xa : M�as a�un, existe una asignaci�on

de voltaje de � en G de�nida por �(u; v) = a donde a = (u; v) 2 A se considera ahora como

elemento de G: La asignaci�on de voltaje � as�� de�nida es compatible con las acciones de Aut(�)

en G y en A (i.e. �(ak) = �(a)k). As��, por el Teorema 3.6.1 la elevaci�on ��; es un digrafo t-arco

transitivo.

Consideremos ahora, C1 = (u = u0; u1; : : : ; ul = u) y C2 = (v = v0; v1; : : : ; vm = v)

las secuencias de v�ertices de dos ciclos (dirigidos) en �: Diremos que los ciclos C1 y C2 son

independientes si sus respectivas secuencias de arcos ((u; u1) � � � (ul�1; u) y (v; v1) � � � (vm�1; v))

consideradas como elementos del Z2-espacio vectorial G son independientes.

En el caso no dirigido, el n�umero de ciclos independientes t coincide con el llamado co-rango

del grafo y el cardinal jAj � t coincide con el llamado rango del grafo, por af�an de completitud

de�nimos a continuaci�on.

Dado � = (V;E) un grafo no dirigido, sean V = fv1; : : : ; vng el conjunto de v�ertices y

E = fe1; : : : ; emg el conjunto de aristas. Asignemos una orientaci�on arbitraria a �: Esto es,
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asignamos una orientaci�on~ a cada arista ej = fvi; vlg 2 E: Diremos que ~ej = (vi; vl) si la

orientaci�on de la arista ej es tal que vi es adyacente hacia vl; o bien ~ej = (vl; vi) en el otro caso.

De�nimos la matriz de incidencia D(�) del grafo � con respecto a la orientaci�on dada a �;

como la matriz con entradas de medida n�m cuyas entradas dij son:

dij =

8<
:

+1 si ~ej = (vi; v)

�1 si ~ej = (v; vi)

0 en otro caso

Sea � un grafo no dirigido de orden n y tama~no m, con c componentes conexas. Se de�nen

el rango y el co-rango de � como r(�) = n� c y s(�) = m� n+ c respectivamente.

En [10] se demuestra que la matriz D(�) de�nida anteriormente de�ne una aplicaci�on lineal,

cuyo ker es un espacio vectorial de dimensi�on igual al co-rango de �: Adem�as, si Q es un ciclo

en �; entonces la representaci�on de Q en la base fe1; : : : ; emg; pertenece al ker de la aplicaci�on

lineal de�nida por D(�):

En el caso de un digrafo � = (V;A) de cuello g � 3; podemos considerar la teor��a anterior

aplicada al grafo subyacente de �: Asignemos al grafo subyacente de � la orientaci�on dada por el

conjunto de arcos A = fa1; : : : ; amg: Entonces, un ciclo dirigido C en � tiene representaci�on en

la base fa1; : : : ; amg con coe�cientes todos positivos (o nulos). Adem�as, el ker de la aplicaci�on

lineal de�nida porD(�) contiene tambi�en los ciclos no dirigidos del grafo subyacente. Por eso en

este caso, hablamos en el Teorema siguiente 3.6.2 del n�umero de ciclos dirigidos independientes

t, y no de s(�) el co-rango de �:

En estas condiciones, se veri�ca el siguiente Teorema:

Teorema 3.6.2 Sea � = (V;A) un digrafo conexo t-arco transitivo y s el n�umero de ciclos (di-

rigidos) independientes en �: Entonces, con G; K = Aut(�) y � de�nidos como anteriormente,

el recubrimiento �� consta de 2jAj�s componentes conexas isomorfas, cada una de las cuales

de orden 2sjV j:

Demostraci�on. Sea v 2 � y ��0 la componente conexa de �� que contiene el v�ertice (1; v):

Si:

v = u0; u1; : : : ; ul = v

son los v�ertices de un ciclo en �; con arcos ai = (ui�1; ui); entonces �
�

0 contiene el siguiente

camino

(1; v); (a1; u1); (a1a2; u2); : : : ; (a1a2 � � � al; v)

De manera similar, si v = u0; u1; : : : ; ul = v es un recorrido cerrado en � y g es la secuencia

de arcos (v; u1) � � � (ul�1; v) considerada como elemento de G; entonces ((v; u1) � � � (ul�1; v); v)

pertecene a la componente conexa de (1; v); ��0 :

A la inversa, si un v�ertice (g; v) 2 V (��) pertenece a la componente conexa ��0 entonces

existe un camino de (1; v) a (g; v) en ��0 ; y por lo tanto g representa a un recorrido cerrado

conteniendo a v en �: Como existen s ciclos independientes �; entonces existen 2s elementos g

en G tales que (g; v) 2 ��0 : Esto implica que j�
�

0 j = 2sjV j:

Adem�as, �� es v�ertice transitivo por el Teorema 3.6.1, luego cada componente conexa tiene

el mismo orden. Finalmente,

jV (��)j = jV jjGj = 2jAjjV j

implica que hay un total de 2jAj�s componentes (fuertemente) conexas.
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Notemos que como suponemos que � es conexo, entonces s > 0 y las componentes conexas

��0 no son isomorfas al digrafo de base �:

Este resultado cumple el objetivo de esta secci�on, que es la construcci�on de una cadena de

in�nita de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo regular conexo arbitrario.

Sea � un digrafo regular conexo y sea �k un recubrimiento k-arco transitivo de � obtenido

con nuestra t�ecnica (Teorema 3.4.1). Sea G el Z2-m�odulo libre en el conjunto de arcos A(�k)

y � la asignaci�on de voltaje de �k en G de�nida por �(u; v) = a donde a = (u; v) 2 A(�k) se

considera ahora como elemento de G: Sea (�k)
� la elevaci�on de �k por la asignaci�on de voltaje

�: Entonces, por el Teorema 3.6.1, (�k)
� es un digrafo k-arco transitivo y por el Teorema 3.6.2,

una componente conexa de (�k)
� arbitaria, (�k)

�
0 ; no es isomorfa a �k (y (�k)

�
0 es un digrafo

k-arco transitivo).

As��, tenemos

(�k)
�

0�!!�k�!!�

una cadena de recubrimientos k-arco transitivos de �:

Denotemos �k+1 = (�k)
�
0 ; y sea ahoraG1 el Z2-m�odulo libre en el conjunto de arcos A(�k+1)

y �1 la asignaci�on de voltaje de �k+1 enG1 de�nida por �1(u; v) = a donde a = (u; v) 2 A(�k+1)

se considera ahora como elemento de G1: Entonces la elevaci�on (�k+1)
�1 es un digrafo k-arco

transitivo y una componente conexa de (�k+1)
�1 arbitaria, (�k+1)

�1
0 ; no es isomorfa a �k+1:

Denotamos �k+2 = (�k+1)
�1
0 y de�nimos iterativamente recubrimientos k-arco transitivos �k+i

de �k+i�1 para i � 3:

En de�nitiva, obtenemos una cadena in�nita de recubrimientos k-arco transitivos del digrafo

de partida �

� � ��k+i�!!�k+i�1�!!� � ��!!�k+2�!!�k+1�!!�k�!!�

donde �k+i 6' �k+i�1 para i � 1:

En cualquier caso, observemos que la t�ecnica de construcci�on elevaciones por una asignaci�on

de voltaje no es una t�ecnica de construcci�on de digrafos k-arco transitivos. Para construir una

cadena in�nita de recubrimientos k-arco transitivos de un digrafo regular, necesitamos igual-

mente construir un primer recubrimiento k-arco transitivo de �; que nos proporciona nuestra

t�ecnica.
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Cap��tulo 4

Construcci�on de recubrimientos

k-arco transitivos de grado

peque~no

4.1 Introducci�on

El conocimiento de todas las 1-factorizaciones k-uniformes de un digrafo k-l��nea iterado Lk� nos

permite encontrar todos los recubrimientos k-arco transitivos de � que podemos construir con

nuestra t�ecnica. En el cap��tulo anterior hemos visto que las 1-factorizaciones k-uniformes del

digrafo k-l��nea iterado Lk� son justamente aquellas 1-factorizaciones F tal que el recubrimiento

de Cayley Lk�F es a su vez un digrafo k-l��nea iterado de alg�un digrafo �0: Recordemos adem�as

que este digrafo �0 es un digrafo k-arco transitivo y un recubrimiento del digrafo de partida �:

En este cap��tulo, daremos una caracterizaci�on de las 1-factorizaciones 1-uniformes de di-

grafos l��nea en t�erminos de cuadrados latinos uniformes y una f�ormula para conocer el cardinal

de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo l��nea r-regular en funci�on del cardinal de cuadra-

dos latinos uniformes de orden r (Teorema 4.2.3). Si S es un conjunto de cardinal r; de�nimos

un cuadrado latino de orden r como una matriz cuadrada de orden r con entradas en S tal que

cada �la y cada columna contienen una s�ola vez cada uno de los elementos de S: Diremos que

un cuadrado latino es uniforme si para cualesquiera 1 � i; j � r; i 6= j; la columna i-�esima la

podemos permutar con la j-�esima, y mediante �las permutaciones de �las y permutaciones de

columnas (menos la columna j-�esima), podemos obtener de nuevo el cuadrado latino original.

(V�eanse las de�niciones precisas en la secci�on siguiente).

Adem�as, en este cap��tulo presentaremos una caracterizaci�on de los cuadrados latinos uni-

formes con la que es pr�acticamente inmediato determinar si un cuadrado latino es uniforme o

no. La caracterizaci�on enuncia que un cuadrado latino es uniforme si y s�olo si un determinado

conjunto de permutaciones que se asocia al cuadrado latino forma un grupo (Teorema 4.2.2).

En la secci�on 4.2.3 utilizamos esta caracterizaci�on para determinar todos los cuadrados

latinos de orden r con r � 5: Esto nos permite calcular todos los recubrimientos arco transitivos

de digrafos l��nea de grado r con r � 5; y en particular, aplicaremos el resultado a las familias

de digrafos completos con bucles y de digrafos bipartitos completos.

Por �ultimo en este cap��tulo, estudiaremos el problema de determinar cu�ando un grupo de

permutaciones es el grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo
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l��nea. (Nos limitaremos a grupos de permutaciones transitivos de grado menor o igual que 7).

Con este prop�osito, presentaremos una nueva caracterizaci�on de los digrafos Cayley l��nea de

grado peque~no que generaliza el Teorema 3.2.1 en estos casos.

4.2 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea

En esta secci�on daremos una caracterizaci�on de las 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos

l��nea en t�erminos de cuadrados latinos, que nos ser�a muy �util a nivel pr�actico para calcular

todos los recubrimientos arco transitivos de un digrafo dado que se pueden obtener con nuestra

t�ecnica.

4.2.1 Preliminares sobre cuadrados latinos

Utilizaremos para esta secci�on la notaci�on de cuadrados latinos y automor�smos de [83].

Un cuadrado latino de orden r es una cuatrupla (R;C; S;L) donde R; C y S son conjuntos

de cardinal r y L es una aplicaci�on L : R�C ! S tal que para cada i 2 R y x 2 S, la ecuaci�on

L(i; j) = x

tiene una �unica soluci�on j 2 C; y para cada j 2 C; x 2 S la misma ecuaci�on tiene una �unica

soluci�on i 2 R: Esto es, cualesquiera dos de i 2 R; j 2 C; x 2 S determinan de forma �unica un

tercero de manera que L(i; j) = x:

Sea (R;C; S;L) un cuadrado latino, los elementos de R se llaman �las, los elementos de C

se llaman columnas, y los elementos de S son los s��mbolos o entradas del cuadrado latino.

Un cuadrado latino lo representaremos normalmente como una matriz r�r donde la entrada

(i; j) es el s��mbolo L(i; j): En la siguiente �gura mostramos un ejemplo de un cuadrado latino

de orden 5; cuya construcci�on generaliza de manera obvia:0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

3 4 5 1 2

4 5 1 2 3

5 1 2 3 4

1
CCCCCA

Sea ahora (R;C; S;L) un cuadrado latino de orden r: Sea Q un conjunto de cardinal r y

�R; �C ; �S biyecciones de R;C; S en Q: Entonces, esta terna de biyecciones induce una operaci�on

binaria � en Q de la siguiente manera:

q1 � q2 = �S(L(�
�1
R
(q1); �

�1
C
(q2))

para q1; q2 2 Q:

La de�nici�on de cuadrado latino nos asegura entonces que (Q;�) es un semigrupo. Diremos

entonces que (Q;�) es un semigrupo asociado a (R;C; S;L): En general, diferentes elecciones

de biyecciones �R; �C ; �S dan lugar a diferentes semigrupos. Diremos que el cuadrado latino

(R;C; S;L) es la tabla de composici�on de un grupo (H; �) cuando un semigrupo (Q;�) asociado

a (R;C; S;L) es isomorfo a (H; �) (y entonces todo semigrupo con elemento identidad asociado

al mismo cuadrado latino es tambi�en isomorfo a (H; �)). Para m�as detalles al respecto v�ease [6].

Dados ahora (R;C; S;L) un cuadrado latino de orden r y

� : R �! R0
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� : C �! C 0

� : S �! S0

biyecciones entre conjuntos, podemos de�nir la aplicaci�on L0 : R0 � C 0 ! S0 de la siguiente

manera

L0(i; j) = �(L(��1(i); ��1(j)))

para (i; j) 2 R0 � S0: Es inmediato que la cuatrupla (R0; C 0; S0;L0) as�� de�nida es tambi�en

un cuadrado latino. Estos dos cuadrados latinos (R;C; S;L) y (R0; C 0; S0;L0) se dicen entonces

equivalentes o isomorfos, lo cual claramente es una relaci�on de equivalencia. En el caso particular

en que S = S0 y � sea la identidad, diremos que los cuadrados latinos son estrictamente

isomorfos o s-isomorfos.

En particular, el cuadrado latino de la tabla de composici�on de un grupo (H; �) se de�ne como

R = C = S = H y L(r; c) = rc: Un cuadrado latino (R;C; S;L) es la tabla de composici�on de

un grupo (H; �) si y s�olo si el cuadrado latino de la tabla de composici�on de (H; �) es isomorfo

a (R;C; S;L):

Con esta noci�on de isomorf��a entre cuadrados latinos, a partir de ahora podemos asumir sin

p�erdida de generalidad que los cuadrados latinos tienen como conjuntos

R = C = S = f1; 2; : : : ; rg y L(1; j) = L(j; 1) = j para 1 � j � r; es decir, la primera

columna y la primera �la tienen los enteros de 1 a r en este orden. En este caso, se dice que el

cuadrado latino est�a normalizado (o tambi�en reducido o en forma est�andar).

De manera similar se de�ne el grupo de automor�smos de un cuadrado latino (R;C; S;L),

como el conjunto de ternas de biyecciones

� : R! R; � : C ! C y � : S ! S

tal que L(�(i); �(j)) = �(L(i; j)) (y se demuestra que efectivamente forman un grupo con la

operaci�on binaria dada por la composici�on de cada una de las biyecciones). Denotaremos el

grupo de automor�smos de un cuadrado latino (R;C; S;L) por Aut(R;C; S;L):

An�alogamente, se de�ne el grupo de automor�smos s � Aut(R;C; S;L) de un cuadrado

latino (R;C; S;L); como el conjunto de automor�smos (�; �; �) 2 Aut(R;C; S;L) tales que �

es la identidad en el conjunto de s��mbolos S: Se demuestra f�acilmente que s � Aut(R;C; S;L)

es un subgrupo normal de Aut(R;C; S;L):

N�otese que ambos grupos de automor�smos Aut(R;C; S;L) y s � Aut(R;C; S;L) de un

cuadrado latino (R;C; S;L) act�uan de manera natural en el conjunto de columnas C y en el

conjunto de �las R. M�as a�un, el grupo s�Aut(R;C; S;L) act�ua semiregularmente en conjunto

de �las (o de columnas) del cuadrado latino. Si (�; �; �) 2 s� Aut(R;C; S;L) y �(i) = i para

alg�un i 2 R; entonces L(�(i); �(j)) = L(i; �(j)) = L(i; j) implica que �(j) = j para todo j 2 C;

y entonces L(�(r); �(j)) = L(�(r); j) = L(r; j) implica que �(r) = r para todo r 2 R:

4.2.2 Cuadrados latinos uniformes y 1-factorizaciones 1-uniformes de

digrafos l��nea

Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo l��nea y u 2 V: Entonces el digrafo �1u es un digrafo bi-

partito semicompleto Kr;r; con conjuntos estables V0 = f���+(u) � f0gg y

V1 = f�
+(u)� f1gg; y con conjunto de arcos todos los arcos posibles de V0 a V1:

Dado u 2 V; una 1-factorizaci�on F de � induce una 1-factorizaci�on de �1
u
; (F; �); de modo

natural, con � : A(�1
u
) ! F la aplicaci�on de�nida por ((x; i); (xf ; i + 1)) 7! f para cada arco

((x; i); (xf ; i+ 1)) de �1u:
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Rec��procamente, por la caracterizaci�on de Heuchenne de digrafos l��nea (Teorema 1.3.2), te-

nemos que f���+(u) : u 2 V g es una partici�on del conjunto de v�ertices V: SeaR = fu1; : : : ; usg

un conjunto minimal de v�ertices de � con respecto a la propiedad V = [ui2R�
��+(ui): En-

tonces s =
jV j

r
:

Observemos que una 1-factorizaci�on de uno de los digrafos �1
ui

induce de modo natural

una asignaci�on de colores en un subconjunto de arcos de �: Dados (�1
u1
; F1); : : : ; (�

1
us
; Fs); con

Fi una 1-factorizaci�on de �1ui ; entonces (�
1
u1
; F1); : : : ; (�

1
us
; Fs) induce de modo natural una

1-factorizaci�on F de �: Para cada arco (u; v) 2 A; existe un �unico ui 2 R tal que u 2 ���+(ui)

y de�nimos el color de (u; v) como fj si (u; 0)
fij = (v; 1); donde Fi = ffi1; : : : ; firg:

Con esta notaci�on, una 1-factorizaci�on de � ser�a 1-uniforme si y s�olo si � veri�ca los siguien-

tes dos puntos:

� los digrafos arco-coloreados (�1uj ; Fj); con Fj la 1-factorizaci�on natural dada por F; son

isomorfos a uno cualquiera de ellos, p. ej. (�1u1 ; F1); para todo uj 2 R; y

� para cada u 2 ���+(u1); tambi�en (�1
u
; Fu) ' (�1

u1
; F1); con Fu la 1-factorizaci�on de �1

u

dada por F:

Dado u 2 V; diremos que una 1-factorizaci�on Fu de �1u es uniforme si veri�ca que para cada

v 2 ���+(u); existe � 2 s� Aut(�1
u
; Fu) tal que �(u; 0) = (v; 0): Con otras palabras, si existe

un automor�smo � de �1
u
que preserva la 1-factorizaci�on Fu y tal que �(u; 0) = (v; 0):

Por otro lado, podemos asociar a cada digrafo arco-coloreado (�1u; Fu) un cuadrado latino

(V0; V1; Fu;L) donde

L : V0 � V1 �! Fu

es la aplicaci�on de�nida por L((x; 0); (y; 1)) = f si (x; 0)f = (y; 1):

Teorema 4.2.1 Sea � = (V;A) un digrafo l��nea regular y u 2 V: Sea Fu una 1-factorizaci�on

de �1u; y (V0; V1; Fu;L) el cuadrado latino asociado a (�1u; Fu):

Entonces, Fu es una 1-factorizaci�on uniforme de �1
u
si y s�olo si el grupo de automor�smos

s � Aut(V0; V1; Fu;L) del cuadrado latino (V0; V1; Fu;L) act�ua regularmente en el conjunto de

�las V0:

Demostraci�on. Recordemos que si Kr;r es un digrafo bipartito semicompleto con conjuntos

estables V0 y V1; entonces Aut(Kr;r) = Sr � Sr; donde (�; �) 2 Sr � Sr act�ua en V0 t V1 como

�(x) cuando x 2 V0; y como �(y) cuando y 2 V1:

Consideremos la aplicaci�on

� : s�Aut(�1u; Fu) �! s�Aut(V0; V1; Fu;L)

tal que � 7! (�; �; Id); donde �(x) = �(x) para x 2 V0; y �(y) = �(y) para y 2 V1: La

aplicaci�on � est�a bien de�nida en tanto que cualquier automor�smo � del digrafo bipartito

semicompleto �1u veri�ca necesariamente �(V0) = V0 y �(V1) = V1: Adem�as, claramente � es

una biyecci�on pues �1
u
se identi�ca con el cuadrado latino (V0; V1; Fu;L) y a trav�es de esta

identi�caci�on se identi�can a su vez los automor�smos de �1
u
preservadores de la 1-factorizaci�on

Fu con los s-automor�smos del cuadrado latino. Tambi�en es inmediato comprobar que � es un

homomor�smo de grupos, luego un isomor�smo. M�as a�un, las acciones de s�Aut(�1
u
; Fu) y de

s�Aut(V0; V1; Fu;L) en V0 son permutacionalmente equivalentes.

Si Fu es una 1-factorizaci�on uniforme de �
1
u
; para cada (v; 0) 2 V0 existe � 2 s�Aut(�

1
u
; Fu)

tal que �(u; 0) = (v; 0): Esto implica que el grupo de automor�smos preservador de colores

s�Aut(�1u; Fu) act�ua transitivamente en el subconjunto de v�ertices V0:
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M�as a�un, a�rmamos que s�Aut(�1
u
; Fu) act�ua regularmente en V0: Dados (u; 0); (v; 0) 2 V0

cualesquiera, veamos que existe un �unico � 2 s � Aut(�1u; Fu) tal que �(u; 0) = (v; 0): Por un

lado, �((u; 0)f ) = (v; 0)f para cada f 2 Fu; con lo que imagen de � de cada elemento de V1

queda determinada. Y por otro lado, si �jamos z 2 V1; entonces �(z
f
0

�1

) = �(z)f
0

�1

para cada

f 0 2 Fu; lo que determina las im�agenes por � de cada elemento de V0:

Finalmente, a trav�es del isomor�smo �; el grupo s�Aut(�1
u
; Fu) act�ua regularmente en V0

si y s�olo si s�Aut(V0; V1; Fu;L) act�ua regularmente en el el conjunto de �las V0:

Sea (R;C; S;L) un cuadrado latino, diremos que (R;C; S;L) es uniforme si s�Aut(R;C; S;L)

act�ua regularmente en R: De hecho, n�otese que s�Aut(R;C; S;L) act�ua regularmente en R si

y s�olo si act�ua regularmente en C:

Se pueden caracterizar los cuadrados latinos uniformes en t�erminos de permutaciones dis-

cordantes.

Decimos que dos permutaciones de un conjunto de s��mbolos S son discordantes si ning�un

s��mbolo tiene la misma imagen bajo ambas permutaciones. Como ejemplo de conjunto de

permutaciones discordantes dos a dos, tomemos (�; F ) un digrafo arco-coloreado sin bucles. La

1-factorizaci�on F = ff1; : : : ; frg como conjunto de permutaciones en el conjunto de v�ertices del

digrafo es un conjunto de permutaciones discordantes dos a dos.

Sea r el cardinal del conjunto S: Decimos que un conjunto de permutaciones discordantes

dos a dos en S es completo si tiene cardinal r:

En [26] se establece una correspondencia 1�1 entre cuadrados latinos de orden r y conjuntos

completos de permutaciones discordantes de grado r de la siguiente manera. Identi�caremos

cada �la i 2 R del cuadrado latino con la permutaci�on �i 2 Sr tal que j
�i = L(i; j) para cada

j 2 C: Es inmediato comprobar que efectivamente el conjunto de las permutaciones correspon-

dientes a las �las de un cuadrado latino, f�1; : : : ; �rg; forma un conjunto completo de permuta-

ciones discordantes.

Por ejemplo, el siguiente cuadrado latino

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 1 4 5 3

3 4 5 2 1

4 5 1 3 2

5 3 2 1 4

1
CCCCCA

Figura 4.1: Cuadrado latino de orden 5 no uniforme

se corresponde con el conjunto completo de permutaciones discordantes siguiente:

f(); (1; 2)(3; 4; 5); (1; 3; 5)(2; 4); (1; 4; 3)(2; 5); (1; 5; 4)(2; 3)g:

Teorema 4.2.2 Sea (R;C; S;L) un cuadrado latino normalizado de orden r: Entonces (R;C; S;L)

es uniforme si y s�olo si el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado a (R;C; S;L)

es un subgrupo de Sr permutacionalmente equivalente a la acci�on de s�Aut(R;C; S;L) en C:

Demostraci�on. Si (R;C; S;L) es uniforme, entonces s�Aut(R;C; S;L) act�ua regularmente

en C y en R: Consideremos

s�Aut(R;C; S;L) = f(�1; �1; Id); : : : ; (�r ; �r; Id)g
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donde los automor�smos est�an ordenados de manera que �i(i) = 1:

Entonces, para cada r0 2 R; la biyecci�on �r0 queda determinada de la siguiente manera

L(r0; i) = L(�r0(r0); �r0(i)) = L(1; �r0(i)) = �r0(i)

lo que es justamente la �la r0 considerada como permutaci�on de Sr:

Por otra parte, si el conjunto de permutaciones correspondientes a las �las de (R;C; S;L) es

un subgrupo de Sr; como son permutaciones discordantes, entonces es un subgrupo que act�ua

regularmente en f1; : : : ; rg: As��, s � Aut(R;C; S;L) tambi�en act�ua regularmente en C (luego

en R), y (R;C; S;L) es uniforme.

Esta proposici�on es una herramienta muy �util para determinar si un cuadrado latino nor-

malizado es uniforme o no. Por ejemplo, el cuadrado latino de la Figura 4.1 no es uniforme por

el Teorema anterior 4.2.2, pues el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado

no es un subgrupo de Sr.

Como corolario inmediato del Teorema 4.2.2, se caracterizan los cuadrados latinos uniformes

como los cuadrados latinos que sean la tabla de composici�on de alg�un grupo.

Corolario 4.2.1 Sea Q un cuadrado latino (R;C; S;L) normalizado de orden r: Entonces Q es

un cuadrado latino uniforme si y s�olo si Q es la tabla de composici�on de un grupo (H; �): En tal

caso, H es isomorfo al grupo formado por el conjunto completo de permutaciones discordantes

asociado a Q:

Demostraci�on. Supongamos en primer lugar que Q es la tabla de composici�on de un grupo

(H; �): Entonces existen �R; �C ; �S biyecciones de R;C; S en el conjunto de elementos del grupo

H; tales que la operaci�on binaria de composici�on de H es la siguiente:

h1 � h2 = �S(L(�
�1
R
(h1); �

�1
C
(h2))

para cualesquiera h1; h2 2 H:

Consideremos el conjunto completo de permutaciones discordantes f�1; : : : ; �rg asociado a

Q donde cada permutaci�on �i 2 Sr viene de�nida por j�i = L(i; j) para cada i 2 R y cada

j 2 C:

A trav�es de las biyecciones �R; �C ; �S ; cada permutaci�on �i se corresponde con una per-

mutaci�on 
�R(i) 2 Sym(H) de�nida por h
�R(i) = �S(�
�1
C
(h)�i) para cada h 2 H: Pero,

h
�R(i) = �S(�
�1
C
(h)�i) = �S(L(i; �

�1
C
(h)) = �R(i) � h

Esto es, el conjunto completo de permutaciones discordantes est�a en correspondencia con la

representaci�on por permutaciones a la izquierda del grupo H: Entonces, como el conjunto de

permutaciones f
1; : : : ; 
rg es un subgrupo de Sym(H) isomorfo a H; el conjunto completo de

permutaciones discordantes es un subgrupo de Sr (isomorfo a H). Por el Teorema 4.2.2, Q es

un cuadrado latino uniforme.

Supongamos ahora que Q es un cuadrado latino uniforme y veamos que es la tabla de com-

posici�on de un grupo (H; �): Tomemos H = f�1; : : : ; �rg el conjunto completo de permutaciones

discordantes asociado a Q; donde �i 2 Sr se de�ne como j
�i = L(i; j) para cada i 2 R y cada

j 2 C: Por el Teorema 4.2.2, H as�� de�nido es un subgrupo de Sr: Notemos que �i veri�ca

1�i = i; luego �k � �i = �r con r = 1�i�k :



4 Construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de grado peque~no 65

Sean �R; �C ; �S : f1; : : : ; rg ! H las biyecciones de�nidas como �R(i) = �C(i) = �S(i) = �i
para i 2 f1; : : : ; rg: Entonces,

�k � �i = �S(L(�
�1
R
(�k); �

�1
C
(�i)) = �L(k;i) = �1�i�k ;

con lo que demostramos que Q es la tabla de composici�on de H:

A continuaci�on, veremos que el c�omputo general de todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de

un digrafo l��nea regular de grado r; puede hacerse si conocemos todos los cuadrados latinos uni-

formes de orden r: En el caso general, Brunat [12] demuestra que el n�umero de 1-factorizaciones

(salvo permutaciones de colores) de un digrafo l��nea regular de orden n y grado r es L(r)
n
r ;

donde L(r) es el n�umero de cuadrados latinos de orden r (sin normalizar).

Sea � un digrafo l��nea r-regular conexo de orden n; y sea R = fu1; : : : ; un=rg un conjunto

de v�ertices de � tal que

V =
[

ui2R

���+(ui);

o equivalentemente,

���+(ui) \ �
��+(uj) = ;

siempre que i 6= j:

Vimos anteriormente que una 1-factorizaci�on F de � induce una 1-factorizaci�on Fi de �ui
para cada 1 � i � n

r
: Sea Qi el cuadrado latino correspondiente a (�ui ; Fi): Entonces, si la

1-factorizaci�on F de � es 1-uniforme, los cuadrados latinos Q1; : : : ; Qr son estrictamente iso-

morfos a uno cualquiera de ellos, Qi; que es un cuadrado latino uniforme.

Rec��procamente, un conjunto de digrafos arco-coloreados (�1u1 ; F1); : : : ; (�
1
un=r

; Fs) induce

de modo natural una 1-factorizaci�on F de �:

Sea Q un cuadrado latino normalizado uniforme de orden r arbitrario. Si asociamos a cada

digrafo �1ui una 1-factorizaci�on Fi tal que el cuadrado latino normalizado correspondiente Qi

es isomorfo a Q; entonces la 1-factorizaci�on F de � obtenida es 1-uniforme.

El enunciado del Teorema de enumeraci�on de 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea

est�a formulado en t�erminos del cardinal Lr de cuadrados latinos normalizados. Por cuadrados

latinos diferentes entendemos simplemente que, si los representamos como matrices r�r; tienen

al menos una entrada diferente (luego varias entradas diferentes). Veremos a lo largo de la

secci�on que

L2 = 1; L3 = 1; L4 = 4; L5 = 6; L6 = 60:

Observamos que dos cuadrados latinos normalizados diferentes pueden ser isomorfos. Por

ejemplo, veamos que los siguientes cuadrados latinos normalizados de orden 4 son diferentes e

isomorfos :

Q1 = (R1; C1; S1;L1) =

0
BB@

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

1
CCA ; Q2 = (R2; C2; S2;L2) =

0
BB@

1 2 3 4

2 4 1 3

3 1 4 2

4 3 2 1

1
CCA

Sean � : R1 ! R2; � : C1 ! C2; � : S1 ! S2 las biyecciones de�nidas por las permutaciones

� = (1423); � = (34); � = (1423): Entonces (�; �; �) es un isomor�smo de Q1 en Q2:

Notemos adem�as que si el cardinal de cuadrados latinos normalizados de un cierto orden

r es mayor que uno, entonces los digrafos l��nea r-regulares de orden estrictamente mayor que
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r admiten 1-factorizaciones no 1-uniformes. Por ejemplo, tomemos Q1 y Q2 dos cuadrados

latinos normalizados de orden 4 diferentes. Sea � = (V;A) un digrafo l��nea de grado 4 con orden

n; n > 4 (entonces n � 8): En particular, existen u1; u2; : : : ; un=r 2 V tales que ���+(ui) \

���+(uj) = ; siempre que i 6= j: Sea F1 una 1-factorizaci�on de �1u1 tal que el cuadrado latino

asociado a (�1
u1
; F1) sea isomorfo a Q1; sea F2 una 1-factorizaci�on de �1

u2
tal que el cuadrado

latino asociado a (�1
u2
; F2) sea isomorfo a Q2; y sean

(�1; �1; �1) : (�
��+(u1)� f0g;�

+(u1)� f1g; L1;Fu1) �! Q1

(�2; �2; �2) : (�
��+(u1)� f0g;�

+(u2)� f1g; L2;Fu2) �! Q1

los isomor�smos correspondientes. Escribamos F1 = ff
1
1 ; : : : ; f

1
4g y F2 = ff

2
1 ; : : : ; f

2
4 g de modo

que �1(f
1
i
) = i y �2(f

2
i
) = i:

Sean Fi arco-coloraciones arbitrarias del resto de los �ui :

De�nimos F = ff1; : : : ; f4g la 1-factorizaci�on de � dada por (�
1
u1
; F1); : : : ; (�

1
u4
; F4); donde fi

es inducida por f1
i
en �1

u1
y por f2

i
en �2

u1
para cada 1 � i � 4: Entonces F es una 1-factorizaci�on

no 1-uniforme de �; puesto que (�1
u1
; F1) y (�2

u1
; F1) no son estrictamente isomorfos.

Esta construcci�on de 1-factorizaciones no 1-uniformes de un digrafo, generaliza f�acilmente

para grado mayor, pues los cuadrados latinos normalizados uniformes de orden mayor no son

�unicos.

Teorema 4.2.3 Sea � = (V;A) un digrafo r-regular conexo l��nea de orden n y Lr el n�umero

de cuadrados latinos normalizados uniformes de orden r (no necesariamente no isomorfos).

Entonces, el n�umero de 1-factorizaciones 1-uniformes de � es

(r � 1)!
n
r r!

n
r
�1Lr

Demostraci�on. Sea Q un cuadrado latino normalizado uniforme de orden r y

R = fu1; : : : ; un=rg un conjunto de v�ertices de � tal que V = [ui2R�
��+(ui): Calculare-

mos por separado el n�umero de 1-factorizaciones uniformes de cada �ui con cuadrado latino

isomorfo a Q:

Fijemos u1 2 R; y consideremos �
+(u1): Podemos �jar los colores de los arcos de u1 a �

+(u1)

sin p�erdida de generalidad, y obtener todas las 1-factorizaciones de � (salvo permutaciones de

colores).

Fijados los colores de los arcos de u1 a �
+(u1); faltan por determinar los colores de todos los

arcos de �1
u1

incidentes desde V0nf(u1; 0)g: Para un cuadrado latino Q �jado, esto es equivalente

a asignar a cada v�ertice de V0 n f(u1; 0)g un n�umero de �la (menos la de (u1; 0)). Hay (r � 1)!

maneras diferentes de asignar las �las restantes a estos r � 1 v�ertices.

Para el resto de los digrafos �ui con i 6= 1; �unicamente podemos �jar la �la de un v�ertice

del primer conjunto estable, por ejemplo (ui; 0): Entonces hay (r � 1)! maneras diferentes de

asignar un n�umero de �la a los v�ertices de V0 n f(ui; 0)g; y r! maneras diferentes de asignar un

n�umero de columna a los v�ertices de V1: En total, (r � 1)!r! maneras diferentes de posicionar

V (�1
ui
) n f(ui; 0)g:

Entonces, para un cuadrado latino Q dado el n�umero de 1-factorizaciones de � (asociadas

a Q) es:

(r � 1)!

n=rY
i=2

((r � 1)!r!) = (r � 1)!
n
r r!

n
r
�1
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En particular, el n�umero de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo l��nea depende

�unicamente de su grado y su orden. As��, dos digrafos l��nea del mismo grado y con el mis-

mo orden tienen el mismo n�umero de 1-factorizaciones 1-uniformes.

Por �ultimo, notemos que el grupo de automor�smos de un digrafo act�ua de modo natural en

el conjunto de 1-factorizaciones del digrafo. Dado � = (V;A) un digrafo, la acci�on de Aut(�)

en el conjunto de 1-factorizaciones de � es la siguiente. Para cada � 2 Aut(�) y cada 1-factori-

zaci�on (F; �) de �; de�nimos (F; ��) como la 1-factorizaci�on de � donde �� : A! F es tal que

como ��(u; v) = �(��1(u); ��1(v)) para (u; v) 2 A:

Adem�as, obs�ervese que cuando el digrafo � es k-l��nea iterado, la acci�on de Aut(�) en

el conjunto de 1-factorizaciones de � env��a 1-factorizaciones k-uniformes a 1-factorizaciones

k-uniformes. Diremos que dos 1-factorizaciones F1 y F2 de un digrafo son equivalentes si existe

un automor�smo del digrafo que env��a F1 a F2: En particular, si dos 1-factorizaciones de un

digrafo son equivalentes, se veri�ca que los cuadrados latinos asociados asociados son isomor-

fos. Obviamente, 1-factorizaciones equivalentes generan grupos de permutaciones isomorfos, y

lo que es m�as, los recubridores de Cayley correspondientes a 1-factorizaciones equivalentes son

isomorfos.

4.2.3 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea de grado peque~no

En esta secci�on, calcularemos el n�umero de cuadrados latinos normalizados de orden r con

2 � r � 5: Aplicaremos los resultados al c�alculo de todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de

algunos digrafos l��nea de estos grados, como el digrafo de Kautz K(3; 2); los digrafos completos

con bucles K+
r ; o los digrafos bipartitos completos K

+
r;r; para 2 � r � 5: Adem�as, calcularemos

algunas propiedades de los recubridores de Cayley resultantes.

1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea de grados 2 y 3

Hay un �unico cuadrado latino normalizado de orden 2 y un �unico cuadrado latino normalizado

de orden 3; que son los siguientes:

�
1 2

2 1

�
;

0
@ 1 2 3

2 3 1

3 1 2

1
A

En el primer caso el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado es f(); (1; 2)g;

y en el segundo f(); (1; 2; 3); (1; 3; 2)g: En ambos casos se trata obviamente de cuadrados latinos

uniformes.

En particular, como los cuadrados latinos normalizados de orden 2 y orden 3 son �unicos, to-

das las 1-factorizaciones de digrafos l��nea de estos grados son 1-uniformes. Por el Teorema 3.3.1,

esto es equivalente a que todos los recubridores de Cayley de un digrafo l��nea de grado 2 o grado

3 sean a su vez digrafos l��nea.

Adem�as, como la demostraci�on del Teorema 4.2.3 es constructiva, sabemos c�omo calcular

expl��citamente todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo l��nea. Aplicamos esta

construcci�on al digrafo completo con bucles de grado 3; K+
3 ; y al digrafo de Kautz de grado

3 y di�ametro 2; K(3; 2): Son digrafos l��nea del (multi)digrafo completo con un �unico v�ertice y

tres bucles, K3
1 ; y del digrafo completo K4; respectivamente.

Consideremos en primer lugar � = K+
3 = LK3

1 y u 2 V (�) arbitrario. Entonces como
n

r
=

jV (�)j
3

= 1; una 1-factorizaci�on (1-uniforme) de � se corresponde con una 1-factorizaci�on
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G = G(K+
3 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Clases de

equivalencia
Aut(K+

3 ; F )

Z3 3 1 1 S3

S3 6 1 1 S3

Tabla 4.1: 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
3

(uniforme) de �1u (que es isomorfo a K3;3). Fijemos los colores de los arcos de u hacia �+(u)

(esto es, �jemos los colores de los arcos de (u; 0) hacia (v; 1) en K3;3). Entonces hay dos

1-factorizaciones diferentes en K3;3: Es decir, K3;3 s�olo se puede arco-colorear de dos maneras

diferentes (salvo permutaciones de colores). V�eanse los grupos de permutaciones resultantes

de estas 1-factorizaciones de K+
3 resultantes en la Tabla 4.1. Los grupos de permutaciones

de estas 1-factorizaciones as�� como del resto de las Tablas de esta secci�on han sido calculados

implementado diversas rutinas en el sistema GAP de teor��a computacional de grupos (v�ease

[43]).

Sea ahora � = K(3; 2) = LK4: El digrafo � tiene orden 12; luego son 12
3

= 4 blo-

ques en la partici�on f���+(u) : u 2 V (�)g: Sean u1; u2; u3; u4 2 V (�) tales que V (�) =

[4
i=1�

��+(ui): Entonces una 1-factorizaci�on de � se corresponde con 1-factorizaciones cua-

lesquiera F1; F2; F3; F4 de �u1 ;�u2 ;�u3 ;�u4 respectivamente.

Fijemos los colores de los arcos de u1 hacia �
+(u1) en �: Esto equivale a �jar los colores de

(u1; 0) hacia los v�ertices de V1 en �1
u1
: Entonces hay (r � 1)! = 2! = 2 maneras diferentes de

colorear los arcos restantes de �1
u1
:

Sea �ui con ui 6= u1: Entonces hay r!(r � 1)! = 6 � 2 = 12 arco-coloraciones diferentes de

�ui : Esto da un total de 2 � 123 = 3456 arco-coloraciones diferentes de �; salvo permutaciones

de colores. V�eanse los grupos de permutaciones resultantes en la Tabla 4.2. Obs�ervese que se

encuentran al menos tres grupos de permutaciones no isomorfos de cardinal 96: Comprobaremos

m�as adelante tambi�en en otras tablas que grupos de permutaciones del mismo cardinal no son

necesariamente isomorfos. Tambi�en es destacable el hecho de que 1-factorizaciones generan el

mismo grupo de permutaciones pueden tener grupos de automor�smos coloreados distintos.

En lo que se re�ere a las clases de equivalencia de 1-factorizaciones 1-uniformes, consideremos

de nuevo los ejemplos anteriores K+
3 y K(3; 2): Sabemos que los grupos de automor�smos de

ambos son no nulos, en el primer caso Aut(K+
3 ) = S3 y en el segundo Aut(K(3; 2)) = S4:

Es f�acil comprobar computacionalmente una vez conocemos los grupos de automor�smos de

ambos digrafos, que las dos 1-factorizaciones de K+
3 no son equivalentes, y que las 3456 arco-

coloraciones de K(3; 2) se distribuyen en 190 clases de equivalencia distintas. V�eanse c�omo se

distribuyen estas clases de equivalencia en mismas las Tablas 4.1 y 4.2, en las que consta adem�as

el grupo de automor�smos arco-coloreados Aut(�; F ) de los diferentes digrafos arco-coloreados

(�; F ) (entre par�entesis escribimos el n�umero de 1-factorizaciones que dan lugar al mismo grupo

de automor�smos arco-coloreados).

1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea de grado 4

Consideremos ahora digrafos l��nea de grado 4: Existe cuatro cuadrados latinos normalizados de

orden 4 diferentes que son los siguientes1 :

1�Estos son los �unicos cuadrados latinos normalizados de orden r = 4, pero el n�umero crece r�apidamente. Por

ejemplo, para r = 5 el n�umero de cuadrados latinos normalizados es 56, para r = 6 es 9408 y para r = 7 es
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G = G(K(3; 2); F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

Clases de

equivalencia
Aut(K(3; 2); F )

A4 12 1 1 S4

al menos 3 no iso 96 7 3 D(8) (2), S4 (1)

? 120 6 1 Z4
1
3
[Z43]oA4 324 4 1 S3

Z3 o A4 972 16 2 Z3

Z
5
2 o PSL2(5) 1920 6 1 V4

Z3 o S4 1944 24 4 Z3 (2), S3 (2)

Z
5
2 o PGL2(5) 3840 12 2 V4

Z
5
2 oA6 11520 12 2 V4 (1),Z4 (1)

1
2
[S43 ]o S4 15552 48 4 Z2

Z
5
2 o S6 23040 24 2 Z2

M(12) 95040 44 4 Z2 (3), Z3 (1)

A12 12!/2 1572 81
Z3 (1), S3 (1),

Z2 (28), Z1 (51)

S12 12! 1680 82
Z3 (2) , S3 (2),

Z2 (18), Z1 (59)

Tabla 4.2: 1-factorizaciones 1-uniformes de K(3; 2)

0
BB@

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

1
CCA ;

0
BB@

1 2 3 4

2 4 1 3

3 1 4 2

4 3 2 1

1
CCA ;

0
BB@

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 2 1

4 3 1 2

1
CCA ;

0
BB@

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

1
CCA

N�otese que los tres primeros cuadrados latinos corresponden a la tabla de composici�on del

grupo Z4 y el �ultimo a la del grupo de Klein V4 =;Z
2
2; luego, a pesar de ser cuadrados latinos

diferentes, los tres primeros son isomorfos entre s��.

En cualquier caso, los conjuntos completos de permutaciones discordantes de los cuadrados

latinos anteriores son respectivamente:

f(); f = (1; 2; 3; 4); f2; f3g

f(); f = (1; 2; 4; 3); f3; f2g

f(); f2; f = (1; 3; 2; 4); f3g

f(); (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4)(2; 3)g:

En todos los casos los conjuntos completos de permutaciones discordantes forman un grupo,

luego todos los cuadrados latinos normalizados de orden 4 son uniformes.

Apliquemos este resultado a un digrafo l��nea de grado 4 como es el digrafo completo con bu-

cles K+
4 : Es un digrafo l��nea de un (multi)digrafo con un �unico v�ertice y cuatro arcos m�ultiples,

K4
1 : Por la f�ormula del Teorema 4.2.3, sabemos que existen 3!�4 = 24 arco-coloraciones uniformes

16942080. V�ease [28].
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G = G(K+
4 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Clases de

equivalencia
Aut(K+

4 ; F )

V4 = Z
2
2 4 1 1 S4

Z4 4 3 1 D(8)

D(8) 8 6 2 D(8)

A4 12 2 1 A4

S4 24 12 1 Z2

Tabla 4.3: 1-factorizaciones 1-uniformes K+
4

diferentes de K+
4 : Tambi�en conocemos el grupo de automor�smos de K

+
4 que es Aut(K+

4 ) = S4;

luego podemos calcular las diferentes clases de equivalencia de 1-factorizaciones por el grupo de

automor�smos. En este caso, las 1-factorizaciones se distribuyen en 6 clases diferentes de equi-

valencia. Tres clases de equivalencia se encuentran con 1-factorizaciones dadas por cualquiera

de los tres primeros cuadrados latinos, y las otras tres por las 1-factorizaciones dadas por el

�ultimo cuadrado latino. En concreto, con el cuadrado latino que corresponde a la tabla de

composici�on del grupo de Klein se obtienen los grupos de permutaciones V4; D(8) y A4; y con

cualquiera de los cuadrados latinos que corresponden a la tabla de composici�on del grupo c��clico

Z4 se obtienen los grupos de permutaciones Z4; D(8) y S4: En la Tabla 4.3 se muestran los

resultados.

Como no hay un �unico cuadrado latino normalizado de orden 4 existen 1-factorizaciones de

digrafos l��nea de grado 4 que no son 1-uniformes.

1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea de grado 5

Hay seis cuadrados latinos normalizados uniformes de orden 5 2 :

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

3 4 5 1 2

4 5 1 2 3

5 1 2 3 4

1
CCCCCA
;

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 3 5 1 4

3 5 4 2 1

4 1 2 5 3

5 4 1 3 2

1
CCCCCA
;

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 4 1 5 3

3 1 5 2 4

4 5 2 3 1

5 3 4 1 2

1
CCCCCA

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 4 5 3 1

3 5 2 1 4

4 3 1 5 2

5 1 4 2 3

1
CCCCCA
;

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 5 1 3 4

3 1 4 5 2

4 3 5 2 1

5 4 2 1 3

1
CCCCCA
;

0
BBBBB@

1 2 3 4 5

2 5 4 1 3

3 4 2 5 1

4 1 5 3 2

5 3 1 2 4

1
CCCCCA

Por el Teorema 4.2.3, esto hace un total de (r � 1)!6 = 24 � 6 = 144 arco-coloraciones 1-uni-

formes del digrafo completo con bucles K+
5 : Sabiendo adem�as que el grupo de automor�smos

es Aut(K+
5 ) = S5; podemos clasi�car las 1-factorizaciones 1-uniformes en clases de equivalen-

cias por automor�smos del digrafo. Resultan un total de 6 clases de equivalencia diferentes

por automor�smos del digrafo. Adem�as, las 1-factorizaciones de K+
5 que se encuentran con

uno cualquiera de los seis cuadrados latinos proporcionan representantes de las 6 clases de

2Hay 60 cuadrados latinos normalizados uniformes de orden 6. Orden 6 es el primer orden para el que existen

cuadrados latinos normalizados y sim�etricos que no son uniformes.
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G = G(K+
5 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Clases de

equivalencia
Aut(K+

5 ; F )

Z5 5 6 1 Z5 oZ4

Z5 oZ2 10 6 1 Z5 oZ4

Z5 oZ4 20 12 2 Z5 oZ4

A5 60 60 1 Z2

S5 120 60 1 Z2

Tabla 4.4: 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
5

G = G(K+
3;3; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Clases de

equivalencia
Aut(K+

3;3; F )

Z6 6 6 1 D(12) = S3 �Z2

S3 6 2 1 S23
S3 �Z3 18 4 1 S3 �Z3

Z
2
3 oZ4 36 12 1 S3

Tabla 4.5: 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
3;3

equivalencia posibles. V�eanse las 1-factorizaciones resultantes y el correspondiente grupo de

automor�smos arco-coloreado en la Tabla 4.4.

Adem�as, existen 50 cuadrados latinos normalizados de orden 5 que no son uniformes. Las

1-factorizaciones de K+
5 que se correspondan con alguno de estos cuadrados latinos no son

1-uniformes, o con otras palabras, el recubridor de Cayley de K+
5 con una de estas 1-facto-

rizaciones, no es un digrafo l��nea. En total, K+
5 tiene 24 � 50 = 1200 arco-coloraciones no

1-uniformes.

Por �ultimo, aplicamos esta construcci�on de todas las 1-factorizaciones 1-uniformes a los

digrafos bipartitos completos K+
r;r (o C(r; 2)) para 3 � r � 5: Los digrafos completos K+

r;r son

digrafos l��nea de los (multi)digrafos con dos �unicos v�ertices y r arcos m�ultiples de uno de ellos

hacia el otro. Recordemos adem�as que

Aut(K+
r;r) = Sr oZ2 = S

2
r oZ2:

En las Tablas 4.5, 4.6 y 4.7 se muestran los resultados.

4.3 Digrafos de Cayley k-l��nea iterados de grado peque~no

En la siguiente secci�on estudiaremos el problema de la representaci�on de grupos transitivos

(de grado peque~no) como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos

k-l��nea iterados. Esto es, el problema de determinar cu�ando un grupo de permutaciones G

veri�ca que es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on F de alg�un digrafo k-l��nea

iterado � y tal que el recubrimiento �F = Cay(G;F ) es tambi�en un digrafo k-l��nea iterado.

Con este prop�osito, introducimos en esta secci�on nuevas caracterizaciones de digrafos de

Cayley k-l��nea iterados.
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G = G(K+
4;4; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Clases de

equivalencia
Aut(K+

4;4; F )

Z8 8 36 1 [ 1
4
D(8)2]oZ2

Z2 �Z4 8 54 2 Z
3
2 oD(8) (1), Z32 oZ

2
2 (1)

Z
3
2 8 6 1 Z

3
2 o S4

D(8) 8 54 2 Z
3
2 oZ

2
2 (1),

1
2
[Z42]oD(8) (1)

Q(8) 8 18 1 1
2
[Z42]oD(8)

Z
2
2 oZ4 16 36 1 Z

3
2 oZ4

1
2
[Z32]oZ4 16 36 1 Z

2
4 oZ2

A4 �Z2 24 48 1 A4 �Z2
Z
3
2 oZ4 32 216 3 D(8)�Z2

1
2
[Z42]oZ4 32 72 1 Z

2
2 oZ4

Z
2
2 oD(8) 32 48 1 S4

S4 �Z2 48 288 1 V4

Z
4
2 oZ4 64 288 1 V4

Z
3
2 oA4 96 240 2 D(8) (1), A4 (1)

Z
3
2 o S4 192 288 1 V4

[ 1
2
S24 ]oZ2 576 576 2 Z4 (1), V4 (1)

1
2
[S24 ]oZ2 576 1152 4 Z2 (1), V4 (1), D(8) (2)

Tabla 4.6: 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
4;4

G = G(K+
5;5; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Z10 10 720

D(10) 10 144
1
2
[D(20)]oZ2 20 1440

Z
2
5 oZ2 50 2016

1
2
[D(5)2]oZ2 100 1440

A5 �Z2 120 7200
1
2
[S5]oZ2 120 7200

[Z45 oZ4]oZ2 200 5760

A2
5 oZ2 7200 187200

1
2
[S25 ]oZ2 14400 201600

Tabla 4.7: 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
5;5
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Proposici�on 4.3.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley con jSj = r: Existe un (mul-

ti)digrafo r-regular �0 (posiblemente con arcos m�ultiples) tal que � = L�0 si y s�olo si SS�1 es

un subgrupo de G de orden r:

Demostraci�on. Necesidad: (Se demuestra id�enticamente que en la prueba del Teorema 3.2.1).

Supongamos que � = L�0 para alg�un (multi)digrafo �0. Consideremos el conjunto xS
�1 para

x 2 S . Para cada y 2 S, se veri�ca:

1 2 xS�1 \ yS�1 = ��1(x) \ ��1(y)

Entonces, el Corolario 1.3.1 implica H = xS�1 = yS�1 = SS�1 y jH j = r: En particular,

H = xS�1 para cada x 2 S; as�� comoH = Sz para cada z 2 S�1: Luego,H2 = (Sx�1)(xS�1) =

H , y por tanto H es un subgrupo de G.

Su�ciencia: Sea ahora H = SS�1 un subgrupo de G de orden r: En particular, podemos

escribir H = xS�1 para cualquier x 2 S: A�rmamos ahora que el conjunto f��1(g) : g 2 Gg

es la partici�on de G en clases laterales por la izquierda de H en G; pues

gS�1 = gx�1xS�1 = gx�1H;

donde x 2 S arbitrario. Por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones 1.3.1, � es un digrafo l��nea.

Se veri�can resultados an�alogos para digrafos k-l��nea iterados regulares de grado peque~no.

Teorema 4.3.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley con jSj = r; donde 2 � r � 5: Existe

un (multi)digrafo r-regular �0 (posiblemente con arcos m�ultiples) tal que � = Lk�0 si y s�olo si

para cada 1 � s � k; Hs = SsS�s es un subgrupo de G de orden rs:

Demostraci�on. Necesidad: Se demuestra id�enticamente que en la prueba del Teorema 3.2.1.

Su�ciencia: Sean ahora Hs = SsS�s subgrupos de orden rs para 1 � s � k: Esta hip�otesis

aplicada al digrafo inverso ��1; entonces los conjuntosKl = S�lSl son tambi�en grupos de orden

rl para 1 � l < s:

A�rmamos que jSsj = jSjs para todo 1 � s � k: Entonces, f��k(g) : g 2 Gg es la partici�on

de G en clases laterales por la izquierda de Hk en G:

gS�k = gx�1xS�k = gx�1Hk;

donde x 2 Sk arbitrario.

Por el Teorema 1.3.2 y las Observaciones 1.3.1, � ser�a un digrafo k-l��nea iterado.

Demostremos a continuaci�on por inducci�on que jSsj = jSjs para todo 1 � s � k; y la prueba

del Teorema quedar�a concluida. El caso s = 1 es claro. Sea entonces s > 1: Supongamos

que jSsj < jSjs = rs y llegaremos a contradicci�on. Por hip�otesis de inducci�on tenemos jHlj =

jSlS�lj = jSlj = rl para 1 � l � s� 1:

Para todo x 2 Hl = SlS�l por de�nici�on de Hl se veri�ca:

�l(1) \ �l(x) = Sl \ xSl 6= ;:

Adem�as, como por hip�otesis de inducci�on � es l-l��nea iterado:

Sl = xSl = SlS�lSl = �l(SlS�l) = �l(Hl): (4.1)



74 Recubrimientos k-arco transitivos de digrafos

Claramente, Hl es un subgrupo de Hs para todo 1 � l � s: Consideramos entonces la

partici�on de Hs en clases laterales por la derecha de Hs�1 en Hs: Puesto que jHsj = rs y

jHs�1j = rs�1; entonces jHs : Hs�1j = r: Luego dado R = fx1; : : : ; xrg un sistema de represen-

tantes de Hs m�odulo Hs�1; el grupo Hs se puede escribir como Hs =
Fr

i=1 xiHs�1:

Por la igualdad 4.1, �s�1(xiHs�1) = xiS
s�1: Luego �s�1(Hs) =

F
r

i=1 xiS
s�1 es una parti-

ci�on de �s�1(Hs). M�as a�un,

j�s�1(Hs)j =

rG
i=1

jxiS
s�1j = rs:

Por hip�otesis jSsj < rs y � es (s � 1)-l��nea iterado, luego existen u; v 2 S; u 6= v tales

que uSs�1 = vSs�1: Esto es, 1 6= v�1u 2 Hs�1 \ S
�1S: N�otese que por hip�otesis de inducci�on

aplicada al digrafo inverso ��1; S�1S es tambi�en un grupo de orden r: Denotamos por H el

grupo H = Hs�1 \ S
�1S: Sea j = jS�1S : Hs�1 \ S

�1Sj; entonces 1 � j < r: En particular,

existe Ss = SSs�1 =
F
j

i=1 uiS
s�1 una partici�on de Ss en j partes.

Obs�ervese que como 1 � r � 5 y jjr; entonces j = 1; 2: Si j = 2; entonces r = 4 necesaria-

mente.

Distingamos los dos casos:

� Caso j = 1: Es el caso jSsj = jSs�1j = rs�1: Adem�as, como Ss�1 � ��(Ss) y ambos

conjuntos tienen el mismo cardinal, necesariamente Ss�1 = ��(Ss) = SsS�1: (V�ease a

modo ilustrativo la �gura 4.2, que corresponde al caso particular j = 1; s = 2 y r = 4).

SS -1

uS

1

S S 2

u

Figura 4.2: Caso j = 1; s = 2 y r = 4

Por la construcci�on anterior

Hs = SsS�s = (SsS�1)S�s+1 = Ss�1S�s+1 = Hs�1;

lo que contradice la hip�otesis jHsj = rs; puesto que jHs�1j = rs�1:

� Caso j = 2; r = 4: Es el caso donde Ss = u1S
s�1 t u2S

s�1 con u1; u2 2 S; es una

partici�on de Ss en dos partes. (V�ease a modo ilustrativo de la situaci�on la �gura 4.3, que

corresponde al caso particular j = s = 2 ).

Por construcci�on tenemos:

Ss = �s(Hs�1) = u1S
s�1 t u2S

s�1: (4.2)

An�alogamente, se veri�ca la igualdad an�aloga para el digrafo inverso:

S�s = ��s(Ks�1) = y1S
�s+1 t y2S

�s+1 (4.3)



4 Construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de grado peque~no 75

S -2S 2 S 2

S 2

x4S S -1

S S -1x3

x4S 

x3S 

x2S S S -1x2

S S -1

u2

1u

u2

S -2 S

S u1S 

S 

1

Figura 4.3: Caso j = s = 2 y r = 4

donde y1; y2 2 S
�1:

Consideremos ahora Hs =
F4

i=1 xiHs�1 la partici�on de Hs construida m�as arriba.

Por otra parte, el grupo Hs tambi�en se puede escribir como:

Hs = ��s(Ss) = ��s(u1S
s�1 t u2S

s�1) = ��s(u1S
s�1) [ ��s(u2S

s�1):

Por 4.1, uiS
s�1 = uiS

s�1Ks�1 para cada i = f1; 2g: Adem�as, en tanto que jSs�1j =

jKs�1j; se veri�ca uiS
s�1Ks�1 = uixKs�1 para x 2 S

s�1 arbitrario. Por 4.3 se tiene:

��s(uiS
s�1) = ��s(uixKs�1) = uixy1S

�s+1
G
uixy2S

�s+1 = uixy1x
�1Hs�1

G
uixy2x

�1Hs�1

para cada i 2 f1; 2g: Pero Hs�1 � ��s(u1S
s�1) \ ��s(u2S

s�1) implica que ��s(Ss)

contiene como m�aximo tres partes diferentes xiHs�1 y no las cuatro, con lo que llegamos

a contradicci�on.
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4.4 Representaci�on de grupos de permutaciones de grado

peque~no

En esta secci�on estudiaremos la representaci�on de grupos de permutaciones de grado peque~no

como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos regulares k-l��nea

iterados para k = 1; 2: M�as en detalle, estudiaremos bajo qu�e condiciones un grupo de per-

mutaciones es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on k-uniforme de alg�un digrafo

regular k-l��nea iterado Lk�0 de un (multi)digrafo �0 de grado dado r.

La importancia de este estudio reside en el siguiente hecho. Si un grupo de permutaciones G

es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on k-uniforme F de un digrafo regular k-l��nea

iterado, el recubrimiento de Cayley de este digrafo, Cay(G;F ); es un digrafo k-l��nea iterado.

Como el grupo G es un grupo de automor�smos de Cay(G;S) que act�ua regularmente en los

v�ertices del digrafo y Aut(Cay(G;S)) = Aut(L�k Cay(G;S)); entonces G act�ua regularmente

en el conjunto de k-arcos de L�k Cay(G;S). Desde este punto de vista, el problema de la

representaci�on de grupos de permutaciones k-arco transitivos ha sido estudiado en la literatura

en [3, 17].

Como ejemplo sencillo, tomemos los �unicos digrafos regulares k-l��nea iterados de grado 1; que

son los ciclos Cm de orden m: Un ciclo dirigido admite una �unica 1-factorizaci�on F; cuyo grupo

de permutaciones es el grupo c��clico Zm (que es un grupo transitivo de grado m). Obviamente,

el recubrimiento de Cayley correspondiente, (Cm)F = Cay(Zm; F ); es nuevamente un ciclo y

por lo tanto, un digrafo k-l��nea iterado. As��, la �unica 1-factorizaci�on que admite Cm es de

hecho k-uniforme. Por lo tanto, concluimos que los grupos c��clicos Zm son los �unicos grupos

transitivos de grado m que son grupos de permutaciones de una 1-factorizaci�on k-uniforme de

un digrafo 1-regular k-l��nea iterado de orden m: En adelante, estudiaremos entonces los digrafos

regulares k-l��nea iterados de grado r � 2:

En general, tenemos que un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on F de un digrafo

conexo � act�ua transitivamente en el conjunto de v�ertices de �: Denotemos por G = G(�; F )

el grupo de permutaciones de la 1-factorizaci�on F = ff1; : : : ; frg: Por de�nici�on del grupo de

permutaciones de una 1-factorizaci�on, el conjunto ff1; : : : ; frg es un conjunto de generadores

de G: Y m�as a�un, de la de�nici�on de 1-factorizaci�on, se tiene que ff1; : : : ; frg es un conjunto

de permutaciones discordantes en V (�).

Consideremos ahora el caso en que el digrafo � sea un digrafo regular k-l��nea iterado. Sean

n y r el orden y el grado de � respectivamente. Una 1-factorizaci�on F de � es k-uniforme si

y s�olo si el recubrimiento de Cayley, �F = Cay(G;F ); es a su vez un digrafo k-l��nea iterado

(Teorema 3.3.1). Por la caracterizaci�on de digrafos de Cayley l��nea de la secci�on anterior

(Proposici�on 4.3.1), el recubrimiento Cay(G;F ) es un digrafo l��nea si y s�olo si el conjunto

FF�1 es un subgrupo de G de cardinal jF j = r:

En conclusi�on, un grupo de permutaciones que act�ua transitivamente en un conjunto 
 de

cardinal n es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea

� regular de orden n y grado r si y s�olo si G se puede generar por un subconjunto F � G de r

permutaciones discordantes en 
; y tal que el conjunto FF�1 sea un subgrupo de G de orden r:

En este caso, el conjunto F es una clase lateral por la derecha del subgrupo FF�1 en G; pues

si H = FF�1 < G; como jFF�1j = jF j; se tiene FF�1x = F para cualquier x 2 F: Esto es,

F = Hx:

En el caso particular de la representaci�on de grupos de permutaciones transitivos de grado

r como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes del digrafo completo con
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bucles K+
r
; se puede dar una caracterizaci�on m�as sencilla. Este caso responde al problema de

cu�ando un grupo de permutaciones transitivo de grado r es el grupo de permutaciones de una

1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea regular de orden r y grado r: En caso a�rmativo,

el grupo de permutaciones act�ua regularmente en el conjunto de v�ertices del recubrimiento de

Cayley correspondiente, luego el grupo act�ua regularmente tambi�en en el conjunto de arcos de un

digrafo conexo regular del mismo grado r (que es el digrafo (�1)-l��nea iterado del recubrimiento

de Cayley).

Veremos a continuaci�on que los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de

K+
r
con cuadrados latinos que sean la tabla de composici�on de un mismo grupo son isomorfos.

Por lo tanto, si para un entero positivo r existen c grupos no isomorfos de orden r; los grupos de

permutaciones transitivos de grado r que sean grupos de 1-factorizaciones 1-uniformes deK+
r se

encuentran entre los grupos de las 1-factorizaciones 1-uniformes obtenidas con los c cuadrados

latinos de las tablas de composici�on de los respectivos grupos de orden r: El resultado es el

siguiente:

Teorema 4.4.1 Sean Q = (R;C; S;L) y Q0 = (R0; C 0; S0;L0) dos cuadrados latinos normaliza-

dos uniformes de orden r que son la tabla de composici�on de un mismo grupo (H; �):

Entonces las 1-factorizaciones 1-uniformes del digrafo completo con bucles K+
r asociadas a

Q son equivalentes a 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
r

asociadas Q0 por un automor�smo

del digrafo K+
r :

En particular, los grupos de permutaciones generados por 1-factorizaciones 1-uniformes de

K+
r asociadas a Q son isomorfos a los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes

de K+
r

asociadas a Q0:

Demostraci�on. Escribamos el digrafo completo con bucles K+
r con conjunto de v�ertices

f1; : : : ; rg: Sean f�1; : : : ; �rg y f�
0

1; : : : ; �
0

r
g los conjuntos completos de permutaciones discor-

dantes de Q y Q0 respectivamente. Por el Corolario 4.2.1, el grupo H es el grupo generado por

el conjunto completo de permutaciones discordantes asociado a Q (y a Q0).

Sea F la 1-factorizaci�on de K+
r de�nida por Q; es decir, en la cual un arco (j; k) 2 A(K+

r )

est�a arco-coloreado por un color fi si y s�olo si L(j; k) = i; es decir, si i = k�j : Entonces,

F = ff1; : : : ; frg donde j
fi = i�

�1
j para j 2 V (K+

r
) y 1 � i � r:

An�alogamente, la 1-factorizaci�on F 0 de K+
r
de�nida por Q0 se de�ne como F 0 = ff 01; : : : ; f

0

r
g

donde jf
0

i = i�
0

�1
j para j 2 V (K+

r
) y 1 � i � r:

Veamos en primer lugar que las 1-factorizaci�on de K+
r

de�nida por Q es equivalente a la

1-factorizaci�on de K+
r
de�nida por Q0:

Por el Corolario 4.2.1, tenemos que los cuadrados latinos Q y Q0 son isomorfos. Esto es,

existen biyecciones � : R! R0; � : C ! C 0; y � : S ! S0; tal que

L0(i; j) = �(L(��1(i); ��1(j)))

para (i; j) 2 R0 � S0:

Podemos suponer sin p�erdida de generalidad que � = � : f1; : : : ; rg ! f1; : : : ; rg; pues

��1(L0(i; j)) = L(��1(i); ��1(j))

y Q y Q0 est�an normalizados, es decir, tienen los enteros de las respectivas primeras columnas

y primeras �las de 1 a r en este orden. As��, para que la primera columna del cuadrado latino

de�nido por ��1(L0(i; j)) tenga los enteros de 1 a r en este orden ��1(i) = ��1(i) para 1 � i � r:
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De�namos la aplicaci�on � : V (K+
r
) ! V (K+

r
) por i� = �(i) para 1 � i � r: Claramente, �

es un automor�smo de K+
r :

Entonces, se veri�ca

(j�k )� = �(j�k ) = �(L(k; j)) = �(L(k; j)) =

= �(L(��1(�(k)); ��1(�(j)))) = L0(�(k); �(j)) = �(j)��(k) ;

luego F y F 0 son equivalentes por el automor�smo �:

Finalmente, como las 1-factorizaciones de K+
r
asociadas a un cuadrado latino arbitrario M

de orden r son 1-factorizaciones de K+
r de�nidas por un cuadrado latinoM que es simplemente

una permutaci�on de las �las de M; podemos concluir que las 1-factorizaciones de K+
r
asociadas

a Q son equivalentes a alguna de las 1-factorizaciones de K+
r asociadas a Q0:

A continuaci�on, aplicamos estas observaciones a los casos particulares de grupos de per-

mutaciones transitivos de grado n; donde n � 7: Las listas de estos grupos de permutaciones

transitivos de grado peque~no se encuentran en [27], aunque por af�an de completitud y debido

a algunas imprecisiones, nos permitimos incluirlas en esta memoria.

4.4.1 Grupos de permutaciones transitivos de grado 4

En [27] se demuestra que los �unicos grupos de permutaciones transitivos de grado 4 no per-

mutacionalmente equivalentes son los cinco que se muestran en la Tabla 4.8.

Order Descripci�on Generadores

T4.1 4 Z4 (1; 2; 3; 4)

T4.2 4 Z
2
2 (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4)

T4.3 8 D(8) ' Z2 oZ2 (1; 2)(3; 4); (2; 4)

T4.4 12 A4 (1; 2)(3; 4); (2; 3; 4)

T4.5 24 S4 (1; 2; 3; 4); (1; 2)

Tabla 4.8: Grupos de permutaciones transitivos de grado 4

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 4 es un grupo de permutaciones de una

1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea regular de orden 4; entonces el grado del digrafo

tiene que ser necesariamente r = 1; 2; 4: En el caso r = 2; s�olo existen dos digrafos l��nea 2-

regulares de orden 4; que son el digrafo de De Bruijn B(2; 2) y el digrafo bipartito completo

C(2; 2) = K+
2;2: En la secci�on 4.2.3 vimos que todas las 1-factorizaciones que admiten los

digrafos l��nea 2-regulares son 1-uniformes, y en concreto, calculamos las 1-factorizaciones de

C(2; 2). Del mismo modo que para C(2; 2), se construyen todas las 1-factorizaciones de B(2; 2) y

calculamos los grupos de permutaciones correspondientes. Resumimos los resultados en la Tabla

4.9. Obs�ervese que el �unico grupo transitivo de grado 4 que no es un grupo de permutaciones

de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea 2-regular es el grupo sim�etrico S4: Esto

equivale a decir que el grupo sim�etrico S4 no puede ser generado por un subconjunto F =

ff1; f2g de dos permutaciones discordantes y tal que FF�1 < S4 sea un subgrupo de orden 2:

En el caso r = 4; un digrafo l��nea 4-regular de orden 4 es necesariamente el digrafo completo

con bucles K+
4 : En la secci�on 4.2.3 calculamos todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+

4 y
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G = G(B(2; 2); F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

D(8) 8 1

A4 12 1

G = G(C(2; 2); F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

Z4 4 1

Z
2
2 4 1

Tabla 4.9: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones de los digrafos l��nea 2-regulares de

orden 4

mostramos los resultados en la Tabla 4.3. Resumimos en la Tabla 4.10 los grupos de permuta-

ciones de estas permutaciones. En concreto, obs�ervese que todos los grupos de permutaciones

transitivos de grado 4 son grupos de 1-factorizaciones 1-uniformes del digrafo completo con

bucles K+
4 :

G = G(K+
4 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Z4 4 3

Z
2
2 4 1

D(8) 8 6

A4 12 2

S4 24 12

Tabla 4.10: Grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
4

Por otra parte, si un grupo de permutaciones transitivo de grado 4 es un grupo de per-

mutaciones de una 1-factorizaci�on 2-uniforme de un digrafo 2-l��nea iterado regular de orden 4;

entonces el grado del digrafo tiene que ser necesariamente r = 1 �o 2: En el caso r = 2; s�olo existe

un digrafo de orden 4 que sea 2-l��nea iterado de un multidigrafo 2-regular, que es el digrafo de

De Bruijn B(2; 2): Por lo tanto, el grupo Z4 (para la 1-factorizaci�on de C4) y los grupos D(8)

y A4 (para las 1-factorizaciones de B(2; 2)), son los �unicos grupos transitivos de orden 4 que

representan 1-factorizaciones 2-uniformes de digrafos 2-l��nea iterados.

4.4.2 Grupos de permutaciones transitivos de grado 5

Se demuestra en [27] que los �unicos grupos transitivos de grado 5 no permutacionalmente

equivalentes son los cinco que se muestran en la Tabla 4.11.

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 5 es un grupo de permutaciones de una

1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea regular de orden 5; entonces el grado del digrafo

tiene que ser necesariamente 1 �o 5; luego el digrafo es el ciclo dirigido C5 o el digrafo completo

con bucles K+
5 . En la secci�on 4.2.3 calculamos todas las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+

5 y

mostramos los resultados en la Tabla 4.4. Resumimos en la Tabla 4.12 los grupos de permuta-

ciones de estas 1-factorizaciones. Obs�ervese nuevamente que todos los grupos de permutaciones
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Order Descripci�on Generadores

T5.1 5 Z5 (1; 2; 3; 4; 5)

T5.2 10 ASL1(5) ' D(10) (1; 2; 3; 4; 5); (2; 5)(3; 4)

T5.3 20 AGL1(5) ' Z5 oZ4 (1; 2; 3; 4; 5); (2; 3; 5; 4)

T5.4 60 A5 (1; 2; 3; 4; 5); (3; 4; 5)

T5.5 120 S5 (1; 2; 3; 4; 5); (1; 2)

Tabla 4.11: Grupos de permutaciones transitivos de grado 5

transitivos de grado 5 son grupos de 1-factorizaciones 1-uniformes del digrafo completo con

bucles K+
5 :

G = G(K+
5 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Z5 5 6

D(10) 10 6

Z5 oZ4 20 12

A5 60 60

S5 120 60

Tabla 4.12: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
5

4.4.3 Grupos de permutaciones transitivos de grado 6

En [27] se demuestra que los �unicos grupos de permutaciones transitivos de grado 6 no per-

mutacionalmente equivalentes son los 16 que mostramos en la Tabla 4.13.

En este caso, nos encontramos grupos de un mismo orden no permutacionalmente equiva-

lentes. Por ejemplo, hay tres grupos de orden 24 no permutacionalmente equivalentes. Los dos

primeros, T6.5 y T6.6 son isomorfos al grupo sim�etrico S4: El tercer grupo de 24 elementos,

T6.8, no es isomorfo a S4: De hecho, el grupo sim�etrico S4 act�ua transitivamente en un conjun-

to de seis elementos con las dos acciones no permutacionalmente equivalentes siguientes. Una

de las acciones (la que corresponde a T6.6) es el grupo de rotaci�on de un octaedro actuando

en los v�ertices del octaedro, y la otra es S4 actuando en los subconjuntos de dos elementos

de f1; 2; 3; 4g (que corresponde al grupo T6.5). En la primera acci�on el estabilizador de un

elemento es isomorfo Z4; y en la segunda acci�on es isomorfo a Z22:

En la Tabla 4.13 tambi�en nos encontramos dos grupos transitivos de grado 6 y orden 36 no

permutacionalmente equivalentes que denotamos por T6.10 y T6.11. En este caso, los grupos

T6.10 y T6.11 no son isomorfos, pues por ejemplo, el grupo T6.10 contiene cuatro subgrupos

normales y el grupo T6.11 contiene diez subgrupos normales.

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 6 es un grupo de permutaciones de una

1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea regular de orden 6; entonces el grado del digrafo

tiene que ser 1; 2; 3; 6: Estudiamos estos casos por separado en los siguientes apartados.
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Order Descripci�on Generadores

T6.1 6 Z6 (1; 2; 3; 4; 5; 6)

T6.2 6 S3 (1; 2)(3; 4)(5; 6); (1; 3; 5)(2; 4; 6)

T6.3 12 D(12) (1; 2; 3; 4; 5; 6); (1; 6)(2; 5)(3; 4)

T6.7 12 A6\T6.6' A4 (1; 2; 3)(4; 5; 6); (1; 4)(2; 5)

T6.12 18 Z3 o Z2 (1; 2; 3); (1; 4)(2; 5)(3; 6)

T6.5 24 A6\ T6.4 (1; 2; 3)(4; 5; 6); (1; 2)(4; 5); (1; 4)(2; 5)

T6.6 24 S4 (1; 2; 3)(4; 5; 6); (1; 5; 4; 2)

T6.8 24 Z2 o Z3 (1; 2; 3)(4; 5; 6); (1; 4)

T6.10 36 A6\ T6.9 (1; 2)(3; 4; 5; 6); (1; 5; 3)

T6.11 36 Z
2
3 oZ

2
2 (1; 2; 3); (1; 2)(4; 5); (1; 4)(2; 5)(3; 6)

T6.4 48 S2 o S3 (1; 2; 3; 4; 5; 6); (2; 3; 5; 6)

T6.14 60 PSL2(5) (1; 2; 3; 4; 6); (1; 4)(5; 6)

T6.9 72 S3 oZ2 (1; 2; 3); (1; 2); (1; 4)(2; 5)(3; 6)

T6.13 120 PGL2(5) (1; 2; 3; 4; 6); (1; 2)(3; 4)(5; 6)

T6.15 360 A6 (1; 2; 3; 4; 5); (4; 5; 6)

T6.16 720 S6 (1; 2; 3; 4; 5; 6); (1; 2)

Tabla 4.13: Grupos de permutaciones transitivos de grado 6

Digrafos l��nea 2-regulares de orden 6

Existen cinco digrafos l��nea 2-regulares de orden 6 no isomorfos. El ciclo generalizado completo

C(2; 3); el digrafo de Kautz K(2; 2); y los digrafos �16;2;�
2
6;2 y �36;2 que se muestran en la

Figura 4.4.

6,2Γ2
6,2Γ1

6,2Γ3

Figura 4.4: Digrafos 2-regulares de orden 6, �16;2; �
2
6;2 y �36;2

Tenemos que todas las 1-factorizaciones de digrafos l��nea de grado dos son 1-factorizaciones

1-uniformes (v�ease la secci�on 4.2.3). Utilizando la construcci�on de la demostraci�on del Teorema

4.2.3 podemos construir todas las 1-factorizaciones 1-uniformes (que de hecho son todas las

1-factorizaciones posibles) de los cinco digrafos anteriores y calcular los correspondientes grupos

de permutaciones. Mostramos los resultados obtenidos en la Tabla 4.14. Obs�ervese que s�olo

9 del total de 16 grupos posibles representan grupos de permutaciones de 1-factorizaciones
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1-uniformes de digrafos l��nea 2-regulares de orden 6:

G = G(C(2; 3); F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

Z6 6 4

G = G(K(2; 2); F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

S3 6 1

S2 o S3 48 3

G = G(�16;2; F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

S3 oZ2 72 2

PGL2(5) 120 2

G = G(�26;2; F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

D(12) 12 1

S4 24 1

S6 720 2

G = G(�36;2; F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

Z3 o Z2 18 1

PGL2(5) 120 3

Tabla 4.14: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones de los digrafos l��nea 2-regulares

de orden 6

En general, un grupo de permutaciones que act�ua transitivamente en un conjunto 
 de

cardinal n es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea

2-regular de orden n si y s�olo si G se puede generar por un subconjunto F � G de dos per-

mutaciones discordantes en 
; y tal que el conjunto FF�1 sea un subgrupo de G de orden 2; y

por lo tanto isomorfo al grupo c��clico Z2:

Una manera de veri�car estas condiciones para un grupo de permutaciones G dado, consiste

en lo siguiente. Consideremos sin p�erdida de generalidad que G es un grupo multiplicativo y

denotemos por I el elemento neutro de G: Si F � G es un subconjunto tal que jFF�1j = 2;

entonces FF�1 = fI; ag donde el elemento a 2 G es una involuci�on, esto es a2 = I: Escribamos

F = fx; yg: Entonces FF�1 = fI; xy�1g: Esto implica que xy�1 = a; luego x = ay: As��, el

conjunto F se escribe como dos permutaciones discordantes de la forma fy; ayg; donde a 2 G

es una involuci�on.

Adem�as, notemos que el conjunto fy; ayg es un conjunto de generadores de G si y s�olo si

fy; ag es un conjunto de generadores.

Entonces, un grupo de permutaciones transitivo de grado n es un grupo de permutaciones

de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo � l��nea regular de orden n y grado 2 si y s�olo
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si existen dos elementos a; g 2 G que generan G; donde a2 = I; y tal que F = fg; agg son

permutaciones discordantes. En tal caso, el digrafo � es la suma de las uniones arco-disjuntas

de ciclos de las permutaciones g y ag:

Por �ultimo, a�rmamos que no es necesario veri�car las condiciones anteriores para todos

los pares de elementos a; g 2 G donde a es una involuci�on y g un elemento arbitrario, sino que

podemos restringirnos a tomar g de un conjunto completo de representantes de las clases de

conjugaci�on de G; pues si h; g 2 G son dos elementos de G que pertenecen a una misma clase

de conjugaci�on, y z 2 G tal que zhz�1 = g; se veri�ca

Cay(G; fh; ahg) ' Cay(G; fzhz�1; zahz�1g) = Cay(G; fg; zaz�1gg)

donde zaz�1 es una involuci�on.

En el caso particular que nos ocupa de los grupos de permutaciones transitivos de grado 6;

podemos comprobar que los grupos de permutaciones que no se encuentran en la Tabla 4.14 no

pueden ser generados por ning�un subconjunto fa; gg donde a2 = I y tal que fg; agg sean dos

permutaciones discordantes.

Digrafos l��nea 3-regulares de orden 6

Existen tres digrafos l��nea 3-regulares de orden 6 no isomorfos. El ciclo generalizado completo

C(3; 2) y los digrafos �16;3 y �26;3 que se muestran en la Figura 4.5.

Γ1
6,3 Γ2

6,3

Figura 4.5: Digrafos 3-regulares de orden 6, �16;3 y �26;3

Tenemos tambi�en que todas las 1-factorizaciones de digrafos l��nea de grado tres son

1-factorizaciones 1-uniformes (v�ease la secci�on 4.2.3). Utilizando de nuevo la construcci�on

de la demostraci�on del Teorema 4.2.3, construimos todas las 1-factorizaciones de los digrafos

C(3; 2); �16;3 y �
2
6;3; y calculamos los correspondientes grupos de permutaciones. Mostramos los

resultados obtenidos en la Tabla 4.15. En este caso, vemos que 12 de los 16 grupos transitivos

de grado 6 representan grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos

l��nea 3-regulares de orden 6:

En general, un grupo de permutaciones que act�ua transitivamente en un conjunto 
 de

cardinal n es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea

3-regular de orden n si y s�olo si G se puede generar por un subconjunto F � G de tres

permutaciones discordantes en 
; y tal que el conjunto FF�1 sea un subgrupo de G de orden 3;

y por lo tanto isomorfo al grupo c��clico Z3:

De manera similar al caso 2-regular, se demuestra que estas condiciones son equivalentes a

su vez al hecho de que existan dos elementos a; g 2 G que generan G; donde a3 = I; y tal que
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G = G(C(3; 2); F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

Z6 6 6

S3 6 2

Z3 o Z2 18 4

T6.10 36 12

G = G(�16;3; F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

A4 12 2

T6.5 24 2

PSL2(5) 60 4

PGL2(5) 120 4

A6 360 4

S6 720 8

G = G(�26;3; F ) jGj
N�umero de

1-factorizaciones

S4 24 2

Z2 o Z3 24 2

PSL2(5) 60 4

PGL2(5) 120 4

A6 360 8

S6 720 4

Tabla 4.15: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones de los digrafos l��nea 3-regulares

de orden 6

F = fg; ag; a2gg son permutaciones discordantes.

Del mismo modo que en el caso anterior, para determinar cu�ando un grupo de permutaciones

G representa un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea

3-regular, tampoco es necesario veri�car las condiciones anteriores para todos los pares de

elementos a; g 2 G donde a es un elemento de orden 3 y g un elemento arbitrario, sino que

podemos restringirnos a tomar g de un conjunto completo de representantes de las clases de

conjugaci�on de G:

En el caso de grupos de permutaciones de grado 6; tenemos que los grupos que no �guran

en la Tabla 4.15 no pueden ser generados veri�cando las condiciones anteriores.

Digrafos l��nea 6-regulares de orden 6

El �unico digrafo l��nea 6-regular de orden 6 es el digrafo completo con bucles K+
6 . En esta

secci�on, estudiaremos por tanto qu�e grupos de permutaciones transitivos de grado 6 generan

las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
6 :

Sabiendo que existen 60 cuadrados latinos normalizados uniformes, por el Teorema 4.2.3,

tenemos K+
6 admite 7200 arco-coloraciones diferentes (120 arco-coloraciones asociadas a cada

cuadrado latino).
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Por el Corolario 4.2.1, dos de estos cuadrados latinos normalizados uniformes de orden 6 son

cuadrados latinos normalizados de las tablas de composici�on de los grupos c��clico Z6 y dihedral

D(6) de orden 6: Denotemos por Q1 un cuadrado normalizado latino de la tabla de composici�on

de Z6 y por Q2 un cuadrado latino normalizado de la tabla de composici�on de D(6): En las

Tablas 4.16 y 4.17 mostramos las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
6 con cuadrados latinos

asociados Q1 y Q2 respectivamente.

G = G(K+
6 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

S3 6 1

D(12) 12 1

Z3 o Z2 18 2

Z2 o Z3 24 3

Z
2
3 oZ

2
2 36 2

S2 o S3 48 3

S3 oZ2 72 6

PGL2(5) 120 18

S6 720 84

Tabla 4.16: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
6 con Q1

G = G(K+
6 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Z6 6 1

D(12) 12 3

Z3 o Z2 18 2

S4 24 9

S2 o S3 48 9

S3 oZ2 72 6

PGL2(5) 120 36

S6 720 54

Tabla 4.17: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
6 con Q2

A�rmamos que los grupos de permutaciones de las Tablas 4.16 y 4.17 son los �unicos grupos

transitivos de grado 6 que representan 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
6 : Esto es, porque

por el Teorema 4.4.1, las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
6 asociadas a otro cuadrado latino

normalizado uniforme de orden 6 diferente de Q1 y Q2; son 1-factorizaciones 1-uniformes de

K+
6 equivalentes a las obtenidas con Q1 o Q2 por un automor�smo de K+

6 ; luego los grupos de

permutaciones obtenidos son necesariamente isomorfos a los que se encuentran en las Tablas 4.16

y 4.17.
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4.4.4 Grupos de permutaciones transitivos de grado 7

En [27] se demuestra que los �unicos grupos de permutaciones transitivos de grado 7 no per-

mutacionalmente equivalentes son los 7 que mostramos en la Tabla 4.18.

Order Descripci�on Generadores

T7.1 7 Z7 (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7)

T7.2 14 D(14) (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7); (2; 7)(3; 6)(4; 5)

T7.3 21 ASL1(7) (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7); (2; 3; 5)(4; 7; 6)

T7.4 42 AGL1(7) (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7); (2; 4; 3; 7; 5; 6)

T7.5 168 PGL3(2) (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7); (2; 3)(4; 7)

T7.6 2520 A7 (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7); (5; 6; 7)

T7.7 5040 S7 (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7); (1; 2)

Tabla 4.18: Grupos de permutaciones transitivos de grado 7

Si un grupo de permutaciones transitivo de grado 7 es un grupo de permutaciones de una

1-factorizaci�on 1-uniforme de un digrafo l��nea regular de orden 7; entonces el grado del digrafo

tiene que ser 1; 7: El �unico digrafo l��nea 7-regular de orden 7 es el digrafo completo con bucles

K+
7 .

Por el Teorema 4.4.1, las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
7 son equivalentes a 1-facto-

rizaciones 1-uniformes asociadas a un cuadrado latino normalizado uniforme de la tabla de

composici�on de un grupo del mismo orden. El �unico grupo de orden 7 es el grupo c��clico Z7:

Denotemos por Q1 un cuadrado latino normalizado de la tabla de composici�on de Z7: En la

Tabla 4.19 mostramos los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
7

asociadas a Q1:

G = G(K+
7 ; F ) jGj

N�umero de

1-factorizaciones

Z7 7 1

D(14) 14 1

ASL1(7) 21 2

AGL1(7) 42 2

PGL3(2) 168 42

A7 2520 315

S7 5040 317

Tabla 4.19: Grupos de permutaciones de las 1-factorizaciones 1-uniformes de K+
7 con Q1

Por lo tanto, todos los grupos transitivos de grado 7 representan a un grupo de permutaciones

de K+
7 :
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Cap��tulo 5

Automor�smos de

recubrimientos k-arco transitivos

5.1 Introducci�on

En este cap��tulo estudiaremos el grupo completo de automor�smos de los recubrimientos k-arco

transitivos que obtenemos con nuestra t�ecnica. La mayor parte de los resultados presentados

se encuentran en [62].

En principio, si un digrafo � es k-arco transitivo �unicamente tenemos que Aut(�) act�ua

transitivamente en el conjunto de k-arcos, luego que el orden del grupo completo de automor-

�smos es mayor o igual que el cardinal del conjunto de k-arcos. Incluso cuando un digrafo � es

k-arco regular, �unicamente sabemos que existe un subgrupo G � Aut � que act�ua regularmente

en el conjunto de k-arcos (y por lo tanto con el mismo orden que el grado de su acci�on).

Podemos dar algunos resultados interesantes en esta l��nea en el caso de los recubrimientos

k-arco transitivos de grado dos construidos con nuestra t�ecnica, en t�erminos de la normalidad

de sus respectivos digrafos k-l��nea iterados, que son digrafos de Cayley. Los digrafos de Cayley

normales son aquellos que tienen el grupo de automor�smos menor posible. Introduciremos la

de�nici�on de normalidad de modo m�as preciso en la secci�on 5.2.1. Adem�as, en la misma secci�on

veremos que todo digrafo 2-regular exactamente k-arco transitivo es k-arco regular y calculare-

mos de modo expl��cito su grupo completo de automor�smos. Como corolario obtendremos los

digrafos de Cayley 2-regulares exactamente v�ertice transitivos o exactamente arco transitivos

son normales.

Aplicaremos este resultado a los recubrimientos arco transitivos y 2-arco transitivos de los

digrafos completos de grado dos, con y sin bucles, obtenidos con nuestra t�ecnica. Veremos

que todos los digrafos k-l��nea iterados de los recubrimientos k-arco transitivos obtenidos son

digrafos de Cayley normales a excepci�on de uno. Adem�as, calcularemos algunos par�ametros de

los recubrimientos k-arco transitivos obtenidos, como el orden, el cuello, el di�ametro, la exacta

arco transitividad, o el par�ametro m para el cual el recubrimiento es m-ciclo generalizado, si es

que es un ciclo generalizado.

Recordemos que en el caso no dirigido, Weiss demostr�o en un resultado ya cl�asico de 1981

que los �unicos grafos �nitos conexos k-arco transtivos con k � 8 son los ciclos. En el caso

dirigido in�nito hay ciertas condiciones de �nitud local bajo las cuales un digrafo altamente

transitivo (k-arco transitivo para todo entero positivo k) resulta homeomorfo al camino in�nito
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Z: Por ejemplo, si un digrafo in�nito altamente transitivo tiene grados de salida y de entrada

�nitos y diferentes en todos los v�ertices, necesariamente es homeomorfo al camino in�nito Z:

Muy recientemente, Malni�c et al. [61] han demostrado que no es la situaci�on en el caso in�nito

regular.

En la secci�on 5.3 estudiaremos este problema en el caso de digrafos �nitos k-arco transitivos,

que es el que nos ha ocupado a lo largo de la memoria. Notemos que si un digrafo � regular k-arco

transitivo es un m-ciclo generalizado diferente de un ciclo, entonces el grupo de automor�smos

del digrafo es imprimitivo en el conjunto de los v�ertices. Sea � : V (�) �! Zm un homomor�smo

de digrafos de � en Cm (que existe por la Proposici�on 1.2.1). Denotemos por fV0; : : : ; Vm�1g

los conjuntos estables de la partici�on asociada a V (�), esto es, Vi = ��1(i); 0 � i � m � 1:

Entonces los conjuntos estables Vi de la partici�on del conjunto de v�ertices son bloques no

triviales de la acci�on del grupo de automor�smos del digrafo Aut(�) en el conjunto de v�ertices

V (�). (Para m�as detalles v�ease el Ap�endice de Grupos de permutaciones).

Por otra parte, recordemos que un digrafo es ciclo generalizado si y s�olo si su digrafo k-l��nea

iterado es un ciclo generalizado (v�ease la secci�on 1.3.3). Entonces, estudiar si los recubrimientos

k-arco transitivos que obtenemos son ciclos generalizados es equivalente a estudiar si los digrafos

k-l��nea iterados de estos recubrimientos, que son digrafos de Cayley, son ciclos generalizados.

En la secci�on 5.3 veremos que un digrafo de Cayley es homeomorfo a un ciclo si y s�olo si existe

un subgrupo normal H del grupo base tal que los generadores est�an contenidos en una de las

clases laterales de H; y estudiaremos algunas consecuencias de este resultado.

5.2 Recubrimientos exactamente k-arco transitivos de gra-

do dos

En esta secci�on estudiaremos el grupo completo de automor�smos de los recubrimientos k-arco

transitivos de grado dos que obtenemos con nuestra t�ecnica. Podemos dar algunos resultados

interesantes en este sentido en el caso de digrafos de grado dos en t�erminos de normalidad.

5.2.1 Normalidad de los digrafos de Cayley

Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley de un grupo G de�nido por un conjunto de generadores

S, y sea (AutG)S = f� 2 AutG : S� = Sg:

Recordemos que la acci�on del grupo G en �el mismo por multiplicaci�on a la izquierda es un

subgrupo de automor�smos de � que act�ua regularmente en G. A esta acci�on se la conoce como

la representaci�on por la izquierda por permutaciones de G: (V�ease la secci�on 1.2.2).

Tambi�en es f�acil comprobar que el producto semidirecto Go (AutG)S actuando en G como

g(h;�) = hg� es tambi�en un subgrupo de Aut �.

El digrafo de Cayley � se dice normal cuando se veri�ca la siguiente igualdad

Aut � = Go (AutG)S :

Entonces, por la caracterizaci�on de Sabidussi (Teorema 1.2.1), los digrafos de Cayley normales

son justamente aquellos que tienen el grupo de automor�smos menor posible. Xu en [87]

demuestra que un digrafo de Cayley � es normal si y s�olo si G es un subgrupo normal de Aut �.

En esta secci�on calcularemos el grupo completo de automor�smos de los digrafos de Cayley

de grado 2. En particular, mostraremos que los digrafos de Cayley exactamente k-arco transi-
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tivos con k � 1 son normales. En la siguiente secci�on veremos ejemplos que muestran que �este

no es el caso para valores mayores de k:

Proposici�on 5.2.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley conexo exactamente k-arco tran-

sitivo de grado 2: Entonces existe un subgrupo H < Aut� isomorfo a Zk2 tal que H \G = f1g

y Aut � = HG. M�as a�un, � es un digrafo k-arco regular.

Demostraci�on. Como G act�ua regularmente V (�), tenemos Aut � = HG, donde

H = (Aut �)1 denota el estabilizador del elemento identidad 1 de G y H \G = f1g:

Sea x = (x0; x1; : : : ; xk) un k-arco de � y sea � 2 Aut � tal que x�
i
= xi, 0 � i � k.

Supongamos que � no �ja cada uno de los elementos en �+(xk). Sean y = (y0; y1; : : : ; yk; yk+1)

y z = (z0; z1; : : : ; zk; zk+1) cualesquiera dos (k + 1)-arcos de �, y sean �; � 0 2 Aut � tal que

x� = (y0; y1; : : : ; yk) y x
�
0

= (z0; z1; : : : ; zk). Entonces, o bien y�
�1

�
0

= z; o bien y�
�1

��
0

= z;

pero en cualquiera de los casos el digrafo es (k + 1)-arco transitivo contradiciendo la hip�otesis.

Por lo tanto, � �ja cada elemento de �+(xk):

Como el digrafo es conexo, esto implica que � �ja cada elemento de V (�). Y en particular,

H act�ua regularmente en el conjunto de k-arcos de � con v�ertice inicial x0 = 1:

Podemos identi�car los k-arcos de � con v�ertice inicial x0 = 1 con los elementos de Zk2 de

tal modo que H act�ua en Zk2 coordenada a coordenada. En conclusi�on, H es isomorfo a Zk2 .

Corolario 5.2.1 Sea � = Cay(G;S) un digrafo de Cayley exactamente k-arco transitivo de

grado 2, con k � 1. Entonces � es normal.

Demostraci�on. Tenemos Go (AutG)S < Aut�. Por la Proposici�on 5.2.1, si k = 0 entonces

Aut � = G y � es normal.

Si k = 1, entonces Aut � = HG con G\H = f1g y H ' Z2. Luego, como G es un subgrupo

de ��ndice 2 en Aut(�); G es un subgrupo normal de Aut �. Por el resultado de Xu mencionado

anteriormente, � es un digrafo de Cayley normal.

5.2.2 Recubrimientos de Cayley de digrafos de grado dos

En la secci�on 4.2.3 del cap��tulo anterior, vimos c�omo todos los recubrimientos de Cayley de

digrafos l��nea de grado 2 eran a su vez digrafos l��nea. De hecho, lo que demostr�abamos era que

todas las 1-factorizaciones de digrafos l��nea eran 1-uniformes. En esta secci�on, veremos que este

resultado generaliza para digrafos 2-l��nea iterados de grado 2, aunque no para digrafos k-l��nea

iterados del mismo grado con k � 3: Esto es, todas las 1-factorizaciones de digrafos 2-l��nea

iterados de grado 2 son 2-uniformes y existen 1-factorizaciones de digrafos k-l��nea iterados de

grado 2 que no son k-uniformes siempre que k � 3:

Proposici�on 5.2.2 Sea � un digrafo conexo 2-l��nea iterado de grado 2 y F una 1-factorizaci�on

de �: Entonces F es una 1-factorizaci�on 2-uniforme. En particular, el recubrimiento de Cayley

�F es un digrafo 2-l��nea iterado.

Demostraci�on. Como � es un digrafo 2-l��nea iterado, todos los digrafos �2
u
; u 2 V (�) son

isomorfos, luego basta con encontrar isomor�smos que preserven los colores dados por F: Uno

de estos digrafos con los arcos coloreados se muestra en la Figura 5.1.
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a(u    ,2)2

ab(u    ,2)

a b(u    ,2)

ba -1(u      ,0)
(u ,1)b

(u  ,1)a

a -2b 2(u        ,0)
a -1b 2(u        ,1)

b -1a 2(u        ,1)
a 2 b -1(u              ,0)a -1

b(u    ,2)2

(u,0)

Figura 5.1: �2
u
con una 1-factorizaci�on

Sean u; v 2 V (�) y F = fa; bg. Como j�i(x)j = jxF
i

j = jF ji, 0 � i � 2 podemos de�nir

una aplicaci�on � : Vu ! Vv como �(uf ; i) = (vf ; i) para cada f 2 F i y cada 0 � i � k, donde

F 0 se entiende como la permutaci�on identidad en el conjunto de v�ertices V (�).

En los cuatro v�ertices restantes de Vu; de�nimos � tal que aplica (ua
2
b
�1

; 1); (ub
2
a
�1

; 1);

(ua
2
b
�1

a
�1

; 0) y (ua
2
b
�2

; 0) a (va
2
b
�1

; 1); (vb
2
a
�1

; 1); (va
2
b
�1

a
�1

; 0) y (va
2
b
�2

; 0) respectivamente.

Se comprueba f�acilmente que la aplicaci�on � de �2u en �2v as�� de�nida es un isomor�smo

de digrafos que preserva los colores dados por F: Y por lo tanto, F es una 1-factorizaci�on

k-uniforme.

Como ya anunci�abamos al inicio de la secci�on, para k � 3 no todas las 1-factorizaciones de

digrafos k-l��nea iterados de grado 2 son 1-factorizaciones k-uniformes. Si k = 3; cada digrafo �3
u

se puede colorear de dos formas diferentes tales que no existe ning�un isomor�smo que preserve

los colores de un digrafo coloreado de una forma en otro digrafo coloreado de la otra forma.

Estas dos 1-factorizaciones se muestran en la Figura 5.2. Si � es un digrafo 3-l��nea iterado

de grado 2 con orden n > 8; entonces existen al menos dos v�ertices diferentes u; v tales que

��3�3(u) \ ��3�3(v) = ;: Podemos colorear cada uno de los digrafos �3
u
y �3

v
con una de las

1-factorizaciones de la Figura 5.2 y el resto de los �3w para w 2 V (�) n fu; vg con cualquiera de

ellas. La 1-factorizaci�on resultante del digrafo � es claramente una 1-factorizaci�on que no es

k-uniforme. El resultado generaliza f�acilmente para k > 3:

5.2.3 Recubrimientos k-arco transitivos de K+
2 y K3

Tenemos por la secci�on anterior que todas las 1-factorizaciones de digrafos l��nea 2-regulares son

1-uniformes, as�� como todas las 1-factorizaciones de digrafos 2-l��nea iterados 2-regulares son

2-uniformes.

Entonces, para encontrar todos los recubrimientos arco transitivos de un digrafo dado �

regular de grado dos con nuestra t�ecnica, basta con encontrar todas las 1-factorizaciones F del

digrafo l��nea L� y calcular el recubrimiento de Cayley correspondiente L�F para cada una de

las 1-factorizaciones. Entonces, cada uno de los recubrimientos de Cayley es un digrafo l��nea y

el digrafo (�1)-l��nea iterado L�1(L�F ) de cada uno de ellos es un recubrimiento arco transitivo

del digrafo de partida.

Apliquemos este resultado a los digrafos completos K+
2 y K3: En primer lugar, tenemos que

encontrar todas las 1-factorizaciones de los respectivos digrafos l��nea LK+
2 y LK3: Recordemos
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Figura 5.2: �3
u
con dos 1-factorizaciones

que los digrafos l��nea iterados del digrafo completo con bucles son los digrafos de De Bruijn, y

en el caso que nos ocupa LK+
2 = B(2; 2): An�alogamente, los digrafos l��nea iterados del digrafo

completo son los digrafos de Kautz, y en concreto LK3 = K(2; 2):

Para encontrar todas las 1-factorizaciones de �1 = B(2; 2) y �2 = K(2; 2) utilizamos la

demostraci�on constructiva del Teorema 4.2.3. Sea u1; : : : ; un
2
un conjunto de v�ertices de �1

donde n es el orden de �1 y tales que ��1 �
+
1 (ui) \ �

�

1 �
+
1 (uj) = ; siempre que i 6= j: Entonces,

encontrar 1-factorizaciones Fi de cada uno de los digrafos (�1)
1
ui

es equivalente a encontrar

1-factorizaciones de �1: Recordemos que un conjunto ((�1)
1
u1
; F1); : : : ; ((�1)

1
ur
; Fr) induce una

1-factorizaci�on F de �1; y que toda 1-factorizaci�on de �1 se puede construir de esta manera.

Observemos que cada digrafo (�1)
1
ui

es isomorfo al digrafo bipartito semicompleto K2;2 y es

�unicamente arco-coloreable (salvo una �unica permutaci�on de colores).

El Teorema 4.2.3 nos dice que el n�umero de 1-factorizaciones de un digrafo 2-regular es

2
n
2
�1: Si �1 = B(2; 2) entonces n = 4; luego B(2; 2) admite �unicamente dos 1-factorizaciones

diferentes (salvo permutaciones de colores). An�alogamente, para el digrafo �2 = K(2; 2): En

este caso �2 tiene orden 6; luego �2 admite cuatro 1-factorizaciones diferentes. Los grupos de

permutaciones de todas estas 1-factorizaciones de LK+
2 y LK3 se muestran en las Tablas 5.1 y

5.2 respectivamente. Adem�as, en las Tablas 5.1 y 5.2 se encuentran varios par�ametros de los

recubrimientos arco transitivos de K+
2 y K3; en concreto el par�ametro j�0j denota el orden del

recubrimiento, k es el valor para el cual �0 es exactamente k-arco transitivo, m es el entero para

el cual �0 es homeomorfo a un ciclo de m v�ertices (m = 0 indica que �0 no es homeomorfo a un

ciclo), y g(�0) y D(�0) denotan el cuello y el di�ametro del digrafo �0:

Estos c�alculos han sido calculados implementado diversas rutinas en el sistema GAP de

teor��a computacional de grupos y GRAPE, un paquete compartido para GAP para grafos y

grupos (v�eanse [43] y [81] para m�as informaci�on al respecto). Ambos, junto con el A TLA S de

grupos �nitos de Conway et al. [22], han sido herramientas muy �utiles para el c�alculo de todos

estos par�ametros, y muy especialmente, para identi�car los grupos de permutaciones de cada

1-factorizaci�on y la exactamente k-arco transitividad de algunos recubrimientos.

Notemos, que por la Proposici�on 5.2.1, a partir de estas tablas podemos deducir el grupo

completo de automor�smos de los recubrimientos arco transitivos �0. En concreto, cuando el

recubrimiento �0 sea exactamente k-arco transitivo,

Aut(�0) = Aut(L�0) = Aut(�iF ) = Z
k

2G
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G = G(B(2; 2); F ) j�0j k m g(�0) D(�0)
N�umero de

1-factorizaciones

D(8) 4 1 2 2 2 1

A4 6 2 3 3 3 1

Tabla 5.1: Par�ametros de los recubrimientos arco transitivos de K+
2

G = G(K(2; 2); F ) j�0j k m g(�0) D(�0)
N�umero de

1-factorizaciones

S3 = D(6) 3 1 0 2 1 1

S2 o S3 ' Z
3
2 o S3 24 1 2 4 5 3

Tabla 5.2: Par�ametros de los recubrimientos arco transitivos de K3

donde G = G(�i; F ) es el grupo de permutaciones de la 1-factorizaci�on F correspondiente y

donde i = 1; 2:

M�as a�un, por el Corolario 5.2.1, los digrafos de Cayley exactamente v�ertice transitivos

o exactamemte arco transitivos son digrafos de Cayley normales. En particular, como los

digrafos l��nea de los recubrimientos �0 son digrafos de Cayley, y por la Observaci�on 2.2.1, �0

es exactamente k-arco transitivo si y s�olo si L�0 es exactamente (k� 1)-arco transitivo, resulta

que todos los recubrimientos de Cayley de B(2; 2) y K(2; 2) son normales.

Por otra parte, notemos que las dos 1-factorizaciones de B(2; 2) son 1-factorizaciones linea-

les y por lo tanto, los recubrimientos de K+
2 resultantes son ciclos generalizados completos.

Concretamente, C(2; 2) y C(2; 3):

En el caso del digrafo completo K3; notemos que uno de los recubrimientos arco transitivos

resulta ser el mismo digrafo K3: Ya se~nal�abamos en la secci�on 3.4 que todos los digrafos k-arco

regulares � se obten��an como recubrimientos k-arco transitivos triviales de s�� mismos, cuando

al digrafo k-l��nea iterado Lk� (que es un digrafo de Cayley) se le asociaba la 1-factorizaci�on

natural dada por el conjunto de generadores que de�ne el digrafo de Cayley. Este es el caso del

recubrimiento de K3 que mencion�abamos.

De manera similar, para encontrar todos los recubrimientos 2-arco transitivos de un digrafo

dado � regular de grado 2 con nuestra t�ecnica, basta con encontrar todas las 1-factorizaciones

F del digrafo 2-l��nea iterado L2� y calcular el recubrimiento de Cayley correspondiente L2�F

para cada una de las 1-factorizaciones. Entonces, cada uno de los recubrimientos de Cayley es

un digrafo 2-l��nea iterado y el digrafo (�2)-l��nea iterado L�2(L2�F ) de cada uno de ellos es un

recubrimiento 2-arco transitivo del digrafo de partida.

Aplicamos este procedimiento a la construcci�on de recubrimientos 2-arco transitivos de los

digrafos completosK+
2 yK3: En primer lugar, tenemos que encontrar todas las 1-factorizaciones

de los respectivos digrafos 2-l��nea iterados L2K+
2 ' B(2; 3) y L2K3 ' K(2; 3): Como to-

das las 1-factorizaciones de digrafos l��nea 2-regulares son 1-uniformes, calcularemos todas las

1-factorizaciones de �1 = B(2; 3) y �2 = K(2; 3) con la construcci�on de la demostraci�on del

Teorema 4.2.3 y procedemos como en el caso anterior. Como B(2; 3) es un digrafo de orden 8;

entonces admite 2
8
2
�1 = 8 arco-coloraciones, y como K(2; 3) tiene orden 12 admite un total de

25 = 32 arco-coloraciones. Los resultados se muestran en las Tablas 5.3 y 5.4 y los par�ametros

se entienden como en las Tablas anteriores 5.1 y 5.2.
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G = G(B(2; 3); F ) j�0j k m g(�0) D(�0)
N�umero de

1-factorizaciones

A4 �Z2 = Z
3
2 oZ3 6 2 3 3 3 1

Z
3
2 oZ4 8 3 4 4 4 1

Z
3
2 oZ7 14 6 7 7 7 2

PGL2(7) 84 2 2 6 8 2

S8 8!/4 2 2 10 20 2

Tabla 5.3: Par�ametros de los recubrimientos 2-arco transitivos de K+
2

En las Tablas 5.3 y 5.4 el grupo M(12) es el grupo de Mathieu de grado 12 y PGL2(q) el

grupo proyectivo general lineal. Adem�as, F36(6) es isomorfo como grupo a Z23 o Z4 y es un

grupo de permutaciones de grado seis permutacionalmente equivalente a 1
2
[S23 ] oZ2 (para las

de�niciones v�ease el Ap�endice de Grupos de permutaciones de esta memoria o [27]).

Recordemos que los grupos de permutaciones G = G(�; F ) de una 1-factorizaci�on de un

digrafo conexo � son grupos de permutaciones que act�uan transitivamente en el conjunto de

v�ertices V (�): Aunque a menudo un mismo grupo act�ua en un mismo conjunto en dos acciones

no permutacionalmente equivalentes, en las Tablas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 hemos intentado re
ejar

la acci�on correspondiente del grupo de permutaciones G(�; F ) en el conjunto de v�ertices V (�)

del modo m�as claro posible.

Se deducen algunos resultados interesantes de las Tablas 5.3 y 5.4. A pesar de que los

recubrimientos �0 obtenidos son 2-arco transitivos, algunos son exactamente k-arco transitivos

para un valor mayor de k que 2. Uno de ellos, por ejemplo, es 6-arco transitivo.

Todos los recubridores de Cayley de B(2; 3) y K(2; 3) de las Tablas 5.3 y 5.4 excepto uno son

digrafos de Cayley normales. Para la 1-factorizaci�on F de B(2; 3) cuyo grupo de permutaciones

es G = Z
3
2 oZ7; el grupo de automor�smos del digrafo de Cayley B(2; 3)F es, por la Proposi-

ci�on 5.2.1, Aut(B(2; 3)
F
) = Z

4
2G: Pero por otra parte, Aut(G) ' Inn(G) y j(AutG)F j = 2;

luego B(2; 3)
F
no es un digrafo de Cayley normal. Todos los dem�as recubrimientos de Cayley

de las Tablas 5.3 y 5.4 se encuentran en la situaci�on del Corolario 5.2.1, luego son digrafos de

Cayley normales.

Las tres primeras entradas de las Tablas 5.3 corresponden a las cuatro 1-factorizaciones

lineales de B(2; 3); luego los recubrimientos 2-arco transitivos de K+
2 correspondientes por el

Teorema 3.5.1 corresponden a los ciclos generalizados completos C(2; 3); C(2; 4) y C(2; 7):

En la siguiente secci�on sugerimos que hay algo de trivial en estos ejemplos de digrafos k-arco

transitivos.

El resto de las entradas de la Tabla 5.3 y las entradas de la Tabla 5.4 proporcionan ejemplos

m�as interesantes. La aparici�on del grupo proyectivo PGL2(7) como grupo de permutaciones

de 1-factorizaci�on de B(2; 3) nos sugiere que otros grupos proyectivos lineales generales puedan

aparecer como grupos de permutaciones de factorizaciones de LkK+
2 : El siguiente candidato a

aparecer ser��a PGL2(31) actuando en el conjunto de 32 v�ertices del digrafo de De Bruijn B(2; 5)

(el par�ametro q de PGL2(q) tiene que ser un primo de Mersenne). Hemos calculado toas las

1-factorizaciones de L4K+
2 y ninguno de los grupos obtenidos es PGL2(31) (de hecho, ninguno

de los �ordenes de los grupos es el apropiado). Este hecho sugiere que no hay una conexi�on

clara entre las estructuras de los grupos de permutaciones de las diferentes 1-factorizaciones de

LkK+
2 para diferentes valores de k:
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G = G(K(2; 3); F ) j�0j k m g(�0) D(�0)
N�umero de

1-factorizaciones

Z
2
3 oD(8) 18 2 2 4 5 1

Z
3
3 oA4 81 3 3 6 8 1

[Z42]F36(6)oZ2 288 2 2 8 10 3

Z
6
2 o PGL2(5) 1920 2 2 10 15 6

M(12) 23760 3 0 10 19 6

A12 12!/8 2 0 8 9

S12 12!/4 2 2 12 6

Tabla 5.4: Par�ametros de los recubrimientos 2-arco transitivos de K3

5.3 Digrafos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos

Los ciclos dirigidos son claramente k-arco transitivos para cada k � 0. El producto lexicogr�a�co

de un ciclo dirigido de orden k+1 con el digrafo nulo de r v�ertices (r v�ertices aislados) resulta

un digrafo regular de grado r que es claramente exactamente k-arco transitivo. �Estos son los

llamados ciclos generalizados completos que de�nimos en la secci�on 1.3.4.

En este sentido, es m�as interesante encontrar otros ejemplos de digrafos k-arco transitivos.

La mayor parte los ejemplos de digrafos k-arco transitivos que hemos sido capaces de construir

en la memoria y de hecho la mayor��a de los que se encuentran en la literatura, son homeomorfos

a ciclos. As��, vimos en la secci�on 2.4.2 que los recubridores de Cayley de digrafos k-l��nea

iterados de un digrafo � con 1-factorizaciones inducidas por una 1-factorizaci�on de � y una

1-factorizaci�on del digrafo de De Bruijn B(r; k); son siempre ciclos generalizados para k � 2;

i.e. homeomorfos a ciclos. En particular, usando las propiedades b�asicas de los digrafos l��nea

iterados de la secci�on 1.3.3, si el recubrimiento de Cayley es homeomorfo a un ciclo, entonces

todos los digrafos (�i)-l��nea iterados del recubrimiento tambi�en son homeomorfos a ciclos. En

particular, los recubrimientos k-arco transitivos de digrafos que obtenemos en el Teorema 3.4.1

para 1-factorizaciones inducidas por 1-factorizaciones lineales de digrafos de De Bruijn son

homeomorfos a ciclos.

Una situaci�on similar encontraron Cameron, Praeger y Wormald [15] en la construcci�on de

digrafos in�nitos localmente �nitos altamente arco transitivos (digrafos con grados de salida

y entrada de todos los v�ertices �nitos y k-arco transitivos para todo entero positivo k). Los

digrafos construidos por Cameron, Praeger y Wormald resultaban homeomorfos al camino in-

�nito sim�etrico Z; y se plantearon entonces la cuesti�on de encontrar ejemplos que no fueran

homeomorfos a caminos o ciclos. En el caso in�nito el problema ha sido solucionado en todos

los casos muy recientemente. Se obtiene una respuesta negativa cuando el digrado tiene grado

de entrada y grado de salida diferentes (Praeger [72]), y se obtiene una respuesta positiva en el

caso regular (Malni�c, Maru�si�c, Seifter and Zgrabli�c [61]).

En esta secci�on probaremos en primer lugar que un digrafo de Cayley �nito conexo es

homeomorfo a un ciclo si y s�olo si existe un subgrupo normal del grupo base tal que todos

los generadores est�an contenidos en una de las clases laterales. Utilizaremos este resultado

para encontrar con nuestra t�ecnica digrafos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos, i.e.

equialcanzables.

Teorema 5.3.1 Un digrafo de Cayley �nito conexo � = Cay(G;S) es un m-ciclo generalizado
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si y s�olo si existe un subgrupo normal H /G de ��ndice m en G tal que S � Hs para cada s 2 S.

Demostraci�on. En primer lugar, supongamos que � es un m-ciclo generalizado. Por la carac-

terizaci�on de ciclos generalizados (Proposici�on 1.2.1), existe � : V (�) �! Zm un homomor�smo

de digrafos de � en Cm: Denotemos por fV0; : : : ; Vm�1g los conjuntos estables de la partici�on

asociada a V (�), esto es, Vi = ��1(i); 0 � i � m� 1: Asumamos sin p�erdida de generalidad

que el elemento identidad 1 de G pertenece a V0:

A�rmamos que H = V0 veri�ca las propiedades enunciadas en el Teorema.

Como � es un digrafo Cayley, los elementos en una de las partes Vi son elementos de G que

pueden escribirse como productos de longitud i mod m de elementos de S: En particular, H

es un subgrupo de G: M�as a�un, si g 2 Vi; entonces g
�1 2 Vm�i: As��, para cada h 2 V0 = H;

tenemos ghg�1 2 V0 = H; luego H es un subgrupo normal de G:

Habremos acabado si probamos que Hs = V1 para todo s 2 S: Sea v 2 V1: Por de�nici�on

de V1; �
�(v) � V0: Como � es regular y S induce una 1-factorizaci�on de � de modo natural,

para cada s 2 S existe hs 2 H tal que hss = v: As��, v 2 Hs para todo v 2 V1:

Supongamos ahora que existe un subgrupo normal H de G de ��ndice m en G tal que S � Hs

para cada s 2 S. Entonces s 2 H implicar��a S � H . Como H es un subgrupo propio de G;

esto es una contradicci�on con la hip�otesis de que � es conexo.

Sean H = H0; H1; : : : ; Hm�1 las diferentes clases laterales a la derecha de H en G: No

hay p�erdida de generalidad si suponemos que las clases laterales est�an ordenadas de modo

que HiS � Hi+1: Esto siempre es posible en tanto que todos los elementos de S pertenacen

a la misma clase lateral por la derecha y el conjunto S es un conjunto de generadores de G:

Entonces la aplicaci�on � : V (�) �! Zm de�nida como �(g) = i siempre que g 2 Hi; se

demuestra f�acilmente que es un homomor�smo de digrafos y por la Proposici�on 1.2.1 � es un

m-ciclo generalizado.

En particular, si un digrafo � admite una 1-factorizaci�on F tal que el grupo de permuta-

ciones de (�; F ) es un grupo simple, entonces el recubrimiento de Cayley resultante �F es

equialcanzable. As��, como corolarios inmediato del Teorema 5.3.1 tenemos:

Corolario 5.3.1 Sea � un digrafo conexo regular de orden n � 5 y F una 1-factorizaci�on de

�: Si el grupo de permutaciones de (�; F ) es G = G(�; F ) = An; entonces el recubrimiento de

Cayley �F es equialcanzable. Si G = G(�; F ) = Sn; entonces �F es o bien bipartito o no es

homeomorfo a un ciclo.

Corolario 5.3.2 Sea � un digrafo conexo regular y F una 1-factorizaci�on de �: Si el recubri-

miento de �F es un m-ciclo generalizado para alg�un entero m; entonces o(f) = 0 (mod m)

para todo f 2 F:

Demostraci�on. Sea � : V (�F ) ! Zm el homomor�smo de digrafos de �F en Cm tal que

fV0; V1; : : : ; Vm�1g es la partici�on de V (�F ) donde cada parte viene de�nida como Vi = ��1(i)

para 0 � i � m � 1: Supongamos adem�as que el elemento unidad de G(�; F ) pertenece a la

primera parte 1 2 V0:

Entonces f 2 V1 para todo f 2 F y en general, f i 2 Vi (mod m): En particular,

1 = fo(f) 2 Vo(f) = V0 (mod m) para todo f 2 F:
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Corolario 5.3.3 Sea � un digrafo conexo regular y F una 1-factorizaci�on de �: Si

gcd(o(f) : f 2 F ) = 1; entonces el recubrimiento de Cayley �F es equialcanzable.

En particular, si existe f 2 F tal que o(f) = 2; entonces �F es equialcanzable o bipartito .

En este sentido, nos ser�a �util conocer los �ordenes de los elementos de una 1-factorizaci�on

inducida.

Proposici�on 5.3.1 Sea � un digrafo r-regular conexo y F = ff1; : : : ; frg una 1-factorizaci�on

de �: Sea FB = f�1; : : : ; �rg una 1-factorizaci�on de B(r; 1) = K+
r
: Consideremos

F � = ff�1 ; : : : ; f
�

r g la 1-factorizaci�on de L� inducida por F y FB : Entonces:

o(f�k ) = mcm(o(�k);mcm(o(fifi�k fi�
2
k
� � � f

i
(�k)

o(�k)�1 ) : i = 1; : : : ; r))

Demostraci�on. Tenemos

(v; i)f
�

k = (vfi ; i�k)

para cada v 2 V (�); i 2 f1; : : : ; rg:

Entonces,

(v; i)f
�2
k = (vfi ; i�k)f

�

k = (vfifi�k ; i�
2
k)

E iterando nuevamente

(v; i)f
�m
k = (v

fif
i�k

���f

i
�
m�1
k ; i�

m
k )

de lo que se deduce el orden que quer��amos demostrar.

La mayor parte de los digrafos �nitos k-arco transitivos obtenidos por Conder, Lorimer

y Praeger en [21] son ejemplos de digrafos de los grupos alternado o sim�etrico, luego son o

bien bipartitos o bien equialcanzables. Veremos a continuaci�on que estos digrafos son k-ar-

co regulares (su digrafo k-l��nea iterado es un digrafo de Cayley), luego pueden ser obtenidos

tambi�en con nuestra t�ecnica de construcci�on. Adem�as, algunos de los ejemplos construidos en

la secci�on anterior tambi�en son no homeomorfos a ciclos, aquellos cuyo digrafo k-l��nea iterado

es un digrafo de Cayley de los grupos alternado o del grupo de Mathieu M12.

Los digrafos k-arco transitivos de [21, Teorema 1] se construyen del siguiente modo. Sea r el

grado del digrafo �r;k k-arco transitivo que se desea construir, y sea n cualquier entero positivo

relativamente primo a k + 1 (i.e. gcd(n; r) = 1). Se de�nen las permutaciones siguientes

a = (1; r + 1; : : : ; kr + 1; (k + 1)r + 1; : : : ; (k + 1)r + n)(2; r + 2; : : : ; kr + 2) � � � (r; 2r; (k + 1)r);

y

x1 = (1; 2; : : : ; r);

x2 = (r + 1; r + 2; : : : ; 2r);

...

xk+1 = (kr + 1; kr + 2; : : : ; (k + 1)r):

Se demuestra en [21] que el grupo G generado por el conjunto de estas permutaciones

fa; x1; : : : ; xk+1g es, o bien el grupo sim�etrico S(k+1)r+n (a no ser que tanto r como k + n� 1

sean impares), o bien el grupo alternado A(k+1)r+n.

Consideremos el digrafo de Cayley � = Cay(G;S) donde S = fa; x1a; x
2
1a; : : : ; x

r�1
1 ag.

Veamos � es un digrafo k-l��nea iterado. Por el Teorema 3.2.1 � es un digrafo de Cayley k-l��nea
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iterado si existe un subgrupo Hk < G de orden rk tal que Hk = xSk para alg�un x 2 S�k. En

el caso que nos ocupa, tomamos Hk como el subgrupo generado por el conjunto fx2; : : : ; xk+1g,

el cual es isomorfo a Zk
r
. Para cada y 2 Sk, es f�acil comprobar que a�ky 2 Hk. Luego, � es un

digrafo k-l��nea iterado y

�r;k = L�k Cay (G; fa; x1a; : : : ; x
r�1
1 ag)

es un digrafo r-regular k-arco transitivo.

x1 x3

x2

10

2

3

1

5 6

9

8
4

7

a

Figura 5.3: Representaci�on gr�a�ca de fa; x1; x2; x3g cuando k = 2 y r = 3

Por el Corolario 5.3.1, el digrafo � es equialcanzable o bipartito. Por otra parte, uno de los

generadores de G; x1a; es un ciclo de orden m�aximo (k +1)r + n: Si este ciclo x1a tiene orden

impar, entonces por el Corolario 5.3.2 � no es bipartito. Es f�acil comprobar que (k + 1)r + n

es impar a no ser que tanto r como n sean pares, o tanto n; r como k + 1 sean impares. En

de�nitiva, � no es homeomorfo a un ciclo excepto quiz�as para estos casos.

As��, el digrafo �r;k = L�k� es siempre equialcanzable excepto quiz�as cuando (k + 1)r + n

sea par. En de�nitiva, los digrafos �r;k constituyen una familia in�nita de digrafos k-arco

transitivos de grado r que no son homeomorfos a un ciclo.
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Conclusiones

Resumimos a continuaci�on los resultados obtenidos en esta tesis y las l��neas en que estamos

interesados en continuar con nuestra investigaci�on.

Este trabajo se articula sobre una nueva t�ecnica de construcci�on de digrafos �nitos k-arco

transitivos para cualquier entero positivo k y cualquier grado. De hecho, demostramos un

resultado m�as fuerte, que es una de las aportaciones m�as relevantes de la tesis, que es que todo

digrafo �nito regular admite un recubrimiento k-arco transitivo del mismo grado para cualquier

entero positivo k: La existencia de estos recubrimientos para cualquier digrafo generaliza los

resultados de Babai de 1985 para los casos k = 0; 1; que se encuentran en [2].

Babai en [2] demuestra que todo digrafo regular es un digrafo cociente de un digrafo de Cay-

ley. Esto es, que todo digrafo regular admite un recubrimiento v�ertice transitivo. Inspir�andonos

en este hecho, nuestra idea consiste en escoger recubrimientos v�ertice transitivos \apropiados"

del digrafo k-l��nea iterado del que buscamos un recubrimiento, de tal modo que el recubrimiento

sea a un vez un digrafo k-l��nea iterado. Los recubrimientos v�ertice transitivos \apropiados" de

digrafos k-l��nea iterados son los recubrimientos de Cayley del digrafo con 1-factorizaciones

k-uniformes.

Con este prop�osito, presentamos en el Cap��tulo 2 los conceptos de 1-factorizaci�on o arco-

coloraci�on de un digrafo y el de 1-factorizaci�on inducida de un digrafo l��nea. Las 1-factorizaciones

inducidas en digrafos l��nea por 1-factorizaciones arbitrarias del digrafo de partida y por

1-factorizaciones de digrafos de De Bruijn, fueron introducidas por primera vez por Fiol y Serra

en [39]. En particular, en [39] se introducen las 1-factorizaciones lineales de los digrafos de

De Bruijn y se calculan los grupos de permutaciones de 1-factorizaciones inducidas en digrafos

k-l��nea iterados por 1-factorizaciones lineales de los digrafos de De Bruijn.

En la secci�on 3.3 introducimos el t�ermino de 1-factorizaci�on k-uniforme de un digrafo k-l��nea

iterado y se demuestra las 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-l��nea iterados son justa-

mente aqu�ellas tales que el recubrimiento de Cayley del digrafo con una de estas 1-factorizaciones

es tambi�en un digrafo k-l��nea iterado. En la misma secci�on se demuestra que las 1-factorizaciones

lineales de digrafos de De Bruijn B(r; k) son 1-factorizaciones k-uniformes.

En la secci�on 3.4 se prueba un resultado interesante, que es que una 1-factorizaci�on in-

ducida de un digrafo k-l��nea iterado es k-uniforme si y s�olo si la 1-factorizaci�on de De Bruijn

de la que es inducida es k-uniforme. En particular, tenemos que como todo digrafo admite

1-factorizaciones inducidas y las 1-factorizaciones lineales de De Bruijn son 1-factorizaciones

k-uniformes, entonces todo digrafo admite 1-factorizacions k-uniformes. En conclusi�on, nues-

tra t�ecnica de recubrimientos k-arco transitivos para cualquier digrafo es v�alida. As��, en el

Cap��tulo 3 calculamos expl��citamente los recubrimientos k-arco transitivos que obtenemos con

nuestra t�ecnica para algunas familias de digrafos, como los digrafos completos con y sin bucles,

y calculamos algunos par�ametros de estos recubrimientos como el di�ametro, la conectividad y el
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grupo completo de automor�smos. Recordemos que los recubrimientos k-arco transitivos de los

digrafos completos ya han sido estudiados previamente como modelos de redes de permutaciones

en [29]. Sin embargo, este trabajo previo se centraba exclusivamente en los recubrimientos de

digrafos de De Bruijn. En este cap��tulo se analizan tambi�en, entre otros, los recubrimientos

de los digrafos de Kautz y de digrafos de Cayley homog�eneos, esto es, aqu�ellos en los que el

grupo de automor�smos del grupo base act�ua regularmente en el conjunto de generadores. En

el caso de los digrafos de Kautz, se trata de digrafos que en general poseen mejores propiedades

respecto a los par�ametros usuales en el dise~no de redes de interconexi�on, por lo que el an�alisis

de sus recubrimientos de Cayley tiene un inter�es especial. Los resultados que se obtienen per-

miten abordar el dise~no de redes de permutaciones similares a las cl�asicas redes barajadas con

el bagaje matem�atico necesario. La obtenci�on de estos resultados ha constituido uno de los

objetivos de esta tesis.

En el caso de los digrafos de Cayley homog�eneos se aplican t�ecnicas similares a las utilizadas

para los digrafos de Kautz aunque ampl��a notablemente su campo de aplicaci�on. En particu-

lar, se pueden obtener recubrimientos k-arco transitivos de hipercubos, los denominados star

graphs, o los grafos de Cayley sobre p-grupos elementales abelianos. En todos los casos, el

hecho de que el recubrimiento sea un ciclo generalizado facilita el dise~no de encaminamientos

en los recubrimientos, lo que permite dise~nar a su vez algoritmos e�cientes de generaci�on de

permutaciones en el digrafo original. El desarrollo de este tipo de aplicaciones supone una de

las l��neas de investigaci�on abiertas por el presente trabajo y constituye uno de los objetivos

futuros del grupo de investigaci�on en el que ha sido realizado.

Por otra parte, los resultados de Babai que mencion�abamos al comienzo proporcionan una

cadena in�nita de recubrimientos arco transitivos del digrafo original. Al �nal del Cap��tulo 3

estudiamos las condiciones bajo las que con nuestra construcci�on se puede manufacturar una

cadena in�nita de recubrimientos k-arco transitivos y ofrecemos una construcci�on alternativa

en la secci�on 3.6.1 que supera algunas de las di�cultades encontradas en la construcci�on de

la cadena in�nita aplicando directamente nuestra t�ecnica de construcci�on de recubrimientos

k-arco transitivos. Esta construcci�on alternativa generaliza la que fue introducida por Con-

way [10] para el caso no dirigido. Y aunque la generalizaci�on no presenta problemas sustanciales,

supone una contribuci�on original de este trabajo.

Uno de los problemas abiertos que deja el Cap��tulo 3 es el de analizar 1-factorizaciones

k-uniformes del digrafo de De Bruijn B(d; k) distintas de las 1-factorizaciones lineales que han

sido estudiadas exhaustivamente. En particular, ser��a deseable conocer la existencia de tales

1-factorizaciones cuyos grupos de permutaciones sean el grupo sim�etrico, el grupo alternado o

grupos proyectivos lineales. En este sentido, durante la colaboraci�on con Peter Cameron, se

conjetur�o que la probabilidad de que una 1-factorizaci�on del digrafo de De Bruijn B(d; k) d�e

lugar al grupo sim�etrico tiende a 1 para k !1. La conjetura est�a basada en un resultado similar

para grupos generados por las �las de cuadrados latinos. A�un as��, resulta dif��cil en este momento

aventurar si alguna de estas 1-factorizaciones puede ser k-uniforme para k su�cientemente

grande. Sin embargo, el planteamiento del problema ha orientado la parte �nal de la tesis en

hacer un estudio exhaustivo de los recubrimientos de Cayley de digrafos de grado peque~no para

tener un conocimiento m�as profundo de la situaci�on en un �ambito manejable.

En el Cap��tulo 4 nos centramos en la construcci�on de recubrimientos k-arco transitivos de

grado peque~no y en concreto, nos centramos en la obtenci�on de todas las 1-factorizaciones

k-uniformes de un digrafo k-l��nea iterado. En este cap��tulo damos una caracterizaci�on de las

1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafos l��nea en t�erminos de cuadrados latinos uniformes

y una f�ormula para conocer el cardinal de 1-factorizaciones 1-uniformes de un digrafo l��nea
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r-regular en funci�on del cardinal de cuadrados latinos uniformes normalizados de orden r:

Adem�as, la demostraci�on de esta f�ormula es constructiva, por lo que podemos conocer todas las

1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea r-regulares si conocemos los cuadrados latinos

uniformes de orden r: En el mismo cap��tulo se ofrecen herramientas para determinar de manera

inmediata si un cuadrado latino es uniforme o no, y se prueba que un cuadrado latino es

uniforme si y s�olo si es isomorfo a la tabla de composici�on de un grupo del mismo orden. En

particular, calculamos expl��citamente todos los cuadrados latinos uniformes de orden menor o

igual que 5 y aplicamos el resultado al c�alculo de los recubrimientos arco transitivos de algunas

familias digrafos de grado menor o igual que 5: Adem�as, se prueba que todo digrafo l��nea de

orden mayor o igual que cuatro admite 1-factorizaciones no 1-uniformes. De este modo, la

transformaci�on de 1-factorizaciones al lenguaje de cuadrados latinos permite trabajar en un

contexto mucho m�as transparente, tanto desde el punto de vista intuitivo como desde el punto

de vista computacional.

La �ultima parte del Cap��tulo 4 la dedicamos al problema de la representaci�on de grupos

de permutaciones de grado peque~no como grupos de permutaciones de 1-factorizaciones 1-

uniformes de digrafos l��nea. La importancia de este estudio reside en el hecho de que si un

grupo de permutaciones G es un grupo de permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme de

un digrafo l��nea, entoncesG act�ua regularmente en el conjunto de arcos de un digrafo. Desde este

punto de vista, el problema de la representaci�on de grupos de permutaciones arco transitivos

ha sido estudiado en la literatura en [3, 17]. Nuestras aportaciones en este terreno residen

en la existencia de un subconjunto de generadores del grupo veri�cando ciertas condiciones,

y en el caso concreto de la representaci�on de un grupo de permutaciones como un grupo de

permutaciones de una 1-factorizaci�on 1-uniforme del digrafo completo con bucles, herramientas

sencillas para identi�car equivalencias entre los grupos de permutaciones obtenidos por los

cuadrados latinos uniformes del mismo orden.

Ya se~nalamos en su momento que la principal distinci�on entre nuestra t�ecnica de construcci�on

de digrafos k-arco transitivos y otras construcciones de digrafos k-arco transitivos conocidas

hasta el momento, se basaba en que las otras se orientaban hacia la teor��a de grupos (el digrafo

k-arco transitivo era construido a partir de su grupo de automor�smos), mientras que la nuestra

utiliza en todo momento un punto de vista de Teor��a de Grafos. En este sentido, el estudio de

las 1-factorizaciones 1-uniformes de digrafos l��nea mediante cuadrados latinos puede contribuir

a acercar el estudio y clasi�caci�on de digrafos arco transitivos a personas no familiarizadas con

el estudio de grupos primitivos como es hasta el momento (v�ease [73]). En general, mediante

nuestra t�ecnica y la generalizaci�on de este estudio a 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos k-

l��nea iterados en un futuro cercano, se pueden estudiar los digrafos k-arco transitivos bajo otro

punto de vista, que en todo caso ser��a complementario al de la teor��a de grupos, por supuesto.

Por �ultimo, en el Cap��tulo 5 de esta memoria estudiamos el grupo de automor�smos de los

recubrimientos k-arco transitivos que obtenemos con nuestra t�ecnica. Una primera parte del

cap��tulo se centra en el estudio del grupo completo de automor�smos y damos algunos resultados

interesantes en el caso de grado dos en t�erminos de normalidad del recubrimiento de Cayley

correspondiente. Adem�as, probamos que todo digrafo 2-regular exactamente k-arco transitivo

es k-arco regular y calculamos de modo expl��cito su grupo completo de automor�smos. A pesar

de los intentos que se han hecho para extender este resultado a los digrafos regulares de orden

3, no se ha conseguido obtener un resultado similar que permita obtener de forma general la

estructura de los grupos de automor�smos de recubrimientos k-arco transitivos para este caso.

Sin embargo, el objetivo parece plausible y queda en estos momentos como uno de los problemas

abiertos planteados.
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Por otra parte, en el Cap��tulo 5 estudiamos tambi�en cu�ando los recubrimientos k-arco tran-

sitivos obtenidos son homeomorfos a ciclos o no. Recordemos que en el caso no dirigido, Weiss

demostr�o en un resultado cl�asico de 1981 que los �unicos grafos �nitos conexos k-arco tran-

sitivos con k � 8 son los ciclos. �Este no es el caso de los digrafos, aunque la mayor��a de

las construcciones conocidas de digrafos k-arco transitivos, as�� como la mayor parte de nue-

stros ejemplos, son homeomorfos a ciclos. As��, en la secci�on 2.4.2 se demuestra que para

k � 2 los recubridores de Cayley de digrafos k-l��nea iterados con 1-factorizaciones inducidas por

1-factorizaciones lineales de un digrafo de De Bruijn, son homeomorfos a ciclos. Por lo tanto,

para conseguir digrafos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos con nuestra t�ecnica se nece-

sita de la existencia de 1-factorizaciones k-uniformes de digrafos no inducidas o inducidas por

1-factorizaciones no lineales de los digrafos de De Bruijn. Por otra parte, se demuestra que un

digrafo de Cayley es homeomorfo a un ciclo si y s�olo si existe un subgrupo normal del grupo

base tal que los generadores est�an contenidos en una de las clases laterales del subgrupo. En

particular, se dan condiciones su�cientes para que el digrafo de Cayley correspondiente no sea

homeomorfo a un ciclo en t�erminos de los �ordenes de los generadores del grupo, y se calculan

algunos ejemplos de recubrimientos k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos. Estos ejemplos

proporcionan familias in�nitas de dichos digrafos, con lo que se prueba la existencia de digrafos

k-arco transitivos no homeomorfos a ciclos y la distinci�on con el caso no dirigido queda com-

pletamente cristalizada. Es de destacar el hecho que, dejando aparte la obtenci�on de algunos

casos espor�adicos como los de recubrimientos de digrafos de De Bruijn sobre el grupo proyec-

tivo lineal o el grupo de Mathieu M12, los ejemplos que se obtienen construyen directamente

un digrafo de Cayley que es k-l��nea iterado pero que no es recubrimiento de un digrafo menor

que sea a su vez k-l��nea. �Estos son adem�as ejemplos en los que se obtiene una arco-coloraci�on

k-uniforme que no es inducida de la del digrafo (�k)-l��nea iterado correspondiente. En caso

contrario, hubiera proporcionado ejemplos de coloraciones k-uniformes del digrafo de Bruijn

no lineales. La existencia de tales coloraciones, como se ha mencionado anteriormente, queda

como un problema abierto planteado por este trabajo.

En este sentido, la aplicaci�on de nuestra t�ecnica a la b�usqueda de familias de digrafos k-arco

transitivos no homeomorfos a ciclos es otro de los problemas que proponemos para un futuro

estudio.

Por �ultimo, notemos que la obtenci�on de los resultados de los dos �ultimos cap��tulos esconde

di�cultades considerables en el aspecto computacional que han sido obviadas en la presentaci�on

de la memoria por considerar que se apartaban de la l��nea fundamental del trabajo. La puesta

a punto de las rutinas necesarias en el contexto de los paquetes GAP y GRAPE ha contribuido

a subsanar algunos errores en este �ultimo y a mejorar su rendimiento y versatilidad.
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Ap�endice de Grupos de

permutaciones

En este Ap�endice de Grupos de permutaciones resumimos algunos conceptos b�asicos relativos

a grupos de permutaciones y acciones (transitivas, regulares, primitivas) de un grupo de per-

mutaciones en un conjunto, que se utilizan con frecuencia a lo largo de esta memoria.

Introducimos tambi�en en este Ap�endice las de�niciones de producto semidirecto y producto

corona de grupos de permutaciones. Por �ultimo en este Ap�endice, de�niremos brevemente los

grupos de permutaciones a�nes y proyectivos, y los grupos de permutaciones de Mathieu M11

y M12; y algunas de sus propiedades b�asicas.

Para detalles y un estudio m�as profundo sobre el tema, nos remitimos a [27],[69] y [75].

Grupos de permutaciones. Acci�on de un grupo en un con-

junto

Sea G un grupo �nito, escrito multiplicativamente, y denotemos por 1 el elemento identidad de

G: Sea 
 un conjunto no vac��o y �nito. Una funci�on

� : 
�G ! 


(�; g) 7! �g

de�ne una acci�on por la izquierda (o simplemente acci�on) de G en 
 si satisface las siguientes

propiedades:

1. �1 = � para todo � 2 
; y

2. (�g)h = �gh para todo � 2 
 y g; h 2 G:

El grado de una acci�on de G en 
 es el cardinal del conjunto 
; j
j:

En estas condiciones, diremos tambi�en que G act�ua en 
 (por la izquierda). Una acci�on por

la derecha de G en 
 se de�ne de manera an�aloga.

Sea G un grupo que act�ua en un conjunto (no vac��o) 
. Entonces a cada elemento g 2 G

podemos asociarle una aplicaci�on g como sigue:

g : 
 ! 


� 7! �g
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La aplicaci�on g as�� de�nida es claramente una biyecci�on pues xg = yg implica x = xgg
�1

=

ygg
�1

= y. Luego, la aplicaci�on � de�nida por

� : G ! Sym(
)

g 7! g

est�a bien de�nida. Adem�as, de la de�nici�on de la acci�on de un grupo en un conjunto, se deduce

que � es de hecho un homomor�smo de grupos, pues

gh(�) = h(g(�))

para todo � 2 
 y g; h 2 G:

Se de�ne el n�ucleo de la acci�on de G en 
 como el n�ucleo del homomor�smo �; i.e. ker�: Se

dice que la acci�on de G en 
 es �el (o que G act�ua �elmente en 
) cuando ker � = 1:

En general, cualquier homomor�smo de grupos deG en Sym(
) se dice que es representaci�on

por permutaciones de G en 
.

Entonces, hemos visto que a cualquier acci�on de un grupo G en un conjunto 
 se le puede

asociar una representaci�on por permutaciones � de G en 
: Y a la inversa, es f�acil ver que

representaciones por permutaciones de G en 
 corresponden a acciones de G en 
: En con-

clusi�on, acciones de grupos en conjuntos y representaciones por permutaciones corresponden

a una misma situaci�on. As��, hablaremos indistintamente de que un grupo G que act�ua en un

conjunto 
; o de que G es un grupo de permutaciones en un conjunto 
:

Grupos de permutaciones permutacionalmente equivalentes

Sean ahora G y H dos grupos de permutaciones act�uando en conjuntos X y Y respectiva-

mente. Diremos que G y H son permutacionalmente equivalentes si existe un par (�; �) donde

� : G! H es un isomor�smo y � : X ! Y es una biyecci�on, que veri�ca

(xg)� = (x�)g
�
; 8x 2 X; g 2 G:

En particular, dos grupos G y H que act�uan en un mismo conjunto X son permutacional-

mente equivalentes si existe un par (�; �) donde � : G! H es un isomor�smo y � 2 Sym(X),

que veri�ca g� = ��1g�; o equivalentemente, si G y H son conjugados.

Representaciones regulares de grupos

Proposici�on 1 Sea G un grupo (�nito). Entonces G es isomorfo a un subgrupo de Sym(G):

Demostraci�on. Para cada g 2 G de�nimos una aplicaci�on mg : G! G por mg(h) = gh; que

claramente es una aplicaci�on biyectiva. As��, consideramos la siguiente aplicaci�on

� : G ! Sym(G)

g 7! mg

que es un homomor�smo de grupos con n�ucleo trivial (ker � = 1). Entonces, el conjunto

imagen es un subgrupo de Sym(G) isomorfo a G:

El homomor�smo de grupos � de�nido anteriormente se conoce como la representaci�on

regular por la izquierda de G: De manera an�aloga, se de�ne la representaci�on regular por la

derecha de G:
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Notaciones

A lo largo de este Ap�endice de Grupos de Permutaciones, el grupo (�nito) G se entender�a como

un grupo de permutaciones que act�ua en un conjunto no vac��o (�nito) 
:

De�nimos el soporte del grupo G (cuando jGj > 1) como el subconjunto de los elementos de


 que no quedan �jos por todos los elementos g 2 G: Y de�nimos tambi�en el grado del grupo

G (si jGj > 1) como el cardinal del soporte de G:

Adem�as, utilizaremos la siguiente notaci�on :

S��mbolo Signi�cado

G;H;K;L Grupos de permutaciones �nitos

jGj Orden de G; i.e. cardinal de permutaciones que contiene G

jG : H j �Indice de un subgrupo H de G; i.e.
jGj

jHj

H � G H es un subgrupo de G

H < G H es un subgrupo propio de G; i.e. H 6= G

H /G H es un subgrupo propio normal de G

H ' G H es isomorfo a G

Inn(G) Grupo de automor�smos internos de GQ
�2�G� Producto directo de grupos

H nN; N oH Producto semidirecto de grupos

H oK Producto corona de grupos de permutaciones


; X; Y; Z Conjuntos no vac��os �nitos

j
j Cardinal del conjunto 


Sym(
) Grupo sim�etrico en el conjunto 


Sn;An Grupos sim�etrico y alternado de grado n

Transitividad, regularidad y primitividad de un grupo de

permutaciones

�Orbitas

Un grupo de permutaciones G en un conjunto 
 de�ne una relaci�on de equivalencia �G en 


dada por

� �G � () �g = � para alg�un g 2 G:

Las clases de equivalencia de �G son lasG-�orbitas (o simplemente �orbitas) de 
: Claramente,

el conjunto de todas las �orbitas es una partici�on de 
:

La �orbita que contiene un elemento � 2 
 se denota por �G; y consta de todas las im�agenes

de � por permutaciones de G: Esto es,

�G = f�g : g 2 Gg:

Estabilizadores

El estabilizador de un elemento � 2 
 en G se de�ne como el conjunto

G� = fg 2 G : �g = �g:
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M�as en general, sea � � 
; se de�ne el estabilizador de los elementos (pointwise stabilizer)

del subconjunto � en G como el siguiente conjunto de elementos de G;

G� = fg 2 G : �g = �; 8� 2 �g:

Tambi�en, si � � 
; se de�ne estabilizador del conjunto (setwise stabilizer) � en G como el

conjunto siguiente:

G
f�g

= fg 2 Gj�g = �g:

Es f�acil comprobar que ambos conjuntos G� y G
f�g

son subgrupos de G y que G��Gf�g
:

Adem�as, obs�ervese que Gf�g = G� para cualquier � 2 
:

Teorema 1 Sea G un grupo que act�ua en un conjunto 
: Sean g; h 2 G; �; � 2 
 y � � 
:

Entonces,

1. G� es un subgrupo de G:

2. G� = g�1G�g siempre que �g = �: M�as a�un, �g = �h () (G�)g = (G�)h:

3. j�Gj = jG : G�j para todo � 2 
: En particular, como G es un grupo �nito, entonces

j�GjjG�j = jGj:

Transitividad, remiregularidad y regularidad

El grupo G act�ua transitivamente en 
 si �unicamente consta de una o�rbita. Esto es, si para

todo par de elementos �; � 2 
 existe un elemento g 2 G tal que �g = �: Tambi�en se dice que

G es transitivo en 
: En otro caso, G se dice que act�ua intransitivamenteo que es intransitivo

en 
:

Tambi�en se dice que un grupo de permutaciones G es semiregular (o que act�ua semiregular-

mente) en un conjunto 
 si para cada � 2 
 se veri�ca G� = 1:

Con estas notaciones, el Teorema 1 implica que todas las �orbitas de un grupo semiregular

G en 
 tienen cardinal jGj: En particular, el orden de un grupo de permutaciones semiregular

es un divisor de su grado.

Un grupo de permutaciones G se dice que act�ua regularmente (o que es regular) en 
 si es

semiregular y transitivo en 
:

Corolario 1 Sea G un grupo de permutaciones que act�ua transitivamente en 
: Entonces,

1. Los estabilizadores G� (� 2 
) forman una clase de conjugaci�on de subgrupos de G

2. jG : G�j = j
j para cada �: En particular, el orden jGj es divisible por el grado de su

acci�on j
j:

3. G act�ua regularmente si y s�olo si jGj = j
j:

Sea G un grupo de permutaciones en un conjunto 
: Para un elemento g 2 G; se de�ne

fix(g) como el conjunto de todos los elementos �jos por g; es decir, fix(g) = f� 2 
 : �g = �g:

Con estas notaciones, se veri�ca el siguiente resultado:

Teorema 2 (Cauchy-Frobenius Lemma) Sea G un grupo que act�ua en un conjunto 
: En-

tonces G tiene un total m �orbitas en 
; donde:

mjGj =
X
g2G

jfix(g)j
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Transitividad m�ultiple

Sea G un grupo de permutaciones en un conjunto 
: Sea 
k el producto cartesiano de k-factores


: Denotamos por 
(k) el subconjunto de 
k de todas las k-tuplas de elementos distintos, esto

es, 
(k) = f(�1; : : : ; �k) 2 

k : �i 6= �j siempre que i 6= jg: En particular, j
(k)j = n!

(n�k)!
:

Decimos que G es k-transitivo si la acci�on de G en 
(k) dada por (x1; : : : ; xk)
g = (x

g

1; : : : ; x
g

k
)

para (x1; : : : ; xk) 2 
(k) es transitiva. Si adem�as esta la acci�on es regular, decimos que G es

exactamente k-transitivo.

Claramente, si k � 2 y G es k-transitivo en 
; entonces G es (k � 1)-transitivo en 
: Y

tambi�en claramente, G es 1-transitivo en 
 si y s�olo si es transitivo en 
; y G es exactamente

1-transitivo en 
 si y s�olo si es regular en 
:

Para k � 6; la �unica posibilidad de que un grupo de permutaciones sea exactamente

k-transitivo, es que sea permutacionalmente isomorfo a un grupo alternado o sim�etrico. M�as

exactamente,

Proposici�on 2

� El grupo sim�etrico Sn es exactamente n-transitivo y exactamente (n� 1)-transitivo.

� Si n � 3; el grupo alternado An es exactamente (n� 2)-transitivo.

� Si G es un grupo de permutaciones exactamente k-transitivo con k � 6; entonces G es

permutacionalmente isomorfo a un grupo sim�etrico o a un grupo alternado.

Primitividad

Sea G un grupo que act�ua transitivamente en un conjunto 
: Un subconjunto � � 
 se dice

que es un bloque de G si para cada g 2 G; o bien �g = �; o bien �g \� = ;:

Notemos que todo grupo G que act�ua transitivamente en un conjunto 
 tiene el conjunto

total 
; los conjuntos de un s�olo elemento f�g (donde � 2 
) y el conjunto ; como bloques.

Estos bloques se conocen como los bloques triviales del grupo de permutaciones.

Si G es un grupo que act�ua transitivamente en un conjunto 
 y no tiene m�as bloques que

los triviales, decimos que G act�ua primitivamente en 
 (o simplemente, que es primitivo en 
).

En otro caso, diremos que G act�ua imprimitivamente (o que es imprimitivo) en 
.

Producto semidirecto

Sea G un grupo. Supongamos que existen N y H dos subgrupos de G que veri�can los siguientes

tres puntos:

� N / G

� N \H = 1

� G = NH

Entonces, G se dice que es el producto semidirecto interno de N y H; y lo denotamos indistin-

tamente por

G = N oH o G = H nN:



108 Ap�endice de Grupos de permutaciones

Sea G el producto semidirecto interno de dos subgrupos N y H: La conjugaci�on en N por

un elemento h 2 H de�ne un automor�smo �h de N; m�as exactamente n�h = nh = h�1nh

para cada n 2 N: Es s�olo una comprobaci�on que la aplicaci�on de�nida por

� : H ! AutN

h 7! �h

es un homomor�smo de grupos de H en AutN:

Observ�ese adem�as, que el grupo G es el producto directo de los subgrupos H y N si y s�olo

si � el homomor�smo nulo, esto es, si �h = 1 2 Aut(N) para todo h 2 H .

Sean ahora H y N dos grupos y � : H ! AutN un homomor�smo de grupos. Se de�ne

el producto semidirecto externo, y se denota G = N o� H (o H n� N), como el conjunto de

todos pares (n; h) donde n 2 N; h 2 H; junto con la operaci�on binaria

(n1; h1) � (n2; h2) = (n1 �N n
h
�1
1

2 ; h1 �H h2)

Se comprueba que el producto semidirecto externo as�� de�nido es un grupo. El elemento

identidad de N o� H es (1; 1), el elemento inverso de un elemento (n; h) es

(n; h)�1 = ((n�1)h; h�1); y se veri�ca la propiedad asociativa.

A continuaci�on, consideremos las siguientes aplicaciones:

H ! N o� H

h 7! (1; h)

N ! N o� H

n 7! (n; 1)

que son homomor�smos inyectivos de H en G y de N en G respectivamente. Denotemos

por H� y N� los grupos imagen respectivos, entonces H ' H� y N ' N�.

Adem�as, (n; 1) � (1; h) = (n; h) implica que G = N�H�; y claramente N� \ H� = 1:

Finalmente,

(1; h)�1 � (n; 1) � (1; h) = (nh; 1)

con lo que demostramos que N� / G; luego G es de hecho el producto semidirecto interno de

N� y H�:

Notemos que la conjugaci�on en N� por el elemento (1; h) induce el automor�smo �h:

Normalmente, no se distingue entre N y N� ni entre H y H�; luego G se entiende como el

producto semidirecto interno de N y H: A lo largo de la memoria, hablaremos simplemente del

producto semidirecto N oH:

Producto corona de grupos de permutaciones

Sean Y;X dos conjuntos no vac��os y denotemos por Fun(Y;X) el conjunto de todas las funciones

de Y en X:

En el caso de que el conjunto de llegadaX sea un grupoK; consideramos Fun(Y;K) como un

grupo con la operaci�on binaria de�nida elemento a elemento a partir de la de K de la siguiente

manera

yfg = yfyg
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donde y 2 Y; f; g 2 Fun(Y;K):

Sean K y H grupos y supongamos que el grupo H act�ua en un conjunto Y: Se de�ne el

producto corona K oY H (o simplemente K oH) de K por H con respecto a la acci�on de H; como

el producto semidirecto externo Fun(Y;K)oH donde H act�ua en el grupo Fun(Y;K) (con la

operaci�on binaria de�nida m�as arriba) via:

� : H ! Aut(Fun(Y;K))

h 7! �h : Fun(Y;K) ! Fun(Y;K)

f 7! fh : Y ! K

y 7! yf
h

= (yh
�1

)f

En este caso, decimos que el siguiente subgrupo del producto corona K oY H

B = f(f; 1) : f 2 Fun(Y;K)g ' Fun(Y;K)

es el grupo base del producto corona, y denotamos

H� = f(1; h) : h 2 Hg ' H:

En particular, de la de�nici�on de producto semidirecto externo, se tiene

� B / K oH

� B \ H� = 1

� K oH = BH�

En adelante, si no hay confusi�on, identi�caremos H� con H:

Proposici�on 3 Sean K y H dos grupos tales que H act�ua en un conjunto Y: Consideremos el

producto corona K oH:

Si K act�ua en un conjunto X; entonces el producto corona K o H act�ua en X � Y: Para

cada (x; y) 2 X � Y y cada (f; h) 2 Fun(Y;K)oH = K oH; se de�ne una acci�on de K oH en

X � Y como sigue:

(x; y)(f;h) = (xy
f

; yh):

M�as a�un, si K y H son transitivos en X y en Y respectivamente, entonces esta acci�on de

K oH en X � Y es transitiva.

Proposici�on 4 (Propiedad asociativa del producto corona) SeanK;H;L grupos que ac-

t�uan en conjuntos X;Y; Z respectivamente. Entonces,

(K oY H) oZ L ' K oY�Z (H oZ L)

con la acci�on de�nida como anteriormente de H oZ L en Y � Z:

M�as a�un, los productos corona (K oY H) oZ L y K oY�Z (H oZ L) son permutacionalmente

equivalentes.

Por ejemplo, sean K y H dos grupos de permutaciones que act�uan en los conjuntos X e Y

respectivamente. Supongamos que Y = f1; : : : ;mg: En este caso, podemos identi�car el grupo

base del producto corona B ' Fun(Y;K) con Km = K � : : : �K (m factores). Entonces, la

acci�on de H en B correponde a la permutaci�on de las componentes siguiente:

(k1; : : : ; km)
h
�1

= (k1h ; : : : ; kmh)
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para (k1; : : : ; km) 2 B y h 2 H:

De acuerdo con esta acci�on, la operaci�on de composici�on en K oH es

((k1; : : : ; km); h)((k
0

1; : : : ; k
0

m
); h0) = ((k1k

0

1h ; : : : ; kmk
0

mh); hh
0):

Y adem�as,

(x; i)((k1;:::;km);h) = (xki ; ih):

Notemos que claramente jK oH j = jKjmjH j:

En general, si H y K son dos grupos �nitos, de�nimos el producto directo est�andar K o H

entendiendo H y K como grupos de permutaciones en sus respectivos conjuntos de elementos

via la representaci�on regular por la derecha de cada uno. El grupo base del producto corona

est�andar K oH es
Q

h2H
Kh donde Kh ' K y (Kh)

h
0

= Khh0 para cualesquiera h; h
0 2 H:

Grupos a�nes y proyectivos

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y G = GL(V ) el grupo de todos los automor�smos

lineales de V: Dado v 2 V; la traslaci�on v� se de�ne como la permutaci�on en V que env��a x a

x+ v para x 2 V: Est�a bien de�nida como permutaci�on pues (�v)� es la inversa de v�:

Consideremos la aplicaci�on de V en Sym(V ) que env��a v 7! v� para cada v 2 V: Es f�acil

comprobar que es un homomor�smo de grupos inyectivo del grupo aditivo V en Sym(V ); y

de�nimos el grupo imagen V � como el grupo de las traslaciones de V:

Se de�ne el grupo af��n Aff(V ) de V (sobre F ) como el subgrupo de Sym(V ) generado por

G y V �; esto es, A = Aff(V ) =< G; V � > : Se demuestra que de hecho, Aff(V ) = V �
oG:

En el caso particular de que F sea un cuerpo �nito de orden q y V un espacio vectorial de

dimensi�on d sobre F; las notaciones AGLd(F ); AGLd(q) y AGL(d; q) se usan m�as com�unmente

que Aff(V ): En este caso, el grupo AGLd(F ) se conoce como el grupo af��n (general lineal)

de dimensi�on d � 1 sobre F: Y no hay ambig�uedad alguna, pues los cuerpos �nitos del mismo

orden son isomorfos.

Sea F un cuerpo �nito de orden q = pm con p un n�umero primo. Denotemos por 1 el

elemento neutro del grupo multiplicativo F � y por 0 el elemento neutro de F como grupo

aditivo. El grupo proyectivo (general lineal) PGLd(F ) (o PGLd(q) o PGL(d; q)) de dimensi�on

d sobre el cuerpo F se de�ne como el grupo cociente
GL(Fd)

Z
; donde Z es grupo de las matrices

escalares �Id en GL(F d) para � 2 F e Id el elemento neutro de GL(F d) (la matriz GL(F d)

con elementos 1 en las entradas de la diagonal y el resto de entradas iguales a 0). Se demuestra

que el grupo proyectivo tiene orden

jPGLd(q)j = qd(d�1)=2
dY
i=2

(qi � 1) =
(qd � 1)(qd � q) � � � (qd � qd�1)

q � 1

y que es simple excepto para los casos jF j = 2; 3:

Sea ahora SL(F d) el grupo especial lineal de�nido como el subgrupo de todos los elementos

A 2 GL(F d) tal que det(A) = 1: El grupo proyectivo (especial lineal) PSLd(F ) (o Ld(F ) o

Ld(q)) de dimensi�on d sobre el cuerpo F se de�ne como el grupo cociente
SL(Fd)Z

Z
; y tiene

orden
jPGLd(q)j

n
; donde n = gcd(d; q � 1); d � 2:

Los grupos a�nes y proyectivos (generales lineales) son los grupos de automor�smos de las

geometr��as a�nes y proyectivas respectivamente. Los puntos de la geometr��a af��n son simple-

mente los vectores de F d: El grupo AGLd(F ) act�ua en el conjunto F d de vectores �la por
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multiplicaci�on a la derecha. Se veri�ca que AGLd(F ) es un subgrupo de Sym(F
d) 2-transitivo.

La acci�on de AGLd(F ) en F
d consta de dos �orbitas, el vector f0g; y el conjunto 
 = F d � f0g

de vectores no nulos. M�as a�un, se tiene que esta acci�on en 
 no es primitiva.

De hecho, existe una partici�on � de 
 en bloques del mismo cardinal y tal que dos vectores

en 
 pertenecen al mismo bloque si y s�olo si existe uno es un m�ultiplo escalar del otro. Es

decir, una partici�on � de 
 donde un bloque consta de todos los m�ultiples escalares de un

vector dado de 
: Un bloque de este tipo recibe el nombre punto de la geometr��a proyectiva o

punto proyectivo y escribiremos [�1; � � � ; �d] para denotar el punto proyectivo que contiene al

vector no nulo (�1; � � � ; �d): Con estas notaciones, la partici�on � de entiende como el conjunto

de puntos de la geometr��a proyectiva PGd�1(F ): Claramente, jPGd�1(F )j =
q
d
�1

q�1
:

Se demuestra que para d � 3; PGLd(F ) es 2-transitivo pero no 3-transitivo en el conjunto

de puntos proyectivos PGd�1(F ); y tambi�en que el grupo PSLd(F ) es 2-transitivo en los puntos

de PGd�1(F ):

Los grupos de Mathieu M11 y M12

Sea 
 el conjunto 
 = f1; 2; � � � ; 12g: Consideremos las siguientes siete permutaciones de 
 :

' = (4; 5; 6)(7; 8; 9)(10; 11; 12)

� = (4; 7; 10)(5; 8; 11)(6; 9; 12)

 = (5; 7; 6; 10)(8; 9; 12; 11)

! = (5; 8; 6; 12)(7; 11; 10; 9)

�1 = (1; 4)(7; 8)(9; 11)(10; 12)

�2 = (1; 2)(7; 10)(8; 11)(9; 12)

�3 = (2; 3)(7; 12)(8; 10)(9; 11)

Se de�nen el grupo de Mathieu M11 como el grupo de permutaciones en 
 generado por

M11 =< '; �;  ; !; �1; �2 >; y el grupo de Mathieu M12 como el grupo de permutaciones en 


generado por M12 =< '; �;  ; !; �1; �2; �3 > :

Se demuestra que el grupo de Mathieu M11 es exactamente 5-transitivo en el conjunto 
 y

tiene grado 12 y orden 12 � 11 � 10 � 9 � 8 = 95040; y que el grupo de Mathieu M11 es exactamente

4-transitivo en 
 � f3g y tiene grado of 11 y orden 11 � 10 � 9 � 8 = 7920: De hecho, M11 es

permutacionalmente equivalente al estabilizador del elemento 3 enM12. Adem�as, ambos grupos

M11 y M12 son grupos simples.

La importancia de estos grupos es consecuencia del siguiente resultado,

Proposici�on 5 Sea k � 4 y G un grupo de permutaciones exactamente k-transitivo que no es

isomorfo a ning�un grupo sim�etrico ni a ning�un grupo alternado. Entonces, o bien k = 4 y G es

permutacionalmente equivalente a M11; o bien k = 5 y G es permutacionalmente equivalente a

M12:
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