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Resumen Formula-se o problema de custo mı́nimo de
secções rectangulares de betão armado à flexão segundo
o Eurocode 2 nas variáveis de dimensionamento altu-
ra da secção e área das armaduras. As condições de
optimalidade de Kuhn-Tucker são resolvidas simbolica-
mente, obtendo-se 6 soluções de armadura simples com
rotura pelo betão, pelo aço e simultânea, e uma solução
de armadura dupla com rotura pelo betão. Identificam-
se as regiões de optimalidade, que se mostra serem ad-
jacentes, de cada uma das soluções no plano Cartesiano
dos parâmetros ‘momento adimensional’–‘rácio das efi-
ciências económicas do betão e do aço’.
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ANALYTICAL SOLUTIONS OF THE
OPTIMALITY CONDITIONS FOR THE
SIZING OF RECTANGULAR REINFORCED
CONCRETE SECTIONS

Summary The minimal cost problem of rectangular
reinforced concrete sections in bending according to
Eurocode 2 in the design variables section height and
reinforcing steel areas is stated. The Kuhn-Tucker op-
timality conditions are solved analytically, and 6 single
reinforcement solutions with concrete rupture, steel and
both, and one doubly reinforced with concrete rupture,
are obtained. Optimality regions for each solution in the
Cartesian plane ‘adimensionalised bending moment’–
‘economical efficiency ratio of concrete and steel’ are
identified and shown to be adjacent.

1. Introdução

As estruturas de betão armado são dimensionadas
tendo em vista a verificação do seu comportamento em
situações últimas e em situações de utilização. Para que
tal possa ser feito são necessárias equações constitutivas
que descrevam o comportamento dos materiais consti-
tuintes, nomeadamente o betão e o aço e também definir
as condições ou os limites para os quais estas condições
passam a ser violadas. Os eurocódigos estruturais têm
apresentado grandes evoluções nos últimos anos sendo
que o eurocódigo de betão EC2 de 2001 [1] apresenta
algumas diferenças nas relações constitutivas dos ma-
teriais, com implicações no dimensionamento, relativa-
mente à versão de 1998 [2]. Este código baseia-se no
código modelo de 1990 [3] que foi utilizado também co-
mo base para a elaboração de modelos de dimensiona-
mento de betão armado utilizados em diversos códigos
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Figura 1. Secção de betão armado, extensões e tensões

portugueses. A lei constitutiva do betão utilizada no
presente trabalho é a do EC2 de 1998 [2]. Esta lei coin-
cide com as novas definições do EC2, versão de 2001
[1], no caso de betões cuja classe de resistência se situe
entre o C12 e o C50, multiplicada pelo factor 1000/850.

Estes métodos de dimensionamento foram usados
pelos autores na optimização de secções rectangulares
de betão armado com utilização de processadores simbóli-
cos [4, 5] obtendo-se, nomeadamente, fórmulas expĺıci-
tas das armaduras óptimas. A optimização de secções
de betão armado em termos do dimensionamento de
secções foi tratada por [6] mediante uma base de da-
dos com variação de secções e de armaduras; o méto-
do é aplicado em flexão composta considerando uma
lei simplificada para o cálculo da resistência da secção.
B.L. Karihaloo et al. apresentam trabalhos sobre opti-
mização de estruturas de betão armado tendo em vista
a minimização do custo do betão, do aço e da cofragem
[7, 8, 9]; a flexão simples é tratada por uma lei sim-
plificada que traduz de forma anaĺıtica a resistência da
secção e a flexão desviada através de uma lei de inter-
acção entre os momentos flectores nas duas direcções.
B. Ceranic et al. [10] obtêm soluções de custo mı́nimo
de secções rectangulares de armadura simples e dupla
utilizando como lei constitutiva do betão o diagrama
de bloco de tensões constante no betão comprimido e
usando como variáveis de projecto as áreas de arma-
dura e a altura da secção. A lei de parábola rectângulo
é utilizada por [11] fazendo uso de uma função de pena-
lidade e algoritmos genéticos. I. Payá et al. [12] fazem a
optimização de pórticos de betão armado considerando
como restrições todas as verificações regulamentares de
estados limites últimos e de serviço variando as secções
dos elementos e armaduras; os métodos utilizados são
os da busca aleatória, do gradiente e metaheuŕısticos.

Neste trabalho formula-se e resolve-se simbolicamen-
te o problema de dimensionamento óptimo ao estado
último de uma secção rectangular de betão armado em
flexão pura. As variáveis de projecto consideradas são
a altura da secção e as áreas das armaduras inferior e
superior; a função objectivo do problema de óptimo é a
soma dos custos do aço e do betão. Por inclusividade, e
por convirem formas particulares adaptadas à resolução
simbólica do problema de optimização, apresenta-se a
dedução de fórmulas de cálculo, segundo o Eurocode 2,
do momento flector e do esforço axial (nulo). Estabe-
lecem-se as condições necessárias de optimalidade, um
sistema não linear de igualdades e desigualdades. Uti-
lizando um processador simbólico obtêm-se 7 soluções
anaĺıticas das condições de optimalidade para os casos
de armadura simples e dupla, com rotura pelo betão,
pelo aço e simultânea. A optimalidade destas soluções
é analisada, constatando-se que a solução óptima—fór-
mulas de cálculo das variáveis de projecto adimensio-
nalisadas e regime de rotura—é função de parâmetros
adimensionais derivados do custo e resistência do aço
e do betão, do momento flector, da altura máxima de
projecto e do recobrimento.

2. Problema de análise

2.1. Fórmulas de flexão da secção rectangular

Considere-se a secção de betão armado da Figura 1
de largura c e altura útil h. Definem-se a razão altu-
ra/largura η e o recobrimento adimensional r:

η =
h

c

r =
d

c
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A e A′ são as áreas das armaduras inferior e superior,
respectivamente, e definem-se os rácios de reforço:

ρ =
A

c2

ρ′ =
A′

c2

Denotam-se por σaR
e σbR

as tensões de rotura do
aço e do betão à tracção e compressão, repectivamente,
e define-se o quociente das resistências

β =
σaR

|σbR
| > 0 (1)

Sejam σ̂a(·) a função de resposta do aço, considerada
impar, e σ̂b(·) a função de resposta do betão, tomando o
valor 0 para extensões positivas. Definem-se as funções
de resposta adimensionais:

σ̃a(·) =
σ̂a(·)
σaR

σ̃b(·) =
σ̂b(·)
|σbR

|
A extensão das fibras longitudinais é ε = − ζ

R em
que ζ é a distância à linha neutra (↑, Figura 1) e R

é o raio de curvatura das fibras neutras. Seguindo um
procedimento usual para a flexão de vigas rectangula-
res de material de comportamento não linear derivam-
se seguidamente fórmulas de cálculo dos esforços em
função das extensões da armadura inferior εa e mı́ni-
ma do betão εb [15]. Da diferença das duas extensões
obtém-se o raio de curvatura

εa − εb =
a + b

R
⇒ R =

h

εa − εb

em que a e b são as distâncias à linha neutra da armadu-
ra inferior e máxima do betão à compressão (Figura 1),
calculando-se por:

a =
εa

εa − εb
h

b =
−εb

εa − εb
h

A distância da armadura superior à linha neutra é b−d

(Figura 1) e a sua extensão calcula-se por

ε′a = εb + (εa − εb)
r

η

O esforço axial é a resultante das tensões no betão
e nas armaduras

N =
∫

S−
σda + Fa + F ′a

em que S− é a parte da secção à compressão (Figura 1);
a resultante das tensões no betão calcula-se por

c

∫ b

0

σ(ζ)dζ = c

∫ εb

0

σ̂b(ε)
(
− h

εa − εb

)
dε

mediante a mudança de variável

ζ = − h

εa − εb
ε

e as resultantes das tensões nas armaduras inferior e
superior (Figura 1), respectivamente, por

Fa = Aσ̂a(εa)

F ′a = −A′σ̂a(−ε′a)

obtendo-se:

N = − ch

εa − εb

∫ εb

0

σ̂b(ε)dε + Aσ̂a(εa)−A′σ̂a(−ε′a) (2)

Define-se o esforço axial adimensional

N =
N

c2 |σbR
| (3)

que se calcula por:

N = − η

εa − εb

∫ εb

0

σ̃b(ε)dε + ρβσ̃a(εa)−

ρ′βσ̃a

(
−εb − (εa − εb)

r

η

)
(4)

O momento flector calcula-se, atendendo a que se
toma N = 0,

M = −
∫

S−
σ(ζ + a)da− (h− d) F ′a

e mediante a mesma mudança de variável que anterior-
mente, obtém-se:

M =
ch2

(εa − εb)2

(
−

∫ εb

0

σ̂b(ε)εdε + εa

∫ εb

0

σ̂b(ε)dε

)

+ (h− d)A′σ̂a

(
−εb − (εa − εb)

r

η

)
(5)

Define-se um momento adimensional

M =
M

c3 |σbR
| (6)

que se calcula por:

M =
η2

(εa − εb)2

(
−

∫ εb

0

σ̃b(ε)εdε + εa

∫ εb

0

σ̃b(ε)dε

)

+ (η − r) ρ′βσ̃a

(
−εb − (εa − εb)

r

η

)
(7)
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2.2. Particularização para o Eurocode 2

Em conformidade com o Eurocode 2 (EC2) [2] con-
sidera-se o aço elástico–perfeitamente plástico (E =
200GPa) e toma-se a função de resposta adimensional
do betão (“parábola–rectângulo”):

σ̃b(·) =





− 850
1000 se − 35

10 000 ≤ ε ≤ − 2
1000

850ε (1 + 250ε) se − 2
1000 ≤ ε ≤ 0

0 se 0 ≤ ε

Admitindo que o aço está no regime plástico

σ̃a (ε) = 1 ⇐ εc ≤ ε ≤ 1
100

em que εc = σaR

E é a extensão de cedência do aço e ad-
mitindo que o betão está no patamar horizontal do dia-
grama de tensão–deformação calculam-se os integrais:

∫ εb

0
σ̃b(ε)dε = − 17

20εb − 17
30 000∫ εb

0
σ̃b(ε)εdε = − 17

40ε2b + 17
60 000 000

}

⇐ − 35
10 000

≤ εb ≤ − 2
1000

Para os regimes do aço e betão assumidos o esforço
axial adimensional 4 calcula-se explicitamente por

N =
η

εa − εb

(
17
20

εb +
17

30 000

)
+ ρβ − ρ′β (8)

e o momento flector adimensional 7 por

M =
η2

(εa − εb)
2

(
17
40

ε2b − εa

(
17
20

εb +
17

30 000

)

− 17
60 000 000

)
+ (η − r) ρ′β (9)

em que, por hipótese, N = 0.

3. Problema de custo mı́nimo e condições de
optimalidade

3.1. Formulação do problema de óptimo

Toma-se para função de custo

C = Ca (A + A′) + Cb (h + d) c (10)

em que Ca e Cb são coeficientes de custo (económico ou
ambiental) do aço e do betão, respectivamente. Denota-
se por

α =
Ca

Cb
> 0 (11)

a razão dos custos e define-se um custo adimensional:

C =
C

c2Cb
(12)

= α (ρ + ρ′) + η + r

Define-se o problema de dimensionamento óptimo

C −→
η, ρ, ρ′

mı́n

sujeito à condições de esfoço axial nulo e momento não
inferior a um valor M0 prescrito

N = 0

M ≥ M0 > 0

aos constrangimentos laterais sobre as variáveis de pro-
jecto

η0 ≥ η > 0

ρ > 0

ρ′ ≥ 0

em que η0 é o valor máximo prescrito da razão altu-
ra/largura, aos constrangimentos laterais sobre as ex-
tensões da armadura inferior e do betão

εa ≤ εa ≤ ε̄a

εb ≤ εb ≤ ε̄b

em que, de acordo com o EC2, ε̄a = 1
100 e εb = − 35

10 000 ,
e decorrentes das hipóteses de regime do aço (plastifi-
cação) e do betão (patamar) εa = εc > 0 e ε̄b = − 2

1000 ,
e ainda às condições da armadura superior:

−ε̄a ≤ ε′a ≤ −εa

3.2. Condições de optimalidade

Define-se a função de Lagrange

L(εa, εb, η, ρ, ρ′, λ, ν, π, π′, µa, µb) =

= C + λN + ν(M −M0) + π(η − η0) + π′ρ′

+ µa(εa − ε̄a) + µb(εb − εb) (13)

nas variáveis de estado independentes εa e εb (ε′a é consi-
derada função destas), nas variáveis de projecto η > 0,
ρ > 0, e ρ′, e nos multiplicadores de Lagrange λ, ν,
π, π′, µa e µb. Por simplicidade de tratamento do pro-
blema e de lógica de interpretação das soluções não se
incluiram em 13 todos os constrangimentos do proble-
ma de óptimo. Constataremos que a condição de regime
do betão (patamar) apenas estabelece um limite supe-
rior do rácio de eficiências económicas. A condição de
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plastificação da armadura inferior não tem influência
directa na determinação da solução óptima e, por mo-
tivo de lógica deductiva decorrente das soluções obti-
das, apresenta-se como condição auxiliar na forma de
constrangimento à escolha do aço. Os constrangimentos
sobre a extensão da armadura superior têm apenas que
ser considerados numa solução, em que serão tratados
separadamente.

A condição de optimalidade de ponto sela nas va-
riáveis primais e duais é





L −→
εa, εb, η>0, ρ>0, ρ′

mı́n

L −→
λ, ν≤0, π≥0, π′≤0, µa≥0, µb≤0

máx

e as condições necessárias de optimalidade são as de
Kuhn-Tucker (K-T) na forma diferencial (Bazaraa et
al. [13])





∂L
∂εa

= 0
∂L
∂εb

= 0
∂L
∂η = 0
∂L
∂ρ = 0
∂L
∂ρ′ = 0
∂L
∂λ = 0
∂L
∂ν ≥ 0; ν ≤ 0; ν ∂L

∂ν = 0
∂L
∂π ≤ 0; π ≥ 0; π ∂L

∂π = 0
∂L
∂π′ ≥ 0; π′ ≤ 0; π′ ∂L

∂π′ = 0
∂L
∂µa

≤ 0; µa ≥ 0; µa
∂L
∂µa

= 0
∂L
∂µb

≥ 0; µb ≤ 0; µb
∂L
∂µb

= 0

(14-a)

um sistema de igualdades, de constrangimentos de de-
sigualdade e de sinal dos multiplicadores de Lagrange
e de não rigidez complementar, e as condições de in-
clusão:

{
η > 0
ρ > 0

(14-b)

O procedimento adoptado para a resolução simbóli-
ca do problema de optimização consiste na resolução
sucessiva do sistema de igualdades e condições de in-
clusão com as 25 combinações dos constrangimentos
saturados, ou multiplicadores de Lagrange correspon-
dentes nulos, e verificação da optimalidade das soluções
assim obtidas [14]. Tendo em vista a redução do núme-
ro de soluções a considerar fazem-se algumas hipóteses
sobre as soluções óptimas, não se analisando as combi-
nações consideradas implauśıveis. Nomeadamente, não
se considera necessário analisar soluções com momen-
to maior que o mı́nimo prescrito pelo que se utiliza o
sistema resolvente





∂L
∂εa

= λ ∂N
∂εa

+ ν ∂M
∂εa

+ µa = 0
∂L
∂εb

= λ∂N
∂εb

+ ν ∂M
∂εb

+ µb = 0
∂L
∂η = 1 + λ∂N

∂η + ν ∂M
∂η + π = 0

∂L
∂ρ = α + λ∂N

∂ρ = 0
∂L
∂ρ′ = α + λ∂N

∂ρ′ + ν ∂M
∂ρ′ + π′ = 0

∂L
∂λ = N = 0
∂L
∂ν = M −M0 = 0

(15-a)

de equações não lineares e desigualdades
{

η > 0
ρ > 0

(15-b)

havendo que verificar a condição de optimalidade com-
plementar à última igualdade em 15-a

ν ≤ 0 (16)

e as combinações relevantes das demais condições de
optimalidade





η − η0 ≤ 0; π ≥ 0; π(η − η0) = 0
ρ′ ≥ 0; π′ ≤ 0; π′ρ′ = 0
εa − ε̄a ≤ 0; µa ≥ 0; µa(εa − ε̄a) = 0
εb − εb ≥ 0; µb ≤ 0; µb(εb − εb) = 0

(17)

que, pela sua simplicidade, determinam a priori 4 va-
riáveis, calculando-se as 7 restantes mediante o sistema
resolvente 15. Destas últimas combinações não se con-
sideram plauśıveis aquelas em que nem o betão nem o
aço estejam no estado último determinado pelo EC2,
i.e., as combinações a analisar de regime dos materiais
são as de rotura pelo betão, pelo aço e simultânea.

3.3. Definições adicionais

Constataremos que a solução óptima é determinada
por três variáveis adimensionais que se introduzem nes-
te ponto. O quociente das razões de custo e resistência
é o rácio das eficiências económicas do betão e do aço

ξ =
α

β
(18)

=
|σbR |

Cb
σaR

Ca

que também se pode interpretar como rácio do custo
por resistência do aço e do betão:

ξ =
Ca

σaR

Cb

|σbR |
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Define-se o momento mı́nimo adimensional

M̃ =
M0

η2
0

(19)

=
M

ch̄2 |σbR
|

em que M é o momento flector mı́nimo e h̄ é a altura
máxima da secção.

Define-se finalmente o recobrimento adimensionali-
zado relativamente à altura máxima:

r̃ =
r

η0
(20)

=
d

h̄

4. Soluções de armadura simples

Investigam-se em primeiro lugar as soluções—que
constataremos serem 6—em que

ρ′ = 0

sendo necessário verificar a negatividade do multiplica-
dor de Lagrange correspondente:

π′ ≤ 0

Consideram-se sucessivamente os casos em que o
constrangimento sobre a altura é livre e saturado e,
para cada um destes, as 3 combinações plauśıveis dos
regimes do betão e do aço.

4.1. Altura inferior à máxima

Nestes casos verificar-se-á

η ≤ η0

e, pela condição de não rigidez complementar, é dado:

π = 0

4.1.1. Betão no estado último: Solução 1

Neste caso tomam-se
{

εb = − 35
10 000

µa = 0

sendo necessário verificar as condições de optimalidade:
{

µb ≤ 0
εa ≤ 1

100

As variáveis não pré-definidas calculam-se pelo sis-
tema resolvente 15 obtendo-se





η = 4913α+5940β
289 Z > 0

ρ = 17Z > 0
εa = 4913α−1200β

2040 000β

λ = −α
β < 0

ν = − 1
17βZ < 0

π′ = − (4913α−5940β)Z+289r
4913Z

µb = − 960 000
4913 βZ < 0

em que

Z =
√

17√
(4913α + 2970β)β

√
M0 > 0

tendo-se assinalado os sinais que se identificam imedia-
tamente por inspecção.

Das duas condições para este regime a 1.a verifica-
se trivialmente e a 2.a impõe o limite superior do rácio
das eficiências económicas:

εa ≤ 1
100

⇒ ξ ≤ 21 600
4913

' 4. 396 5 (21)

A condição de armadura simples impõe o limite in-
ferior ao recobrimento adimensional

π′ ≤ 0 ⇒ r ≥ −
√

17
289

4913α− 5940β√
β (4913α + 2970β)

√
M0

e para que este seja arbitrário basta que

r ≥ 0 ⇐ ξ ≥ 5940
4913

' 1. 209 (22)

e neste estudo toma-se este último valor, por simplici-
dade, consistência e verosimelhança, por limite inferior
do rácio das eficiências económicas. A condição de regi-
me plástico impõe uma restrição à selecção do aço ou,
alternativamente, o limite inferior de validade desta so-
lução

εa ≥ εc ⇒ ξ ≥ 1200
4913

+
120 000

289
εc

e para que este seja inferior ao anterior basta que a
tensão de rotura do aço seja inferior a 464. 71MPa.

A condição de dimensionamento livre da altura impõe
o limite superior ao momento:

η ≤ η0 ⇒ M̃ ≤ 4913
4913ξ + 2970

(4913ξ + 5940)2
(23)
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4.1.2. Aço e betão no estado último: Solução 2

Neste caso as variáveis de estado são dadas{
εa = 1

100

εb = − 35
10 000

sendo necessário verificar a congruência dos sinais dos
multiplicadores de Lagrange correspondentes:{

µa ≥ 0
µb ≤ 0

A solução do sistema resolvente 15 é





η = 540
17 Z > 0

ρ = 17
3

Z
β > 0

λ = −α
β < 0

ν = − 289α+1620β
16 380βZ < 0

π′ = − (13 362α−29 160β)M0+(26 299α+147 420β)rZ
9282M0

µa = 2000
41 769

4913α−21 600β
β Z

µb = 80 000
1547

17α−76β
β Z

em que (assinalaram-se os sinais identificados por ins-
pecção):

Z =
√

46 410
2730

√
M0 > 0

As condições de congruência dos sinais dos multipli-
cadores de Lagrange dos constrangimentos das variáveis
de estado estabelecem o limite inferior

µa ≥ 0 ⇒ ξ ≥ 21 600
4913

' 4. 396 5 (24)

observando-se que é o limite superior da solução 1, im-
posto pela condição complementar desta, e o limite su-
perior

µb ≤ 0 ⇒ ξ ≤ 76
17
' 4. 470 6 (25)

do rácio das eficiências económicas do betão e do aço
para os quais esta solução verifica as condições de K-T.

A condição complementar à armadura simples

π′ ≤ 0 ⇒ r ≥ −6
√

46 410
1547

2227α− 4860β

289α + 1620β

√
M0

está trivialmente verificada porque, para que o reco-
brimento seja um positivo arbitrário (o 2.o membro da
desigualdade anterior é negativo no intervalo):

r ≥ 0 ⇐ ξ ≥ 4860
2227

' 2. 182 3

O constrangimento sobre a altura impõe o limite
superior ao momento:

η ≤ η0 ⇒ M̃ ≤ 1547
9720

= 0. 159 16 (26)

4.1.3. Aço no estado último: Solução 3

Neste caso o sistema de igualdades é resolvido com
os dados
{

εa = 1
100

µb = 0

sendo necessário proceder as verificações:
{

µa ≥ 0
εb ≥ − 35

10 000

A solução é




η = 6 (17α + 20β) Z > 0
ρ = 17

1710
17α+10 260β

β Z > 0
εb = − 187α+3420β

272 000α

λ = −α
β

ν = − 1
102βZ < 0

π′ = − (102α−120β)Z+r
102Z

µa = 462 400α2

29 241β Z > 0

em que:

Z =
√

570√
4913α2 + 5930 280αβ + 3488 400β2

√
M0 > 0

A limitação da extensão do betão impõe o limite
inferior ao rácio das eficiências

εb ≥ − 35
10 000

⇒ ξ ≥ 76
17
' 4. 470 6 (27)

que se obteve como limite superior da solução 2 pela
condição complementar desta. O limite superior obtém-
se da condição adicional de que o betão esteja no pata-
mar

εb ≤ − 2
1000

⇒ ξ ≤ 1140
119

' 9. 579 8 (28)

que se toma, neste estudo, como limite superior do rácio
das eficiências económicas do betão e do aço.

A negatividade do multiplicador de Lagrange asso-
ciado ao dimensionamento da armadura superior impõe
o constrangimento ao recobrimento

π′ ≤ 0 ⇒ r ≥ −6 (17α− 20β)Z

constatando-se que está trivialmente verificado no in-
tervalo:

r ≥ 0 ⇐ ξ ≥ 20
17
' 1. 176 5
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À semelhança do que sucede nas soluções 1 e 2, a
condição de altura livre impõe o limite superior ao mo-
mento:

η ≤ η0 ⇒ M̃ ≤ 17
20 520

289ξ2 + 348 840ξ + 205 200
(17ξ + 20)2

(29)

4.2. Altura igual à máxima

Com o constrangimento de limite superior da altura
saturado

η = η0

é necessário verificar a positividade do multiplicador de
Lagrange correspondente:

π ≥ 0

4.2.1. Aço no estado último: Solução 4

O regime é o mesmo do caso anterior (solução 3),
com os dados
{

εa = 1
100

µb = 0

e as condições de optimalidade:
{

µa ≥ 0
εb ≥ − 35

10 000

A solução encontrada é




ρ = 17η0
300β

1500Z+1
100Z−1 > 0

εb = Z

λ = −α
β < 0

ν = − 160α
171β

1−100Z
η0

< 0
π = 1

3420
−(187+272 000Z)α−3420β

β

π′ = − 2α
171

91η0+8000(η0−r)Z+80r
η0

µa = 85α
513β

η0
1−100Z > 0

em que (assinalaram-se os sinais cuja verificação é ime-
diata):

Z =
1

100
−

√
1938η0

1000
√

17η2
0 − 40M0

< 0 ⇐ M̃ <
17
40
' 0. 425

O constrangimento sobre a extensão do betão esta-
belece o limite superior do momento para a validade
desta solução:

εb ≥ − 35
10 000

⇒ M̃ ≤ 1547
9720

' 0. 159 16 (30)

O limite inferior é estabelecido pela positividade do
multiplicador de Lagrange do constrangimento sobre a
altura

π ≥ 0 ⇒ M̃ ≥ 17
20 520

289ξ2 + 348 840ξ + 205 200
(17ξ + 20)2

(31)

intercepta o limite superior para ξ = 76
17 ' 4. 470 6 e

toma o valor mı́nimo para o limite superior do rácio de
eficiências estabelecido no caso anterior:

M̃ ≥ 17
192

' 0. 088 542 ⇐ ξ =
1140
119

A condição de betão no patamar está trivialmente ve-
rificada neste intervalo:

εb ≤ − 2
1000

⇒ M̃ ≥ 17
192

A solução de armadura simples é óptima para qual-
quer valor do recobrimento

π′ ≤ 0 ⇒ r̃ ≥ 1
80

91 + 8000Z

−1 + 100Z

atendendo a que o limite inferior é negativo no intervalo
de validade da solução:

r ≥ 0 ⇐ M̃ ≤ 1309
4104

' 0. 318 96

4.2.2. Aço e betão no estado último: Solução 5

Com a altura η = η0 e as extensões últimas
{

εa = 1
100

εb = − 35
10 000

dadas, o problema só tem solução para o momento

M̃ =
1547
9720

' 0. 159 16

e a solução das 6 igualdades das condições de K-T 14-a
é indeterminada nos multiplicadores de Lagrange:





ρ = 289
1620

η0
β > 0

λ = −α
β < 0

ν = ν

π = − 1
1620

289α+1620β
β − 1547

4860η0ν

π′ = −2α− β (η0 − r) ν

µa = 28 900
2187

α
β η0 + 68 000

6561 η2
0ν

µb = 108 800
2187

α
β η0 + 258 400

6561 η2
0ν
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A identificação do domı́nio de optimalidade da solu-
ção faz-se mediante as condições de sinal dos multipli-
cadores de Lagrange. Destas obtêm-se as desigualdades





π ≥ 0 ⇒ ν ≤ − 3
1547

289α+1620β
βη0

π′ ≤ 0 ⇒ ν ≥ − 2α
β(η0−r)

µa ≥ 0 ⇒ ν ≥ − 51α
40βη0

µb ≤ 0 ⇒ ν ≤ − 24α
19βη0

de que se conclui

− 2α

β (η0 − r)
< − 51α

40βη0
≤ ν ≤

mı́n
(
− 3

1547
289α + 1620β

βη0
, − 24α

19βη0

)
< 0

Das 1.a e 3.a desigualdades anteriores obtém-se o limite
inferior do rácio de eficiências

π ≥ 0
µa ≥ 0

}
⇒ ξ ≥ 21 600

4913
' 4. 396 5 (32)

e comparando os dois limites superiores obtêm-se os
intervalos do multiplicador de Lagrange:

− 51ξ

40η0
≤ ν ≤

{
− 3

1547
289ξ+1620

η0
se 4,396 5 ' 21 600

4913 ≤ ξ ≤ 76
17 ' 4,470 6

− 24ξ
19η0

se ξ ≥ 76
17 ' 4,470 6

Constata-se que os limites superiores são a particulari-
zação

(
M̃ = 1547

9720

)
das soluções 2 e 4, nos respectivos

intervalos de validade, e o limite inferior da solução 6
(adiante).

4.2.3. Betão no estado último: Solução 6

Os regimes do aço e do betão são os mesmos da
solução 1, assumindo-se

{
εb = − 35

10 000

µa = 0

e sujeito às verificações:

{
µb ≤ 0
εa ≤ 1

100

A solução é




ρ = 289η0
60(7+2000Z)β > 0

εa = Z

λ = −α
β

ν = − 17α
20βη0

7+2000Z
1+1700Z < 0

π = 682 907+334 084 000Z

68 000(4913η2
0−8910M0)Z+682 907η2

0−1532 520M0
αM0

β − 1
π′ = − α

20η0

34 000(η0+r)Z−79η0+119r
1+1700Z

µb = − 16 320 000αM2
0 η0

β
139+68 000Z

(246 985 200+70 567 200 000Z)M2
0−(562 206 150+233 465 760 000Z)

M0η2
0+(197 360 123+96 550 276 000Z)η4

0

em que:

Z =
289η2

0 − 840M0 +
√

17η2
0 (4913η2

0 − 11 880M0)
240 000M0

>

0 ⇐ M̃ <
2363
5880

' 0. 401 87

A extensão máxima do aço determina o limite infe-
rior do momento para esta solução

εa ≤ 1
100

⇒ M̃ ≥ 1547
9720

' 0. 159 16 (33)

e, no intervalo de validade, a negatividade do multi-
plicador de Lagrange associado à extensão máxima do
betão é estritamente verificada:

−340
729

αη0

β
≥ µb > −680

21
αη0

β
⇐ 1547

9720
≤ M̃ <

2363
5880

Da condição de optimalidade sobre o multiplicador
de Lagrange associado ao constrangimento de altura
obtém-se

π ≥ 0 ⇒ M̃ ≥ 4913
4913ξ + 2970

(4913ξ + 5940)2
(34)

e comparando este limite inferior com o anteriormente
obtido 33

M̃ ≥





4913 4913ξ+2970
(4913ξ+5940)2

se 1. 209 ' 5940
4913 ≤ ξ ≤ 21 600

4913

' 4. 396 5
1547
9720 ' 0. 159 16 se 4. 396 5 ' 21 600

4913 ≤ ξ ≤ 1140
119

' 9. 579 8

constata-se que o limite inferior do momento na solução
6 é os limites superiores das soluções 1, 2 e 4, nos res-
pectivos intervalos de validade do rácio das eficiências
económicas. O valor máximo deste limite ocorre no ex-
tremo inferior do intervalo:

M̃ ≥ 4913
15 840

' 0. 310 16 ⇐ ξ =
5940
4913

' 1. 209
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Da condição sobre o multiplicador de Lagrange as-
sociado à armadura superior obtém-se o limite inferior
do recobrimento

π′ ≤ 0 ⇒ r̃ ≥ 1− 2
289

√
83 521− 201 960M̃

e constata-se que, para que o recobrimento seja um po-
sitivo arbitrário, i.e., que a solução de armadura sim-
ples seja óptima independentemente do valor do reco-
brimento, basta que o momento seja inferior ao limite
calculado na penúltima equação:

r̃ ≥ 0 ⇐ M̃ ≤ 4913
15 840

' 0. 310 16

Do limite superior de admissibilidade do momento deduz-
se o limite superior (para admissibilidade da solução)
do recobrimento:

M̃ <
2363
5880

' 0. 401 87 ⇒ r̃ <
79
119

' 0. 663 87

Alternativamente, obtém-se da mesma condição de
optimalidade o limite superior do momento em função
do recobrimento

π′ ≤ 0 ⇒ M̃ ≤ 4913
47 520

(
3 + 2r̃ − r̃2

) ≥ 4913
15 840

(35)

observando-se que toma o valor mı́nimo para recobri-
mento nulo.

A condição de plastificação da armadura impõe a
restrição à selecção do aço

εc ≤
289− 840M̃ +

√
17

(
4913− 11 880M̃

)

240 000M̃

uma função decrescente do momento, observando-se que
para momentos inferiores ao valor mı́nimo do limite su-
perior de admissibilidade da solução (M̃ = 4913

15 840 '
0,310 16), e para o qual a solução de armadura simples
é óptima independentemente do valor do recobrimen-
to, a tensão de cedência do aço mı́nima é superior a
464,71MPa.

5. Solução de armadura dupla

5.1. Altura inferior à máxima

Argumenta-se que não é necessário analisar soluções
com altura livre: as soluções óptimas de altura livre ob-
tidas (1, 2 e 3) são de armadura simples; inversamente,
as soluções óptimas de armadura dupla serão de altura
constrangida.

5.2. Altura igual à máxima

Exploram-se as soluções com
{

π′ = 0
η = η0

sujeitas às condições de optimalidade:
{

ρ′ ≥ 0
π ≥ 0

5.2.1. Betão no estado último: Solução 7

Os regimes do aço e do betão são os mesmos da
solução anterior, tomando-se
{

εb = − 35
10 000

µa = 0

e sujeito às condições:
{

µb ≤ 0
εa ≤ 1

100

Neste caso o sistema de igualdades 15-a admite a
solução única, em que se assinalam os sinais identi-
ficáveis por inspecção (a positividade do reforço inferior
será analisada separadamente):




ρ =
47 520M0+4913(η2

0−2η0r−3r2)
47 520(η0−r)β

ρ′ =
47 520M0+4913(−3η2

0−2η0r+r2)
47 520(η0−r)β

εa = 79η0−119r
34 000(η0+r)

λ = −α
β < 0

ν = − 2α
(η0−r)β < 0

π = (47 520M0+4913(η2
0−2η0r−3r2))α−23 760(η0−r)2β

23 760(η0−r)2β

µb = − 115 600(η0+r)2α
29 403(η0−r)β < 0

Da positividade da área da armadura superior obtém-
se o limite inferior do momento

ρ′ ≥ 0 ⇒ M̃ ≥ 4913
47 520

(
3 + 2r̃ − r̃2

) ≥ 4913
15 840

(36)

que se comparará com o limite superior da solução 6,
obtido da condição complementar desta. A positividade
do reforço inferior verifica-se trivialmente no intervalo
de validade da solução, para todos os valores do reco-
brimento (0 ≤ r̃ < 1):

ρ ≥ 0 ⇒ M̃ ≥ 4913
47 520

(−1 + 2r̃ + 3r̃2
)

<

4913
47 520

(
3 + 2r̃ − r̃2

)
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A 2.a condição de optimalidade deste parágrafo im-
põe um limite inferior ao momento e constata-se que
decorre da 1. a

ρ′ ≥ 0 ⇒ π ≥ 0

se

ξ ≥ 5940
4913

1− r̃

1 + r̃
≤ 5940

4913
' 1. 209

no intervalo do rácio de eficiências em consideração.
A extensão no aço da armadura inferior é uma fun-

ção decrescente do recobrimento, sempre inferior à últi-
ma:

εa =
79− 119r̃

34 000 (1 + r̃)
≤ 79

34 000
' 2. 323 5× 10−3 <

1
100

Nesta solução a selecção do aço está condicionada
ao valor máximo da extensão de cedência

εc ≤ 79− 119r̃

34 000 (1 + r̃)
≤ 79

34 000

determinado pelo valor do recobrimento, exclusivamen-
te. O valor máximo da tensão de rotura do aço é de 464.

71MPa, que corresponde a r̃ = 0. A condição de plas-
tificação da armadura inferior pode, equivalentemente,
ser formulada como restrição ao recobrimento

εc ≤ εa ⇒ r̃ ≤ 1
17

79− 34 000εc

7 + 2000εc
<

79
119

' 0. 663 87

observando-se que para o limite superior de admissi-
bilidade do recobrimento se tem o limite inferior do
momento

M̃ ≥ 2363
5880

' 0. 401 87 ⇐ r̃ =
79
119

' 0. 663 87

que se constata ser o limite superior de admissibilidade
da solução 6, para o mesmo valor do recobrimento.

Resta verificar a condição de plastificação da arma-
dura superior

ε′a = − 1
34 000

119− 79r̃

1 + r̃
≤ −εc

e, atendendo ao limite superior da extensão de cedência
determinado pela extensão máxima na armadura infe-
rior, esta condição verificar-se-á sempre desde que

r̃ ≤ 20
79
' 0. 253 16

o que é concordante com os valores usuais do recobri-
mento. A condição de limite inferior da extensão da
armadura superior está trivialmente verificada.

5.2.2. Aço e betão no estado último

Neste caso o sistema de igualdades 15-a admite uma
solução única em que

µa = −1700αη0

6561β

29η0 + 51r

η0 − r
< 0

o que viola a condição de optimalidade µa ≥ 0, reflec-
tindo a impossibilidade de extensão máxima da arma-
dura inferior na solução 6, de que o caso presente é uma
situação extrema, previsivelmente inadmisśıvel.

5.2.3. Aço no estado último

Também neste caso o sistema de igualdades 15-a
tem uma solução única, com

εb = − 1
8000

91 + 80r̃

1− r̃

constatando-se que, para toda a gama de recobrimentos
admisśıveis,

εb ≤ − 91
8000

' −0. 01137 5 < − 35
10 000

a condição de limite inferior da extensão do betão é vio-
lada, e a solução é inadmisśıvel.

6. Regiões de optimalidade das soluções

Apresentam-se na Figura 2 os domı́nios de optima-
lidade das soluções obtidas no plano ξ (rácio das efi-
ciências económicas do betão e do aço) M̃ (momen-
to flector adimensionalisado) e assinala-se a numeração
das equações que delimitam a optimalidade de cada
uma. Na Figura 3 mostram-se, no mesmo plano, as re-
giões em que a solução é de armadura dupla (solução
7, com altura a máxima admisśıvel) e simples (1–6),
as anteriores em que a altura é a máxima admisśıvel
(η = η0, soluções 4–6) e em que a altura óptima é cal-
culada (η < η0, soluções 1–3) e ainda os regimes últi-
mos, de rotura pelo betão (soluções 1, 6 e 7), pelo aço
(3 e 4) e simultânea (2 e 5). As soluções 4–6 são coinci-
dentes com o dimensionamento corrente (da armadura)
de acordo com o EC2 podendo ser óptimas, ou não, nos
casos em que a solução óptima se obtém reduzindo a al-
tura (soluções 1–3). Com a solução 7 podem calcular-se
a área total das armaduras e a sua distribuição óptima
e constata-se—o que não deixa de ser interessante em
si mesmo—que é independente de factores de custo.

Foi verificada a continuidade das variáveis de pro-
jecto em toda a gama de parâmetros; os multiplicadores
de Lagrange são cont́ınuos com excepção das desconti-
nuidades decorrentes da indeterminação assinalada na
solução 5.
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Figura 2. Mapa dos domı́nos de optimalidade das soluções
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Figura 3. Caracterização das soluções óptimas

A delimitação das soluções 6 e 7 é determinada pelo
valor do recobrimento, com os extremos M̃ = 4913

15 840 '
0. 310 16, abaixo do qual a solução óptima é sempre de
armadura simples, e M̃ = 2363

5880 ' 0. 401 87 acima do
qual de armadura dupla. Neste intervalo a selecção do
aço está condicionada a uma tensão de cedência com-
preendida entre 464. 71 MPa e 0. Inversamente, se escol-
hido o aço, o recobrimento máximo pode ser calculado
pela fórmula apresentada na solução 7.

7. Exemplos

7.1. Exemplo 1

Neste exemplo comparam-se as soluções (óptimas
em ambos os casos) para dois valores distintos do rácio
das eficiências económicas do betão e do aço, ξ = 8 e

ξ = 4. Tomou-se o quociente das resistências de aço/betão
β = 15 e as a razões dos custos destes materiais α = 120
e α = 60, amplitude de variação facilmente justificável
pela variação apenas do custo do aço para armadu-
ras no passado recente. A razão máxima altura/largura
é η0 = 2 e o recobrimento adimensional é r̃ = 0,05.
Para valores crescentes do momento adimensional M̃ ,
no caso ξ = 8, a solução óptima é, sucessivamente, 3 –
4 (rotura pelo aço) – 6 – 7 (rotura pelo betão), como
se pode inferir directamente por análise da Figura 2.
No caso ξ = 4 temos a sucessão 1 – 6 – 7 (rotura pe-
lo betão). Na Figura 4 mostra-se o custo adimensional
C da secção em ambos os casos. As quantidades de
armadura ρ + ρ′ em ambos os casos está representa-
da na Figura 5, observando-se que são diferentes para
M̃ < 0,169 70. Com ξ = 4, para momentos inferiores ao
indicado, a secção óptima é de altura inferior à máxima,
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Figura 5. Exemplo 1: Armadura ρ+ρ′ vs momento M̃

i.e., η < 2 e o regime é de rotura pelo betão. Para ξ = 8
há redução de altura apenas para M̃ < 0,102 62, com
rotura pelo aço para M̃ ≤ 0,159 16. À maior quantidade
de armadura com ξ = 4 para M̃ < 0,169 70 está asso-
ciada uma altura óptima inferior (não representada), o
que é expectável por ξ = 4 corresponder a uma menor
eficiência económica do betão comparativamente com
ξ = 8, ou, inversamente, uma maior eficiência compa-
rativa do aço. Para M̃ ≥ 0,169 70 as soluções (6 e 7) são
idênticas (excepto o custo, Figura 4) com rotura pelo
betão e armadura dupla para M̃ ≥ 0,320 24.

7.2. Exemplo 2

Neste exemplo investiga-se a dependência da solução
óptima num dos parâmetros de constrangimento, o va-
lor máximo da razão altura/largura η0. Tomou-se um
betão da classe C30 com tensão de rotura (de projec-
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Figura 6. Exemplo 2: Custo C vs altura máxima η0

to) |σbR
| = 20 MPa e um aço de designação S400 com

tensão de rotura σaR = 348 MPa. O quociente das re-
sistências é β = 17,4 e com a razão do custo aço/betão
α = 121,8 (aproximativa) obtém-se o rácio das efi-
ciências económicas ξ = 7. O momento flector vale
M = 100 kN ·m e tomaram-se para largura e recobri-
mento c = 0,25m e d = 0,0125m, respectivamente. Na
Figura 6 representa-se o custo adimensional C da secção
em função da altura adimensional η0 para as soluções
óptimas, a solução 7 (rotura pelo betão com repartição
óptima das armaduras) no intervalo [0,5 , 0,999 61], so-
lução 6 (rotura pelo betão) no intervalo [0,999 61 , 1.

418 0], solução 4 (rotura pelo aço) no intervalo [1,418 0,

1,674 6] e solução 3 (rotura pelo aço com altura e ar-
madura óptimas) no intervalo [1. 674 6 , 2]. Constata-se
que a secção mais económica é a que corresponde à so-
lução 3, com altura η = 1. 674 6 (h = 0,418 65m) e
armadura ρ = 1. 190 7× 10−2 (A = 7. 441 9× 10−4 m2)
para um custo adimensional de C = 3. 174 9.
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