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Resumen Formula-se o problema de custo minimo de
secgoes rectangulares de betao armado a flexao segundo
o Eurocode 2 nas varidveis de dimensionamento altu-
ra da seccdo e drea das armaduras. As condigoes de
optimalidade de Kuhn-Tucker sao resolvidas simbolica-
mente, obtendo-se 6 solugoes de armadura simples com
rotura pelo betao, pelo ago e simultanea, e uma solucao
de armadura dupla com rotura pelo betao. Identificam-
se as regices de optimalidade, que se mostra serem ad-
jacentes, de cada uma das solucoes no plano Cartesiano
dos parametros ‘momento adimensional’—‘racio das efi-
ciéncias econémicas do betao e do ago’.
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ANALYTICAL SOLUTIONS OF THE
OPTIMALITY CONDITIONS FOR THE
SIZING OF RECTANGULAR REINFORCED
CONCRETE SECTIONS

Summary The minimal cost problem of rectangular
reinforced concrete sections in bending according to
Eurocode 2 in the design variables section height and
reinforcing steel areas is stated. The Kuhn-Tucker op-
timality conditions are solved analytically, and 6 single
reinforcement solutions with concrete rupture, steel and
both, and one doubly reinforced with concrete rupture,
are obtained. Optimality regions for each solution in the
Cartesian plane ‘adimensionalised bending moment’—
‘economical efficiency ratio of concrete and steel’ are
identified and shown to be adjacent.

1. Introducao

As estruturas de betdo armado sdo dimensionadas
tendo em vista a verificacdo do seu comportamento em
situacoes tltimas e em situagoes de utilizagao. Para que
tal possa ser feito sdo necessérias equagoes constitutivas
que descrevam o comportamento dos materiais consti-
tuintes, nomeadamente o betao e o ago e também definir
as condigoes ou os limites para os quais estas condigoes
passam a ser violadas. Os eurocédigos estruturais tém
apresentado grandes evolugoes nos tdltimos anos sendo
que o eurocéddigo de betdo EC2 de 2001 [1] apresenta
algumas diferencas nas relagoes constitutivas dos ma-
teriais, com implicagoes no dimensionamento, relativa-
mente & versdo de 1998 [2]. Este cédigo baseia-se no
c6digo modelo de 1990 [3] que foi utilizado também co-
mo base para a elaboragao de modelos de dimensiona-
mento de betao armado utilizados em diversos codigos
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Figura 1. Seccao de betao armado, extensoes e tensoes

portugueses. A lei constitutiva do betao utilizada no
presente trabalho é a do EC2 de 1998 [2]. Esta lei coin-
cide com as novas definicoes do EC2, versao de 2001
[1], no caso de betdes cuja classe de resisténcia se situe
entre o C12 e o C50, multiplicada pelo factor 1000/850.

Estes métodos de dimensionamento foram usados
pelos autores na optimizacao de seccoes rectangulares
de betao armado com utilizagao de processadores simbdli-
cos [4, 5] obtendo-se, nomeadamente, férmulas explici-
tas das armaduras éptimas. A optimizacao de secgoes
de betao armado em termos do dimensionamento de
seccoes foi tratada por [6] mediante uma base de da-
dos com variacao de secgoes e de armaduras; o méto-
do é aplicado em flexao composta considerando uma
lei simplificada para o célculo da resisténcia da seccao.
B.L. Karihaloo et al. apresentam trabalhos sobre opti-
mizagao de estruturas de betao armado tendo em vista
a minimizagao do custo do betao, do aco e da cofragem
[7, 8, 9]; a flexdo simples é tratada por uma lei sim-
plificada que traduz de forma analitica a resisténcia da
seccao e a flexao desviada através de uma lei de inter-
accao entre os momentos flectores nas duas direccoes.
B. Ceranic et al. [10] obtém solugdes de custo minimo
de seccoes rectangulares de armadura simples e dupla
utilizando como lei constitutiva do betao o diagrama
de bloco de tensoes constante no betao comprimido e
usando como varidveis de projecto as dreas de arma-
dura e a altura da secg@o. A lei de pardbola rectangulo
é utilizada por [11] fazendo uso de uma fungao de pena-
lidade e algoritmos genéticos. I. Pay4 et al. [12] fazem a
optimizagao de porticos de betao armado considerando
como restri¢oes todas as verificagbes regulamentares de
estados limites 1ltimos e de servico variando as secgoes
dos elementos e armaduras; os métodos utilizados sao
os da busca aleatéria, do gradiente e metaheuristicos.

Neste trabalho formula-se e resolve-se simbolicamen-
te o problema de dimensionamento 6ptimo ao estado
ultimo de uma secgao rectangular de betao armado em
flexdo pura. As varidveis de projecto consideradas sao
a altura da secgao e as areas das armaduras inferior e
superior; a fungao objectivo do problema de éptimo é a
soma dos custos do aco e do betao. Por inclusividade, e
por convirem formas particulares adaptadas a resolucao
simbdlica do problema de optimizagao, apresenta-se a
dedugao de féormulas de célculo, segundo o Eurocode 2,
do momento flector e do esforgo axial (nulo). Estabe-
lecem-se as condigoes necesséarias de optimalidade, um
sistema nao linear de igualdades e desigualdades. Uti-
lizando um processador simbdlico obtém-se 7 solugoes
analiticas das condigoes de optimalidade para os casos
de armadura simples e dupla, com rotura pelo betao,
pelo aco e simultanea. A optimalidade destas solucoes
é analisada, constatando-se que a solu¢ao éptima—ior-
mulas de calculo das varidveis de projecto adimensio-
nalisadas e regime de rotura—é funcao de parametros
adimensionais derivados do custo e resisténcia do aco
e do betao, do momento flector, da altura méaxima de
projecto e do recobrimento.

2. Problema de anilise
2.1. Férmulas de flexao da secgao rectangular

Considere-se a seccao de betao armado da Figura 1
de largura c e altura ttil h. Definem-se a razao altu-
ra/largura 7 e o recobrimento adimensional 7:

']7:

alxols
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A e A’ sdo as dreas das armaduras inferior e superior,
respectivamente, e definem-se os racios de reforgo:

A
Pzg
AI

’_
P—g

Denotam-se por o, € oy, as tensoes de rotura do
aco e do betao a tracgao e compressao, repectivamente,
e define-se o quociente das resisténcias

Oagn
= 1
B b ] >0 (1)

Sejam 6,(+) a fungdo de resposta do ago, considerada
impar, e 6,(+) a funcdo de resposta do betao, tomando o
valor 0 para extensOes positivas. Definem-se as fungoes
de resposta adimensionais:

Oar
N0
0 = o

A extensdo das fibras longitudinais é ¢ = f% em

que ¢ é a distancia a linha neutra (7, Figura 1) e R
é o raio de curvatura das fibras neutras. Seguindo um
procedimento usual para a flexao de vigas rectangula-
res de material de comportamento nao linear derivam-
se seguidamente férmulas de cédlculo dos esforgos em
fungao das extensoes da armadura inferior €, e mini-
ma do betdo €, [15]. Da diferenga das duas extensoes
obtém-se o raio de curvatura

b h
a+ ~ R—

€a — € =
€a — €p

em que a e b sdo as distancias & linha neutra da armadu-
ra inferior e méxima do betao & compressao (Figura 1),
calculando-se por:

€a

a= h
€a — €p
—6

b= h
€a — €p

A distancia da armadura superior a linha neutra é b—d
(Figura 1) e a sua extensao calcula-se por

r
!/
€, =€+ (€a —€p) —

O esforgo axial é a resultante das tensoes no betao

e nas armaduras

N = oda+ F, + F)

S—

em que S~ é a parte da seccao & compressao (Figura 1);
a resultante das tensoes no betao calcula-se por

c/oba(c;)dc; _ c/oeb Gu(6) <—6a fq) de

mediante a mudanga de variavel
h
(=~

€a — €p
e as resultantes das tensoes nas armaduras inferior e
superior (Figura 1), respectivamente, por

€

F, = Ab.(€q)
Fo=—-A'64(—¢,)

obtendo-se:

ch
€a — €p

N =—

Kf@@&+mu@’@<¢)@

Define-se o esforco axial adimensional

v M (3)

2 |obg|

que se calcula por:

N— /“@@&+wam%
0

€a €p
0/ 864 | —€» — (€q — €) — 4
a < b ( b) 77) ( )

O momento flector calcula-se, atendendo a que se
toma N = 0,

Mz—/_J(C—l—a)da—(h—d)F;

e mediante a mesma mudanca de variavel que anterior-
mente, obtém-se:

(Eac_hib)z (— /OEb Gp(e)ede + €, /OEb &b(G)d€>

+m—@wm(%ww%—m;>(a

Define-se um momento adimensional

M:

M

P loug

(6)

que se calcula por:

M= (eaiw (— /: &b(e)ede-i-ea/osb 5b(e)d6)
t-no.(-a-(@-a)l) O
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2.2. Particularizacao para o Eurocode 2

Em conformidade com o Eurocode 2 (EC2) [2] con-
sidera-se o ago eldstico—perfeitamente pléstico (E =
200GPa) e toma-se a fungao de resposta adimensional
do betao (“pardbola-rectangulo”):

850 35 2
~ 1000 8¢ — 15000, = € < ~ 1000
a5(-) = < 850€ (14 250€) se  —1o5 < €<0
0 se 0<e

Admitindo que o ago estd no regime plastico

. 1
Ua(€>:1<260§6§ﬁ

g 2, ~ ~ .
em que €, = —£ ¢ a extensao de cedéncia do ago e ad-

mitindo que o betao estd no patamar horizontal do dia-
grama de tensao—deformacao calculam-se os integrais:

foEb op(€)de = _177)517 - 3010700 }
€h ~ 1 1
fo ap(€)ede = _4%62 + 6000(7)000
35 2
= < < ——
10000 = = " 1000

Para os regimes do aco e betao assumidos o esforco
axial adimensional 4 calcula-se explicitamente por
17 17
U ( N

N = —e+ ——
€a —€» \ 20 30000

)+ 05- 0 (®)

e o momento flector adimensional 7 por

2
n 17, 17 17
{\/1 = - —_ — €q _— _—
(a6 (40617 ‘ (20“ 30000

17 ,
_60000000> +m=rps ()

em que, por hipdtese, N = 0.

3. Problema de custo minimo e condigoes de
optimalidade

3.1. Formulagao do problema de éptimo

Toma-se para fungao de custo
C=C,(A+A)+Cy(h+d)c (10)

em que C, e Cy sdo coeficientes de custo (econémico ou
ambiental) do aco e do betéo, respectivamente. Denota-
se por

C

e 11
! Cb>0 (11)

a razao dos custos e define-se um custo adimensional:
C
C=—— 12
20, (12)

=alp+p)+n+r
Define-se o problema de dimensionamento 6ptimo

C — min
n,p,p

sujeito a condicoes de esfogo axial nulo e momento nao
inferior a um valor My prescrito

N=0
M >My>0

aos constrangimentos laterais sobre as varidveis de pro-
jecto

no=n>0

p>0

p'>0

em que 7y ¢ o valor maximo prescrito da razao altu-

ra/largura, aos constrangimentos laterais sobre as ex-
tensbes da armadura inferior e do betao

€ S €0 < €

€ <€ < 6

em que, de acordo com o EC2, €, = ﬁ ee = —%,
e decorrentes das hip6teses de regime do ago (plastifi-
cagdo) e do betdo (patamar) e, =€, > 0e & =

e ainda as condi¢oes da armadura superior:

__2
1000

— /
—€q <€, < —¢,

3.2. Condigoes de optimalidade

Define-se a fungao de Lagrange

L(ea, €41, py p's A v, T, ' fhay i) =
=C+ AN +v(M — Mo) +m(n — o) +'p/
+ Na(ﬁa - Ea) + /‘b(ﬁb - Eb) (13)

nas varigveis de estado independentes €, e €, (€/, é consi-
derada funcao destas), nas varidveis de projecto 1 > 0,
p > 0, e p/, e nos multiplicadores de Lagrange )\, v,
m, ', W € pp. Por simplicidade de tratamento do pro-
blema e de légica de interpretacao das solugoes nao se
incluiram em 13 todos os constrangimentos do proble-
ma de éptimo. Constataremos que a condicao de regime
do betao (patamar) apenas estabelece um limite supe-
rior do réacio de eficiéncias econémicas. A condicao de
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plastificacao da armadura inferior nao tem influéncia
directa na determinacao da solucao 6ptima e, por mo-
tivo de légica deductiva decorrente das solugoes obti-
das, apresenta-se como condi¢ao auxiliar na forma de
constrangimento & escolha do ago. Os constrangimentos
sobre a extensao da armadura superior tém apenas que
ser considerados numa solugao, em que serao tratados
separadamente.

A condigdo de optimalidade de ponto sela nas va-
ridveis primais e duais é

L — min
€a, €5, n>0, p>0, p’

— max

A, v<0, 720, 7' <0, e >0, up <O

e as condigoes necessarias de optimalidade sao as de
Kuhn-Tucker (K-T) na forma diferencial (Bazaraa et

al. [13])

oL
De, =0

oL _ g

%

g——O

g— 0

Bp’_o

‘li:() (14-a)
oL >0, v<0o; v2 =0
g—frg(), > 0; ﬂ'aﬁ—O
67320;7r<0 ﬂ’gL,:0
8‘9;<O,ua>0ua%,J =0
aﬂb*0“b<oﬂb3#b 0

um sistema de igualdades, de constrangimentos de de-
sigualdade e de sinal dos multiplicadores de Lagrange
e de nao rigidez complementar, e as condigoes de in-
clusao:

n>0
{ p>0
O procedimento adoptado para a resolucao simbéli-

ca do problema de optimizagao consiste na resolucao
sucessiva do sistema de igualdades e condicoes de in-
clusao com as 2° combinacdes dos constrangimentos
saturados, ou multiplicadores de Lagrange correspon-
dentes nulos, e verificagao da optimalidade das solugoes
assim obtidas [14]. Tendo em vista a reducao do nime-
ro de solugoes a considerar fazem-se algumas hipdteses
sobre as solucgoes 6ptimas, nao se analisando as combi-
nagoes consideradas implausiveis. Nomeadamente, nao
se considera necessario analisar solugoes com momen-
to maior que o minimo prescrito pelo que se utiliza o

(14-b)

sistema resolvente

?% A§$+Vg]y+ua20

ey /\aeb+yasb+“bzo

oL —1—|—/\ —|-7T—0

‘g’z —a—i—)\ap 0 (15-a)

oL LM _

o —a—l—)\ap, Vo =0

oL =N =

p=N=

zTﬁ =M - M=
de equagoes nao lineares e desigualdades

n>0

15-b

{p>0 (15-0)

havendo que verificar a condicao de optimalidade com-
plementar a ultima igualdade em 15-a

v<0 (16)

e as combinagoes relevantes das demais condigoes de
optimalidade

n—10<0; ©>0; m(n—m)=0
p = 0; ' <0; 7'p =0
€a—€a§0§ua20;l~ta( 7) 0
e — € > 05 up <05 ppler — ) =

(17)

que, pela sua simplicidade, determinam a priori 4 va-
ridveis, calculando-se as 7 restantes mediante o sistema
resolvente 15. Destas ultimas combinagoes nao se con-
sideram plausiveis aquelas em que nem o betdao nem o
aco estejam no estado ultimo determinado pelo EC2,
i.e., as combinacoes a analisar de regime dos materiais
sao as de rotura pelo betao, pelo aco e simultanea.

3.3. Definicoes adicionais

Constataremos que a solucao 6ptima é determinada
por trés variaveis adimensionais que se introduzem nes-
te ponto. O quociente das razoes de custo e resisténcia
é o racio das eficiéncias econdmicas do betao e do ago

£= (18)

e

‘UbR|
Cy
O'aR
Ca

que também se pode interpretar como ricio do custo
por resisténcia do aco e do betao:
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Define-se 0 momento minimo adimensional
~ M 4913045940
M== (19)  (n="25"E2>0
o p=17Z>0
M _ 49130-12008
== €a = T30400003
ch? |op,, | A=-5<0
_ 1
em que M é o momento flector minimo e h é a altura 15z < 0
(. - ;_ (49130—59408) Z+289r
maxima da secgao. == 4913Z
Define-se finalmente o recobrimento adimensionali- py = —28999037 < 0
zado relativamente & altura maxima:
em que
T
F=— (20)
o
d val
_ ¢ = /My >0
h \/(491304 + 29706

4. Solugoes de armadura simples

Investigam-se em primeiro lugar as solugoes—que
constataremos serem 6—em que

p'=0

sendo necessario verificar a negatividade do multiplica-
dor de Lagrange correspondente:

7 <0

Consideram-se sucessivamente 0s casos em que o
constrangimento sobre a altura é livre e saturado e,
para cada um destes, as 3 combinagoes plausiveis dos
regimes do betao e do aco.

4.1. Altura inferior & méxima

Nestes casos verificar-se-4

1< 1o
e, pela condigdo de nao rigidez complementar, é dado:

T=20

4.1.1.  Betdo no estado ultimo: Solugdo 1

Neste caso tomam-se
_ .35
€ = T 10000
Mo =0
sendo necessario verificar as condigoes de optimalidade:
{Mb <0
1
€q < 100

As varidveis nao pré-definidas calculam-se pelo sis-
tema resolvente 15 obtendo-se

tendo-se assinalado os sinais que se identificam imedia-
tamente por inspecgao.

Das duas condigbes para este regime a 1.% verifica-
se trivialmente e a 2. impode o limite superior do racio
das eficiéncias econémicas:

1 21600
< — <
€a = {013

~ 4.3965 (21)

A condigao de armadura simples impoe o limite in-
ferior ao recobrimento adimensional

V17 4913a — 594008
289 /B (4913 + 29703)

JiT

T <0=>r>—

e para que este seja arbitrario basta que

5940

T>O<:£ZM_1209 (22)
e neste estudo toma-se este ultimo valor, por simplici-
dade, consisténcia e verosimelhancga, por limite inferior
do récio das eficiéncias econémicas. A condicao de regi-
me plastico impoe uma restricao a selecgao do ago ou,
alternativamente, o limite inferior de validade desta so-
lugao

1200

e 120000
= 4913

€q = €c 989 €c

e para que este seja inferior ao anterior basta que a
tensao de rotura do ago seja inferior a 464. 71 MPa.

A condigao de dimensionamento livre da altura impoe
o limite superior ao momento:

4913¢ + 2970

<mo= M<4913—— =T
=1 = 7 (4913¢ + 5940)°
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4.1.2.  Acgo e betdo no estado ultimo: Solu¢do 2

Neste caso as varidveis de estado sao dadas

_ 1
€a = 100
35

€ = T 10000
sendo necessario verificar a congruéncia dos sinais dos
multiplicadores de Lagrange correspondentes:

Ha =0
Hy <0

A solugdo do sistema resolvente 15 é

n= %Z >0
_ 17z
p = 33 >0
A=—-2<0
_ 2890+16203
Toasogz <0
; (13362a—291608) Mo+ (26 299+ 147 4208)rZ
== 92820,
0
_ 2000 49130216005
@ T 4760 &
_ 80000 17a—
=S5 — 5 4

em que (assinalaram-se os sinais identificados por ins-
pecgao):

V46410
7= 9730 VMo >0
As condicoes de congruéncia dos sinais dos multipli-
cadores de Lagrange dos constrangimentos das variaveis
de estado estabelecem o limite inferior

21600
4913
observando-se que é o limite superior da solugao 1, im-
posto pela condi¢ao complementar desta, e o limite su-

perior

fa > 0=& >

~ 4.3965 (24)

76
0= €< > 4.4706 (25)

do récio das eficiéncias econémicas do betao e do aco
para os quais esta solucao verifica as condigoes de K-T.
A condi¢do complementar & armadura simples

6146 410 2227a — 4860
NG
1547 289ar + 162083

estd trivialmente verificada porque, para que o reco-
brimento seja um positivo arbitrério (o 2.° membro da
desigualdade anterior é negativo no intervalo):

4860
>0«=€&> —— ~2.1823
r20e82 007
O constrangimento sobre a altura impoe o limite

superior ao momento:

m<0=r>-—

—~ 1547
< M< —=0.1591 2
n<no=>M< 9730 0.15916 (26)

4.1.3.  Ac¢o no estado dltimo: Solugao 3

Neste caso o sistema de igualdades é resolvido com
os dados

1
€a = 100
My =

sendo necessario proceder as verificagoes:

{ua >0
35
€ 2 ~ 15000

O

A solugao é

n=06(17a+208) Z > 0
p— 1%0 17a+102608 57 ()

_ 1870+34208
€ = 272 000

— _a

5y

V= —1o357 <0

r _ (102a—1208)Z+r
" 162400 2z
Ha = 29241% Z>0

em que:

;o V570
/491302 1 5930 28003 + 3488 40032

VMo >0

A limitagao da extensao do betao impde o limite
inferior ao racio das eficiéncias

35 76
= &> 2 ~4.4706 (27)

>_ T
= 710000 17

que se obteve como limite superior da solugao 2 pela
condi¢ao complementar desta. O limite superior obtém-
se da condigao adicional de que o betao esteja no pata-
mar

2 1140
< - =< ~ 9.5798 28
— 1000 = 119 (28)

€b

que se toma, neste estudo, como limite superior do racio
das eficiéncias econémicas do betao e do aco.

A negatividade do multiplicador de Lagrange asso-
ciado ao dimensionamento da armadura superior impoe
o constrangimento ao recobrimento

7 <0=r>—6(17a —208)Z

constatando-se que estd trivialmente verificado no in-
tervalo:

20
>0 > — ~1.1765
rzl0ecz g
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A semelhanca do que sucede nas solucoes 1 e 2, a
condicao de altura livre impoe o limite superior ao mo-
mento:

— 17 280€2 + 348 840¢ + 2052
< < 7 289¢2 4 3488 ogt 05200
20520 (17€ + 20)
(29)

4.2. Altura igual & maxima

Com o constrangimento de limite superior da altura
saturado

n="o

é necessario verificar a positividade do multiplicador de
Lagrange correspondente:

>0
4.2.1.  Aco no estado ultimo: Solugdo 4

O regime é o mesmo do caso anterior (solugao 3),
com os dados

_ 1
s
=0

e as condigoes de optimalidade:

{ua >0
35
€ 2 ~ 15000

A solugéo encontrada é

_ 1710 1500Z+1
P = 3008 10021 > 0
€p = 7
A= —% <0
__ 160a 1-100Z
V=105 o <0
_ 1 —(18742720002)a—34203
T = 3120
a = _ 2a 91n9+8000(no—1) Z+80r
gt "
— [e] 7o
ta = 51353 7=1002 > 0

em que (assinalaram-se os sinais cuja verificacdo é ime-
diata):

7 1 V193810
100 1000+/17n2 — 40M
O constrangimento sobre a extensao do betao esta-

belece o limite superior do momento para a validade
desta solucao:

—~ 17
M < — ~0.42
<0<« <40 0.425

~ 154
<£:0.15916

~ 9720 (30)

> __ Y
= 770000

O limite inferior é estabelecido pela positividade do
multiplicador de Lagrange do constrangimento sobre a
altura

17 289¢2 + 348 840¢ + 205 200

T>0=M> 31
- ~ 20520 (17¢ + 20)° &0
intercepta o limite superior para £ = % ~ 4.4706 e

toma o valor minimo para o limite superior do récio de
eficiéncias estabelecido no caso anterior:

—~ 17 1140
M>_— ~0. 42 =
2 gg = 0088542 = ¢ = =75

A condicao de betao no patamar esta trivialmente ve-
rificada neste intervalo:

~ 17
>

9
< __ = =
“="T000 ~ M7 102

A solucao de armadura simples é éptima para qual-
quer valor do recobrimento

1 91 + 80007
< D e ——
TS0 S T 007

atendendo a que o limite inferior é negativo no intervalo
de validade da solugao:

—~ 1309
> M< —~0.31
r>0<« < o 0.318 96

4.2.2.  Aco e betdo no estado ultimo: Solugcdo 5

Com a altura n = 19 e as extensoes ultimas
— L
€a = 100
6 — 35
b= 710000

dadas, o problema sé tem solugao para o momento

— 1547

M= ——~0.15916
9720

e a solucao das 6 igualdades das condigoes de K-T 14-a
é indeterminada nos multiplicadores de Lagrange:

_ 289 mo
P = 1620 8 >0

—— ]

A= ﬁ<0

VvV =UV

o __1 289a+16208 _ 1547

~ 1620 B 1860 oV

7 = 20— B(n —1)v

__ 28900 o 68000, .2
Ha = 1g7 g0 T “eser v

_ a 5 2
Mo = 3187 M0 t “g561 0
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A identificacdo do dominio de optimalidade da solu-
¢ao faz-se mediante as condigoes de sinal dos multipli-
cadores de Lagrange. Destas obtém-se as desigualdades

3 2890416208
T20=v< -5 B0
<0y > —22

B(no—r)

fa > 0=v> -5

408n0
I §0:>1/§ _ 24«

198m0
de que se conclui
_ 2a o 5la <y <
B(no—r) 4068n, — T
min [ — 3 289a + 162043 24 <0
1547 B1o 1960

Das 1.% e 3.* desigualdades anteriores obtém-se o limite
inferior do réacio de eficiéncias

>0
Ha =0
e comparando os dois limites superiores obtém-se os
intervalos do multiplicador de Lagrange:

21600
= &> """ ~4.3965

2
4913 (32)

51¢&
—— <r<
40’[70 -
3 289641620 21600 6
_125£1£7T s€ 4739265 ~ ot S &< 5 ~4,4706
~19n0 se{ > 17 ~4,4706

Constata-se que os limites superiores sao a particulari-

1547
9720

intervalos de validade, e o limite inferior da solucao 6
(adiante).

ZaGao (M = ) das solugoes 2 e 4, nos respectivos

4.2.3. Betdo no estado ultimo: Solugao 6

Os regimes do ago e do betdo sdo os mesmos da
solugao 1, assumindo-se

_ 35
{Eb = T 10000

ta =0
e sujeito as verificagoes:

{MbSO
1
fafm

A solucao é

_ 2897]0
P = &orrra0002)8 > O

€ =2
A=-Z
_ _ _17a 742000Z
V= = 500m 1417002 <~ 0
— 682 9074-334 084 0002
68 000(4913n2—8910Mo ) Z+682 907nZ —1532 520 Mo
O(M() _ 1
W/ﬂ: __a 34000(no+7)Z—7910+119r
200 1+1700Z

163200000 MZno

:u‘b - _#
139468 000Z

(246 985 200-+70 567 200 000Z) M — (562 206 150233 465 760 0002 )

MonZ+(197 360 123+96 550 276 000Z)n3

em que:

_ 2899 — 840My + /T7y3 (4913 — T18800My) _
- 240 000M
2363

0= M< 2220 ~0.40187
< 5330

VA

A extensdo méxima do aco determina o limite infe-
rior do momento para esta solugao

(33)

e, no intervalo de validade, a negatividade do multi-
plicador de Lagrange associado a extensao maxima do
betao é estritamente verificada:

340 oy 680 o

79 5 M T T o T

Da condicao de optimalidade sobre o multiplicador
de Lagrange associado ao constrangimento de altura
obtém-se

2363

1547 <
5880

9720 —

4913¢ + 2970

T>0= M>4913— =~ T ="
(4913¢ + 5940)

(34)

e comparando este limite inferior com o anteriormente
obtido 33

4913 4913£+2970 se 1.209 ~ 5940 < f < 21600

(4913£+5940) — 4913 = 74913
7 ~ 4.396 5
M >
= 1547 ~ 21600 1140
5995 = 0.15916 se 4.3965 ~ = 7= < & < Fyg
~0.5798

constata-se que o limite inferior do momento na solugao
6 ¢é os limites superiores das solugoes 1, 2 e 4, nos res-
pectivos intervalos de validade do racio das eficiéncias
econdmicas. O valor méaximo deste limite ocorre no ex-
tremo inferior do intervalo:

~ _ 4913

5940
M > =
~ 15840

_mzl.ZOQ

~0.31016 < ¢
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Da condigao sobre o multiplicador de Lagrange as-
sociado a armadura superior obtém-se o limite inferior
do recobrimento

2

< 0=7F>1—- —
TEVTTET 9%

\/83 521 — 201 960M

e constata-se que, para que o recobrimento seja um po-
sitivo arbitrério, i.e., que a solugao de armadura sim-
ples seja 6ptima independentemente do valor do reco-
brimento, basta que o momento seja inferior ao limite
calculado na peniltima equagao:

~ 4913

r> M < ~0.3101
>0« =< 15840 0.31016

Do limite superior de admissibilidade do momento deduz-
se o limite superior (para admissibilidade da solugao)
do recobrimento:

~ 2363
M

79
2905 L 0.40187 = 7 < 2 ~0.66387
< 5380 =< 119

Alternativamente, obtém-se da mesma condig¢ao de
optimalidade o limite superior do momento em fungao
do recobrimento

(3427 —7%) > 4913

~ 15840 (35)

observando-se que toma o valor minimo para recobri-
mento nulo.

A condicdo de plastificacdo da armadura impoe a
restricao a seleccao do ago

989 — 8401 + \/ 17 (4913 —11 8801\7)
€ <

240 000 M

uma funcao decrescente do momento, observando-se que
para momentos inferiores ao valor minimo do limite su-
perior de admissibilidade da solugio (M = 1% ~
0,31016), e para o qual a solucao de armadura simples
¢é 6ptima independentemente do valor do recobrimen-
to, a tensao de cedéncia do ago minima é superior a

464,71 MPa.

5. Solugao de armadura dupla

5.1. Altura inferior & maxima

Argumenta-se que nao é necesséario analisar solugoes
com altura livre: as solucoes 6ptimas de altura livre ob-
tidas (1, 2 e 3) sdo de armadura simples; inversamente,
as solugoes éptimas de armadura dupla serao de altura
constrangida.

5.2.

Altura igual & maxima

Exploram-se as solugoes com

{71"—0
n="o

sujeitas as condigoes de optimalidade:
p' =0
T>0

5.2.1. Betdo no estado dltimo: Solugdo 7

Os regimes do aco e do betdo sdo os mesmos da
solugao anterior, tomando-se

6 — _ 35
b 10000

MGZO

e sujeito as condigoes:

{ wp <0
1
€q < 100
Neste caso o sistema de igualdades 15-a admite a
solucao unica, em que se assinalam os sinais identi-
ficdveis por inspeccio (a positividade do reforgo inferior
serd analisada separadamente):

_ 47520Mo+4913(nd —2nor—3r7)
- 47520(ng—r)B
,  A7520Mo+4913(—3ng —2n07+7)
- 47 520(no—1) 3
€, = 790 —119r
a ™ 34000(no+r)
A==
50
(o3
V=
(no—r)B <0
_ (47520M0+4913(ng —2nor—3r>) ) a—23 760(no—7)>B
- ,23 760(no—r)°3
_ 115600(no+7)°
b = —39403(no—mB_ <~ 0

Da positividade da area da armadura superior obtém-
se o limite inferior do momento
~ _ 4913

pP>0=M>

L, 4913
2 Tr0 (3—|—27“ 7 ) >

~ 15840 (36)

que se comparara com o limite superior da solucao 6,
obtido da condicao complementar desta. A positividade
do reforco inferior verifica-se trivialmente no intervalo
de validade da solugao, para todos os valores do reco-
brimento (0 <7 < 1):

4913 o,
> > —
p_0:>M_47520( 1427 +37%) <
4913
oF _ 72
Tra0 BT —T)
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A 2.% condicao de optimalidade deste pardgrafo im-
poe um limite inferior ao momento e constata-se que
decorre da 1. ¢

pP>0=71>0
se
59401 —

£> 5940
T 49131+

T
< ~1.2
7 4913 09

no intervalo do récio de eficiéncias em consideragao.

A extensao no ago da armadura inferior é uma fun-
¢ao decrescente do recobrimento, sempre inferior a ulti-
ma:

79 — 1197 79 1
— < ~2.3235 x 1073 < —
34000 (1 +7) — 34000 x 100

€a

Nesta solucao a seleccao do aco estd condicionada
ao valor maximo da extensao de cedéncia

79 — 1197 79
€c > — <
34000 (1 + 7’) 34 000

determinado pelo valor do recobrimento, exclusivamen-
te. O valor maximo da tensao de rotura do ago é de 464.
71 MPa, que corresponde a 7 = 0. A condigao de plas-
tificacao da armadura inferior pode, equivalentemente,
ser formulada como restricao ao recobrimento

1 79 —34000e. 79
<€egor<——m < — ~0.
fe=>Ca=T=17 7 + 2000¢,. <119 0.66387

observando-se que para o limite superior de admissi-
bilidade do recobrimento se tem o limite inferior do
momento
~ _ 2363 79
> —— ~0.40187T <7 = — ~0.66387
~ 5880 119
que se constata ser o limite superior de admissibilidade
da solucao 6, para o mesmo valor do recobrimento.
Resta verificar a condi¢ao de plastificagdo da arma-
dura superior

, 1 119 — 797
€, =—7T———— < —¢

@ 34000 147 N
e, atendendo ao limite superior da extensao de cedéncia
determinado pela extensdo méxima na armadura infe-
rior, esta condicao verificar-se-4 sempre desde que

_ 20
< — ~0.25316

9
o que é concordante com os valores usuais do recobri-
mento. A condi¢ao de limite inferior da extensao da
armadura superior estd trivialmente verificada.

5.2.2.  Aco e betao no estado iltimo

Neste caso o sistema de igualdades 15-a admite uma
solugao unica em que

_ 1700any 290 + 51r
Ha=""65618 1o —r

o que viola a condi¢ao de optimalidade p, > 0, reflec-
tindo a impossibilidade de extensao maxima da arma-
dura inferior na solucao 6, de que o caso presente é uma
situacao extrema, previsivelmente inadmissivel.

<0

5.2.3. Aco no estado ltimo

Também neste caso o sistema de igualdades 15-a
tem uma solucao unica, com
1 91+ 807
8000 1-—7
constatando-se que, para toda a gama de recobrimentos
admissiveis,

€p =

91 35
<2 0011375 < — 220
= 3000 < 710000

a condicao de limite inferior da extensao do betao é vio-
lada, e a solucao é inadmissivel.

6. Regioes de optimalidade das solugoes

Apresentam-se na Figura 2 os dominios de optima-
lidade das solucoes obtidas no plano & (récio das efi-
ciéncias econémicas do betdo e do ago) M (momen-
to flector adimensionalisado) e assinala-se a numeragao
das equagoes que delimitam a optimalidade de cada
uma. Na Figura 3 mostram-se, no mesmo plano, as re-
gides em que a solucdo é de armadura dupla (solugdo
7, com altura a mdxima admissivel) e simples (1-6),
as anteriores em que a altura é a méxima admissivel
(n = no, solugdes 4-6) e em que a altura éptima é cal-
culada (n < 79, solugdes 1-3) e ainda os regimes ulti-
mos, de rotura pelo betao (solugdes 1, 6 e 7), pelo ago
(3 e 4) e simultanea (2 e 5). As soluges 4-6 sao coinci-
dentes com o dimensionamento corrente (da armadura)
de acordo com o EC2 podendo ser 6ptimas, ou nao, nos
casos em que a solugao éptima se obtém reduzindo a al-
tura (solugdes 1-3). Com a solugao 7 podem calcular-se
a area total das armaduras e a sua distribuigao éptima
e constata-se—o que nao deixa de ser interessante em
si mesmo—que é independente de factores de custo.

Foi verificada a continuidade das variaveis de pro-
jecto em toda a gama de parametros; os multiplicadores
de Lagrange sao continuos com excepgao das desconti-
nuidades decorrentes da indeterminagao assinalada na
solugao 5.
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M
Solugéo 7
o4t —"—""""—"""""—""—"—""—""—"~"—~"—- l ;6 ------------- 0.40187
------------------------- T 35 1031016
Solugdo 6
0.15916
T26
0.11 Solugéo 1 21 0.088542
Solugdo 3 T29
2 25 )| 27 28
fe —— B |
O T T T T
1209 2 4 ||Solugio2 6 3 9.5798
43965 4.4706
Figura 2. Mapa dos dominos de optimalidade das solugoes
M
Solugao 7
0.41 2% 2 0.40187

T

e

0.31016

0.27]
0.15916
Solugéo 4
0.1 Solugdo 1 0.088542
Solugéo 3
0 T T ! !
1209 2 4 ||Solu@o2 6 8 9.5798

4.3965 4.4706

D Rotura pelo betdo D Rotura pelo ago

Arm. simples n=m,

. Rotura simultdnea

Arm. simples n<n,

Armadura dupla

Figura 3. Caracterizacao das solucoes 6ptimas

A delimitagao das solugoes 6 e 7 é determinada pelo
valor do recobrimento, com os extremos M = 1‘;9815’0 ~
0.310 16, abaixo do qual a solugao éptima é sempre de
armadura simples, e M = 2383 ~ 0.40187 acima do
qual de armadura dupla. Neste intervalo a selecgao do
aco estd condicionada a uma tensao de cedéncia com-
preendida entre 464. 71 MPa e 0. Inversamente, se escol-
hido o aco, o recobrimento maximo pode ser calculado

pela férmula apresentada na solugao 7.

7. Exemplos

7.1. Exemplo 1

Neste exemplo comparam-se as solugdes (éptimas
em ambos os casos) para dois valores distintos do racio
das eficiéncias econémicas do betao e do ago, £ = 8 e

& = 4. Tomou-se o quociente das resisténcias de ago/betédo
3 = 15 e as a razoes dos custos destes materiais o = 120
e a = 60, amplitude de variacao facilmente justificavel
pela variacao apenas do custo do ago para armadu-
ras no passado recente. A razdo méxima altura/largura
€ mo = 2 e o recobrimento adimensional ¢ 7 = 0,05.
Para valores crescentes do momento adimensional M,
no caso £ = 8, a solugao éptima é, sucessivamente, 3 —
4 (rotura pelo ago) — 6 — 7 (rotura pelo betao), como
se pode inferir directamente por andlise da Figura 2.
No caso £ = 4 temos a sucessdo 1 — 6 — 7 (rotura pe-
lo betdo). Na Figura 4 mostra-se o custo adimensional
C da seccdo em ambos os casos. As quantidades de
armadura p + p’ em ambos os casos estd representa-
da na Figura 5, observando-se que sao diferentes para
M < 0,169 70. Com & = 4, para momentos inferiores ao
indicado, a seccao éptima é de altura inferior & méxima,
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167
C { Solugao 3 | Sol. 4 Solugdo 6 Solugdo 7 A
14 |
127
g=8
107
8
6 =4
43 /’/
/
P
0 0.1 0.2 0.3 04 M o5
Solugdo 1 Solugéo 6 Solugéo 7 ‘
|

Figura 4. Exemplo 1: Custo C' vs momento M

0.127
p+p Solugdo 1 Solugdo 6 Solugio 7 1
0.1 1

0.08]

=4, £=8
0.067]
£=4
0.047]
£=8 _
0.027]
0 0.1 0.2 0.3 04 M os

Solugdo 3 | Sol. 4 Solugdo 6 Solugéo 7 |
1 \

Figura 5. Exemplo 1: Armadura p+ p’ vs momento M

i.e., 1 < 2 e o regime ¢ de rotura pelo betao. Para { = 8
hé redugdo de altura apenas para M < 0,10262, com
rotura pelo ago para M < 0,159 16. A maior quantidade
de armadura com ¢ = 4 para M < 0,169 70 estd asso-
ciada uma altura éptima inferior (néo representada), o
que é expectavel por & = 4 corresponder a uma menor
eficiéncia econémica do betao comparativamente com
£ =8, ou, inversamente, uma maior eficiéncia compa-
rativa do ago. Para M > 0,169 70 as solugoes (6 e 7) sao
idénticas (excepto o custo, Figura 4) com rotura pelo
betao e armadura dupla para M > 0,320 24.

7.2. Exemplo 2

Neste exemplo investiga-se a dependéncia da solugao
Optima num dos parametros de constrangimento, o va-
lor maximo da razao altura/largura rny. Tomou-se um
betao da classe C30 com tensdo de rotura (de projec-

107
C
s
6
4
5

%V o6 08 1 12 14 16| 18m2

Solugdo 7 ‘ Solugdo 6 ‘ Solugdo 4| Solugdo 3 ‘

I I 1

Figura 6. Exemplo 2: Custo C wvs altura maxima g

to) |ob,| = 20MPa e um ago de designagdo S400 com
tensdo de rotura o,, = 348 MPa. O quociente das re-
sisténcias é 3 = 17,4 e com a razdo do custo a¢o/betao
a = 121,8 (aproximativa) obtém-se o rdcio das efi-
ciéncias econémicas £ = 7. O momento flector vale
M =100 kN -m e tomaram-se para largura e recobri-
mento ¢ = 0,25m e d = 0,0125 m, respectivamente. Na
Figura 6 representa-se o custo adimensional C' da secgao
em funcao da altura adimensional 7y para as solugoes
6ptimas, a solugdo 7 (rotura pelo betdo com reparticao
6ptima das armaduras) no intervalo [0,5, 0,999 61], so-
lugdo 6 (rotura pelo betdo) no intervalo [0,99961, 1.
418 0], solugao 4 (rotura pelo ago) no intervalo [1,4180,
1,674 6] e solugdo 3 (rotura pelo ago com altura e ar-
madura ptimas) no intervalo [1.6746, 2]. Constata-se
que a sec¢ao mais econdmica é a que corresponde a So-
lugdo 3, com altura n = 1.6746 (h = 0,41865m) e
armadura p = 1.1907 x 1072 (A = 7.4419 x 10~ *m?)
para um custo adimensional de C' = 3.1749.
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