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1.- PROGRAMACION Y ORDENADORES

En la actualidad 1los ordenadores se han convertido en una
herramienta imprescindible en los negocios, la industria y la
investigacidén cientifica para realizar tareas cuyo tratamiento
seria imposible sin ellos. Un ordenador es un autdémata que
ejecuta procesos de transformacién de la informacidn mediante
reglas precisamente especificadas. Las caracteristicas del medio
utilizado para manipular la informacidén determinan la necesidad
de codificarla, codificar una informaciodn significa representarla
de una manera distinta. El poder de aplicacidén de un ordenador
reside en su capacidad de ejecutar secuencias de instrucciones,
1a accién de integrar estas secuencias de manera que el ordenador
sea capasz de interpretarlas correctamente, se denomina
programacidén. Sin embargo las ideas fundamentales que hay detréas
del disefio de programas se pueden comprender sin hacer referencia
al ordenador.

1.1.- REPRESENTACION DE DATOS

En un ordenador la informacién se codifica en un sistema binario,
es decir se representa utilizando tinicamente los simbolos 0 Yy
1 en bloques cuya longitud e interpretacidn estara determinada
por 1las caracteristicas del ordenador. Consideraremos 1las
siguientes unidades de datos:

BIT es el elemento basico de memoria, puede almacenar
(representar) un valor 0 o 1

BYTE es un conjunto de 8 bits

PALABRA la unidad elemental de tratamiento de datos en
la memoria, su tamafio es variable de unos equipos a
otros. Son normales las palabras de 16, 32 Yy 64 bits.

Dentro del ordenador podemos almacenar datos numéricos y datos
alfanuméricos, y tendremos diferentes tipos de representacidn
para cada una de estas dos clases de datos.

Un dato numérico se representa en una palabra. Existen dos
maneras de representar numeros, la primera corresponde a la
representacién habitual de nimeros enteros, la segunda sirve para
representar nameros reales hasandose en notacidn exponencial.

Nimeros enteros: En una palabra se almacena el nimero en binario.
El nimero maximo representable es 2311 (si la palabra es de 32
bits). Los valores negativos se almacenan complementados, es
decir, el resultado de restar de 0 en binario el valor positivo.
Obsérvese que en el caso de un nimero positivo el primer bit de
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la izquierda es un 0 mientras gque en el caso de un namerc
negativo es un 1. Veamos algunos ejemplos:

El nimero 106 quedaria representado por

[60000000\0000000 lOOOOOOO0.0llOlOl?J

E1l nmero -106 quedaria representado por

llllllllllllllllll'llllllll\lOOlOllO.

Niimeros reales: En este caso se utiliza notacidén cientifica
exponencial, en la forma

N = M * BF

Donde:
N es el namero
M fraccién con signo (mantisa)
B base del sistema de numeracidn
E exponente con signo

Un nlamero se almacena en una palabra (32 bits) en binaric
asignando 24 bits a la mantisa y 8 al exponente.

LEJ mantisa exp __1

Asi la mantisa puede almacenar un nimero entero en el rango

28 -1 y el exponente en el rango de 27-1=127. Por tanto

niimero maximo representable es (223 -1)* 10'?". Un ejemplo de dic
representacidn es:

Nimero 0.11835 * 103

\00000000100101110‘OOlllOll‘OOOOOOl%J

NGmero - 0.11835 * 107

‘llllllll‘llOlOOOllllOOOlOllllllllO%J

Ndtese que en cualquier casos un ordenador sélo puede traba
con un conjunto finito de nimeros.



Los datos alfanuméricos o caracteres (las letras del alfabeto,
las cifras Arabes y otros simbolos como $,<,>,=,&, etc) se
almacenan codificados, usando un byte para representar cada uno
de ellos. La configuracidn de ceros y unos dependera del cbdigo
utilizado, los cbédigos standard son el céddigo ASCII y el cddigo
EBCDIC.

Algunos ejemplos de c&digos ASCIT

cobico CoDIGO
DECIMAL HEXADECIMAL  CARACTER

33 21 '
48 30 0
60 3C <
65 41 A
90 5A 4
97 61 a
122 7A z

1.2.- UTILIZACION DEL ORDENADOR

Nos interesa presentar la informidtica como herramienta en manos
del usuario, utilizable en la resolucién de un problema. El
primer paso a realizar es de hecho extrainformdtico, buscar un
método para la resolucidn del problema. Asi si se trata de
determinar las raices de un polinomio, calcular una estructura
u optimizar la trayectoria de un buque, deberemos comenzar
basandonos en las Matematicas, la resistencia de los materiales
o en los conocimientos de navegacidén. El método a utilizar para
resolver el problema esta asociado al experto en la materia. Este
método deberd ser descrito en forma simple, clara y no ambigua,
de modo que pueda ser facilmente traducido a nivel informatico.

A esta forma la denominaremos algoritmo. LoOS modelos mas usuales
para la descripcidn de algoritmos son dos:

- pseudocddigo
- diagramas de flujo.

Una vez determinado el problema, encontrado un método para
resolverlo, y escrito un algoritmo que resuelve el problema el
dltimo paso a realizar es la obtencién de un programa. Dentro de
la fase de programacidn englobaremos todas las actividades
encaminadas a instruir a la maquina para que pueda realizar las
funciones previstas en el algoritmo. Es decir obtener un programa
en un lenguaje de programacidn determinado. Una vez obtenido el
programa se pasa a una fase de verificacién formal o practiea del
programa. Efectuando sucesivas fases de remodelacidn de los pasos
anteriores hasta obtener el resultado buscado.

1.3.- LENGUAJES DE PROGRAMACION
Un lenguaje de programacién queda definido por:
- Un alfabeto

- Una seméantica
- Unas reglas de sintaxis



Una instrueccidn es un conjunto de simbolos de un alfabeto,
encadenados de acuerdo con unas reglas sintacticas y due
encierran un cierto significado.

Tipos de instrucciones:

Aritméticas: sumar, restar multiplicar dividir
De transferencia de control, segln una condicién.
De entrada y salida

De transferencia de datos internos

De descripcién: de variables, ficheros...

Para que un ordenador pueda ejecutar un algoritmo ha de tener en
memoria el programa adecuado, constituido por instrucciones que
conozca la unidad de control.

El conjunto de las operaciones posibles junto con las reglas para
componer instrucciones a partir de ellas constituyen lo dque se
denomina el LENGUAJE MAQUINA de un ordenador. Los programas en
lenguaje maquina para ordenadores suelen estar codificados de
manera muy poco comprensible. Y solo sirven para una maguina
determinada.

Este tipo de programas suele prepararse en una forma simbdlica,
y convertirlos luego a lenguaje maquina con la ayuda de un
programa llamado ENSAMBLADOR, que toma instrucciones simbdlicas
como datos y da como resultados su expresién en lenguaje maquina.
A este tipo de lenguaje simbdlico se le denomina lenguaje
ENSAMBLADOR o ASSEMBLER. La programacidn en lenguaje magquina es
extremadamente engorrosa, aunque sea en forma simbdlica. Exige
un conocimiento profundo del ordenador utilizado y en general el
programa no sirve para otro tipo de ordenador. Actualmente este
tipo de programacidén se utiliza {nicamente para resolver
problemas muy especializados, Y casi nunca para resolver
problemas comunes. Para esta 4ltima tarea se utilizan 1los
denominados LENGUAJES DE ALTO NIVEL.

Ejemplo: Programa para el VAX 780 que escribe los caracteres de
cddigo ASCII comprendidos entre 33 y 126

PROGRAMA EN LENGUAJE MAQUINA PROGRAMA EN ENSAMBLADOR

0000: .TITLE PROSMAIN

0000: . IDENT

0000: .PSECT $PDATA
00000048 0000: .LONG 72
1€000102 0004: .LONG 469762306
00000048 0008: .LONG 72
00000000 000C: .LONG O
00000001 0010: .LONG 1
00000000 0014: .Long O
00000000 0018: .LONG O
00000000 001C: .LONG O
00000000 0020: .LONG O

00000000 0024: LLONG O



00000000 0028: .LONG O
00000000 002C: .LONG O
00000001 0030: .LONG 1
00000000 0034: .LONG O
00000060 0038: .LONG 96
00000060 003C: .LONG 96
00000000 0040: .LONG O
00000060 0044: .LONG 96
4F 52 50 03 0048: .ASCIC "PRO"
00000004 0Q04C: .LONG 4
0016 000A 0050: .WORD 10,22
0039 0014 0054: .WORD 20,57
0068 001E 0058: .WORD 30,104
0083 0028 005C: .WORD 40,131
0060: ; Decimal constants
0c 0060: .PACKED +0
0061:
0000: .PSECT $CODE
0000: PRO$MAIN::
CFFC 0000: .WORD AM<R2,R3,R4,R5,R6,
R7,R8,R9,R10,R11,IV,DV>
52 FB AF 9 0002: MOVAB .-3, R2
50 00000000 0G 9E 0006: MOVAB  $PDATA, RO
51 50 DO 000D: MOVL RO, R1
00000000 GG 16 0010: JsB BAS$INIT_R8
0016:
FC AD FD AF 9E 0016: $L_10: MOVAB $L_10, -4(FP)
; 0001
77 AB 00004304 8F 50 001B: MOVF #33., X(R1D
77 AB 08 42 0023: SUBF2  #8, X(R11)
0002 77 AB OB 000043FC 8F 4F 0027:  ACBF 126.,#8,X(R11),$T_0034
4A 11 0032: BRB $T_007E
FC AD FD AF 9E 0034: $T_0034:MOVAB =1, -4(FP)
0039:
FC AD FD AF 9E 0039: $L_20: MOVAB $L_20, -4(FP); 0002
00 DD OO3E: PUSHL #0
00000000 GG 01 FB 0040: CALLS  #1, BASSPRINT
5C 77 AB 4A 0047: CVTFL X(R11), R12
5C DD 004B: PUSHL R12
00 A9 7F 004D: PUSHAQ $TMPOOOO(R9)
00000000 GG 02 FB 0050: CALLS  #2, BASSCHR
00 A9 7F 0057: PUSHAQ $TMPOOOO(R9)
00000000 GG 01 FB OO0SA: CALLS  #1, BASSOUT_T_DX_S
00000000 GG 00 FB 0061: CALLS  #0, BAS$IO_END
FC AD FD AF 9E 0068: $L_30: MOVAB $L_30, -4(FpP); 0003
0068:
FC AD FD AF 9E 006D: $T_006D:MOVAB .-1, ~4(FP)
FFBA 77 AB 08 B4 AF 4F 0072: ACBF #126., #8, X(R11),$T7_0034&
77 AB 08 42 007A: SUBF2  #8, X(R11)
FC AD FD AF 9E O007E: $T OO7E:MOVAB =1, -4(FP)
0083:
FC AD FD AF 9E 0083: $L 40: MOVAB $L_40, -4(FP)
; 0004
B50 00000000 0G 9E 0088: MOVAB  $PDATA, RO
00000000 GG 16 OO08F: JSB BASSEND_R8
50 01 DO 0095: MovL #1, RO
04 0098: RET
0099: .END

Los lenguajes de alto nivel (LAN) son lenguajes orientados a la
programacién de algoritmos con independencia de la maquina. Son
inteligibles y estan orientados al problema y no a la maguina.
Una instruccidén de estos lenguajes se traduce en varias
sentencias de lenguaje maquina. Un programa en BASIC equivalente

al programa en lenguaje maquina anterior es el siguiente:

PROGRAHA EN BASIC

10 FOR X=33 TO 126
20 PRINT CHR$(X);
30 NEXT X

40 END



Debido a que el ordenador solo puede ejecutar instrucciones de
su propio lenguaje, 1los programas escritos en un lenguaje
simbdlico deberan traducirse a lenguaje maguina.Existen dos
mecanismos para la traduccién a lenguaje maguina: la compilacidn
y la interpretacidn, que se efectia mediante la ejecucidn de un
programa, compilador o interprete. En un proceso de compilacidn
la traduccidén se efectia en dos fases:

Fase de compilacidén: supone la ejecucidén de un programa, el
compilador, que toma como datos de entrada las instrucciones del
programa fuente (escrito en LAN) y las analiza comprobando los
posibles errores sintdcticos cometidos. Concluido este proceso,
como informacidn de salida se genera un listado de los errores
detectados; si el proceso finaliza sin errores, se obtiene el
programa objeto, es decir el programa fuente traducido a lenguaje
maguina.

\ PROGRAMA COMPILADOR

FUENTE
|

COMPILACION

MENSAJES PROGRAMA
OBJETO

Fase de montaje: supone la ejecucidn de un programa, el montador
(Linkeditor), que toma como datos de entrada la informacidén del
programa objeto, al que incluye todo aquello que va a necesitar
para su correcta ejecucidn. También en esta fase se pueden
producir errores, que dquedaran reflejados en el correspondiente
listado. Si no existen estos 1la salida serad un programa
ejecutable.

MONTADOR
OBJETO

‘ MéNTAJE !\

PROGRAMA
EJECUTABLE

MENSAJES
Como resultado de estas dos fases obtenemos un programa que puede
ser entendido por el ordenador, por tanto solo queda ejecutarlo.

PROGRAMA DATOS
EJECUTABLE ENTRADA

l PROGRAMA

[ [

ORDENADOR

DATOS
SALIDA




cuando un programa es interpretado el proceso de traduccidn se
realiza en una sola fase. Supone la ejecucion de un programa, el
interprete, que analiza las instrucciones una a una y las ejecuta
a medida que las va analizando. En el momento en que detecte un
error para la ejecucidn y escribe el mensaje correspondiente.

PROGRAMA
FUENTE

DATOS
ENTRADA

INTERPRETE

DATOS
SALIDA

Los dos mecanismos de traduccidn tienen sus ventajas e
inconvenientes. La ejecucidén de un programa verificado es mas
lenta cuando el programa es interpretado que cuando es compilado.
Sin embargo el proceso de obtencién de una versidn depurada puede
ser mas lento en un Sistema que usa compilacidén gque en uno
basado en interpretacién.

Algunos de los lenguajes de programacidn mas comunes son:

FORTRAN: Siglas de FORmula TRANslation, introducido por IBM en
1954. Esta orientado a problemas de calculo numérico.

COBOL: Siglas de COmmon Business Oriented Language, definido
por una comisién integrada por usuarios y fabricantes
norteamericanos en 1959. Esta orientado a resolver
problemas en los que se debe manejar un volumen de
informacidén considerable.

PASCAL: Esta definido para soportar programacidn estructurada,
sus primeras versiones son del afio 1970

BASIC: Siglas de Beginner's All-purpose Symbolic Instruction
Code, disefiado en 1964 por Kemeny Yy Kurtz, con el fin
de facilitar el empleo del ordenador a estudiantes vy
profanos. Fue creado para trabajar de forma
interactiva, es decir para programarlo y obtener
resultados inmediatos.

C: Es un 1lenguaje de programacidén creado originalmente
para crear sistemas operativos y esta ligado al
sistema operativo UNIX. Es un lenguaje calificado
como de medio nivel, ya que incorpora algunas
caracteristicas de los lenguajes de bajo nivel junto
con caracteristicas de lenguajes de alto nivel.



1.4.- PROCESADOR ¥ ALGORITMOS

Llamaremos procesador a toda entidad capaz de entender y ejecutar
un cierto nimero de enunciados dentro de un entorno o conjunto
de utensilios que es capaz de manipular. Una accidn es un suceso
de duracidén finita que modifica el entorno. Para un procesador
dado distinguiremos dos tipos de acciones:

aceidn elemental - es aquella cuyo enunciado es suficiente para
que el procesador pueda ejecutarla sin informacién suplementaria.

accién no elemental - es un enunciado que hace referencia a un
grupo de acciones elementales y/o acciones no elementales.

Dado un tratamiento a ejecutar, un algoritmo del tratamiento estéa
formado por una secuencia de acciones, que permiten al procesador
efectuar el tratamiento deseado a través de un lenguaje.
Dependiendo del tipo de procesador los enunciados podran ser mas
o menos complejos, por ejemplo un algoritmo para determinar si
un afio es bisiesto o no podria ser el siguiente:

1.- Tomar el afio y ver si es divisible por 4.

2.- En caso de que no lo sea, la respuesta es NO y hemos
acabado.

3.- Ver si el afio termina en 100.

4.- En caso de que no, la respuesta es SI Y hemos
terminado.

5.- Ver si el afio es divisible por 400

6.- En caso de serlo, 1la respuesta es SI vy hemos
terminado.

7.- En caso contrario la respuesta es NO vy hemos
terminado.

En este caso el procesador debe ser capaz de entender enunciados
gramaticalmente complejos. Pero es evidente que podemos expresar
este mismo algoritmo con una gramdtica mads reducida:

accidn
a := "ano"
si a es divisible por 4
entonces
si a termina en 100
entonces
si a es divisible por 400
entonces
escribir("sSI")

9



sino
escribir("NO")
fsi
sino
escribir("SI")
fsi
singQ
escribir ("NO")
fsi
fin

Como trabajaremos en un entorno informatico, nuestro modelo de
procesador requiere enunciados muy precisos, descritos en un
lenguaje muy simple. Agruparemos las acciones de acuerdo con unas
estructuras algoritmicas debidas a E.W.Dijsktra, que permiten una
verificacién formal del funcionamiento del algoritmo. El lenguaje
que utilizaremos para describir algoritmos se denomina

pseudocddigo.

Consideraremos las siguientes estructuras algoritmicas:

Secuencial:
accién 1
accidén 2

accidédn n

Alternativa:
si condicidn
entonces
accién 1
sino
accidén 2
fsi

Iterativa:
mientras condicidén hacer
accidn
accidén
fmientras

Se puede demostrar que con estos tres esquemas es posible
describir la resolucién de todos los problemas que admiten una
solucidn algoritmica. No obstante para facilitar el trabajo de
programacién consideraremos algunas estructuras mas.

pPara disefiar un algoritmo utilizaremos las técnicas de disefio
descendente, cuyas caracteristicas generales se basan en:

- Ir de lo general a lo particular.
- Se disefia por niveles, dejando los detalles para los
niveles mas bajos.

10



= En cada nivel se tiene que verificar que el esquema es
correcto.

= A medida que descendemos vamos anotando los datos
necesarios.

- Finalmente, realizamos un trabajo de recomposicidn del
algoritmo completo.

Veamos un ejemplo de an&dlisis descendente para un algoritmo gque
permita a un procesador cocinero servirnos una tortilla.

accidén hacer una tortilla
inicio
localizar ingredientes
preparar ingredientes
cocinar ingredientes
fin

Notemos que en este primer nivel el esquema obtenido es valido
para casi todas las recetas de cocina. La diferenciacidn tendra
lugar a medida que vayamos especificando las acciones que se
deben realizar en cada paso. Continuemos el anédlisis descendente.

accidén localizar ingredientes
inicio
si hay suficientes huevos
entonces
cogerlos
sino

apuntarlo en la lista de compras

Fh

si
si hay suficiente aceite
entonces
cogerlo
sino apuntarlo en la lista de compras
fsi
si lista de compras no vacia
entonces
ir a comprar

Hh
-

s
faccidn

accidén preparar ingredientes
inicio

batir los huevos
faccidén

accidn cocinar ingredientes

inicio
calentar el aceite en una sartén
verter los huevos en la sartén
formar la tortilla
colocarla en un plato

11



faccidn

Notemos que para poder egpecificar completamente un algoritmo,
necesitamos especificar ademas de la secuencia de acciones el
entorno con el que el procesador debera trabajar. En el ejemplo

anterior los utensilios necesarios serian una cocina, sartén,
platos ...... En nuestro modeloc informatico de procesador este
entorno estard formado por constantes y variables. Por tanto el
esquema general de un algoritmo en pseudocodigo sera el

siguiente:

accidédn [nombre del algoritmol

descripcién del entorno _J

inicio

secuencia de acciones

Hh
-
o]

12



2.- PSEUDOCODIGO

A continuacidn vamos a describir la sintaxis de las distintas
acciones que se utilizan en la elaboracidén de un algoritmo.

2.1.- EL ENTORNO DE UN PROBLEMA

Tenemos que definir sin ambigliedad y con precisidén los objetos
gque componen el universo del problema. LoOS objetos manipulados
por el procesador los clasificaremos en dos categorias constantes
y variables.

Una variable es un objeto que tiene tres atributos: nombre, tipo
y valor.

Nombre: es un atributo fijo, que sirve para identificarla,
esta formado por caracteres alfabéticos y numéricos.
Tipo: es un atributo fijo, que indica el conjunto al que

pertenece dicha variable (enteros, reales, complejos,
caracteres) e implicitamente las operaciones que se
pueden realizar con ellas.

Valor: es un atributo variable a lo largo del proceso.

Una constante es un objeto con los mismos atributos que una
variable pero de valor fijo.

Distinguiremos dos clases de tipos de datos, Lipos elementales
o escalares que no son divisibles en componentes Yy tipos
estructurados. En este apartado nos referiremos Unicamente a los
tipos elementales de uso mas frecuente que incluyen los valores
16gicos, los niimeros enteros y reales y el conjunto de caracteres
utilizables por un ordenador. Para describir un tipo tenemos que
especificar cual es el rango de valores permitidos asi como las
operaciones que se pueden efectuar con ellos.

Tipo 1égico (boolean): El1 conjunto de valores es el
correspondiente a los valores légicos verdadero (true) o falso
(false). Con las siguientes operaciones:

"O" disyuncidén (OR)

"Y" conjuncidén (AND)
"NO" negacidén (NOT)

Tipo real: El conjunto de valores son los nimeros reales con
la precisién que permita el procesador junto con las operaciones:
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+ suma

- resta

* producto

/ divisidn

~ exponenciacidn

Tipo entero: El conjunto de valores son los numeros enteros
representables, con la precisidén que permita el procesador junto
con las operaciones:

+ suma

- resta

*  producto

div divisidén entera

mod resto de la divisidén entera

Tipo cardcter: El conjunto de valores son las cadenas de
caracteres que se pueden formar a partir de los elementos del
conjunto de caracteres ( letras , cifras y Signos especiales)
que permita el procesador Jjunto con las operaciones:

+ concatenacién
long longitud de una cadena de caracteres
extraer extraccidn de una subcadena
pos posicidn relativa de un caracter
dentro de una cadena

Ejemplo: aaabbbbb" + '"ccaaa" = "aaabbbbbccaaa”
long( "abcdef")=6
extraer("aabcd",2,2)="ab"
pos("abcdef", "bc")=2

Observacidén: Un valor caracter se escribe siempre entre
comillas, para diferenciarlo de un nombre de variable.

Definicidén del entorno

Para definir el entorno tenemos que especificar todas las
variables y constantes que aparecen en el universo del problema
y el tipo al gque pertenecen. Para ello utilizaremos la siguiente
sintaxis: especificaremos un bloque precedido por la palabra
const con todas las constantes que utilice el algoritmo, seguido
de un bloque precedido por la palabra var con la especificacidn
de todas las variables.

Ejemplo: -
const

pi=3.14159

maximo=24.2

real
real
var
x,total,n 1 : real
i,j,k : entero

texto : tabla(p,q,r) de carécter

Si un identificador (nombre) corresponde a una constante tenemos
que especificar su valor y su tipo. Si corresponde a una variable
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sélo el tipo. Cuando tenemos varias constantes o variables del
mismo tipo las agruparemos en una lista de nombres separada por
" " seguida de ":" y del tipo.

Con las especificaciones anteriores el procesador tiene
informacién suficiente para poder llevar a cabo el trabajo. Sin
embargo no debemos olvidar que el algoritmo debe ser comprensible
para cualquier persona y por tanto serd conveniente introducir
aclaraciones (comentarios) sobre el contenido o significado de
las variables, asi como de algunos de los fragmentos de cddigo.
Para indicar que un texto es un comentario escribiremos este
texto precedido por el simbolo tunera

2.2.- ACCION DE ASIGNACION

El efecto de esta accidén es dotar de valor a una variable. Este
valor se puede obtener a partir de los valores de las variables
del entorno. La sintaxis es la siguiente:

var := exp
donde

var es el nombre de la variable a la gque el procesador
debe asignarle un valor

exp representa el valor a asignar y puede ser una
constante,el nombre de otra variable que contenga el
valor o una expresién describiendo un calculo a
efectuar.

215

2%a

b+2

a+l
b~2-4*a*c

Ejemplo:

s o

.

Qo0 Q0w

Lo primero que hace el procesador es calcular el valor de
la expresién y después asignar este valor a la variable. Asi en
la secuencia anterior obtendremos los siguientes valores:

a=25

b=50

c=52

a=26

c=2908
Nétese que en una asignacidén primero se calcula el valor
correspondiente a la expresidén de la derecha, una vez obtenido
este valor el resultado se asigna a la variable de la parte
izquierda como valor actual.

2.3.- ENTRADAS/SALIDAS

Por entradas/salidas entenderemos aquellas acciones que comunican
el programa con el exterior.
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Entradas
leer (lista de variables y textos)

Ejemplo: leer(a)

leer(a,b,c,e)

leer ("primer namero",a, "segundo nimero,b)
Salidas

escribir (lista de variables,expresiones Yy textos)

Con esta accién el procesador comunica al exterior los valores
que ha calculado y que a nosotros nos interesa obtener como
resultado.
Ejemplo: escribir(a,b)

escribir("la media de",a,"y",b,"es",(a+b)/2)
Veamos un ejemplo de problema que puede ser resuelto utilizando

Gnicamente asignacién y entrada/salida

Ejemplo: Céalculo del &area y de la longitud de un circulo. En
este caso el Gnico dato a necesario es el radio del circulo.

accidn circulo

const pi=3.14159:real
var r,area, long:real
inicio
leer(r)
area := pi*r~2
long := 2*pi*r
escribir("area :",area)
escribir("longitud :",long)
fin

2.4.- ACCIONES CONDICIONALES

Son acciones que el procesador ejecutard dependiendo de que una
condicién se cumpla o no, de acuerdo con los valores de las
variables en este momento. Una condicién consiste en una o varias
comparacién entre wvariables y/o expresiones ligadas por

conectivas ldgicas (y, o, no).

Observacidn : los operadores de comparacidn son

menor

menor o igual
mayor

mayor o igual
igual
distinto

Al VVANAN

Vv

16



Distinguiremos tres tipos de acciones condicionales:
Estructura alternativa simple

si [condicidn]

entonces
accidn
accidn
fsi

Si se cumple la condicidén el procesador ejecutard las acciones
que estan entre la palabra "entonces" y la palabra "fsi", si es
falsa no hard nada y continuara con la siguiente accidn.

Ejemplo: Supongamos que, en un paso determinado del algoritmo,
queremos que una variable x de tipo numérico (real o entera),
tome su valor absoluto. La manera de indicarlo seria la siguiente

si x<0
entonces

X 1= -X
fsi

Estructura alternativa doble

si [condicidn]
entonces
accidn

accidn
sino
acciodn

accidn
fsi

Si se cumple la condicidn, se ejecutan las acciones comprendidas
entre "entonces" y "sino" y después pasard a la accidn siguiente
al "fsi", si la condicidén es falsa ejecutard las acciones entre
"sino" y "fsi".

Ejemplo: Calculo del méximo. Tenemos dos variables a,b y queremos
gue en una variable max quede el valor maximo de a y b

accidn max de tres
var a,b,max:real
injicio
si a>b
entonces
max := a
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sino

Fh
0]
-

h

in

En general el algoritmo obtenido para resolver un problema no es
inico, por ejemplo el calculo del maximo de dos niimeros se podria
también efectuar como sigue:

accidén max de tres
var a,b,max:real
inicio
max := (a+b+|a-b|)/2

fin
Ejemplo: Calculo del maximo de tres nimeros

accidn max de tres
var a,b,c:real
inicio
leer(a,b,c)
si a >= b
entonces
si a > ¢
entonces
escribir("maximo",a)
sino
escribir("méaximo",c)
£si
sino
si b >= ¢
entonces
escribir("maximo",b)
sino
escribir("méximo",c)

fsi
fsi
fin

Estructura alternativa miltiple

opcidn
caso condl
accidn

accidn
fcaso
caso cond?2
accidn

accidén
fcaso
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caso condn
accidn

accidn
fcaso
fopcidn

El procesador ejecutard las acciones del primer caso cuya
condicién se verifique, si no se verifica ninguna no ejecutara
ninguna accién.

Ejemplo: MenQ de operaciones : los datos de entrada son dos
nameros y el cédigo de la operacidn a realizar con el siguiente
convenio :

1l suma

2 resta

3 maximo

4 minimo

5 wvalor medio

El siguiente algoritmo que resuelve el problema :

accidén mend de operaciones
var datol,dato2 : real
op : entero
inicio
leer(datol,dato2,op)
opcidén
caso op=1 hacer
escribir("suma",datol+dato2)
fcaso
caso op=2 hacer
escribir("resta",datol-dato2)
fcaso

caso op=3 hacer
si datol>dato2
entonces
escribir("maximo",datol)
sino
escribir("maximo",dato2) -
fsi
fcaso
caso op=4 hacer
si datol<dato2
entonces
escribir("minimo",datol)
sino
escribir("minimo",dato2)
fsi
fcaso
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caso op=5 hacer
escribir ("promedio", (datol+dato2)/2)
fcaso
fopcidn
fin

Ejemplo: Resolucidn de una ecuacidén de segundo grado. Supondremos
gque la ecuacidn es a x2 + b x + ¢ =0

accién ecuacidén de segundo grado
var a,b,c,x,disc:real

inicio
- si a=0
entonces escribir("ecuacidén de primer grado")
sino
disc := b~2-4*a*c
opcidn
caso disc <0
escribir("raices complejas")
escribir("parte real :",-b/2/a)
escribir("parte imaginaria :", (-disc)~(1/2)/2/a)
fcaso
caso disc=0
escribir("una raiz doble :", -b/2/a)
fcaso
caso disc > 0
escribir("dos raices reales")
disc := disc~(1/2)
escribir((-b+disc)/2/a)
escribir((-b-disc)/2/a)
fcaso
fopcidn
fsi
in

2.5.- ACCIONES ITERATIVAS

Tenemos dos mecanismos de control de iteraciones, el primero se
realiza mediante una condicidon, y el segundo mediante una
variable de control. Dependiendo del momento en que se evaltia la
condicién tendremos diferentes estructuras iterativas.
MIENTRAS
mientras [condicidén] hacer
accidn
accioén
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fmientras

3i la condicidén se cumple se ejecuta el blogue de acciones
comprendidas entre "mientras" y "fmientras". Una vez ejecutado
el bloque la condicidén se vuelve a evaluar. El proceso se
repetira hasta que la condicidén no se cumpla, en cuyo caso se€
pasa a ejecutar la accidn siguiente a fmientras. Por tanto si la
primera vez la condicidn no se cumple no se ejecutara ninguna de
las acciones.

Ejemplo: Calculo de la suma de los n primeros enteros

accidén suma enteros
inicio
nimero :=
suma := 0
mientras ndmero <= n hacer
suma := suma + nimero
nimero := namero + 1
fmientras

1

fin

REPETIR

repetir
accidn

accioén
hasta gue [condicidn]
Se ejecuta el bloque de acciones entre "repetir" y "hasta que".
La condicidén se evalia después de ejecutar el bloque. Cuando se
detecte que no se cumple se pasa a la accién siguiente a "hasta

que". Por tanto el bloque de acciones se ejecutan por lo menos
una vez.

Ejemplo: Suma de los n primeros enteros

accidén suma_enteros

inicio
nimero := 1
suma := 0
repetir
suma := suma + namero
nimero := namero + 1

hasta gue nimero > n
fin
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ITERAR

iterar
accidn

accidén
salir si [condicidn]
accién

accidn
fiterar

En este caso se evalia la condicidn en un punto intermedio de la
secuencia , de donde se sale si la condicién se verifica. Por 1o

tanto las acciones que estan antes del primer "salir si" se
ejecutan al menos una vez .

Ejemplo: Calculo del maximo comin divisor: E1 algoritmo de
Euclides para hallar el M.C.D. de dos nlmeros consiste en 1lo
siguiente: Se efectha la divisidn entera entre el mayor y el
menor. Si el resto es 0 , el M.C.D. es el divisor. Si no es el
mismo que el del divisor y el resto. Se repiten los pasos hasta
tener un resto 0.

accién mcd algoritmo_Euclides
var a,b,r : entero
inicio
leer(a,b)
si a<b
entonces
r := a
a :=b
b := ¢
fsi
iterar
r
sa
a
b
fiterar
escribir (" maximo comin divisor ",b)

Il

a mod
sir

b

r

= e
'_l
no

()
-
o]

Observacidén : en cualquiera de los tres casos dentro de las
acciones se deben modificar las variables que intervienen en la
condicién vya que sino se repetiria la ejecucidn de las acciones
indefinidamente.
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PARA

para [nom var=expl] hasta exp2 incremento exp3 hacer
accidén

accidn
fpara

donde

var: es un nombre de variable

expl: es una expresién numérica cuyo valor se asigna
inicialmente a la variable.

exp2: es una expresiodn numérica con cuyo valor se compara el
valor de 1la variable. Cuando este sea mayor se
finaliza la iteracidn.

exp3: es una expresidn numérica que se suma al valor de la
variable cada vez que se ejecuta el grupo de acciones.

Ejemplo: suma de los primeros n enteros pares

accién suma_pares

inicio
suma := 0
para i=2 hasta 2*n incremento 2 hacer
suma := suma + i
fpara
fin

2.6.- TIPOS DE DATOS NO ELEMENTALES

La posibilidad de asociar un nombre colectivo a un conjunto de
variables es muy importante en el procesamiento de 1la
informacidén. Un conjunto de variables reconocido por un nombre
colectivo diremos que es una variable de tipo no elemental.

Para definir tipos no elementales tenemos que especificar:

- La forma en que estd estructurado (definicidn de tipo)
- E1 método de acceso a las componentes individuales.

- El tipo de las componentes.

- En algunos casos las operaciones posibles.

Estudiaremos algunos tipos no elementales como Sson tablas vy
registros y archivos aunque hay otros como listas, colas o pilas.
Evidentemente podremos definir nuevos tipos de datos utilizando
definiciones previas de otros tipos no elementales y/o
directamente a partir de los tipos elementales.
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TIPO TABLA

Consiste en un nimero fijo de componentes, todas del mismo tipo
base. Cada componente es accesible directamente indicando el
nombre de la variable tabla seguida por uno O mas numeros
1lamados indices. Los rangos posibles de estos 1indices se
denominan dimensiones de la tabla, y al nimero de indices numero
de entradas de la tabla.

Ejemplo: tipo v=tabla(8) de entero
Estamos definiendo un tipo tabla de una entrada de dimensidén 8.
Notemos que v es el nombre del tipo. Para definir una variable
de este tipo tendriamos que especificar

var a:v
con lo gque creamos una estructura de datos como la que sigue:

1 2 3 4 5 6 7 8

] R

a(l) a(2) a(3) a(4) a(5) a(6) a(7) a(8)

Es practica habitual omitir la definicidén de tipo y se incorpora
a la definicién de la variable.

var a:tabla (3,5) de real
corresponde a la estructura siguiente:

1 2 3 4 5

|

Para referenciar una casilla de la tabla utilizaremos el convenio
a(i,j) donde i representa la fila y j la columna.

La representacién geométrica no se corresponde con la
representacién real dentro de un ordenador. En el ordenador se
almacena secuencialmente. En principio se pueden definir tablas
de tantas entradas como nos interese.
Entenderemos habitualmente que los indices varian entre 1 y el
valor especificado, a no ser que se indigque lo contrario, por
ejemplo:

var alfa: tabla(-1:5,0:27,-6:54,-1:1)
El primer indice podr& tomar valores entre -1 y 5 etc..
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TIPO REGISTRO

Consiste en un namero fijo de componentes l1lamados c¢ampos.- Cada
componente puede tener caracteristicas muy distintas. El acceso
a un campo se indicara con el nombre de 1la variable, seguido de
n." y del nombre genérico del campo.

Ejemplo:

tipo complejo = registro
re,im : real
fregistro

var z:complejo

para especificar uno de los campoOs utilizaremos
z.re z.im

Nota: En este caso las posibles operaciones sobre las variables,
del tipo gue hayamos definido, siempre las deberemoOs definir
nosotros.

TIPO ARCHIVO

El1 tipo archivo se€ define como una extensidén del tipo tabla, una
tabla tiene las siguientes caracteristicas: las dimensiones
estan preestablecidas y no pueden variarse a lo 1largo de 1la
ejecucidn del programa. Todas sus componentes sSon del mismo tipo,
1a informaciodn almacenada en ella desaparece al finalizar 1la
ejecucidn del programa y al inicio no contiene informaciodn.

En contraposicidn una archivo no tiene dimensiones
preestablecidas, ¥a gque estas B§e€ pueden variar a lo largo de la
ejecucién de un programa. Sus componentes SON registros, Y el
usuario debera tener en cuenta las diferentes definiciones de las
componentes. La informacién se graba en un soporte magnéetico
(disco o cinta) no desapareciendo al acabar el programa.

para acceder a una componente existen dos mecanismos, denominados
acceso directo Y acceso secuencial.

En el primer caso S& gupone que loOs registros estan numerados Y
accedemos a ellos especificando este nimero, como ocurria con las
tablas. Hay que tener en cuenta que el nGmero de componentes €S
desconocido al iniciar la aplicacidén Yy puede variar en el
transcurso de la misma. -

En el segundo caso, los registros no estan numerados Y accedemos
a ellos de manera secuencial desde el primero, que es el Gnice
accesible al inicilar la aplicacidn.

Trataremos Gnicamente con archivos de acceso secuencial.

para definir una variable de tipo archivo necesitamos defini
previamente las componentes:
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tipo pp = registro

fregistro

var f:archivo de pp
Las operaciones que podemos realizar son:
abrir( £ , {L/E/ M} )
Si especificamos el parametro L, solo se permiten lecturas de
datos, ademds debe de existir un fichero en disco con el nombre
£.
Si especificamos el parédmetro E, solo se permiten grabaciones de
datos, en este caso no tiene porque existir un fichero con nombre
f, si existe o bien se destruye o bien se crea una nueva versidn

dependiendo del sistema operativo con el que se trabaje.

Si especificamos el parametro M, se permiten lecturas,
reescrituras y escrituras después del fin de fichero (FDF).

cerrar(f)

Graba el ultimo registro no lleno y la marca FDF.

leer(f,r)

Donde r es un nombre de variable de tipo registro que corresponde
al fichero f. La primera sentencia leer accede al primer registro
y lo asigna a la variable r. Cualquier otra lectura se traduce
por leer el registro siguiente al ultimo leido.

escribir(£,r)

Donde r es un nombre de variable de tipo registro que corresponde
al fichero f, y que debe contener el valor que queramos almacenar
en el fichero. La primera sentencia escribir graba el registro
en la primera posicidn del fichero, Cualguier otra escritura se
graba en 1la posicidén siguiente al ultimo registro grabado.
reescribir(f,r)

Graba el contenido de r en el ultimo registro leido. .

inicializar(f)

Se posiciona para acceder al primer registro del fichero.
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2.7.~ ACCIONES NO ELEMENTALES

Son algoritmos (subrutinas o funciones) que realizan un cierto
tratamiento, necesario en el algoritmo general, a partir de unos
datos (parametros) obtenidos en el algoritmo general. Cada accidn
no elemental gqueda identificada por un nombre, y cualquier
referencia a la accidén tiene el formato :

[nombre accién] ( lista parémetros )

La definicién de acciones tiene el siguiente formato:

accién [nombre accidn] ( lista de variables)
inicio
accién
accion
faccién
cuando tenemos una accidén que {nicamente calcula un valor,
utilizaremos el termino funcidén en vez del de accidn. Por tanto

una funcidn calcula un valor y sbélo podrad ser referenciada al
lado derecho de una asignacidn.

La definicién de funciones tiene el siguiente formato:

funcién [nombre funcidén] ( lista de variables ) : tipo
inicio
accién

accidn
ffuncidn

Donde tipo corresponde al tipo del valor que calcula la funcidn.
Dentro de la funcidén tiene que existir una asignacidn al nombre
de la funcidn que serad el valor calculado por la funcidn.

Observacidén: La lista de parametros y la lista de variables
tienen que tener siempre el mismo nimero de elementos, cuando se
inicia el calculo se asignan a las variables de la lista los
valores de los paréametros en el orden en que estan escritos.

En la mayoria de los casos utilizaremos acciones sin parametros
como ocurre en el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Tenemos datos de entrada formados por grupos de tres
nimeros. El primero corresponde al dia de la semana, el segundo
corresponde a un producto (numerados de 1 a 8), y el tercero a
la cantidad de este producto vendida en este dia de la semana.
Queremos escribir un algoritmo para que la salida sea:
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1) para cada dia de la semana el total vendido.
2) para cada producto la cantidad vendida a lo largo
de la semana.

Supondremos que tenemos una tabla de 8 entradas donde
almacenaremos los precios de los 38 productos. Y que el fin de
datos lo detectaremos cuando el dia de la semana sea un 0.
Utilizaremos una tabla de dimensiones 6x8 para almacenar 10S
datos leidos, antes de efectuar el calculo.

accidén ventas semanales almacén
var dia_producto:tabla(6,8) de real
precio:tabla(8) de real
i,j,m,n:entero
p,t,total: real
inicio
total := 0
leer datos
calcular y escribir total por dia
calcular y escribir total por producto
escribir("total ventas semana :",total)
fin

accion leer datos
inicio
para i=1 hasta 8 hacer
leer(precio(i))

fpara
para i=1 hasta 6 hacer
para j=1 hasta 8 hacer
dia producto(i,j) := 0
fpara

fpara
iterar

leer(m)
salir si m=0
leer(n,p)
dia producto(m,n) := dia_producto(m,n) + p
fiterar
faccibn

accidn calcular y escribir total por dia

inicio
para i=1 hasta 6 hacer
t := 0
para j=1 hasta 8 hacer
s B= € P dia_producto(i,j)*precio(j)
escribir("dia",i,"total",t)
fpara
total := total + t
fpara
faccibn
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accidn calcular y escribir total por producto

inicio
para i=1 hasta 8 hacer
t := 0
para j=1 hasta 6 hacer
t := t + dia producto(j,i)
escribir("producto",i,"total",t)
frara
total := total + t
fpara

faccidn
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.- Tres valores numéricos han sido leidos en tres variables
X,Y¥,2. Componer un algoritmo que calcule el nimero de valores
distintos.

accidn valores distintos
var X,Y,Z,C:real

inicio
gl Xy = Y
entonces si X = 2
entonces C:=3
sino C:=2
fsi
sino si ¥ = 2
entonces C:=
sino C:=1
fsi
fsi
fin
5. - Siendo X, Y, y Z variables numéricas, se considera el

siguiente algoritmo:

inicio
si X< 40 (Y >3y 2> 2)
entonces
para I = 2 hasta 5 hacer (L)
X := X + 3 (2)
fpara
gi (Z-Y) > 0
entonces
7 :=7Z + 1 (3)
fsi
Y := Y + 2 (4)
51ino
X := X + ¥ (5)
7z := Y + Z (6)
fsi
fin

Dar los valores, después de la ejecucidén. de X, Y Y Z si se
supone que, al inicio, estas tres variables tienen los valores:

a) X = 4 Yy =1 2 =4
b) X = 4 Yy =5 2 =14
c) X =1 vy =1 Z =3
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accidén I X Y Z
a) 0 4 1 4
5 0 5 1 4
0 5 1 5
b) 0 4 5 4
1 2 4 5 4
2 2 7 5 4
i 3 7 5 4
2 3 10 5 4
1 4 10 5 4
2 4 13 5 4
1 5 13 5 4
2 5 16 5 4
4 5 16 9 4
c) 0 1 1 3
1 2 1 1 3
2 2 4 1 3
1 3 4 1 3
2 3 7 1l 3
1 4 7 1 3
2 4 10 1 3
1 5 10 1 3
2 5 13 1 3
3 5 13 1 4
4 5 13 5 4
3.- Resolucién de una ecuacidn de primer grado

accién ecuacidn de primer grado

var a,b:real
inicio
leer(a,b)
sia=20
entonces
si b=0

entonces escribir ("cualquier valor es solucidn")
sino escribir ("no tiene solucidn")
fsi

sino escribir ("la solucién es" , -b / a)

fsi

rh
'_J.
o]
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PROBLEMAS

1.- ¢Es correcto el siguiente algoritmo?

inicio

escribir("este programa calcula x elevado a n")
leer(x)

repetir
leer(n)
hasta gque n>0
a := X
i :=0
repetir
a := a * x
i:=1i+1
t :=n—1
hasta gue 1 >= ¢t
escribir(a)
fin
2.~ Siendo X,Y,Z variables numéricas, se considera el siguiente
algoritmo:
inicio
si (X<50%Y>2)y2Z>3
entonces
¥ == 1
gi (z-y) > 0
entonces
Z := 0
fsi
4 = Y+Z
sino
X := 2
Z := Y + X
£si
£in
Dar los valores, después de la ejecucidn de X,Y,7Z si se supone
que al inicio, estas tres variables tienen los valores:
a) X =4 Yy =1 Z = 4
b) X =4 Yy =5 Z = 4
c) X =1 Yy =3 Zz =1
3.~ Se desea conocer la cantidad necesaria de pintura a utilizar

para cubrir las paredes Yy el techo de una habitacidn rectangular
con una puerta y una ventana. LOS datos de entrada seréan: 1las
dimensiones de la habitacidén, de la puerta y de la ventana, asi
como el poder cubriente de la pintura en m2/Kg
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4 .- Dados tres nimeros X, Y, Z, escribir un algoritmo que calcule
la suma de los dos mas pequeiios.

5.- Escribir un programa que calcule el maximo, el minimo y el
punto de inflexidén si existen de un polinomio de grado 3.

6.- Hallar las coordenadas del punto de interseccidén de dos
rectas, conocidas sus ecuaciones generales.

7.- Dado el valor de un adngulo expresado en una unidad cualquiera
de las tres, determinar sus equivalente s en las otras unidades.

8.- Calcular la suma y el producto de dos nGmeros modulo m.

9.- 8iendo X, Y, y Z variables numéricas, se considera el
siguiente algoritmo:

inicio
si X <40 (Y>3y2Z>2)
entonces
repetir
Z := 2 + X
hasta que Z + X > 19
si (Z2-¥) > O
entonces
X =2 + Y
fsi
Y := Y + 2
sino
ara I = 3 hasta 9 incremento 2 hacer
X := X + Y
Z := X + Z
fpara
fsi
fin

Dar los valores, después de la ejecucidén. de X, Y y Z si se
supone que, al inicio, estas tres variables tienen los valores:

a) X =3 y =1 Z =4
b) X = 4 Yy =2 2 =4
c) X =5 Y =4 2z =3
10.- Preparar un programa que construya e imprima una tabla de

multiplicar para cualquier nimero del 2 al 10.

11.- Queremos efectuar el recuento de temperaturas que sean altas
(30 en adelante), medias (entre 10 y 30) y bajas (inferiores a
10) . Las temperaturas se van a leer de una en una, en nimero
variable, detectando el final <con una temperatura superior
a 10000.

12.~- Los datos de entrada son pares de nimeros,detectando el
final por el par (0,0), queremos que a partir de cada par se
imprima la raiz cuadrada del mayor de ellos, teniendo en cuenta
gque si es negativo tiene que dar un mensaje indicandolo.
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13.- Los datos de entrada son una lista de n nimeros, Jueremos
saber:

a) Cuantos nimeros leidos son menores que 0.
b) Cuantos son mayores que O.

c) Cuantos son 0.

d) La suma total de los valores absolutos.

14.- Leer dos nimeros al y a2 . Calcular y escribir a3,a4,......
siendo cada ai el promedio de los dos anteriores. Proseguir el
calculo hasta que la diferencia entre ai y ai+l sea menor que
una diezmilésima.

15.- Escribir un algoritmo que leyendo una sucesién de nimeros,
donde el ultimo es el 0 calcule la media aritmética.

16.- Calculo del valor maximo de una sucesidn de nimeros
enteros acabada en 0

17.- Escribir un algoritmo tal que leyendo un nimero entero nos
diga si este n(mero es O no un nliimero primo.

18.- Escribir un programa que lea un conjunto de N coordenadas
de puntos (pares x,y) y los ordene en orden creciente de abcisas
y para puntos con la misma abcisa en orden creciente de ordenada.

19.- La teoria de los biorritmos pretende que los seres humanos
estan sometidos a tres ciclos periddicos :

- un ciclo de 23 dias concerniente a la vitalidad fisica.

- un ciclo de 28 dias concerniente a la sensibilidad.

- un ciclo de 33 dias concerniente a las facultades
intelectuales.

Estos ciclos tienen por origen el momento del nacimiento y serian
variables; son representados por

/ bueno critico critico
/ \ /

nacimiento \ malo /

periodo (23,28 o 33 dias)

A partir de la fecha de nacimiento determinar en que 2zORa del
ciclo nos encontraremos en una fecha determinada.

para calcular el nimero de dias entre dos fechas podéis utilizar
la formula del calendario perpetuo que OS da el numero de dias
entre el 15 de Octubre de 1582 y la fecha de entrada al programa.

20.- Construir un generador de nimeros primos menores dJue uno

dado (N) utilizando el método de la criba de Eratdstenes dque
consiste en
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Consideramos una lista con los N nameros
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
* * * # * * * * * % ## * k * % * %k

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
## * % * % // * % ## * * * *

Primero se eliminan los miltiplos de 2 (marcados con *), luego

1os de 3 (marcados con #) ,luego los del primer nimero mayor que
3 gque no estd marcado,

Al acabar los nimeros gue nos quedan son primos, en este caso

12357 11 13 17 19 23 29 31
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3.- METODOS NUMERICOS ELEMENTALES

Los métodos numéricos se dividen en dos grandes grupos, métodos
exactos y aproximados. Un método es exacto si el error solo se
debe a las operaciones implicadas en el proceso. Es aproximado
si el error cometido se debe a las operaciones y al propio
método, método gque exige una modelizacidén mediante una
aproximaciédn matemdtica mas o menos buena.

Las herramientas mas usadas por el Calculo Numérico son:

Iteracidn: Consiste en la aplicacidén de un algoritmo
repetitivamente hasta alcanzar el nivel de precisidn
deseado. Como ejemplo puede citarse el Método de Iteracidn
Simple para el calculo de los ceros de una funcidn.

Linealizacién: Aproximacidén de la funcién mediante algunos
términos del desarrollo en serie de Taylor en un cierto
entorno del punto en el que se trabaja. Como ejemplos se
podrian citar el Método de Interpolacién y el Método de
Newton-Raphson.

Discretizacidn: Consistente en la substitucidén de conceptos
que implican 1la nocién de paso al limite por una
aproximacidén de estos. Como ejemplo se puede citar el
Método de la Secante

Simulacidn: Para algunos problemas es dificil encontrar un
método gque permita resolverlos, O bien el método tedrico es
dificil o costoso de implementar, en estos casos se crea un
modelo matematico, correspondiente al sistema. La
evaluacién estadistica del comportamiento del modelo, se
compara con el del sistema real. Cuando los resultados son
adecuados, se utiliza el modelo para resolver el problema.
En general estos métodos son muy complejos.

3.1.- NUMEROS COMPLEJOS

Designaremos por C el conjunto de los elementos {a+bi} con a vy
b nimeros reales. A los elementos de C los llamaremos nimeros
complejos. En el conjunto C, definimos las operaciones + y -
de la siguiente manera:

(a+bi)+(c+di)= (a+c)+(b+d)i

(a+bi).(c+di)= (a.c-b.d)+(a.d+b.c)i
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Calculo de la suma y el producto de dos nimeros complejos:

accidén op-complejos
var a,b,c,d: real
sumr, sumi,pror,proi:real

inicio
leer (a,b,c,d)
sumr := a+c
sumi := b+d
pror := a*c-b*d
proi := a*d+b*c
escribir( "la suma es",sumr,"+i",sumi)

escribir( "el producto es",pror,"+i",proi)
fin

Cadlculo del médulo y del argumento de un nimero complejo:

Si z=a+bi, se llama conjugado de z al complejo z=a-bi.

Si z=a+bi, se llama médulo de z, al nUmero real positivo

lZl=yz. z=/({a+b1) (a-bi) =y/a*+b?
Expresidén trigonométrica del nimero complejo:

Médulo |z]
Argumento o = arctg (b/a)

De donde tenemos a=r cos & y b=r sen o

Por tanto z=atbi=r(cos o +i sen a)

accidn modulo y argumento
var a,b,mod,arg:real

inicio
leer (a,b)
mod := (a~2+b~2)~(1/2)
si a<>0
entonces arg := atan(b/a)

sino si b>0
entonces arg:=pi/2
sino arg:=-pi/2
f£si

+Hh
’_‘.

s
escribir("modulo",mod, "argumento", arg)

th
K-
ja
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Calculo de las raices n-ésimas:

gi =z=r(cos a +i sen «) para k=0,1,...,n-1
/T ({cosa+isena =T (cole'iﬁ +isen°‘—+121ﬂ)
accidén raices n-ésimas
var a,b,mod,arg:real
n:entero
inicio
leer (a,b)
leer (n)
mod := (a~2+b~2)"(1/2)
mod := (mod)~(1l/n)
si a<>0
entonces arg := atan(b/a)
sino si b>0
entonces arg:=pi/2
sino arg:=-pi/2
fsi
fsi
para k=0 hasta n-1 hacer
arg := (arg+2*k*pi)/n
escribir(mod*cos(arg),"+i",mod*sen(arg))
fpara

3.2.- SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Una sucesidn de nimeros reales es un conjunto ordenado de nimeros
reales, o dicho en otras palabras la sucesidén de nimeros reales
de término general a, es una aplicacidén de

N ——> R
n —>a, = f(n)

donde a cada numero entero positivo n se le asocia un nimero real
f(n)=a,.
n

Debemos observar que cualquier ordenador es una maguina que
trabaja con aritmética finita, es decir con un nimero finito de
cifras, por tanto tenemos una primera limitacién al no poder
trabajar con nimeros reales. En segundo lugar, para un ordenador
no tienen sentido conceptos como "los infinitos términos de una
sucesidn", o "sucesidén de término general a, con neN". Las
observaciones anteriores se traducen en la practica en 1lo
siguiente. Con un ordenador puede simularse una sucesién de
nimeros reales generando un determinado nimero de términos,

-

nimeros racionales que aproximan los términos de la sucesion.
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Generacidn de los términos de una sucesién.

Los algoritmos para calcular n términos de una sucesidn
dependerédn de la forma en que se exprese dicha sucesifdn,
consideraremos dos tipos: cuando conocemos una expresidn
explicita del término general (f(n)), cuando la sucesidn esta
definida mediante una recurrencia.

El siguiente algoritmo genera una aproximacidén de los "n"
términos de una sucesidén de numeros reales, cuyo " n-&simo"
término viene dado mediante una funcidn f. En este caso tendremos
que definir una funcidn correspondiente a la funcidén dada.

accidn generar sucesién

var
nt : entero ; namero de términos
X : real
i : entero
inicio
leer nt
para i=1 hasta nt hacer
x := f£(1i)
escribir x
fpara
fin

funcidén f(n)
var

n : entero
inicio

f(n):=
ffuncion

Limite de una sucesidn.

Definicidén: Una sucesidn (xn)XeN de nimeros reales es convergente
hacia 1leR si para todo e€>0 existe nyeN tal que para todo pz2n, se
verifica que |[x,-1|<e

A pesar de las limitaciones expresadas anteriormente simularemos
una aproximacidén numérica del concepto de limite, queda para el
usuario la tarea de analizar si los resultados obtenidos son
vadlidos o no.

Dada una sucesidn convergente de término general f(n), a partir
del valor n para el que |f(n+l)-f(n)|<e, donde €>0 es un valor
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suficientemente pequefio prefijado de antemano, tomaremos f(n+l)
como aproximacién del valor del limite.

acciébn limite

var
ante,post : real
dif,eps : real
max, i : entero
inicio
leer max . numero maximo de términos a calcular
leer eps ; error
ante := £(1)
post := £(2)
i:=2
dif := abs(post - ante)
mientras (i<max y dif>eps) hacer
ante = post
i := i+l
post := £(i)
dif := abs(post - ante)
fmientras
si dif<eps
entonces
escribir "el limite es: ";segon
escribir "en la iteracidén: ";i
escribir "con un error menor que: ";eps
sino
escribir "no se ha detectado convergencia"
fsi
fin

EL nimero "e".

En este apartado se presenta una aproximacién al valor del numero "e como el Limite de la sucesidn de
nimeros reales de término general an=(1+1/n)n. El lector debe recordar que esta sucesién es monétona
creciente y acotada superiormente por 3. Los resultados obtenidos con el programa correspondiente quedan
reflejados en la siguiente tabla, obteniéndose la mejor aproximacién en la iteracién 2424.

| . W
I Calculo de una aproximacién del numero e I
I mediante la sucesidén de término general I
I a(n)=(1 + 1/n)~n para n>1 I
I i
| Anterior Iteracién Posterior |
i !
= i
| 2.717715740203857 2401 2.717715978622437 |
| 2-717715978622437 2402 2.717716217041016 |
| 2.717716217041016 2403 2.717716455459595 |
| 2.717716455459595 2404 2.717716693878174 ||
[ 2.717716693878174 2405 2.717716932296753 |
| 2.717716932296753 2406 2.717717170715332 |
| 2.717717170715332 2407 2.717717409133911 |
| 2.717717409133911 2408 2.717717647552490 ||
[ 2.717717647552490 2409 2.717717885971069 |
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| 2.717717885971069 2410 2.717718124389648 ||
| 2.717718124389648 2611 2.717718362808228 ||
| 2.717718362808228 2412 2.717718601226807 |
| 2.717718601226807 2413 2.717718839645386 |
| 2.717718839645386 2414 2.717719078063965 ||
| 2.717719078063965 2415 2.717719316482544 ||
| 2.717719316482544 2416 2.717719554901123 ||
| 2.717719554901123 2417 2.717719793319702 |
| 2.717719793319702 2418 2.717720031738281 |
| 2.717720031738281 2419 2.717720270156860 ||
| 2.717720270156860 2420 2.717720508575439 ||
| 2.717720508575439 2421 2.717720746994019 ||
| 2.717720746994019 2422 2.717720985412598 ||
| 2.717720985412598 2423 2.717721223831177 ||
| 2.717721223831177 2424 2.717721223831177 ||

Cuando la sucesidn estd definida mediante una recurrencia,
@Fg(am“ e s i Snp) para n>k

y los k valores iniciales, a;, a, , --. , 3.

Para calcular el valor de qqnecesitamos almacenar en k variables

los valores iniciales, y después calcular 1los siguientes

términos, para ello tenemos que recomponer la secuencia de k
valores iniciales.

Supongamos que k = 1, la ecuacidn recurrente tendra& el valor
inicial de f(1l), y una ecuacidn de la forma f(n)=g(f(n-1))

l 2 3 4 5 6 it
a b
a b
a b
a b
a b

Para poder calcular f(n), para cualquier n, necesitamos una
variable a donde guardaremos el valor inicial, gue iremos
actualizando a medida que el calculo prosiga

funcidén f(n):real
var a,b:real
i:entero
inicio
a:=f(1)
para i=2 hasta n hacer
b:=g(a)
a:=b
fpara
f:=a
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Cuando k =2 ,

£(0) y £(1) y una ecuacidn de la forma £(n)=g(f(n-2),£(n-1)).

la ecuacidn constard de los dos valores iniciales

En

este caso necesitaremos dos variables, que iremos actualizando.

1 2 3 4 5 6
a b
a

p o0
@0 o0
o Q
Q

funcidén f(n):real

var a,b,c:real
i:entero
inicio

entonces
sino
fsi

fin

El niimero de or

El ndmero de oro o proporcidn A&urea,

0.

se simboliza por ¢ due

corresponde con la inicial del escultor griego Fidias, es el
limite de la sucesidn de nimeros reales definida recurrentemente

como:

a,=1

ap=yl+ta,,

Proposicidn. La sucesidén definida anteriormente es creciente y

acotada.

Demostracidn. Aplicaremos el principio de inducciédn.

a) Es crec

i)

iente:

a,<a, puesto que
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ii) Suponiendo que a,<a, sea cierto veamos que an<aD+1
es cierto. Por hipdtesis de induccidn

ap,<a,=/l+a,_, de donde:

a,=/1+a, </1+/T+a, =/T+a,=a,.,

Por tanto para todo neN se verifica anq < a,.

b) Esté& acotada por 2:

i) a,<2 puesto que a,=1
ii) Suponiendo que a, < 2 sea cierto veamos que a4 es
cierto. Por definicidn a,,, =/T+a, ,<y1+2<2

Por lo tanto esta sucesidn, por ser creciente y acotada, tiene
limite. Llamemos

® = 1im a

n=>y N

¢=liman=liW1 +an=\/1+liman_1=\/l ¢

por tanto:
$% = 1+ de donde &%-%-1 = 0

una de las soluciones es el llamado nimero de ORO:

_1+/5
o=205

El siguiente algoritmo es una simulacién de 1la definicidn
recursiva del nlGmero de oro. Hay que hacer notar que con un
ordenador capaz de trabajar con 16 cifras decimales
significativas la médxima aproximacidn al numero de oro se obtiene
en la iteracidén nGmero 15.

accidn numero de oro
var -
ante,post,dif : real
max,1i : entero
inicio
max :
i :=
ante := 1
dif := 1
escribir" Anterior Iteracidn Posterior"”
mientras ( i<max y dif<0 ) hacer
post := raiz cuadrada(l+ante)
dif := post -ante
escribir ante, i,post
ante := post
i = i+l
fmientras

20

I oee I

h
|_l.
o}
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La aproximacién que se obtiene queda reflejada en la siguiente
tabla.

I i
| calculo de una aproximacién del nimero de oro l

0 mediante la sucesién definida recurrentemente por Il
I a(1)=1, a(n)=s@RC[1+a(n-1)]1 para n>1 I

fi7 T

| Anterior Iteracion Posterior |
I |
L L}
| 1.000000000000000 1 1.414213538169861 |
| 1.414213538169861 2 1.553773999214172 ||
| 1.553773999214172 3 1.598053216934204 {
| 1.598053216934204 4 1.611847758293152 |
| 1.611847758293152 5 1.616121172904968 |
| 1.616121172904968 6 1.617442846298218 |
| 1.617442846298218 7 1.617851257324219 |
| 1.617851257324219 8 1.617977499961853 |
| 1.617977499961853 9 1.618016481399536 |
| 1.618016481399536 10 1.618028521537781 |
| 1.618028521537781 11 1.618032336235046 ||
[ 1.618032336235046 12 1.618033528327942 |
[ 1.618033528327942 13 1.618033885955811 ||
| 1.618033885955811 14 1.618034005165100 |
[ 1.618034005165100 15 1.618034005165100 ||

L J|

3.3.- SERIES DE NUMEROS REALES
Generacidén de la sucesidén de sumas parciales.

Dada una sucesién de nimeros reales (a,),, se define la sucesidn
de sumas parciales de la siguiente manera:

Sp=a;+a, +"'+an=2 aj
i=1

Una serie se dice que es convergente o sumable si la sucesidn de
sumas parciales es convergente. El siguiente algoritmo es una
aproximacién al calculo de la suma de una serie de término
general a,
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accidén suma serie

var
i,max : enteros
eps : real
primer, segon : real
sumaprimer, sumasegon : real
inicio
primer := £(1)
sumaprimer := primer
segon := £(2)
sumasegon := sumaprimer + segon
dif := abs(sumaprimer - sumasegon)
i:=2
mientras (dif>eps y i<max) hacer
primer := segon
sumaprimer := sumasegon
i := 1i+1
segon := f£(1i)
sumasegon := sumaprimer + segon
dif := abs(sumaprimer - sumasegon)
fmientras
s5i dif<eps
entonces
escribir"La suma de la serie es: ";sumasegon
escribir"en la iteracién: ";i
escribir"con un error mas pequefio que: ";eps
sino
escribir"no se ha detectado convergencia'
fsi
fin
funcién f(n)
var
n : entero
inicio
f(n) :=
ffuncion

Estudio de la serie armonica.

La serie arménica estd definida por f(n)=1/n, nétese que en cada paso la suma calculada es mayor que la
suma anterior.

| Resultados de la serie de término general 1/n I

| Términos comprendidos entre 3 i 4 I

| La suma actual es...... .5833333730697632 > 0.5 |
[ La suma anterior es.... .5 |
[ La diferencia es....... 8.333337306976318E-002 I
i i

| Términos comprendidos entre 5 i 8 I

| La suma actual es...... .6345238089561462 > 0.5 |
| La suma anterior es.... .5833333730697632 I
I La diferencia es....... 5.119043588638306E-002 i
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Términos comprendidos entre

La suma actual es....
La suma anterior es....
La diferencia es.....

9 i 16
.6628718376159668 > 0.5
.6345238089561462

2.834802865982056E-002

| Términos comprendidos entre 17 i 32 I
I La suma actual es...... .6777662038803101 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6628718376159668 I
I La diferencia es....... 1.489436626434326E-002 |
| Términos comprendidos entre 33 i 64 |
I La suma actual es...... .6853956580162048 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6777662038803101 I
I La diferencia es....... 7.629454135894775E-003 |
A A
| Términos comprendidos entre 65 i 128 [
I La suma actual es...... .6892562508583069 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6853956580162048 I
I La diferencia es....... 3.860592842102051E-003 |
i i
| Términos comprendidos entre 129 i 256 I
[ La suma actual es...... .6911977529525757 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6892562508583069 I

La diferencia es....... 1.941502094268799E-003 ||
| Términos comprendidos entre 257 i 512 I
[ La suma actual es...... .6921716332435608 > 0.5 |
[ La suma anterior es.... .6911977529525757 I
| La diferencia es....... 9.738802909851074E-004 |
i i
| Términos comprendidos entre 513 i 1024 I
[ La suma actual es...... .6926590800285339 > 0.5 |
[ La suma anterior es.... .6921716332435608 I
I La diferencia es....... 4. 874467849731445E-004 |
s A
| Términos comprendidos entre 1025 i 2048 I
I La suma actual es...... .6929028034210205 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6926590800285339 I
I La diferencia es....... 2.437233924865723E-004 ||
A A
| Términos comprendidos entre 2049 i 4096 I
| La suma actual es...... .6930249929428101 > 0.5 |
Il La suma anterior es.... .6929028034210205 I
| La diferencia es....... 1.221895217895508E-004 |
A A
| Términos comprendidos entre 4097 i 8192 I
[ La suma actual es...... .6930859088897705 > 0.5 ||
| La suma anterior es.... .6930249929428101 [
I La diferencia es....... 6.091594696044922E-005 ||
A A
| Términos comprendidos entre 8193 1 16384 [
I La suma actual es...... .6931167244911194 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6930859088897705 I

La diferencia es....

3.081560134887695E-005
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| Términos comprendidos entre 16385 i 32768 I

I La suma actual es...... .6931321620941162 > 0.5 |
I La suma anterior es.... .6931167244911194 |
Il La diferencia es....... 1.543760299682617E-005 |

| Términos comprendidos entre 32769 i 65536

|
I La suma actual es...... -693138062953949 > 0.5 |
| La suma anterior es.... .6931321620941162 I
I La diferencia es....... 5.900859832763672E-006 |

| Términos comprendidos entre 65537 i 131072 |
I La suma actual es...... .6931419372558594 > 0.5 |

I La suma anterior es.... .693138062953949 |

| La diferencia es....... 3.874301910400391E-006 ||

3.4.- POLINOMIOS

El conjunto de polinomios a coeficientes reales de grado menor
o igual que "n*",

R (x)={a x"+.. .+a1x+aolan,...a1,a0}

con las operaciones suma y producto habitual es un anillo
conmutativo.

Asi mismo con la suma habitual y el producto por escalares, R (x)
es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nameros reales,
de dimensidn "n". Por tanto el espacio vectorial R,(x), de los
polinomios a coeficientes reales de grado a 1lo sumo "n" es
isomorfo al espacio vectorial R", lo que nos permite asociar a
cada polinomio de grado "n" una "n-plas" ordenada de nimeros
reales de la siguiente manera:

£ = n
ax"t...+a,x+a, €R (x) < > (a,,-..,a4,a5) €R

Cada polinomio se identifica con su correspondiente "n- tupla”,
representando en el ordenador mediante una tabla de una fila Yy
tantas columnas como indica el grado del polinomio. En concreto
los operandos son introducidos en sendas tablas llamadas A y B,
dimensionadas convenientemente, mientras que el resultado se
obtiene en una tabla C, dimensionada de tal manera gque pueda
contener el resultado. Las férmulas que nos permiten calcular la
suma y el producto de dos polinomios de grado n son- las
siguientes:

Suma c(i) = a(i) + b(i)
Producto c(i)= 2: a(j)*b(k)=2:a(j)*b(i-j)
F+k=1 J=1

algoritmo suma pol
var a,b,c:tabla (0:n) de real

i:entero
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inicio
leer(n)
leer(a,b)
para i=0 hasta n hacer
c(i) := a(i) + b(i)
fpara
escribir (c)

h
-
]

algoritmo prod_pol
var a,b:tabla (0:n) de real

c:tabla (0:2*n) de real
i:entero
inicio
leer(n)
leer(a,b)
para i=0 hasta n hacer

c(i) =0
para j=0 hasta n hacer
c(i) := c(i) + a(j) * b(i-3j)
fpara
fpara

escribir (c¢)
fin

FORMULAS DE CARDANO-VIETA

Un problema que se presenta con relativa frecuencia consiste en
determinar el polinomio cuyas raices sSON  Xg,Xqs .-« %,- Este
polinomio es de la forma:

(x = %) (x - x,‘)...(x - x,) = an+1x“+1 <+ anx" +.o..F ax +oag

operando obtenemos las siguientes expresiones:

a 1

n+l"~
n

—an:X0+...+Xn=E Xi
i=1
Ap1= Y, XiX;
i<y

_an_2= E X.inXk
i<j<k

a(] =X1x2 ...Xn

conocidas por Férmulas de Cardano-Vieta.
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Vamos a diseflar un algoritmo que permita el calculo de los
coeficientes de un polinomio conocidas sus raices. Consideremos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Calculo de los coeficientes del polinomio de tercer
grado cuyas ralces son Xy, Xq,X,-

(x = xg)(x = X ) (x = x,) =

S 2 —
X (x0+ Xq+ x2)x + (x0x1+ XXyt x1x2)x + XgXqXp =

F(3)x> + £(2)x% + £(1)x + £(0)

donde guardamos los coeficientes del polinomio a determinar en
una tabla £(4) de una fila i cuatro columnas, asi mismo hemos
almacenado previamente las raices del polinomio en otra tabla
x(3) de una fila y tres columnas. Graficamente en la tabla f
deberemos obtener finalmente:

f(3) f(2) (1D ()]

il r ] i R
| 11=x€0)=x(1)=x(2) [x€0IX(1)+xX(0IX(2) +x(1IX(2) | -X(0IX(1)x(2) |

L Il ] Il ]

mientras que en un principio los coeficientes de la tabla son los
siguientes:

L L] [l ] il

(] 0 | 0 I o I
H Il L Il |
If r i ] [
(| 0 I 0 I 0 I
Il . I - I 1l ]
| =x(0) |
o
] ] I ] ] W
I - I 0 | 0 i
It Il

IL i ]

T T
| x| | = |
— ———

] ] Ir ] o
I 1] -x0-x(1 | x€0)x(1) I 0 I
[ L

IL |

S S :

L] L] Ll L} i}
I 11-x€0)=x(1)-x(2) [ x(0Ix (1) +x(0Ix () +x(1Ix(2) |-x (0)x(1)x(2) [
L L

i B I ]

en donde cada coeficiente de la tabla f se calcula por:

£(3) := £(3) + (-x(i)*£(3+1)) para 0<3j<2 1<i<2
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accidén cardano_vieta

var
£(0:n+l) : tabla de real ;coeficientes
x{0:n) . tabla de real ;raices
i,j,n : enteros
inicio
para i=0 hasta n hacer
leer x(1i)
fpara
para i=0 hasta n hacer
£(i) =0
fpara
f(n+l) =1
para i=0 hasta n hacer
para j=n-i hasta n hacer
£(3) = £(3) + (-x(1)*£(3+1))
fpara
fpara
para i=0 hasta n+1l hacer
escribir £(1i)
fpara
fin

valor numérico de un polinomio
En este apartado abordaremos el problema del cidlculo del valor
que toma un polinomio teniendo en cuenta que podemos expresar
cualquier polinomio de la siguiente manera:

a x"+a ,x"T+a x"2+. . tasxtag=

n n-1 n-2 M 1 0

n-1 n-2 —
(ax"+a,4x +...+a1)x+ao—

(((anx+an_,1)x+an__2)x+...+a1)x+ao
expresidén que nos permitird escribir el siguiente algoritmo.

accién valor polinomio

var

pol : tabla (n+l) de real

x,valor : real
inicio -

leer X

valor := 0

para i=n hasta 0 incremento -1

valor := valor*x + pol(i)

fpara

escribir ("El valor del polinomio es:";Valor)
fin

|
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Notemos que el método descrito anteriormente,

conocido como regla
de Horner, aplica el método de Ruffini
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PROGRAMAS

Listado del programa correspondiente al algoritmo limite, escrito en TURBO BASIC.

def fntermino(n)= (1+1/n)"n
inicio:
input"error maxim a cometre: " eps
input"numero maxim d'etements a calcular: ", max
i=1
primer=fntermino(i)
i=i#1
segon=fntermino(i)
dif=abs(primer-segon)
while (i<max and dif>eps)
primer=segon
i=i+1
segon=fntermino(i)
dif=abs(primer-segon)
wend
print"el Limit es: ", segon
print"la diferencia es: "
print"en la iteracio: "
print"amb un error mes petit que: ",eps
end

Listado del programa correspondiente al algoritmo numero_de_oro, escrito en TURBO BASIC. Se han introducido
una serie de elementos, presentacion por pantalla asf como el almacenamiento de los resultados en un fichero
de texto que hemos Llamado NOMDOR.RES

open "nomdor.res" for output as #1
cls

dor = (1+sqr(5))/2

bl$=space$ (%)

r$=chr$(13)

Lf$=chr$(11)

Liniag=""
for i=1 to 60
Linia$=linia$+chr$(205)
next i
£9=" #i . BHEHRBHARHHARIN H# HE . BHBRURHRARRARRE "
a$= bl$+chr$(201)+Llinias+chr$(187)
b$= bl$+chr$(186)+" caleul d'una aproximacié al nombre d'OR "+chr$(186)
c$= bls+chr$(186)+" mitjangant la succesid definida recurrentment per "+chr$(186)
d$= bl$+chr$(186)+" a(1)=1, a(n)=SQR[1+a(n-1)]1 para n>1 "+chr$(186)

e$= bl$+chr$(200)+Linia$+chr$(188)

ees$= bl$+chr$(204)+Linias+chr$(185)

cap1$=a$+r$+b$+r$+c$+r$+d$+r$+e$

cap11$=a$+Lf$+r$+b$+Lf$+r$+c$+Lf$+r$+d$+Lf$+r$+e$+Lf$+r$

dor$=bl$+chr$(186)+" Anterior Iteracid Posterior "+chr$(186)
cap2$=a$+ré+dor$+réteed
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cap22$=a$+Lf$+r$+dors+ FS+ri+ees
max=20
i=1:ante = 1
post=sqr(1+ante)
dif=post-ante
print cap1$
print #1,
print #1,cap11$
print cap2$
print #1,cap22%
while i<max and dif<>0
post=sqr(1+ante)
dif=post-ante
print bl$+chr$(186);
print #1,bl$+chr$(186);
print using f$;ante,i,post;
print #1,using f$;ante, i, post;
print chr$(186):k=k+1
print #1,chr$(186) :k=k+1
if k>13 then
print e$
a$=llll
while ag=""
a$=inkey$
wend
k=1
cls
print cap1$
print cap2$
end if
ante=post
=i+
wend
print bl$+chr$(200); Linias;chr$(188)
print #1,bL$+chr$(200);Linia$;chr$(188)
close #1
end

Programa en TURBO BASIC correspondiente al algoritmo suma_serie, para la serie arménica de término general
1/n.

open "arménica.res" for output as #1

print #1,"Resultados de la serie de término general 1/n"

print #1," "

print #1, -
def fnterme(n)=1/n

cls

input"Ndmero méximo de términos a estudiar: ";max

a$="Entonces la suma actual es MAS GRANDE que la suma anterior."

b$="Entonces la suma actual es MAS PEQUERA que la suma anterior."

cg=""

for i=0 to 69
c=cg+" "

next i

=2
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ante=0.5
while 2*n < max
post=0
for i = 22(n-1)+1 to 2*n
post=post+fnterme(i)
next i
dif=post-ante
print

print "Términos comprendidos entre ";24(n-1)+1;" i ";2%n;"

if post>0.5 then

print " La suma actual es...... ";post;" > 0.5"
else
print " La suma actual es...... ";post;" <= 0.5"
end if
print " La suma anterior es.... ";ante
print " La diferencia es....... "odif
if dif>0 then print a$ else print b$
print c¢$
print
print #1,
print #1,"Términos comprendidos entre ";2~(n=1)+1;" i
",'ZAH,' "
if post>0.5 then
print #1," La suma actual es...... ";post;" > 0.5"
else
print #1," La suma actual es...... ";post;" <= 0.5"
end if
print #1," La suma anterior es.... ";ante
print #1," La diferencia es....... "odif

if dif>0 then print #1,a$ else print #1,b$
print #1,c$

ante=post
n=n+1
wend
print"Apreta una tecla per continuar."
t$_—_llll
while t$=""
t$=inkey$
wend
cls
end

Programa en BASIC correspondiente a los algoritmos suma_pol y prod_pot.

10 REM

20 REM SUMA, RESTA Y PRODUCTO DE POLINOMIOS

30 REM

40 REM TODOS LOS COEFICIENTES EN PRINCIPIO SON CERO
50 REM

60 CLS

70 PRINT "LOS MONOMIOS QUE NO EXISTAN TENDRAN COEFICIENTE

80 INPUT "GRADO DE LOS POLINOMIOS";N,M

90 IF N<M THEN K=M ELSE K=N

100 DIM A(K),B(K),CCM+N)
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110
120
130
110
120
130
140
150

160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
255
260
270
275
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430

FOR I=0 TO K
A(I)=0:B(I)=0

NEXT I

FOR I=0 TO M+N

NEXT I

c(I>=0

PRINT:PRINT

PRINT "ENTRAR LOS
(DE MAYOR A MENOR)."
FOR I=N TO O STEP

INPUT ACID)

NEXT 1

PRINT "ENTRAR LOS

1
Y

FOR I=M TO O STEP -1
INPUT B(D)

NEXT 1

PRINT "OPERACION A REALIZAR"

PRINT
PRINT
PRINT
INPUT

NEXT I

COEFICIENTES DEL PRIMER POLINOMIO,

COEFICIENTES DEL SEGUNDO POLINOMIO, (DE

7.= SUMA"
2.- RESTA"
3.- PRODUCTO"

ELIGE OPCION: ";OP
IF OP<T OR OP>3 THEN 260

IF OP=3 GOTO 350
FOR I=0 TO K

IF OP=1 THEN B(I)=B(I)+A(I) ELSE B(I)=B(I)-A(I)

FOR I=K TO O STEP -1
PRINT "COEFICIENTE GRADO ";I;" ";B(I)

NEXT

GOTO 430

FOR J=0 TO N
FOR I=0 TO M

NEXT N

NEXT M

C(I+J)=C(I+J)+A(JI*B(I)

FOR I=M+N TO O STEP -1
PRINT "COEFICIENTE GRADO ";I;" ";C(I)

NEXT
END
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4.~ RESOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS Y TRASCENDENTES
}

Uno de los problemas mas comunes es el de hallar las raices de
ecuaciones de la forma £(x)=0, donde la funcidén f estad dada
explicitamente. En general s6lo necesitaremos un procedimiento
gue nos permita evaluar £f(x) para cualquier valor de x. Los
métodos num@ricos para resolver este problema calculan soluciones
aproximadas, s6lo en algunos casos excepciopales encontraremos
soluciones exactas. Dependiendo del contexto, "solucidn
aproximada" puede significar o un punto x*, en el que f toma un
valor prdéximo a 0, o bien un punto xﬁ, cercano a una solucidn
exacta. En este capitulo consideraremos algunos métodos
iterativos para hallar aproximacionesfa raices aisladas de E£.

Un método iterativo se plantea en los siguientes términos:
Partiendo de un valor inicial x, y mediante un algoritmo
repetitivo construir una sucesidn de puntos que converja a la
solucidén. El primer método que se presenta se basa en la
aplicacidén inmediata del teorema de Bolzano, denominado Método
de Dicotomia. Describiremos ademas otros métodos cléasicos de
iteracidén: Uno de primer orden (utiliza sdélo la funcidn), el
Método de Iteracidn Simple y otros de segundo orden (utilizan la
funcidn y su derivada, o una aproximacidn de ella), como son.el
Método de Newton-Raphson o de la tangente y el Método de 1la
secante.

4.1.- METODO DE DICOTOMIA

El método de dicotomia se basa en la aplicacidén del Teorema de
Bolzano:

Teorema (Bolzano)
Si £ es continua en [a,bl], y f(a) y £f(b) tienen signos
contrarios, entonces existe ce(a,b) tal que £f£(c)=0.

Aplicando el teorema de Bolzano, si £ es una funcidn continua,
que verifica las hipdtesis del teorema, podemos intentar
localizar el cero, hasta un cierto grado de precisidn. Para ello
consideraremos el punto medio del intervalo, c=(a+b)/2, tenemos
tres posibilidades:

a) f£f(c)=0 ya hemos encontrado un cero de f en-[a,Db]
b) f(a).f(c)<0 el cero de f estd entre a y c
c) f(c).£(b)<0O el cero estad entre c y a.

Aplicaremos reiteradamente este proceso de subdivisidén hasta
llegar a tener un intervalo, de amplitud menor que un cierto
error prefijado, en el que se encuentre contenido el cero

El algoritmo correspondiente al método descrito es el siguiente:
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accibn dicotomia

var eps,a,b,c,yl,y2,y:real

inicio
leer (eps) error
leer (a,b) extremos del intervalo
si a>b
entoncags

c
b
a

Il
Qoo

fsi
yl:=f(a)
y2:=f(b)
si yl*y2>0
entonces
escribir(extremos incorrectos)
sino
mientras b-a>eps hacer
y:=£f(c)
opcion
cas

so y=0
b:=c;a:=c

fcaso
caso yl*y>0
b:=c;y2:=
fcaso
caso y*y2>0
a:=c;yl:=y
fcaso
fopcion
fmientras
escribir("raiz",c)
fsi
fin

Este algoritmo, aplicado a la funcidn f(x)= (X-3)*(X-5)*(X+7),
da los siguientes resultados:

epsilon .5
extremos intervalo -10,-1
-10 -1

-10 -5.5

-7.75 -5.5 -
-7.75 -6.625

-7.1875 -6.625

-7.1875 -6.90625

raiz -6.90625 valor de la funcién 11.05747
épsilon .10

extremos intervalo -10,-1

-10 -1

-10 -5.5

-7.75 -5.5
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-7
-7
-7
-7
-7

.75
.1875
.1875
.046875
.046875

raiz

epsilon .00001

-6.
-6.
-6.
-6.
~6.
-6.

625
625
90625
90625
976563
976563

valor de La funcién 2.800428

extremos intervalo -10,-1
-10
-10

-7

-7.
il
=il

-7

-7.
-7.
-7.
-7.
ST/
=i
-7.
-7.
=i
-7.
-7.
=if
-7.
<tz

75

75
1875
1875
.046875
046875
011719
011719
00293
00293
000733
000733
000183
000183
000046
000046
000012
000012
000003

raiz

-1

ok
=5r
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
=65
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
-6.
=7y

5

5

625
625
90625
90625
976563
976563
994141
994141
998535
998535
999634
999634
999909
999909
999977
999977
999995
999995

000003 valor de la funcidén -3.433229E-04

epsilon .0001

extremos intervalo 2,6

2
2

raiz

6
4
3

valor de la funcién 0

epsilon .0001

extremos intervalo 4,6

4

raiz

4.2.-

Dada la ecuacién f(x)=0, el primer paso para aplicar el método
de iteracidn simple, es escribirla en la forma x=g{(x) donde g es
una funcidén continua. Notemos que esto se puede hacer de varias

maneras, entonces entre las

6
5

valor de Lla funcién 0

ITERACION SIMPLE

si por ejemplo f(x)=x® - x -
posibles elecciones para g tendriamos:

g(x) =x2-2
g(x)=/2+x

2
=1+2
g(x) +
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cada una de tales g se 1llama funcidén de iteracidén. Una vez
elegida la funcidén de iteracidén g, y partiendo de un valor
inicial x,, se genera la sucesidn
x;=9(x;_4) para i>0
Si la sucesidn x; converge hacia x, al ser g continua, la
sucesidn g(x;) converge hacia g(x), luego la relacidn considerada
nos da por paso al limite que:
x = g(x)

Yy X es la solucidn buscada.

Se demuestra que la condicidn suficiente de convergencia es que
a partir de un cierto lugar en adelante exista 0<k<1l tal que

|9’(Xl) _g(Xj__l)l <k |'xi—Xi—1I

De aqui se deduce que si g es derivable y |g'(x)|<1l entonces 1la
sucesién {x,} es convergente.

Interpretacidn geométrica: Resolver la ecuacidn x=g(x) equivale
a resolver el sistema y=g(x), y=x , lo que graficamente equivale
a encontrar la interseccidn de la curva y=g(x) con la recta y=x.

Notemos que no siempre la sucesidn precedente converge hacia la
solucidn, como ocurre en alguno de los ejemplos representados en
la siguiente figura.

accidén iteracidn simple

var x0,x1l,eps : real
inicio
leer (x0,eps)
repetir
x1:=x0
x0:=g(x0)

hasta que |x0 - x1| < eps
escribir (x0)
fin
4.3.- METODO DE NEWTON-RAPHSON (o de la tangente)

Conocida una cierta aproximacidén x de x; , solucidn de la
ecuacidn f(x)=0, podemos desarrollar en serie de potencias, en
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torno de x, la funcidn y=f(x)
0 = £(x5) = £(x) + £'(x)(x5=x) + £'"'(x)(xy=x)/2!+...
quedéndonos con los términos de primer orden se tiene:
0 = £(x) + £'(x)(xy-x)

es decir

f(x)

X &=
7 fl(x)

esta "ecuacidn" nos permite disefiar un algoritmo para construir
una sucesidén x tal que
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f(x,)

1

Kig1 ™ X;jm——————
f(x,)

i+1” 1

y esta sucesién tiende a la solucién Xg 81 £'(x) =0 y £''(x)
no cambia de signo en un cierto intervalo lo suficientemente
grande para contener a todos los términos de la sucesidén x .

Interpretacidn geométrica:

El método consiste pues en calcular la sucesién hasta encontrar
un punto en el que el error de aproximacidn sea menor que el
error deseado. En este método podemos considerar dos criterios
para terminar la iteracidn, primero: el valor de la funcién en
el punto calculado es menor que el error permitido, segundo: la
diferencia entre los dos Gltimos valores calculados es menor que
el error. En ambos casos es conveniente llevar un control del
nimero méximo de iteraciones que queremos realizar.

accién newton-raphson-1
var x0,eps: real
méximo,n: entero
inicio
leer x0,maximo,eps

repetir
x0:=x0 - £(x0)/df(x0)
n:=n+1l

hasta que |£(x0)|<eps o n=méximo
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accidn newton-raphson-2

var x0,x1l,eps: real
méximo,n: entero
inicio
leer (x0,eps,maximo)
n:=0
repetir
x1l:=x0
x0:=x1 - £(x1)/df(x1l)
n:=n+1
hasta que |xl - x0|<eps o n=maximo
fin

Los resultados obtenidos para la funcidn f(x)=e® - x - 1/x son los siguientes:

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR .01

X=0.500000000000000E+00 Y=0.851278800000000E+00
X=0.683121100000000E+00 Y=0.166942500000000E+00
X=0.736577600000000E+00 Y=0.543332100000000E-02

Fi

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR .00001

X=0.500000000000000E+00 Y=0.851278800000000E+00

X
X
X

Poniendo un numero maximo de iteraciones podemos disminuir la cota de error:

=0.683121100000000E+00 Y=0.166942500000000E+00
=0.736577600000000E+00 Y=0.543332100000000E-02
=0.738430800000000E+00 Y=0.488758100000000E-05

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR 1e-7

no. maximo de iteraciones 20

X=0.
X=0.
X=0.
X=0.
X=0.
X=0.
X=0.
=0.
X=0.
X=0.
.738432500000000€+00
. 738432400000000E+00
. 738432500000000E+00
. 738432400000000E+00
. 738432500000000E+00
. 738432400000000€+00
. 738432500000000€+00
. 738432400000000E+00
. 738432500000000E+00
. 738432400000000€E+00

S
nnmunn
[oNeoNoNoNe]

Sin embargo no hemos mejorado el resultado, ya que se produce una iteracion ciclica a partir de la iteracion

500000000000000£+00
683121100000000€+00
736577600000000E+00
738430800000000E+00
738432500000000E+00
738432400000000E+00
738432500000000E+00
738432400000000E+00
738432500000000E+00
738432400000000€E+00

numero 5.

< < <€ < <=
wwn o
[e¥eXoRoX=X=)

.851278800000000E+00
.166942500000000E+00
.543332100000000E-02
.488758100000000E-05
-119209300000000E-06
.238418600000000E-06
.119209300000000E-06
.238418600000000E-06
.119209300000000E-06
.238418600000000€-06
.119209300000000E-06
.238418600000000E-06
.119209300000000E-06
.238418600000000E-06
.119209300000000E-06
.238418600000000E-06
.119209300000000E-06
.238418600000000E-06
.119209300000000E-06
Y=0.

238418600000000E-06



Utilizando la segunda versidn tenemos:

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR .01

no. maximo de iteraciones 20

X=0.500000000000000E+00
X=0.683121100000000E+00
X=0.736577600000000E+00

Aumentando la cota de error, volvemos a entrar en el mismo cICLO:

¥=0.851278800000000E+00
Y=0.166942500000000E+00
Y=0.543332100000000E-02

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR 1e-7

no. maximo de iteraciones 20

X=0.500000000000000E+00
X=0.683121100000000E+00
X=0.736577600000000E+00
X=0.738430800000000E+00
X=0.738432500000000E+00
X=0.738432400000000E+00
X=0.738432500000000E+00

Y=0.851278800000000E+00
Y=0.166942500000000E+00
Y=0.543332100000000€E-02
Y=0.488758100000000E-05

=0.119209300000000E-06
Y=0.238418600000000E-06
Y=0.119209300000000E-06

Veamos que ocurre si aumentamos

la precisién de célculo:

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR .01

X=0.50000000000000000000+00 Y=0.
X=0.68312106533183920000+00 Y=0.
X=0.73657753725501230000+00 Y=0.
X=0.73843072247468230000+00 Y=0.

8512787818908691000D+00
16694249212741850000+00
5433417856693268000D-02
4917848855257034000D-05

VALOR INICIAL DE X .5
ERROR 1e~7

no. maximo de iteraciones 20

X=0.5000000000000000000D+00 Y=0.
X=0.68312106533183920000+00 Y=0.
X=0.73657753725501230000+00 Y=0.
X=0.7384307224746823000D+00 Y=0.
X=0.73843240288901040000+00 Y=0,

8512787818908691000D+00
16694249212741850000+00
54334178566932680000-02
4917848855257034000D-05
59754718506610520000-07

4.4.- METODO DE LA SECANTE

Un inconveniente del método anterior es la necesidad de evaluar
en cada paso del proceso f'(x). Para evitar este problema
aproximamos el valor de la derivada por:

f(}{l) _f(xi-L)

Ki~Xiq

fl(x,) =

con lo que el algoritmo se traduce por:

Observacidén: Este método, llamado Método de la Secante, no es mas
que el Método de Newton-Raphson en el que se ha discretizado el
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£(x;) £l2,) (9673 )

Ky =X;™ £(x;,) ~F(x;.,) =1 flx;) ~£(X44)

Xi=X4q

calculo de la derivada.

Interpretacidén geométrica:

accidén secante
var x0,xl,x2,eps: real
mé&ximo,n: entero

inicio

leer(x0,xl,eps,maximo)

n:=0

repetir
x0:=x1
x1l:=x2
x2:=x1 - £(x1)(x1l-x0)/(£f(x1)-£(x0)
n:=n+l

hasta que |[x2 - xl|<eps o n=médximo

h
-
=]

Los resultados obtenidos para la funcién f(x)=e® - x - 1/x son los siguientes:

Utilizando precisién simple:
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VALOR INICIAL DE X0 .5
VALOR INICIAL DE X1 .6
ERROR .01

no. médximo de iteraciones 10

-500000000000000E+00 Y=0.851278800000000E+00
-600000000000000E+00 Y=0. 444547900000000E+00
. 709297800000000E+00 Y=0.865794400000000E-01
- 735733000000000E+00 Y=0.791072900000000E-02
. 738391300000000E+00 Y=0.120520600000000E-03
- 738432400000000E+00 Y=0.238418600000000E-06
- 738432500000000E+00 Y=0.119209300000000E-06
. 738432500000000E+00 Y=0.119209300000000E-06
-170141200000000E+39 Y=0.170141200000000E+39
-170141200000000E+39 Y=0.170141200000000E+39

EEEEEENEE
OO0OO0OO0O0000O00O0O

=2V ~NONVHWN D

o

Notemos el salto producido en la iteracidn 9 debido a que la diferencia entre los valores de YO e Y1 es casi
cero, lo que provoca un grave error de célculo.

Al utilizar precision doble:

VALOR INICIAL DE X0 .5
VALOR INICIAL DE X1 .6
ERROR 1e-07

no. maximo de iteraciones 20
X=0.500000000000000000000+00 Y=0.85127878189086910000D+00
X=0.60000000000000000000D+00 Y=0.44454792141914370000D+00
X=0.70929780958925960000D+00 Y=0.86579404771327970000D-01
X=0.735732925687355100000+00 Y=0.79106912016868590000D-02
X=0.738391162117618500000+00 Y=0.12064316979376600000D-03
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Programa en GWBASIC que calcula los ceros de una funcién:

método de dicotomia.

10
20
30
40
50
60
70
80
90

DEF FNF(X)=(X-3)*(X-5)%(X+7)

INPUT "epsilon", EPS

INPUT "extremos intervalo",A,B

YA=FNF (A)

Y2=FNF (B)

IF Y1*Y20 THEN PRINT "extremos incorrectos":END
PRINT A,B

WHILE ABS(B-A)>EPS

c=(A+B)/2

100 Y=FNF(C)

110

IF Y=0 THEN 150

120 IF Y1*Y<O THEN B=C:Y2=Y ELSE A=C:Y1=Y
130 PRINT A,B

140 WEND

150 PRINT "raiz",C,"valor de la funcion", Y
160 END

Programa en GWBASIC que calcula los ceros de una funcién:

el método de iteracién simple.

100 REM DEFINICION DE LA FUNCION

110 DEF FNG(X)=SQR(1+SIN(X))

130 INPUT "VALOR INICIAL DE X";X1

140 INPUT "EPSILON";EPS

150 X0=X1

160 X1=FNG(X0)

180 PRINT USING "#.#HHHHHHARHARHARA A" X0
190 IF ABS(XO-X1)>=EPS THEN 150

200 PRINT USING "#.HHHHHHHHHHAHHHA " X1
300 END

Programas en GWBASIC para Las distintas versiones del
algoritmo Newton-Raphson.

10
20
30
40
50
60
70
80
90

REM NEWTON RAPHSON VER. 1

DEF FNF(X)=EXP(X)-X-1/X

DEF FNDF(X)=EXP(X)-1+1/X*2
INPUT "VALOR INICIAL DE X ", X
INPUT "ERROR ";EPS

Y=FNF (XD

PRINT "X ";X,"Y ";Y
X=X-Y/FNDF (XD

IF ABS(Y)>EPS THEN 60

100 END

10
20
30
40
50
55
60
70
80
90

REM NEWTON RAPHSON VER. 1.2

DEF FNF(X)=EXP(X)-X-1/X

DEF FNDF(X)=EXP(X)-1+1/X*2

INPUT "VALOR INICIAL DE X ", X

INPUT "ERROR ";EPS

INPUT "no. méximo de iteraciones ",N
Y=FNF (X) :N=N-1

PRINT "X ";X,"Y ";Y

X=X-Y/FNDF(X)

IF ABS(Y)>EPS AND N>O THEN 60

100 END

10

REM NEWTON RAPHSON VER. 2
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20 DEF FNF(X)=EXP(X)-X-1/X

30 DEF FNDF(X)=EXP(X)-1+1/X"2

40 INPUT "VALOR INICIAL DE X ", X

50 INPUT "ERROR ";EPS

60 INPUT "no. méximo de iteraciones ",N
70 X1=X:Y=FNF (X) :N=N-1

80 PRINT "X ";X,"Y ";v

90 X=X-Y/FNDF(X)

100 IF ABS(X1-X)>EPS AND N>Q0 THEN 70
110 END

Programa en GWBASIC que implementa el método de la secante

100 REM Firkiokdkkinkkdddokkrkdrink ko kdokkok ook ok ook dodok ko ook
110 REM

120 REM CALCULO DE CEROS DE UNA FUNCION

130 REM METODO DE LA SECANTE CON NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES
140 REM

150 REM Fikkdkdrinkkikikkkiokkidrkkkkkkkkickickidokk ik kiokkikkiiikkiokkkk
160 REM DEFINICION DE LA FUNCION

170 DEF FNF(X)=EXP(X)~X-(1/X)

180 INPUT "VALOR INICIAL DE X0";XO

190 INPUT "VALOR INICIAL DE X1;X1

200 INPUT "EPSILON";EPS

210 INPUT ""NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES";MAXIM

220 N=0

230 YO=FNF (X0)
240 Y1=FNF (X1

250 PRINT XO;YO

260 X2=X1- Y1¥(X1-X0)/(Y1-Y0)

270 X0=X1

280 X1=x2

290 Y0=Y1

300 N=N+1

310 IF ABS(X0-X1) > EPS AND N < MAXIM THEN 240
320 END
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5.~ INTERPOLACION

El problema de interpolacibén consiste en aproximar una
determinada funcidén por otra, de manera que las caracteristicas
de esta sean mas convenientes. Unas veces la funcion sera
conocida explicitamente pero se cambiard por otra dJque es mas
manejable. Otras veces s0lo conocceremos de la funcidén un conjunto
discreto de puntos, con los cuales construiremos una funcidn que
coincida con los valores dados, (como es el caso de las funciones
tabuladas). Para resolverlo existen criterios o métodos muy
diversos para aproximar funciones:

- a veces se quiere que la nueva funcién coincida con la
dada solo en un nimero finito de puntos, ( el Criterio de
interpolacidén es un ejemplo caracteristico de este hecho.)

- otras se pretende que la diferencia entre la nueva
funcién y la dada se mantenga 1lo mas pequefia posible, (el
Criterio del Minimax es un ejemplo de estos métodos.)

- o bien que esta diferencia sea en media lo mas pequeiia
posible, (el Criterio de los Minimos Cuadrados es un
ejemplo caracteristico).

Dependiendo de los grados de libertad permitidos y de nuestras
necesidades, podemos elegir uno o varios de estos criterios.

Observemos gque las funciones polinémicas, por ser las mas
sencillas, serdn utilizadas en estos procesos de substituciédn.
Para optimizar el cdlculo por ordenador se pueden evaluar
exclusivamente mediante sumas y productos, minimizando los
errores de calculo, por la Regla de Horner (Regla de Ruffini):
De todo ello se deduce que el proceso mas frecuente seréa
aproximar una funcidén mediante una funcién polindmica que
obtenemos directamente o como una combinacidén lineal de una base
de polinomios de un cierto grado.
5.1.- Interpolacidn.
Dado un conjunto de puntos:

(x0s¥g) + (Xqu¥9) s oo s (X, ¥y)
se pretende encontrar una funcién y=f(x) donde v;=£(x;), para
i=0,1,...,n.

Interpolacidén lineal.

Una primera solucidén al problema es la interpolacidén lineal, que
consiste en unir por segmentos de recta dos puntos consecutivos.
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Xy0¥y)

Y < Y X = Xy Y¢~ Y5

Y~ Vi e~ Xy X~ Xy

accidn interpolacidn lineal

var:
pi : tabla(2) de real ;jcoordenadas del punto inicial
pf : tabla(2) de real jcoordenadas del punto final
P : tabla(2) de real ijcoordenadas del punto interpolado

lambda : real

inicio
leer pi,pf
leer ("primera coordenada del punto a interpolar:";p(l))
lambda := (pf(2)-pi(2))/(pf(1l)-pi(1))
p(2) := pi(2)+lambda*(p(l)-pi(1l))

escribir ("coordenadas del punto interpolado:";p(l),p(2))

Fh
'_l.
S

Aprovecharemos este algoritmo para interpolar linealmente "n"
puntos equidistantes entre pi y pf. La distancia o incremento
entre dos puntos consecutivos serd por tanto:

pf(l) - pi(1l)

inc =
n + 1

accidn interpolacidn lineal equidistante

var:
pi : tabla(2) de real icoordenadas del punto inicial
pf : tabla(2) de real jcoordenadas del punto final
p : tabla(2) de real jcoordenadas del punto interpolado

lambda : real
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inicio

leer pi,pf
leer ("numero de puntos a interpolar:";np)
lambda := (pf(2)-pi(2))/(pf(l)-pi(l))
inc := (pf(l)-pi(1))/(np+l)
p(l) := pi(l)
para n=1 hasta np hacer
p(l) := p(l) + inc
p(2) := pi(2)+lambda*(p(1)-pi(l))
escribir ("coordenadas punto interpolado:";p(1l),p(2))
fpara

fin

Observemos en este caso que la interpolacién obtenida es una
funcién polinbémica a trozos, cada trozo, definido en el
intervalo [xrd,xi], es un polinomio de grado 1. Claramente esta
solucién es muy facil y rapida de calcular pero muy poco precisa.
Esto nos lleva de manera natural a una formulacidén mas general
del problema, la Interpolacidén Polinomial, que consiste en
aproximar la funcion y=f£(x) por un polinomio de grado "n".

Interpolacién polindmica.

El problema, en una primera versidn muy simplificada, se puede
enunciar de la siguiente manera: Dados tres puntos no alineados
se trata de determinar univocamente una parabola y:ax3+bx+c que
pase por los puntos Py(Xg,¥g) P (%, ¥q) ¥ P,(%,,Y¥5) - Esto nos lleva
a resolver el siguiente sistema de gcuaciones:

Yo = axZ+bxytc
Yq = ax12+bx1+c
Yo = ax22+bx2+c

impuestas estas condiciones, Y suponiendo que los tres puntos no
estan alineados, el sistema es compatible y determinado de rango
3, y la solucidn se puede calcular como:

&

X, 1

x 1

Ny P

x, 1
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2 2 .
Vv, X, 1 %o Vo 1 Xo Xy Yy
o
v, x, 1 X, X X v,
2 2
_ —VZ X2 1 N P y2 1 =|X2 X;z }’)
Q Q Q

Observemos que este problema podria formar parte de uno méas
general, como podria ser, encontrar un cierto nimero de puntos
de una funcidn que es desconocida o que por ser muy complicada
la aproximados mediante una funcidén polindmica, en este caso de
grado 2, de manera que pase por tres puntos dados.

Hemos de hacer notar que si intentidsemos disefiar un algoritmo
para resolver este problema, incluso para este caso tan
elemental, nos encontrariamos con una dificultad afiadida. E1
problema se complica por 1la dificultad en el calculo de
determinantes o en su caso el gran nimero de operaciones
necesarias para la resolucién de sistemas de ecuaciones, lo que
comporta también una gran cantidad de errores de calculo. E1
Método de Interpolacién de Lagrange, resuelve entre otros este
problema del error acumulado.

5.2.- Polinomios de Lagrange.

En primer lugar resolveremos el problema para el caso particular
de tres puntos, (xo,yo),(xq,y1),(x2,yz).

Definicidn: Dados los puntos (xmyw),(x1,y1),...,(xn,yn)se definen
los polinomios:
(x = %) (x - X,)
Ly(x) =
(xq = X)) (xg = X,)
(x = x5)(x - X,)
L,(x) =
(x = %) (xq = x,)
(x - Xg) (x - Xq)
L,(x) =

(%, = x5) (%, - Xq)
llamados Polinomios de Lagrange.
Proposicidn: Los polinomios asi definidos verifican:
1 si i=j
a) Li(xj) = 4 para i,j = 0,1,2
0 si i<>j
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b) Los polinomios Lg(x),Li(x) vy L,(x) forman una base del
espacio vectorial de los polionomios de grado menor o igual
que dos.

c) El polinomio P,(x) = yolg(x) + YL, (%) + y,L,(x) donde
Y= £(x;) verifica Pz(xi) = y; para i=0,1,2.

Demostracidn: Las propiedades a) Yy ¢) son inmediatas de
demostrar. Para demostrar b), consideremos la combinacidn lineal

aoLo(x) + a1L1(x) + aZLz(x) =0
si tomamos X = X tendremos
a, = aoLo(Xo) =0

Andlogamente obtendremos a;= a,= 0, por tanto Lg(x),L,(x) ¥ L,(x)
son linealmente independientes.

Observacidn: Los polinomios de Lagrange solo dependen de X,, X4
y X, Pero no dependen de Yg, Y ni y,. Este resultado lo podemos
generalizar facilmente a "n+l" puntos de la manera siguiente:

Definicién: Dados "n+l" puntos de interpolacién (x,,y;) donde
i=0,1,2,...,n, se definen los Polinomios de Lagrange de orden "n"
como maximo, de la siguiente manera:

(x-X;)
Xi—Xj

para i, = 0,1,2,...,n.

Proposicidn: Estos polinomio, asi definidos, verifican las
siguientes propiedades:

1 si i=j
a) Li(xj) = 4 para i,j = 0,1,2,...,n

0 si i<>j
b) Los polinomios Lo(x),L1(x),...,Ln(x) forman una base del
espacio vectorial de los polionomios de grado menor O igual

que llnll .

¢) El polinomio P, (x)

= yoLo(x)+y1L1(x)+. ..+y L,(x), donde
yi= £(x3), verifica P, (x;) =

y; para i=0,1,2,...n.

Ejemplo: Consideremos los puntos x,=1, X472, x,=3, entonces los
Polinomios de Lagrange para este caso son:

(x = 2)(x - 3)
Lo(x) = = %(x?- 5x +6)
(1 - 2)(1 = 3)
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(x = 1)(x = 3)
= -x%+ 4x -3

5
%
]

(2 - 1)(2 - 3)

(x = 1)(x - 2)

Lx?- 3/2x + 1

=
N
X
I
I

(3 - 1)(3 - 2)
Se comprueba facilmente que son linealmente independientes. Ahora
construiremos el polinomio de interpolacién para dos casos
diferentes:

1) El polinomio de interpolacidén que pasa por los puntos (1,1),
(2,0) y (3,2).

Po(x) = yoLo(x) + Y1 (%) + y,L,(x)
1(%(x%- 5x +6) + 2( 4x?- 3/2x + 1) =
3/2x%- 11/2x + 5

2) El polinomio de interpolacién que pasa por los puntos (1,1),
(2,2) y (3,3).

Po(x) = yoLy(x) + Yo (x) + y,Lo(x) =
10s(x%- 5% +6) + 2(=x,+ 4x -3) +3(%xP- 3/2x + 1) = x
en éste caso la aproximacidén que obtenemos es lineal, (polinomio

de primer orden), resultado que cabia esperar puesto que los tres
puntos estaban alineados.

Encontraremos una expresidén matricial para el Polinomio de
Interpolacidén de Lagrange P,(x):

Po(x) = yoLo(x) + Yy (x) + y,Ly(x) =
1
Yo
(Ly(x) L,(x) L,(x)) = Y4 =
RO
1
(— 3 -3 1 Yo
(1 x x*)| =5/2 4 -3/2 Y
L 1/2 -1 1/2 v2 |

de esta expresién destacamos la matriz
3 -3 1

(L) = -5/2 4 -3/2
172 -1 1/2
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que, pPoOr construccidn, depende de los valores X5 ¥ Y X5 ¥ que
se puede interpretar, en el espacio vectorial de los polinomios
de grado menor o igual que dos, como la matriz del cambio de
bases (1,x,%%), (Lg(x),Ly(x), Ly(X)).

Definicién: La matriz (L) se llama Matriz de interpolacidén de
Lagrange.

Observacidn: Los coeficientes de la Matriz de Interpolacidn de
Lagrange son los coeficientes de los Polinomios de Lagrange. Todo
algoritmo que pretenda su cidlculo sera muy poco eficiente por la
pérdida de tiempo que comporta su cdlculo. A pesar de todo el
algoritmo que presentaremos evaluara los Polinomios de Interpola-
cidn calculando previamente 1los coeficientes de la Matriz de
Interpolacidn.

Si los puntos de interpolacidn son equiespaciados, la Matriz de
Interpolacidn (L) toma, mediante un adecuado cambio de variables,
una forma muy sencilla, como se ve en la siguiente proposicidn.

Proposicidn: Si (x;,¥;), para i=0,1,2,...,n, son "n+l" puntos
equiespaciados entre si, es decir
h = X%

i — X; para i= 0,1,2,...,n

entonces haciendo el cambio de variables z = x — X obtenemos:

(x-%

)
Li(X)=II_73:ETE

i#j

Demostracién: Podemos escribir todos los puntos (x;,y;) de la
siguiente manera:
Xy, T Xo ¥ hi

y los Polinomios de Lagrange toman la forma

e e -R s -h 7
L, () =H (x-%4) _ X-Xy-h J =H X-Xo—h J

i#3 S S LY X0+h j_Xo—h f] i%3 (]‘l)h

Haciendo el cambio z = X - X, obtenemos:
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Ejemplo: Construir la Matriz de Interpolacién de Lagrange para
los siguientes casos:

a) Xg = 0, x= 1

x -1
Lo(x) = = ~(x-1)
0 -1
x =0
L,I(x) = = x
B ede=0
1 0
(L) =
-1 1

Y el polinomio de interpolacidn serd como méximo de grado 1.

b) x, = 0, = 1, x,= 2

Lo(x) = 1/2x% + 3/2x + 1
L (x) = -x% + 2x
Ly(x) = 1/2x% - 1/2
o 0 o |
(L) = -3/2 2 ~1/2
1/2 -1 1/2

y el polinomio de aproximacidén serd como maximo de grado 2.
c) x, = 0, = 1, %= 2, %= 2

Lo(x) = -1/6"3 + x® - 11/6x + 1

L,(x) 1/2x% + 5/2%x2 + 3x

I

Ly(x) = -1/2x3 + 2x% - 3/2x

Ly(x) = 1/6% - 1/2x% - 1/3x

1 0 0 0
-11/6 3 -3/2 1/3
(L) =
1 =5/2 2 -1/2
-1/6 162 -1/2 1/6

75



y el polinomio de aproximacién serd como maximo de grado 3.
Para finalizar resaltemos las siguientes cuestiones:

- La base de polinomios de Lagrange solo depende de "x", es
un procedimiento mejor que el anterior ya que si variamos
las "y" no estamos obligados a rehacer todo el proceso.

- Se hacen muchas menos operaciones y por tanto se rebaja
el error acumulado.

- No hace falta imponer ninguna restriccidén sobre 1la
colinealidad o no de los puntos, puesto que el propio
método "absorbe" estos casos particulares.

El siguiente algoritmo resuelve el problema de Interpolacidn de
Lagrange

accidén Lagrang
var 1i,3j,k,n : entero
aux : real
p,x,y : tabla (0:n) de real
f : tabla (0:n+l) de real
1 : tabla (0:n,0:n) de real

inicio
leer n
para i=0 hasta n hacer
leer (x(i),y(i))

fpara
calcular f(x) FE(x)=(x-xg) (x=%x,) ... (x=%)
para k=0 hasta n hacer
calcular_f, (x) ; calcular numerador de L,(x)=
p=lx=%g) oo (X=X g ) (X=X ) oL (R=%x )=
i=E(x)/(x-x%,)
calcular_1,(x) ; cédlculo del polinomio de Lagrange
P L (x)=£ (x)/£,(x,)
; que guardamos en la columna k de la
; matriz L de Lagrange
fpara

calcular p(x)
para i=n hasta 0 incremento -1 hacer
escribir (p(i))

fpara
fin
accidén calcular f(x)
inicio
f(n+l) <-- 1
f(n) <-- -x(0)

para i=1 hasta n hacer
para j=n-i hasta n hacer
f(3) <=-=- £(3) + (=-x(1).£(35+1))
fpara
fpara

fin
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accién calcular_f£, (x) icalculo del numerador de L,(x) que es
;(x-xo)...{x—x%4}(x-xh4)...(x—xn):
i= £(x)/(x-%,)
;divisidn entera, (Regla de Ruffini)
inicio
1(n,k) <-- £(n+l)
ara j=n-1 hasta 0 incremento -1 hacer
1(j,k) <-- £(j+1) + x(k).1(j+1,k)

fpara
fin
accidén calcular_1,(x) ;jcdlculo del Polinomio de Lagrange
PL(x)=£, (x)/£,(x,)
;evaluacidn de Lk(x) con la regla
de ;Horner
inicio

aux <-- 1l(n,k)

para i=n-1 hasta 0 incremento -1 hacer
aux <-- aux.x(k) + 1(i,k)

fpara

para i=0 hasta n hacer
1(i,k) <-- 1(i,k)/aux

fpara
fin

accién calcular p(x)
;polinomio de interpolacidn

7 p(x)=1l.y
inicio
ara i=0 hasta n hacer
p(i) <-- 0
para j=0 hasta n hacer
p(i) <=-= p(i) + 1(i,3)*y(3)
fpara
fpara
fin

Propiedades: Destacaremos como mé&s importantes, que para "n+l"
puntos obtenemos un polinomio de grado menor o igual que "n", que
es un método global en el sentido de que si variamos uno de los
puntos se modifica toda la curva y que este no es un mé&todo
vadlido para curvas cerradas.
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Programa en GWBASIC correspondiente al algoritmo anterior.

5 SCREEN 2,0,0

10 INPUT"NGmero de puntos a interpolar: ";NP:N=NP-1
20 DIM P(N),X(N),Y(N),F(N+1),L(N,N)

30 FOR I=0 TO N

40 PRINT"PUNTO: ";I;" Coord. x,y:";:INPUT X(I),Y(I)
50 NEXT I

60 GOsSUB 180

70 FOR K=0 TO N

80 GOSUB 260

90 GOSUB 320

100 NEXT K

110 GOSUB 410 :REM CALCULO DEL POLINOMIO DE INTERPOLACION p(x)=L.y
120 PRINT"EL polinomio de interpolacién es"

130 FOR I=N TO O STEP -1

140 PRINT P(I),

150 NEXT I

160 GOSUB 490 :REM DIBUJO

170 END

180 REM CALCULO DE F(x)=(x-x0)...(x-xn)

190 FIN+1)=1:F(N)=-X(0)

200 FOR I=1 TO N

210 FOR J=N-I TO N

220 FCII=FD+ (XD *FJ+1))

230 NEXT J

240 NEXT I

250 RETURN

260 REM CALCULO DEL NUMERADOR DE Lk(x)=F(x)/{(x-xk)
270 L(K,NI=F(N+1)

280 FOR J=N-1 TO O STEP -1

290 LK, D=F U+ +XKI*LIK, J+1)

300 NEXT J

310 RETURN

320 REM CALCULO DEL POLINOMIO DE LAGRANGE Lk(x)
330 AUX=L(K,N)

340 FOR I=N-1 7O O STEP -1

350 AUX=AUX*X(K)+L(K, 1)

360 NEXT I

370 FOR I=0 TO N

380 L(K, I)=L(K, I /AUX
390 NEXT I

400 RETURN

410 REM CALCULO DEL POLINOMIO DE INTERPOLACION p(x)=L.y
420 FOR I=0 TO N

430 P(1)=0

440 FOR J=0 TO N

450 PCD=P(D)+LWJ, DI*Y(J)

460 NEXT J

470 NEXT I

480 RETURN

490 REM DIBUJO

500 INPUT "NUMERO DE PUNTOS A DIBUJAR ", INC

510 A$=INKEY$:IF A$="" THEN 510

520 CLS

530 XMAX=X(0):XMIN=X(0):YMAX=Y(O) : YMIN=Y(0):IMIN=0

540 FOR I=1 TO N

550 IF XMAX < X(I) THEN XMAX=X(I)

560 IF XMIN > X(I) THEN XMIN=X(I):IMIN=IL

570 IF YMAX < Y(I) THEN YMAX=Y(I)

580 IF YMIN > Y(I) THEN YMIN=Y(I)

590 NEXT 1

600 DELX=610/(XMAX-XMIN) :DELY=185/(YMAX-YMIN)

610 FOR I=0 TO N

620 X=X(I)-XMIN:Y=Y(I)-YMIN

630 LINE (DELX*X-3+25,185-DELY*Y)-(DELX*X+3+25,185-DELY*Y)
640 LINE (DELX*X+25,185-DELY*Y~3)-(DELX*X+25,185-DELY*Y+3)
650 NEXT 1

660 A$=INKEY$:IF A$="" THEN 660

670 INCT1=(XMAX-XMIN)/INC

680 X1=0:Y1=Y(IMIN)-YMIN

690 LINE (DELX*X1+25,185-DELY*Y1)-(DELX*X1+25,185-DELY*Y1)
700 X=XMIN
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710 FOR J=1 TO INC

720 X=X+INC1

730 Y=P(N)

740 FOR I=N-1 TO O STEP -1

750 Y=Y*X+P (1)

760 NEXT I

770 X1=X-XMIN:Y1=Y-YMIN

780 LINE -(DELX*X1+25,185-DELY*Y1)
790 NEXT J

800 RETURN
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6.—- INTEGRACION NUMERICA
El problema consiste en aproximar el valor de integrales

definidas de la forma:

I=f:f(x) dx

donde se supone que f(x) es continua en el intervalo (a,b).
El problema queda resuelto si se conoce una primitiva F(x) de
f(x), puesto que F'(x) = f(x) y por lo tanto

b

I=f £(x) dx=F(b) -F(a)

a
Sin embargo el problema del calculo de primitivas no siempre
tiene solucidn o es dificil encontrarla.
Una primera solucidén al problema es un algoritmo tal como el
presentado en "integracién-definida-1" basado en 1la propia
definicidén de integral definida, o en una variante del mismo

"integral-definida-2".

accidén integral-definida-1l

var n,maximo: entero
5,s8: real
Y,y: real

Xx0,x1l: real
a,b: real
eps: real

inicio
leer a,b,eps,maximo
n :=1
repetir
h := (b-a)/n
s =0
S := 0
para i=1 hasta n hacer
x0 := a+(i-1)h
x1l := a+ih
y := min(£(x0),£(x1l))
Y := max(£(x0),£(xl))
s := s+y(x1-x0)
S := S+¥(x1-x0)
fpara
n := n+l

hasta gque h=maximo o S-s < eps
escribir n, S-s

fin

funcidn f(x: real): real
£f :=

ffuncidn
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accibn integracidn-definida-2
var i,n: entero
I0,Il: real
h,eps: real
x0,x1l: real

inicio
I1 := 0
I0 := 0
leer a,b,eps
n :=1
repetir
h := (b-a)/n
I0 := I1
para i=1 hasta n hacer
x0 := a+(i-1)h
xl := a+ih
I1 := T1+f((x0+x1)/2)(%x1-x0)
fpara
n := n+l

hasta que |I1-I0| < eps
escribir n, Il
fin

Ambos algoritmos adolecen de un mismo defecto y es el gran namero
de iteraciones que deben efectuarse para alcanzar una cota de
error aceptable, esto se traduce en un gran numero de
operaciones, por lo que el error de propagacidn puede llegar a
ser muy importante. La mejor solucidn al problema consiste en
substituir la funcidén dada por otra que la aproxime
suficientemente y cuya integral sea facil de evaluar. Por tanto
reduciremos el problema a interpolar la funcidn dada y=£f(x) por
una funcidén polindmica y=P(x) para calcular posteriormente

I=f:P(X)dX

Observese que es fundamental que P(x) sea una aproximacidn
suficientemente buena, lo cual excluye automaticamente aquellos
casos en que f(x) posea singularidades.

Proposicidn: Sea y=f(x) una funcién continua definida en [a,b]
y sea P (x) el polinomio de interpolacién, definido por 1los

puntos (XgsYg) s (Xq,¥4) s - -2, (%, ¥p) donde  y;=f(x;) para
i=0,1,...,n. Entonces
Yo
E b _ b b 5 b__ ¥,
T faPn(x)dx(fadxfaxdx fax dx)(L) _
Vn

y el error de método cometido con esta aproximacidn es:
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b
e=|I*—I|=f (P, (x) -£(x))dx
a
que en cada caso habra que evaluar, mediante una cota, para poder
aceptar o rechazar el valor calculado.
Demostracidén: P (x) = aj + a;x +...+ ax" donde los coeficientes
han sido calculados a partir de la matriz de interpolacidn de

Lagrange (L). Entonces

faan (x) d}{=aof:dx+a1f:}{dx+...+anf:XndX

que matricialmente se escribe:
Ya
b b b b y
I*=f P,(x) dx=(f dx f xdx - f x“dx)(L) b
a a a a H

VJ' 4

Observacidén: Se acostumbra utilizar la siguiente notacidn:

Yo Yo
. ¥y V1| w
I*=(ky ky = k) (L)|""I5(co €1 = o) =Y cv;
- e
Vn Yn
donde
b
ky=[xidx
a
para i=0,1,...,n
c; = (kg kg, ...,k ) (L) para i=0,1,...,n

Hay que sefilalar también que si la longitud del intervalo [a,b]
es excesivamente grande, se hard aconsejable subdividirlo en
subintervalos, método que se denomina Integracidén por Arcos.

Existen diversos tipos de métodos de integracidén numérica por
interpolacidén, basicamente se dividen en dos grandes grupos,
atendiendo a la forma como se eligen los puntos de
interpolacién. Si los puntos de interpolacidén se toman
igualmente espaciados unos de otros, se obtienen los distintos
Métodos de Cotes.
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6.1.- METODOS DE COTES

Segun el nlmero de puntos que se tomen varia el grado del
polinomio de interpolacidn dando lugar a los diferentes métodos

de integraciédn. Si se toman "n+l" puntos (x5,y;) de
interpolacidn, equidistantes entre si, es decir

x; = at(b-a)i/n = a+hi para i=0,1,...,n
donde h = (b-a)/n es la distancia entre dos puntos consecutivos

de interpolacidén. El cambio de variable
x = a+th donde tel0,n]

transforma el intervalo [a,b] en el intervalo [0,n] y el valor
de la integral I se transforma

I=fabf(x) dx=hf0nf(a+h £) dt=hf0“F( £) dt

que puede aproximarse por

i

. n Yy

T =th P, (x) dx=h(k, k, - k(L)|”

.yn

ky=["xidx
0

donde para 1i=0,1,...,n y (L) es 1la Matriz de
Interpolacidén de Lagrange para {0,1,...,n} que en los ejercicios

del tema sobre interpolacidén ya fue calculada para los casos
{o,1}, {0,1,2} y {0,1,2,3}

Observacidn: El cambio de variable x=a+ht nos permite expresar

Yo Va
y Y
I*=hf0nPn(x) dx=hik, k, - k)(L)| t|=Bc, c; - ¢,
yll VJ'.[

donde los coeficientes C; reciben el nombre de Coeficientes de
Cotes.

Para interpolacidnes de hasta seis puntos los coeficientes de
Cdtes son los siguientes:
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n nDco nDc1 nDc2 nDc3 nDc4 nDc5 nDc6 D

2 1 4 1 6
3 1 3 3 1 8
4 7 32 12 32 7 90
5 19 75 50 50 75 19 288

6 41 216 27 272 27 216 41 840

Segun los valores de n obtenemos los diferentes métodos basados
en el método de Cdtes. Para n=1 el método es denominado Regla de
los trapecios y para n=2 regla de Simpson. Los métodos de orden
cuatro y seis se denominan Métodos de Villarceau y Hardy
respectivamente.

No es aconsejable utilizar métodos de orden superior, no se
consiguen mejorar los resultados debido al error de redondeo.
Para mejorar el resultado obtenido se divide el intervalo de
integracién en subintervalos y en cada uno de ellos se aplica un
Método de Cotes de orden no muy elevado. Normalmente no se
utilizan los métodos de orden superior a 2.

A continuacién estudiaremos dos métodos la Regla de los Trapecios
y a la Regla de Simpson respectivamente.

6.2.- REGLA DE LOS TRAPECIOS

Los coeficientes de Cdtes para n=1 son:

o et xS 315 M3 4

y por tanto

*= . = - ﬁ ZJ; =_—y0+yl -
Y—hfoPn(X)dx (b-a) (Z2+32) === (b-a)

que corresponde al area del trapecio rayado de la figura.
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accibn regla-de-los-trapecios
var x0,x1l: real

I,h: real

a,b: real

n: entero
inicio
leer a,b,n

(b-a)/n

+h hasta b incremento h hacer
I + h(£(x0) + £(x1))/2
0 := x1

lﬁ‘m
In o

fpara
escribir I

6.3.- REGLA DE SIMPSON

Los coeficientes de Cdtes para n=2 son

1 0 o0 1 0 o

-3 -1 -3 -1

2 2 2 —_— 2 — gy — 2 —

C, = 2 2 2 |52 2 =] 2 2
(Co €1 C3) (fodx foxdx fox dx) ( 3)

4 1 14 2

2 2 2 2

wlpR

1

4y
3 3

Y por tanto
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-a _V0+4Y1+.V2
2 3

V'=hfolpn(x) dx=2

valor que corresponde al area dm# Semmeesss rayada de la figura.

v

v

o
")
)
»
I

accidén regla-de-simpson-1

var x0,x1,x2: real
I,h: real
a,b: real
n:entero
inicio
leer a,b,n
h := (b-a)/n
I :=0
X0 := a

para x2=a+h hasta b incremento h hacer
xl := x0 + h/2

I := I + h(£(x0) + 4f(x1l) + f(x2))/6
x0 := x2

fpara

escribir I

fin

Observacidn: El siguiente algoritmo mejora el anterior en el
sentido de que automaticamente toma una particidén mas fina del
intervalo de integracidn hasta que la diferencia entre dos pasos
sucesivos es menor que un valor prefijado.

accidn regla-de-simpson-2
var x0,x1l,x2: real
I0,I1l: real

h,eps: real

a,b: real
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n,i: entero

inicio
leer a,b,eps
n :=1
I1 := 0
repetir
h := (b-a)/n
I0 := I1
x0 := a
para x2+a+h hasta b incremento h hacer
xl := x0 + h/2
it T Il := I1th(£(x0)+4£(x1)+£fx2))/4
X0 := x2
fpara
n := 2n

hasta que |Il - I2]| < eps
escribir Il,n
fin

funcidén f(x: real): real
& 5=
ffuncidn

Observacién: Sin entrar en detalles sobre las cotas del error
cometido en ambos métodos, es facil deducir que la Regla de
Simpson es mejor que la Regla de los Trapecios, en general los
métodos de orden par son mas precisos que los de orden impar.
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PROGRAHAS

5 PRINT "RESOLUCION DE INTEGRALES POR EL METODO DE SIMPSON"
10 INPUT “VALOR INFERIOR",XO

20 INPUT "VALOR SUPERIOR", XN

30 INPUT "NUMERO DE DIVISIONES (NUMERO PAR)",P
40 IF P/2<>INT(P/2) THEN GOTO 220

50 s=0

60 H=(XN-X0)/P

70 FOR-I=1 TO-P-1

80 X=X0+I*H

90 GOSUB 240

100 IF I/2<>INT(1/2) THEN S=S+4XY

110 IF 1/2=INT(1/2) THEN S=S§+2%Y

120 NEXT I

130 X=X0

140 GosuB.240

SORS=S+tY S . B0 0 e R e D awm war BN
160 X=XN

170 GOsSUB 240

180 S=S+Y

190 s=S*H/3

200 PRINT "INTEGRAL=",S

210 GOTO 300

220 PRINT "ERROR NUMERO DE DIVISIONES IMPAR"
240 Y=1/(X"2+1)

250 RETURN

300 END
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7.—- RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Hasta este momento se han expuesto las bases de la programacidn
en lenguaje pseudocddigo. A partir de ahora nuestro interés se
centrard en el desarrollo de los algoritmos que permiten resolver
ciertos problemas basicos del Célculo y del Algebra Lineal. En
la mayoria de los casos las bases teéricas de estos problemas ya
estdn tratadas en las correspondientes publicaciones del
departamento.

El primer problema que trataremos es el de resolucidn de sistemas
de ecuaciones lineales. Empezaremos describiendo algoritmos para
realizar las operaciones entre matrices, para continuar con los
diferentes métodos de resolucidén de sistemas de ecuaciones.

7.1.- CALCULO MATRICIAL

SUMA DE MATRICES: Si A y B son dos matrices nxm, A+B es la matriz
en la que cada elemento es la suma de los elementos de A y B que
esté@n en la misma posicidn. Es decir, si C=A+B el elemento de la
fila i y columna j de C se calcula como: c(i,j)=a(i,j)+b(i,])

accidén suma matrices

var n,m,i,j : entero | nxm dimensidén matrices
a,b,c : tabla(n,m) de real
inicio
leer (n)

leer matriz (a)
leer matriz (b)
para i=1 hasta n hacer
para j=1 hasta m hacer
c(i,j) = a(i,j) + b(i,3)
fpara

fpara
escribir matriz (c)

Hh
[
o]

PRODUCTO MATRIZ Y UN ESCALAR: Si A es una matriz nxm y p un
nimero real p.A es la matriz nxm en la que cada elemento es el
producto de p y el elemento de A que estd en la misma posicidn.
Si C=p.A el elemento de la fila i y columna j de C se calcula
como: c(i,j)=p*a(i,])

accidén producto matriz y escalar

var n,m,i,j : entero nxm dimensién matriz
esc : real
a,c : tabla (n,n) de real
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inicio
leer (n)
leer matriz (a)
leer (esc)

para i=1 hasta n hacer

para j=1 hasta m hacer
c(i,j) := esc * a(i,3)
fpara

fpara
escribir matriz (c)

fin

PRODUCTO DE DOS MATRICES: Si A es una matriz nxm y B es una
matriz mxp, el elemento de la fila i y columna j de la matriz
C=A.B se calcula de la siguiente manera: el elemento c(i,j) es
la suma de productos a(i,k)*b(k,j), variando k desde 1 hasta el
nimero maximo de columnas de la matriz A, que debe coincidir con
el nimero de filas de la matriz B.

accidn producto_de matrices
var n,m,p,i,j,k : entero
a : tabla (n,m) de real
b : tabla (m,p) de real
¢ : tabla (n,p) de real
inicio
leer (n,m,p)
leer matriz (a)
leer matriz (b)
para i=1 hasta n hacer
para j=1 hasta p hacer

c(i,j) =0
para k=1 hasta m hacer
c(i,j) := c(i,j) + a(i,k) * b(k,3)
fpara
fpara

fpara
escribir matriz (c¢)

fin
7.2.- SISTEMAS CON MATRIZ DE COEFICIENTES SIMPLE.

Matriz diagonal: La matriz del sistema es una matriz diagonal.
En este caso la resolucidén del sistema es inmediata.

a,1% = Dby Xy = by/ay
3, 2% = b X, = by/a;;
an,nxn - bn B, = bn/an,n



Matriz triangular inferior: En este caso podemos resolver el
sistema por sustitucidn, en primer lugar se calcula el valor de
X4, terminando con el valor de X -

a1,9%1 = by B

a 1%t 8, %, = b, ~

83 1Xq T 835X, + 3z 3X3 = b

a‘n,’lx1 h an,ZXZ to.o.t an,n-1xn-'1 s an,nxn = bn

En donde la ecuacidn que calcula el valor de la incégnita X, es:

X = (b = & gxq —...- A, k1% q) /3y
El algoritmo que realiza este proceso lo estructuraremos como una
accidén no elemental. Necesitamos una tabla "a", matriz de
dimensidén nxn de coeficientes, y una tabla "b", matriz de

dimensién nxl de términos independientes.

accidn resolver sistema triangular inferior

inicio
para k=1 hasta n hacer
x(k) := b(k)
para i=1 hasta k-1 hacer
x(k) := x(k) - a(k,i)*x(i)
fpara
x(k) := x(k)/a(k,k)
fpara
fin

Matriz triangular superior: En este caso resolveremos el sistema
también por sustitucidn, como en el caso anterior, empezando por
calcular el valor de la incdégnita X, Y terminando por x,.

Q% t ARyt Ay g0 Toay X = by

1,n*n _
a‘2,2}{2 to.ooF a‘2,n-‘|xn—’1 + a2,nxn - b2

+a X, = b

2 n-1,n“*n

n-1
a xXx =D

n,n“’n n

n-1,n-1xn-1

En donde la ecuacidén que calcula el valor de la incédgnita X, en
funcidén de los valores de las incdgnitas es:

X, = (b, - B nXp T ak,k+lxk+1)/aka
El algoritmo que realiza este proceso lo estructuraremos como una
accién no elemental, a partir de una tabla "a", matriz de
coeficientes de nxn, y de una tabla "b", matriz de términos

independientes de nxl.
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accidén resolver sistema triangular superior

inicio
para k=n hasta 1 incremento -1 hacer
x{k) := b(k)
para i=n hasta k+1l incremento -1 hacer
x(k) := x(k) - a(k,i)*x(i)
fpara
x(k) := x(k)/a(k,k)
fpara
fin

7.3.- METODO DE GAUSS.

El método de Gauss consiste en transformar la matriz ampliada del
sistema, mediante operaciones elementales de fila, es decir del
tipo restar a una fila otra multiplicada por un escalar, hasta
conseguir una matriz con todos sus elementos situados por debajo
de la diagonal principal nulos, es decir una matriz triangular
superior. En sintesis el método consiste en aplicar
reiteradamente el proceso de eliminacidén a cada columna de la
matriz. Para realizarlo se elige un elemento de la matriz, al que
se denomina pivote, supondremos para abreviar que en cada paso
del proceso el pivote estd situado siempre en la posicidn a; ;
para efectuar la eliminacién de los elementos situados en la
columna i por debajo del pivote. Recordemos que utilizando este
tipo de transformaciones elementales la matriz obtenida en cada
paso es equivalente a la matriz inicial. Veamos el proceso que
se sigue en la eliminacién de 1los elementos de la primera
columna:

@y, 84,5 = 81,51 81,n ¢ b1

Q,1 8,5 = = @y pq 8,5 ¢ by
A=l 2w G o

an,l An,p Qn, n-1 an,n bn

tomando como pivote el elemento a,, y efectuando las operaciones:

fila i - (a11/a11 * fila 1

b; - 11/ 11) * by
para todos los indices i desde 2 hasta n, obtenemos una matriz
equivalente con la primera y que tiene la forma:

Dada una matriz de dimensidén nxm el proceso a seguir es iterar
una operacidén de fila, en las submatrices determinadas por una
fila (i) y una columna (j) que inicialmente serdn la fila 1l y la
columna 1. El tratamiento a realizar dada una submatriz i,] es
el siguiente:
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ey iod

n,n-1 n,n n

= Encontrar pivote, elegimos como pivote el primer elemento
de la submatriz distinto de 0. Para ello procederemos
buscando por columnas hasta encontrar un elemento no nulo
que determinaremos por su indice de fila (f) y su indice de
columna (c). Si este elemento no existe la submatriz esta
formada Gnicamente por ceros y por tanto hemos acabado el
proceso. En caso contrario tendremos que efectuar 1los
siguientes pasos:

- Si el pivote (a(f,c)) no estd en la fila i, en este caso
tenemos que intercambiar la fila i con la fila f. Con lo
que el pivote pasara a ocupar la posicidn (i,c).

s poner ceros por debajo de la fila i en la columna c¢

Una vez realizado el tratamiento 1la nueva submatriz queda
determinada por la fila i+l (nueva i) y la columna c+l (nueva j).
Repetiremos el tratamiento hasta que i sea mayor que n o j mayor
gue m.

accidn Gauss
var n,m: entero
a:tabla(n,m) de real

inicio
i:=1
J o= 1
iterar
buscar_ pivote calculard la fila y columna en
la que estad el pivote.
salir si c>m no existe pivote
si i<>c¢
entonces
intercambiar filas(i,f)
fsi
tratar columna
j := c+l
salir si j>m | todas las columnas tratadas
i := i+l
salir si i>n | todas las filas tratadas
fiterar
faccién

Buscar_pivote: Esta accidn calculard la fila y la columna que
corresponde al primer elemento no nulo de la matriz.
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accidén buscar pivote(3j)

inicio
c := j
£f := i
mientras (a(f,c)=0 y c<= m ) hacer
£f := £+1
si £>n
entonces
c := c+l
£ p= il
fsi
fmientras
faccidn

Intercambiar filas: Utilizaremos una variable auxiliar para
efectuar el intercambio.

accidén intercambiar filas(i,3J)

var aux: real | auxiliar para realizar el
intercambio
inicio
para k=1 hasta m hacer
aux := a(i,k)
a(i,k) := a(f,k)
a(f,k) := aux
fpara
faccidn

Tratar columna: Esta accidén reduce a cero los elementos situados
por debajo de la diagonal principal.

accidén tratar_columna
var g:real
inicio
para k=i+l hasta n hacer
g := a(k,c)/a(i,c)
para l=c hasta m hacer
a(k,1l) := a(k,1l) - g*a(i,1)
fpara

fpara
faccidn

El algoritmo propuesto sdlo funciona correctamente cuando en el
paso "k-&simo" el elemento que ocupa la posicién (k,k) es
distinto de cero. Teniendo en cuenta que el orden de las
ecuaciones y el orden de las incdgnitas dentro de las ecuaciones
es irrelevante, es posible que ocurra el hecho de que a partir
de la disposicién inicial encontremos algln a(k,k)=0, en este
caso habra que buscar un nuevo pivote. Si la matriz A es regular
entonces siempre existe una reordenacién con la que poder
realizar este proceso. De todas las reordenaciones posibles
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algunas son preferibles a otras en funcidn de la rapidez vy
precisién de los resultados que se quieran obtener. La
determinacidén de la reordenacidn mas conveniente depende, en cada
paso del proceso, del pivote. N&tese que si se decide utilizar
otro método de seleccién de pivote solo deberd cambiarse el
algoritmo buscar pivote.

7.4.- DISCUSION DE UN SISTEMA DE n ECUACIONES CON m INCOGNITAS

En la discusidn de un sistema de ecuaciones tenemos que calcular
el rango de la matriz y el de 1la ampliada, estos rangos son
facilmente calculables a partir de una matriz triangular inferior
equivalente. Por lo tanto el proceso a seguir es aplicar el
método de Gauss a la matriz ampliada del sistema. Una vez
aplicado el proceso de Gauss solo queda contar el nimero de filas
cuyos elementos no son todos cero.

accidén discusidén sistema

inicio
leer(n,m) | dimensiones de la matriz ampliada
leer matriz(a) | incluido el termino independiente
Gauss
calcular_rango de A en la variable rga
calcular_rango_de Al|b en la variable rgab
si rga=rgab
entonces
S5i rga=m
entonces escribir("sistema compatible determinado")
sino escribir("sistema compatible indeterminado")
fsi
sino escribir("sistema incompatible")
fsi
fin

Calcular_rango_de A: Para calcular el rango de A es suficiente
encontrar la fila que ocupa el primer elemento no nulo por encima
de la diagonal, empezando la blisqueda en la fila n, columna m-1.

accidn calcular_rango_de A

inicio
i := n
i := m-1
mientras (a(i,j)=0 y i>0) hacer
j iz 371 :
51 j<1
entonces
i::=i-1
j := m-1
fsi
fmientras
rga := i -
faccidn
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Calcular rango de A|b: Para calcular el rango de la matriz
ampliada, calcularemos la fila en la que se encuentra el primer
elemento no nulo de la columna n, empezando por la fila n. Si
este nimero es mayor que el rango de A entonces el rango de la
matriz ampliada es el de A mas uno sino el rango de A|lb es el de
la matriz A.

accidén calcular rango_de A|b
inicio
i :=n
] = m+l
mientras (a(i,j)=0 y i>0) hacer
i = i-1
fmientras
rgab := i
si rgab < rga
entonces
rgab := rga
fsi
faccidn

7.5.-RESOLUCION DE UN SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO.

Método de Gauss A partir de la matriz ampliada del sistema
(nx(n+l)), mediante el método de Gauss, obtenemos una matriz
triangular superior. Si la matriz es regular el sistema tiene
solucidn, por tanto un algoritmo que resuelve el problema es una
combinacién del algoritmo descrito para el método de Gauss, junto
con el algoritmo que resuelve sistemas triangulares superiores.

accidén resolucidn sistema Gauss
var x:tabla(n) de real
a:tabla(n,m) de real
n,m: entero
inicio
leer(n)
m=n+1
leer matriz(a) | incluido el termino independiente
Gauss
calcular _rango_de A | en la variable rga
si rga=n
entonces
resolver sistema_triangular_ superior
escribir solucidn
sino
escribir("no es un sistema compatible determinado")
fsi
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accién escribir solucidn

inicio
para i=1 hasta n hacer
escribir("x",i,"=",x(1))
fpara
fin

Método de Gauss-Jordan: Este método es una modificacidn del
método de Gauss. El objetivo es encontrar una matriz equivalente
de forma diagonal. El algoritmo es parecido al de Gauss con la
salvedad de que ahora el proceso de eliminacidn de los elementos
de la columna "i-ésima" se extiende tanto a 1los elementos
situados por encima de la diagonal como a los situados por
debajo, obsérvese que la Unica diferencia con el método de Gauss
reside en la accidn tratar columna 2.

accidén gauss_ jordan
inicio
leer a,b
para i=1 hasta n hacer
tratar columna 2(i)
fpara
para i=1 hasta n hacer
x(i) := b(i)/a(i,i)
escribir x(i)
fpara

fin

accidén tratar columna_ 2(i)
inicio
para k=i-1 hasta 1 incrementg -1 hacer
m := a(k,i)/a(i, i)
a(k,i) =0
para l=i+l hasta n hacer
a(k,1l) := a(k,1) - m*a(i,1)
fpara
b(k) := b(k) - m*b(i)
fpara
para k=i+l hasta n incremento +1 hacer
m := a(k,i)/a(i, i)
a(k,i) =0
ara l1l=i+1 hasta n hacer
a(k,1l) := a(k,l) - m*a(i,1)
fpara
b(k) := b(k) - m*b(1i)
fpara

7.6.- RESOLUCION DE UN SISTEMA DE n ECUACIONES CON m INCOGNITAS

Veamos como podemos resolver este tipo de sistemas en el caso en
que sean compatibles. Una vez finalizado el proceso de Gauss
tendremos una matriz equivalente con un nGmero de filas distintas
de cero igual al rango de la matriz del sistema, aun que no estén
ordenadas correctamente. Por ejemplo supongamos que la matriz
después de aplicar el proceso de Gauss nos queda:
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 ti

0O00000
OO0OO0O0O0O-
[eNeoNeNoRe R
OCO0OO0O0O-=
o000 ~0
00020
OO0O0O-200
OO ->200
OO

En este caso el rango es 3, si reordenamos las columnas de la
matriz y suprimimos las filas de ceros obtenemos:

x2 x4 x6 ti x1 x3 x5 x7 x8

171701701000
011100100
001100011

Ndtese que la matriz equivalente es una matriz triangular
superior. La resolucidn del sistema conlleva a la resolucidn de

n-rg(A)+1l sistemas de ecuaciones, que podemos resolver
simultdneamente, puesto que todos los sistemas tienen la misma
matriz asociada. Aplicando el método de Gauss al tridngulo

superior tenemos:

x2 x4 x6 ti x1 x3 x5 x7 x8

1700101-111
010000 1-1-
001100011
de donde:
X2 = 14+x3-%5+x7+x8

x4 = x5-x7-x8
x6 = 1+x7+x8

Por tanto un algoritmo para resolver este problema es:

accibén resolucidn_sistema

inicio
leer(n,m)
leer matriz(a) | incluido el termino independiente
Gauss
calcular rango_de_A en la variable rga

calcular rango de A|b| en la variable rgab
si rga= rgab

entonces
si rga=m
entonces
escribir("sistema compatible determinado")
sino
escribir("sistema compatible indeterminado" )"
fsi
reordenar matriz
Gauss2
escribir solucidn
sino
escribir("sistema incompatible")
si

th
-
3
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Reordenar matriz: Al reordenar la matriz tenemos que mantener
informacién en cada momento sobre la variable representada en
cada columna, para ello utilizaremos una tabla "ord" tal que
ord(i)=nimero de la variable a la que corresponde la columna i.
Inicialmente la tabla tendréd los valores 1,...,n,n+l.

accidén reordenar matriz
var auxl:tabla (n) de real
ord:tabla(m) de real

inicio
para i=1 hasta m hacer | ordenacién inicial de variables
ord(i) := i
fpara

para i=1 hasta rga hacer
mientras a(i,i)=0 hacer
para j=1 hasta n hacer
auxl(j) := a(j,i)

fpara
para k=i hasta m-1 hacer

para j=1 hasta n hacer

a(j,k) := a(j,k+1)
fpara
ord(k) := ord(k+1l)
fpara
ord(m) := 1
para j=1 hasta n hacer
a(j,m) := auxl(j)
fpara
fmientras
fpara
faccidn
accidn Gauss?2 Analogo a Gauss pero solo
triangulo superior.
inicio

para j=2 hasta rga hacer
para i=1 hasta j-1 hacer

p := a(i,j)/a(3i,3)
para k=j hasta m+1 hacer
a(i,k) := a(i,k) - p*a(j,k)
fpara
fpara

fpara
para i=1 hasta rga hacer
para j=rga+l hasta m hacer

a(i,j) := a(i,j)/a(i,i)
fpara
a(i,i) := 1
fpara
faccidn
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accién escribir solucidn

inicio
para i=1 hasta rga hacer
escribir ("x",ord(i),"=",a(i,rga+l))
para k=rga+2 hasta m hacer
escribir ("+ x",ord(k),"* (",a(i,k),")")
fpara
fpara
faccidn

7.7.- DESCOMPOSICION LU.

Este método consiste en descomponer la matriz asociada al sistema
de ecuaciones en producto de dos matrices, una triangular
inferior L y otra triangular superior U, tal que A=LU. De manera
que ahora resolver el sistema Ax=b se reduce a resolver
sucesivamente el sistema triangular inferior Ly=b y el sistema
triangular superior Ux=y. Debemos observar que en este método la
descomposicidn que se hace de la matriz asociada al sistema no
depende de la matriz de los términos independientes. Por tanto
este método sera valido para resolver aquellos sistemas que
tengan la misma matriz asociada vy distintos términos
independientes.

Dada la matriz A para calcular los coeficientes de las matrices
L y U tenemos que resolver la siguiente ecuacidn matricial:

Qy,1 Qy,2 Q4,3 o " o Q1 ,pn-1 Q,n
8y,1 Q3,2 92,3 a a % Ay, n-1 92,n
A:
ai,1 a;,1-1 44,1 Qi,i+1 Qi,n
an,l an,z an,n—l an,n
€y, 1 0 0 . 0 Bl,l Bl,z 61,3'" Bl,n
0y, @y 0 0 0 Bz,z Bz,3 o Bz,n
= Gy,q O3, G35 - O 0 0 pa,3 e ﬁ3,n
OCpq Gpp Op a3 = Opp) | 0 ' oo Bn,n

lo que nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

Ay, 150 4 B,
a,;=0y,18,,; J=1,2,-,n
a; 4=0; 1P;,1 1 1,2

para k=1,2,...,n tenemos los siguientes tipos de ecuaciones

100



k

ak, k:E ak,po, k
pzl

ak,j:z c‘k,pﬁplj

p=1
k

aj,k:z ai.po.k
D=1

sistema del que hay que determinar los coeficientes Ay g0 Bij para
i,j=1,2,...,n. Despejando se obtiene: i ’

®;,1B1,17a1 1

a, ,
o, === i=1,2,-,n

1,1
Bl,l
a; ,
Bl,j= = _7=l,2,---,n
al,l
para k=1,2,...,n tenemos las siguientes relaciones:
k-1
ak,kBk,k=ak,k_E @, pPp, x
p=1
k-1
ak.j_E c‘k,pﬁp.j
By, =2 F=k+1,-,n
Cp,
k-1
al:k_z airpﬁplk
_ p=1 ;L
O x B i=k+1l,-,n
k, k

Observacidn: En todo este esquema de calculo quedan patentes dos
hechos fundamentales que determinan los distintos métodos que
existen:

En primer lugar se calculan los elementos situados en la
diagonal principal, es evidente que la solucidén no es
Gnica, esta multiplicidad de posibles valores da lugar a
los distintos métodos basados en la descomposicidén LU.

En segundo lugar se calculan los coeficientes de la fila
"k-ésima de U" y posteriormente los coeficientes de 1la
columna "k-ésima" de L.

Estudiaremos en particular dos métodos, Método de Crout y Método
de Cholesky, que utilizan este tipo de descomposiciédn.

Método de Crout: Este método descompone la matriz asociada al
sistema de ecuaciones en LU de la siguiente manera: se elige
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éﬁ=l para i=1,2,...,n. Quedando entonces las siguientes
relaciones:

i=1,2,"',n

Bl,j=a',' j=1/21"'ln

para k=1,2,...,n tenemos las siguientes relaciones:

k-1

ak,kBk,k=ak,k_z @y, oPp,
p=1
k-1

Br, =2k, 572, %k.pPp, j=k+1,-.n

p=1
k-1

ai,k_Z: ai,pﬁp,k
p=1

0 k= B i=k+1,-,n
k. k

accidn crout
inicio
para k=1 hasta n hacer

a(k,k) 1

RB(k,k) a(k,k)

para p=1 hasta k-1 hacer
B(k,k) := B(k,k)-a(k,p)*B(p,k)

fpara

para i=k+l hasta n hacer
al(i,k) := a(i,k)
para p=1 hasta k-1 hacer

al(i,k) := al(i,k)-ali,p)*B(p,k)

fpara

a(i,k) := a(i,k)/B(k,k)

fpara

para j=k+1 hasta n hacer
B(k,3j) := a(k,j)
para p=1 hasta k-1 hacer

B(k,j) := B(k,j)-alk,p)*B(p,J)

fpara

fpara

fpara

fin

Método de Cholesky: Este es un método particular de
descomposicién LU para sistemas de ecuaciones lineales cuya
matriz asociada es una matriz simétrica, en este caso la matriz
asociada A se descompone como A=LL". Es evidente que este método
solo precisa del célculo de los coeficientes de una de las
matrices puesto que la otra es su traspuesta.
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Las relaciones que obtenemos al aplicar la descomposicidn son:
2 _
®1,1%81 4
a; .
ai’1=_1'_l. i=1,,n
@,
N k-1
k_ 2 _
(xklk—ak’k_z Ok, p k=1,2,,n

p=l
k-1

= p=1 i=k+1,...’n

accidn cholesky
inicio
para k=1 hasta n hacer
alk,k) := a(k,k)
para p=1 hasta k-1 hacer
a(k,k) := alk,k)-alk,p)*a(k,p)
frara
alk,k) := a(k,k)
para i=k+l hasta n hacer
al(i,k) := a(i,k)
para p=1 hasta k-1 hacer
ali,k) := ali,k)-a(i,p)*al(k,p)
fpara
a(i,k) := a(i,k)/al(k,k)
fpara
fpara

fi

ol

7.8.- METODOS ITERATIVOS.

Los métodos iterativos de cdlculo de las soluciones de un sistema
de ecuaciones, se basan en el calculo de una sucesidén de
aproximaciones a la solucidn del sistema. La sucesidn de valores
asi calculada tiene por limite la solucién del sistema. El método
de construccién de la solucidén es siempre el mismo, dado el
sistema Ax=b, en el que la matriz asociada es regular, consiste
en los siguientes pasos:

i) Se descompone la matriz A=N-P, donde N y P son dos
matrices del mismo orden que A, de manera que el
sistema puede escribirse de la forma Nx=Px+D -

ii) A partir de un valor inicial x, se construye una
sucesidn (x, ) mediante la recurrencia:

Nx, = Pxq + b
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iii) S8i la sucesidn es convergente, es decir si x,=——>X%X,
entonces

Nx = Px + b = Ax = b

Conviene observar que el cdlculo de x  implica la resolucidn del
sistema Nx =Cc, por 1o tanto es muy importante elegir la mejor
descomposicién de A, de manera que este sistema sea facilmente
resoluble. Por otro lado es evidente que dependiendo de como Se
descomponga A tendremos un método u otro. También hay que
observar que en todo método iterativo se ha de controlar en todo
momento su convergencia asi como el numero de iteraciones que se
efectian. Estudiaremos concretamente dos métodos iterativos: el
Método de Jacobi y el Método de Gauss-Seidel.

Método de Jacobi: El método de Jacobi es una aplicacidén de esta
técnica general en la que se utiliza la siguiente descomposicidn
de la matriz del sistema:

aq,1 Ay, 2 4,3 - "' " Ay, p-1 aq,n
dy,1 Qy,2 92,3 o te ! 8y, n-1 %2,n
A=
i 1 ;11 21,1 84,10 Qi,n
\an, 1 an, 2 a.n,n—l an,n
a1, 0 0 0 0 a,,, a3 a,n
0 a;,, 0 0 as,1 0 a,,, ;. n
= 0 a,;,; 0 831 8y,, O Az pn
0 0 % @nn an 1 0

En la "k-ésima" iteracidn la solucidn aproximada es:

ep L k-1 k-1 k-1
a, %1 = by (allzx2 + @, X t...t @ p¥n )
k _ k-1 k-1 k-1 k-1
a; ;xi = b; (@g,,% 7+ o+ @pgaXis * 8y, paXia T ct A . Xn )
kK _ 3 -1 k-1
a, XK = b= (@g X0 T ..t ap poaXo-1)

que escrita en forma compacta es:
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para 1i=1,2,...,1n

accidén jacobi

var
a : tabla (n,n) de real
b,x0,x1 : tabla (n) de real
eps,z : real
74%;w@ax[{!j,n,nit : entero
. -inicio —
leer a,x0,max,eps ‘ -
nit := 0
repetir
para i=1 hasta n hacer
x1(i) := b(i)
\ para j=1 hasta i-1 hacer
| x1(i) := x1(i) - a(i,3j)*x0(3)
fpara
para j=i+l hasta n hacer
x1(i) := x1(i) - a(i,j)*x0(3)
fpara
x1(i) := x1(i)/a(i,i)
fpara
z := norma(x0-x1l)
nit := nit + 1
x0o := X1
hasta que ( eps<0 o nit>max)
escribir ("nmero de iteraciones";nit;"solucion: ".x0)
escribir ("norma:";z)
fin

Método de Gauss-Seidel: En este método se descompone la matriz
del sistema de la siguiente manera:

ay,q 41,2 d1,3 & = d8y,p1 Q1,n

@y, 83,5 83,3 - - o @y, n-1 Q2,n
A:

ai,1 a; i1 81,1 4i,i41 ;. n

an,l an,z an,n—l an,n
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a8, 0O 0 = 0 }0 a,; a@,3 * %1,n
3,1 @, 0 0 O 0 a4 d,n
a3d,l a;,, é,,3 - 0 0 O 0 = a3 p
@n,1 4n,2 © 8p,n/\0 0

En la "k-ésima" iteracidén la solucidn aproximada es:

k _ _ k-1 k-1 k-1
a, .xi = b, (allzxz * Ay aXs L.t 8y Xg )
k k _ _ -1 k-1
aillxl +. . oa + ailiXi = 'bi (ai’i+l i+1 +. ) + ai’an )
k k _
ay 1% te..t @y a%Xn < b,

que escrita en forma compacta es:
n

i-1

k_|p - k _ k-1 f_

xi = |b;= Y a;, 5%; Y, as, % |/@i.; parai=1,2, ...
g j=1+1

accidén gauss_seidel

var
a : tabla (n,n) de real
b,x0,xl : tabla (n) de real
eps,z : real
max,i,j,n,nit : entero
inicio
leer a,x0,max,eps
nit := 0
repetir

para i=1 hasta n hacer
x1(i) := b(i)
para j=1 hasta i-1 hacer
x1(i) := x1(i) - a(i,3)*x1(3)
fpara
para j=i+l hasta n hacer
x1(i) := x1(i) - a(i,3)*x0(3)
fpara
x1(i) := x1l(i)/a(i,i)
fpara
z := norma(x0-x1)
nit := nit + 1
X0 := x1
hasta cue ( eps<0 o nit>max)
escribir ("ntmero de iteraciones";nit)
escribir ("solucidn: ";x0)
escribir ("norma:";z)
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fin

Observemos la diferencia fundamental entre ambos métodos. En el
método de Jacobi la solucidn aproximada, en la "k-ésima"
iteracién, se calcula a partir de la solucidn aproximada de 1la
iteracidn anterior. En el método de Gauss-Seidel, la "k-ésima"
iteracidén se calcula componente a componente, utilizando las
componentes ya calculadas en este paso junto con las soluciones
aproximadas obtenidas en la iteracidédn anterior.

7.9.- CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA: METODO DE GAUSS

para calcular la matriz inversa utilizaremos el método de Gauss
aplicado a la matriz ampliada por la derecha con una matriz
identidad. Si el rango de la matriz no es n, la matriz no es
regular y por tanto no tiene inversa. En caso contrario
efectuaremos los pasos necesarios para obtener una matriz
identidad en la primera parte de la matriz ampliada. La matriz
obtenida en la segunda parte es la matriz inversa.

accidn inversa
inicio
inicializacidn
Gauss
Calcular rango de A
si rga=n
entonces
Gauss?2
escribir resultados
sino
escribir ("la matriz no es regular")
fsi

th

in

3.10.- CALCULO DE DETERMINANTES, METODO DE GAUSS

Para calcular el determinante de una matriz, utilizando el método
de Gauss, uUnicamente tenemos que tener en cuenta que cada vez que
se intercambian dos filas el determinante cambia de signo; y que
el determinante de una matriz triangular superior es el producto
de los elementos de la diagonal.

accidbn determinante

inicio
sign := 1
j =1
iterar
buscar_ pivote(]) calculari la fila y columna en
la que estéd el pivote.
salir si j>n no existe pivote
si i<>j
entonces
intercambiar filas(i,j)
sign := -sign
£si
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tratar columna
i = Jj+1
salir si j>n
fiterar
det := sign
para i=1 hasta n hacer
det := det*a(i,i)
fpara
faccidn

| todas las columnas tratadas

| calculo del determinante
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10 REM *kkkkkkkkiickikikinkkkxikkkkidkikkikkiiokokiikkkk
20 REM *x% SUMA DE MATRICES DE DIMENSIONES NXM #%%

30 REM Hkkinkiikinickiikiinkkikkinoicook ik kool ki kook
40 REM

50 INPUT "DIMENSIONES",N,M

60 DIM A(N,M),B(N,M),C(N, M)

70 REM LECTURA DE LA MATRIZ A

80 PRINT "INTRODUZCA LA MATRIZ A POR FILAS"

90 FOR I=1 TO N

100 FOR J=1 TO M
120 INPUT ACI,J)
130 NEXT J

140 NEXT I

150 REM LECTURA DE LA MATRIZ B
160 PRINT "INTRODUZCA LA MATRIZ B POR FILAS"
170 FOR I=1 TO N

180 FOR J=1 TO M
190 INPUT B(I,J)
200 NEXT J

210 NEXT I

220 REM CALCULO DE LA MATRIZ C
230 FOR I=1 TO N

240 FOR J=1 TO M

250 CC(I,d)=A(I,)+B(I, )
260 NEXT J

270 NEXT I

280 REM ESCRITURA DE LA MATRIZ C
290 FOR I=1 TO N

300 FOR J=1 TO M

310 PRINT C(I,J);
320 NEXT J

330 PRINT

340 NEXT I

350 END

10 REM Fkkkkkkkkkkdoiokkkikkikkkkkkkkkkkkkkkk ik kkickkkkkkkk
20 REM *%% PRODUCTO MATRIZ (NXM) Y ESCALAR *%k
30 REM Jekdekdok kool kkk kR kkkdkkdkdkkkk ik kk kb kkik ik ik
40 REM

50 INPUT "DIMENSIONES",N,M

60 DIM A(N,M),CIN,M)

70 REM LECTURA DE LA MATRIZ A

80 PRINT "INTRODUZCA LA MATRIZ A POR FILAS"

90 FOR I=1 TO N

100 FOR J=1 TO M

110 INPUT ACL,J)
120 NEXT J

130 NEXT I

140 REM LECTURA DEL ESCALAR
150 INPUT "ESCALAR", ES

160 REM CALCULO DE LA MATRIZ C
170 FOR 1=1 TO N

180 FOR J=1 TO M
190 C(1,J)=ES*A(I,J)
200 NEXT J

210 NEXT I

220 REM ESCRITURA DE LA MATRIZ C
230 FOR I=1 TO N

240 FOR J=1 TO M
250 PRINT C(I,d);
260 NEXT J

270 PRINT

280 NEXT I

290 END

10 REM ¥kkkkkdkikkiokkkkkikkkkkkrkxkxiiokhkikikikkkkikikks
20 REM *** PRODUCTO DE MATRICES
30 REM *RFkk ik d ko ki kk ki kkkkkkkkkkkkkkkkkkkickkkkikkk

40 REM
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50 INPUT "DIMENSIONES N,M,P",N,M,P

60 DIM ACN,M),BCM,P),C(N,P)

70 REM LECTURA DE LA MATRIZ A

80 PRINT "INTRODUZCA LA MATRIZ A POR FILAS"
90 FOR I=1 TO N

100 FOR J=1 TO M

110 INPUT ACI,J)
120 NEXT J

130 NEXT I

140 REM LECTURA DE LA MATRIZ B
150 PRINT "INTRODUZCA LA MATRIZ B POR FILAS"
160 FOR I=1 TO M

170 FOR J=1 TO P

180 INPUT B(I,))
190 NEXT J

200 NEXT I

210 REM CALCULO DE LA MATRIZ C

220 FOR I=1 TO N

230 FOR J=1 TO P

240 c(1,)=0

250 FOR K=1 TO M
260 C(I,Jd)=C(I,N+ACL, KI*B(K,J)
270 NEXT K

280 NEXT J

290 NEXT I

300 REM ESCRITURA DE LA MATRIZ C

310 FOR I=1 TO N

320 FOR J=1 TO M

330 PRINT C(I,4);
240 NEXT J

350 PRINT

360 NEXT I

370 END

10 REM Kk Rk koo k ki dok ik ki ok dok dokookokokok ek kkek
20 REM METODO DE GAUSS MATRIZ nxm

30 REM Sk kR aok ik kdokk ko kk kkk ke kedokcok ok kik kkkek
40 REM INICIO DEL ALGORITMO

50 INPUT “DIMENSIONES DE LA MATRIZ";N,M

60 DIM A(N,M)

70 REM LECTURA DE LA MATRIZ POR FILAS

80 PRINT "MATRIZ A POR FILAS"

90 FOR I=1 TO N

100 FOR J=1 TO M

110 INPUT ACI,J)
120 NEXT J

130 NEXT I

140 REM INICIO DEL PROCESO

150 1=1

160 J=1

170 REM ITERAR
180 REM BUSQUEDA DEL PIVOTE

190 c=J

200 F=1

210 WHILE (A(F,C)=0 AND C<=M)

220 F=F+1

230 IF F>N THEN C=C+1:F=I
240 NEXT

250 IF C>M THEN 450

260 IF I=F THEN 340

270 REM INTERCAMBIAR FILAS
280 FOR K=C TO M

290 AUX=A(F,K)
300 ACF,K)=ACI,K)

310 A(I, K)=AUX

320 NEXT K

330 REM TRATAR COLUMNA

340 FOR K=I+1 TO N

350 AUX=A(K,C)/ACL,C)

360 FOR L=C TO N

370 ACK, L)=ACK, L) ~AUXXA(T, L)
380 NEXT L

390 NEXT K

400 I=I+1
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410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520

10
20

30

40

50

60

70

80

90

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610

IF I=N THEN 450

J=C+1
IF J>M THEN 450
G0TO 170
REM ESCRITURA DE LA MATRIZ FINAL
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO M
PRINT A(I,J);
NEXT J
PRINT
NEXT I
END

REM *kkikdkkkidkkdkdkkkkkdkkkrikkkkiiikdkkkkkkirikiiokkkikk
REM DISCUSION SISTEMA DE ECUACIONES
REM MATRIZ AMPLIADA DIMENSIONES nxm
REM ik dink ok bk rkkkkkkk ook k kk kb ook
REM INICIO DEL ALGORITMO
INPUT “DIMENSIONES DE LA MATRIZ AMPLIADA";N,M
DIM A(N,M)
REM LECTURA DE LA MATRIZ POR FILAS
PRINT "MATRIZ A POR FILAS"
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO M-1
INPUT ACI,J)
NEXT J
NEXT I
REM LECTURA TERMINO INDEPENDIENTE
PRINT "TERMINO INDEPENDIENTE"
FOR I=1 TO N
INPUT ACI, M
NEXT I
REM GAUSS
1=1
J=1
REM ITERAR
REM BUSQUEDA DEL PIVOTE
c=J
F=1
WHILE (ACF,C)=0 AND C<=M)
F=F+1
IF F>N THEN C=C+1:F=1
NEXT
IF C>M THEN 510
IF I=F THEN 400
REM INTERCAMBIAR FILAS
FOR K=C TO M
AUX=A(F ,K)
A(F,K)=A(L,K)
ACIL,K)=AUX
NEXT K
REM TRATAR COLUMNA
FOR K=I+1 TO N
AUX=A(K,C)/ACL,C)
FOR L=C TO N
ACK,L)=A(K,L)-AUX*A(I,L)
NEXT L
NEXT K
I=I+1
IF I=N THEN 510
J=C+1
IF J>M THEN 510
GOTO 230
REM ESCRITURA DE LA MATRIZ FINAL
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO M
PRINT A(I,J);
NEXT J
PRINT
NEXT I
REM CALCULO DEL RANGO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES
I=N
J=M-1
WHILE (A(I,J)=0 AND I>0)
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620 J=J-1

630 IF J<I THEN I=I-1:J=M-1

640 NEXT

650 RGA=1

660 PRINT “RANGO MATRIZ DEL SISTEMA: ";RGA

670 REM CALCULO DEL RANGO DE LA MATRIZ AMPLIADA

680 I=N

690 WHILE (A(I,M)=0 AND I>0)

700 1=1-1

710 NEXT

720 RGAB=1

730 IF RGAB<RGA THEN RGAB=RGA

740 PRINT "RANGO DE LA MATRIZ AMPLIADA: ";RGAB

750 REM DISCUSION

760 IF RGA<>RGAB THEN PRINT "SISTEMA INCOMPATIBLE":GOTO 790
770 IF RGA=M-1 THEN PRINT "COMPATIBLE DETERMINADO":GOTO 790
780 PRINT "SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO":END

10 REM Srkkdekk ik ok kdkkdkkkk ik dniiok kkdokeknkkdoioiok k kkde ok ik ok
20 REM RESOLUCION SISTEMA DE ECUACIONES

30 REM MATRIZ AMPLIADA DIMENSIONES nx(n+1)

40 REM Sk ki ook koo ok ke k ok k ok kkdkok kool kkk
50 REM INICIO DEL ALGORITMO

60 INPUT “DIMENSIONES DE LA MATRIZ “;N

70 M=N+1

80 DIM A(N,M), X(N)

90 REM LECTURA DE LA MATRIZ POR FILAS

100 PRINT "MATRIZ A POR FILAS"

110 FOR I=1 TO N

120 FOR J=1 TO M-1

130 INPUT AT, d)
140 NEXT J

150 NEXT I .

160 REM LECTURA TERMINO INDEPENDIENTE
170 PRINT "TERMINO INDEPENDIENTE"

180 FOR I=1 TO N

190 INPUT ACI,M)

200 NEXT 1

210 REM GAUSS

220 I=1

230 J=1

240 REM ITERAR

250 REM BUSQUEDA DEL PIVOTE

260 C=J

270 F=1

280 WHILE (A(F,C)=0 AND C<=M)

290 F=F+1

300 IF F>N THEN C=C+1:F=1
310 NEXT

320 IF C>M THEN 520

330 IF I=F THEN 410

340 REM INTERCAMBIAR FILAS
350 FOR K=C TO M

360 AUX=ACF,K)
370 ACE,K)=ACL,K)
280 ACI,K)=AUX
390 NEXT K

400 REM TRATAR COLUMNA
410 FOR K=I+1 TO N

420 AUX=A(K,C)/A(L,0)

430 FOR L=C TO N

440 ACK,L)=A(K,L)-AUX¥A(L,L)
450 NEXT L

460 NEXT K

470 I=I+1

480 IF I=N THEN 520

490 J=C+1

500 IF J>M THEN 520

510 GOTO 240

520 REM ESCRITURA DE LA MATRIZ FINAL
530 FOR I=1 TO N

540 FOR J=1 TO M
550 PRINT A(IL,d);
560 NEXT J
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570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440
450
460
470
480

PRINT
NEXT I

REM CALCULO DEL RANGO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES
I=N
J=M-1
WHILE (A(I,J)=0 AND I>0)
J=J-1
IF J<I THEN I=I-1:J=M-1
NEXT
RGA=1

PRINT "RANGO MATRIZ DEL SISTEMA: ";RGA
IF RGA<>N THEN PRINT "SISTEMA INCOMPATIBLE":GOTO 810
REM RESOLUCION SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR
FOR I=N TO 1 STEP -1
XCI)=ACL,N+1)
FOR J= I+1 TO N
XCI)=XCI)-ACL, *X(D)
NEXT J
XCI=X(1) /AL, 1)
NEXT 1
REM ESCRITURA SOLUCION
FOR I=1 TO N
PRINT "X"; ;" = ";X(1)
NEXT 1
END

REM Fkkikkkidkkiookioink ik k ik dr ik ok k kkkkokkokiokk
REM RESOLUCION SISTEMA DE ECUACIONES
REM MATRIZ AMPLIADA DIMENSIONES nxm
REM kakirk ik ikkiokkk kb ki ki ook ik ok ok ok
REM INICIO DEL ALGORITMO
INPUT "DIMENSIONES DE LA MATRIZ AMPLIADA";N,M
DIM ACN,M),AUXT(N) ,ORD (M)
REM LECTURA DE LA MATRIZ POR FILAS
PRINT "MATRIZ A POR FILAS"
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO M-1
INPUT A(CI,Jd)
NEXT J
NEXT 1
REM LECTURA TERMINO INDEPENDIENTE
PRINT “TERMINO INDEPENDIENTE"

FOR I=1 TO N
INPUT ACI,M)
NEXT I
REM GAUSS
1=1
J=1
REM ITERAR
REM BUSQUEDA DEL PIVOTE
c=J
F=I
WHILE (ACF,C)=0 AND C<=M)
F=F+1
IF F>N THEN C=C+1:f=I
NEXT

IF C>M THEN 510

IF I=F THEN 400

REM INTERCAMBIAR FILAS

FOR K=C TO M
AUX=A(F,K)
A(F,K)=A(I,K)
ACL,K)=AUX

NEXT K

REM TRATAR COLUMNA

FOR K=I+1 TO N
AUX=A(K,C)/A(L,C)
FOR L=C TO N

ACK, L)=A(K, L) -AUX*ACI, L)
NEXT L
NEXT K
I=I+1
IF I=N THEN 510
J=C+1
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490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790
800
810
820
830
840
850
860
870
880
890
900
910
920
930
940
950
960
970
980
990

IF J>M THEN 510

GOTO 230
REM ESCRITURA DE LA MATRIZ FINAL
FOR 1=1 TO N
FOR J=1 TO M
PRINT ACI,J);
NEXT J
PRINT
NEXT I
REM CALCULO DEL RANGO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES
I=N
J=M-1
WHILE (A(I,J)=0 AND I>O)
J=J-1
IF J<I THEN I=I-1:J=M-1
NEXT
RGA=1
PRINT "RANGO MATRIZ DEL SISTEMA: ";RGA
REM CALCULO DEL RANGO DE LA MATRIZ AMPLIADA
I=N
WHILE (A(I,M)=0 AND I>0)
1=1-1
NEXT
RGAB=1

IF RGABKRGA THEN RGAB=RGA

PRINT "RANGO DE LA MATRIZ AMPLIADA: ";RGAB

REM DISCUSION

IF RGA<>RGAB THEN PRINT “SISTEMA INCOMPATIBLE":GOTO 1220

IF RGA=M-1 THEN PRINT"SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO" :60TO790

PRINT “SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO"
REM REORDENAR MATRIZ
FOR I=1 TO M
ORD(I)=I
NEXT 1
FOR I=1 TO RGA
WHILE A(I,1)=0
FOR J=1 TO N
AUX1CD)=ACJ, D)
NEXT J
FOR K=I1 TO M-1
FOR J=1 TO N
ACJ,K)=AWJ, K+1)
NEXT J
ORD (K)=ORD (K+1)
NEXT K
ORD(M)=1
FOR J=1 TO N
ACJ,MI=AUX1CJ)
NEXT J
NEXT
NEXT I

1000 REM GAUSS 2

1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
1090
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220

FOR J=2 TO RGA
FOR I=1 TO J-1
AUX=ACL, ) /ACS, )
FOR K=J TO M
ACI,K)=A(I,K)-AUX¥*A(J,K)
NEXT K
NEXT I
NEXT J
FOR I=1 TO RGA
FOR J=RGA+1 TO M
ACL,J)=ACI, /AL, T)
NEXT J
NEXT I
REM ESCRITURA SOLUCION

FOR I=1 TO RGA
PRINT "X";ORD(I);" = ";A(L,RGA+1);

FOR K=RGA+2 TO M
PRINT " + X";ORDCK);" * (";A(LK);" "
NEXT K
PRINT
NEXT I
END
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10 REM *kikkikkikkkkkkkikkkiiickikkkikidokkikkkikkbkkkkkkxkrk
20 REM CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA

30 REM (METODO DE GAUSS CON M=2*%N)

40 REM Fkkkkiokkkkikkkiokkirkdikkkiokkkkkikkkkikidickiokkkikiokkkk
S0 REM INICIO DEL ALGORITMO

60 INPUT "“DIMENSIONES DE LA MATRIZ ";N

70 M=2*N

80 DIM A(N,M)

90 REM LECTURA DE LA MATRIZ POR FILAS

100 PRINT "MATRIZ A POR FILAS"

110 FOR I=1 TO N

120 FOR J=1 TO N

130 INPUT ACI,J)
140 NEXT J

150 NEXT I

160 REM AMPLIACION DE LA MATRIZ
170 FOR I=1 TO N

180 FOR J=N+1 TO M
190 ACI,0)=0
200 NEXT J

210 ACI,N+I)=1

220 NEXT I

230 REM GAUSS

240 1=1

250 J=1

260 REM ITERAR

270 REM BUSQUEDA DEL PIVOTE

280 C=J

290 F=1

300 WHILE (A(F,C)=0 AND C<=M)

310 F=F+1

320 IF F>N THEN C=C+1:F=I
330 NEXT

340 IF C>M THEN 540

350 IF I=F THEN 430

360 REM INTERCAMBIAR FILAS
370 FOR K=C TO M

380 AUX=ACF,K)
390 ACF,K)=ACL,K)
400 ACI,K)=AUX
410 NEXT K

420 REM TRATAR COLUMNA
430 FOR K=I+1 TO N

440 AUX=A(K,C)/A(I,C)

450 FOR L=C TO N

460 A(K,L)=A(K,L)-AUX*A(I,L)
470 NEXT L

480 NEXT K

490 I=I+1

500 IF I=N THEN 540

510 J=C+1

520 IF J>M THEN 540

530 GOTO 260

540 REM CALCULO DEL RANGO DE LA MATRIZ
550 I=N

560 J=M-1

570 WHILE (A(I,J)=0 AND I>0)

580 J=J-1

590 IF J<I THEN I=I-1:J=M-1
600 NEXT

610 RGA=1

620 IF RGA<>N THEN PRINT "MATRIZ NO REGULAR":GOTO 840
630 REM GAUSS 2

640 FOR J=2 TO RGA

650 FOR I=1 TO J-1

660 AUX=A(I, ) /AW, )

670 FOR K=J TO M

680 ACI,K)=A(I,K)-AUX*A(J,K)
690 NEXT K

700 NEXT I

710 NEXT J

720 FOR I=1 TO RGA

730 FOR J=RGA+1 TO M
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740 ACI,d)=ACI,J)/ACL, 1)

750 NEXT J

760 NEXT 1

770 REM ESCRITURA MATRIZ INVERSA
780 FOR I=1 TO N

790 FOR J=N+1 TO M

800 PRINT ACI,J);
810 NEXT J

820 PRINT

830 NEXT I

840 END

10 REM Fkkkdhkkkkikkk xRk kkkkkikkickkkkkkikonokkkkikiikikkk

20 REM CALCULO DEL DETERMINANTE

30 REM METODO DE GAUSS MATRIZ NxN

40 REM *¥kkdkkkikkkkikkk

60 INPUT "DIMENSIONES DE LA MATRIZ";N
70 DIM A(N,N)

80 M=N

90 REM LECTURA DE LA MATRIZ POR FILAS
100 PRINT “"MATRIZ A POR FILAS"

110 FOR I=1 TO N

120 FOR J=1 TO M

130 INPUT A(I,J)
140 NEXT J

150 NEXT I

160 REM INICIO DEL PROCESO

170 SIGN=1

180 1=1

190 J=1

200 REM ITERAR

210 REM BUSQUEDA DEL PIVOTE

220 C=J

230 f=1

240 WHILE (ACF,C)=0 AND C<=M)

250 F=F+1

260 IF F>N THEN C=C+1:F=I
270 NEXT

280 IF C>M THEN 490

290 IF I=F THEN 380

300 REM INTERCAMBIAR FILAS
310 FOR K=C TO M

320 AUX=A(F,K)
330 A(F,K)=ACI,K)
340 A(1,K)=AUX
350 NEXT K

360 SIGN= - SIGN
370 REM TRATAR COLUMNA
380 FOR K=I+1 TO N

390 AUX=A(K,C)/ACL,C)

400 FOR L=C TO N

410 ACK, L)=A(K,L)-AUX¥ACI,L)
420 NEXT L

430 NEXT K

440 I=1+1

450 IF I=N THEN 490

460 J=C+1

470 IF J>M THEN 490

480 GOTO 200

490 REM CALCULO DEL DETERMINANT
500 DT=SIGN

510 FOR I=1 TO N

520 DT=DT*A(I,I)
530 NEXT I

540 PRINT "DETERMINANTE :";DT
550 END

*kkkkkkkk
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APENDICE

EQUIVALENCIAS ENTRE PSEUDOCODIGO, DIAGRAMAS DE FLUJO Y BASIC

En este apéndice incluimos la representacién gréafica, mediante
diagramas de flujo, de las acciones elementales descritas en
pseudocddigo, asi como la manera de traducir dichas estructuras
a lenguaje BASIC.

A.l.- DIAGRAMAS DE FLUJO.

Los diagramas de flujo, también llamados organigramas u
ordinogramas, son métodos para expresar un algoritmo en forma
grafica. Tienen el inconveniente de que su estructura
rudimentaria obliga en ocasiones a complicaciones innecesarias
en comparacidén con otros métodos de representacidn, como el
pseudocodigo. Por otra parte al no permitir un disefio
descendente, para algoritmos relativamente intrincados, resultan
engorrosos y bastante incomprensibles.Para expresar un algoritmo
mediante un diagrama de flujo se utilizan, de forma estandar, una
serie de simbolos graficos. Veamos a continuacidn algunos de
ellos, y las acciones elementales a las que se corresponden.

SIMBOLO INICIAL Y TERMINAL

Todo diagrama empieza con el simbolo de inicio y acaba con el
simbolo de final. Se corresponden a las palabras inicio y fin de
los algoritmos descritos en pseudocodigo

accién
inicio inicio
fin fin

Notemos que en los diagramas de flujo no se especifica la
informacidn relativa a las variables utilizadas, ni el tipo de
las mismas.
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SIMBOLO DE ENTRADA DE DATOS

L Leer (lista de variables)

SIMBOLO DE SALIDA DE DATOS

] escribir(lista de variables,
= textos y expresiones)

SIMBOLO DE DECISION

S1

NO

SIMBOLO DE ACCIONA A EJECUTAR

E 4_‘ accion

A.2.- BASIC

Un programa en BASIC estd formado por una secuencia de lineas,
en cada una de ellas se especifica una instruccidén o una
secuencia de instrucciones separadas por ~:'. Tenemos que tener
en cuenta que cada linea de programa BASIC estd identificada por
un numero de linea, en orden creciente de acuerdo con la
ejecucidn del programa. POr tanto cada instruccidén BASIC debe ir
precedida por un nimero de linea gue la identifica, por ejemplo:

100D =B~ 2-4*A%*C

en este caso la instruccién es una asignacidn a una variable del
valor de una expresidn.
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En BASIC no se especifica de manera especial ni el principio ni
el fin de programa, se entiende que la primera instruccidén es la
que estd precedida por el nimero mas bajo y la dltima la que esta
precedida por el nimero mas alto, las instrucciones se ejecutan
en orden, salvo que exista una instruccidén GOTO n que hace que

se pase a ejecutar la instruccidn numerada con n.

Tipos elementales

real REAL
entero INTEGER
caracter STRING

Tipos no elementales

Tablas de una o dos entradas.
Ficheros.

Definicion de variables

DECLARE tipo nom_var ........

Se puede efectuar una declaracidén implicita modificando el
nombre de las variables. Si afiadimos el caracter % al final

variable entera. Si afiadimos el caracter $ al

variable caracter. Las demas variables que no acaben ni en

Q

Definicidédn de tablas

DIM nom tabla(expl [,exp2])

ENTRADA DE DATOS

leer (lista de variables)
10 INPUT lista de variables

SALIDA DE DATOS

escribir (lista de variables, textos y expresiones)

10 PRINT (lista de variables, textos y expresiones)
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A.3.- ACCIONES ELEMENTALES. EQUIVALENCIAS.

CONDICIONAL SIMPLE

si condicidn
entonces
accion’

accionf
fsi

(HF -

T

En BASIC, cuando el namero de acciones ha realizar es una se
utiliza

10 IF condicién THEN accidn

cuando el niimero de acciones es mas de una, el esquema a seguir
es el siguiente:

10 IF NOT condicidén THEN GOTO 1000
20 accidnl
30
40 .
accidébn £
1000

CONDICIONAL DOBLE

si condicién no
entonces
accion11 si : ‘
: R | —
accionlf |
s$ino — I
accion2i \ ‘
accion2f . ;
fsi .

L L |

De nuevo hay dos casos, una unica accién en cada alternativa
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10 IF condicidn THEN accidénl ELSE accién?
o varias:

10 IF NOT condicidn GOTO 100
20 accidnll
30

40 .

50 accidnlf
60 goto 200
100 accidn2l
110

120 .

130 accidén2f
200

CONDICIONAL MULTIPLE

opcidn |
caso condicionl

accionl e —=
i ./ no
accionil 1

caso condicionf
accionfl

no
i
acciénfl
fcaso —
fopcidn
T [
o —————

La estructura equivalente en BASIC es

10 IF NOT condicidnl THEN GOTO 210
20 accidnll

30

40 .

50 accidnl

210 IF NOT condicién2 THEN GOTO 310
220 accidén2l

230

240 i

250 accioén2f
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MIENTRAS

[ ]
no s1
mientras condicién hacer
accion’ - e
accionl o
fmientras

En BASIC se traduciria como:

10 IF NOT condicién THEN GOTO 1000
20 accidnl

30

40 =

50 accidnl

60 GOTO 10

1000

REPETIR

repetir
accioni \—————1
accionl L —

hasta que condicion

]
|

s1 no

Y en BASIC

10 accioni

20

30 g

40 accionl

50 IF NOT condicion GOTO 10
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ITERAR

iterar I
accionl
accionl

salir si condicién L

k /!:!O
s1 -
En BASIC l__]_
10 accién?
20
30

40 acciénl
50 IF NOT condicién THEN GOTO 1000

100  GOTO 10
1000

ITERACION CON VARIABLE DE CONTROL

v = nl
para v=n1 hasta n2
incremento n3 hacer L
accioni SN no
3 VAN ——
accionl ol
J s1
fpara —7]
En BASIC — 1
10 FOR v=n1 TO n2 STEP n3 \
20 accion 1 :I:
v = v+n3
100 accion f | SS———
110 NEXT v
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