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Modul 1.

Funcions basiques i funcions definides a trossos

La visualitzaci d’una funcié és un element clau per entendre el seu comportament: creixement, extrems, asimptotes,
domini, continuitat i diferenciabilitat, per exemple. La representacié de funcions es pot fer de moltes maneres, en
particular en Octave/Matlab i en GeoGebra. Per aquest modul, on la idea és visualitzar funcions basiques variant
parametres i traslladar-les, per exemple, és més rapid usar GeoGebra. Més endavant, a la part de metodes numéerics,
es comenta com es fa la representaci6é en Octave/Matlab.
1.1 Funcions basiques
Les funcions basiques s6n
* els polinomis (rectes ma + n, paraboles az? + bx + c i en general expresions del tipus a, ™ + - - - + a1 @ + ag)
* I’exponencial a”, p.e. ’exponencial de base e: e”
* el logaritme de base a: log, x, p.e. el logaritme neperia: In =

* les funcions trigonometriques, p.e. sinus: sin x, cosinus: cos x i tangent: tan x

* les inverses (respecte la composicid) de les funcions trigonometriques, p.e. arcsinus: arcsina, arcosinus:
arccos x i arctangent: arctan x

* les funcions potencials z%, p.e. 2, /7, 1/z,...

on z € R s’anomena la variable independent i la resta de parametres que apareixen son constants.
En general, les funcions de variable real s’escriuen com

y = f(x)

on per cada valor de x s’obté un tnic valor de y, avaluat per I’expresi6 de f(x).

Les funcions y = f(x) es poden representar en el pla cartesia (2D) amb eixos = (eix d’abscisses) i y (eix d’ordena-
des), alla on es pugui, és a dir, pels valors de « del seu domini (veure Modul 2).

Un punt P = (x0, yo) sobre la grafica de la funcié compleix:

Yo = f(wo)

és adir, P = (zq, f(x0)).
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1.1.1 Algunes definicions
Funcio6 simetrica: Podem trobar dues simetries diferents en una funcié

* Lasimetria és parell si f(—x) = f(x) . Aquestes funcions s6n simétriques respecte 1’eix d’ordenades. Exemple
y = 2.
* La simetria és senar si f(—z) = — f(z). Aquestes funcions s6n simetriques respecte 1’origen de coordenades.

Exemple y = 23.

Zero o arrel d’una funcié: direm que « és un zero o arrel de y = f(x) si
f(a) =o.

Graficament sén els punts de tall de la funcié amb I’eix d’abscisses.
Multiplicitat d’un zero d’un polinomi: « és un zero (d’un polinomi) de multiplicitat r si a la descomposicié en



factors simples del polinomi apareix el factor x — o com:
(z—a)’

Per exemple, en el polinomi
y=(z-3)(z—1)>*(z-2)°

* el zero a = 3 és simple (r = 1)
e el zero a = 1 és doble (r = 2) i el zero a = 2 té multiplicitat 3 (r = 3)
Funcié periodica i periode: y = f(x) és periodica si per algtin T > 0 és compleix

fle+T) = f(z)

per qualsevol z. T' s’anomena periode i el valor més petit d’aquests s’anomena periode fonamental o cicle.
Un exemple és
y = Asin(z)

que té periodes T' = 2mn, amb n € Ni té periode fonamental T = 2.
El valor | A| s’anomena amplitud.

1.1.2 Representacio grafica amb GeoGebra

GeoGebra permet fer una representacié molt agil de les funcions.
Obrim GeoGebra, entrem la funcié a la linia de comandes:
Entrada: f(x)=In(x)
i automaticament surt representada la funcié. La finestra grafica i el zoom es canvien interactivament amb el ratoli.
A continuaci6 representem y = f(—x) = In(—z)
Entrada: f(-x)

* y = f(—x) és la funcié simétrica de f(x) respecte I’eix y

I les comandes
Entrada: -f(x)
Entrada: f(x-2)
Entrada: f(x)+2
representen

o y = —f(z) = —In(x), la funcié simeétrica de f(z) respecte I’eix «
e y = f(z —2) = In(x — 2) la funcié traslladada de f(z) 2 unitats cap a la dreta
* y = f(z) +2 =Inz + 2 la funci6 traslladada de f(z) 2 unitats cap amunt
respectivament.
També podem representar funcions amb un (o més) parametres i amb una barra lliscant variar el valor del parametre,
per exemple f(z) = kln(z):
Entrada: f(x)=k*In(x)

Automaticament GeoGebra considera k un parametre i crea una barra lliscant que permet variar-lo. Els valors que
prén el parametre es poden variar a Propietats.

Les funcions €” i 1/ s’entren amb comandes especials:
Entrada: exp(x)
Entrada: sqrt(x)



1.2 Exercicis

Senyalem amb un * tots els que segur que cal fer. Els problemes senyalats com REPTE cal treballar-los una mica més
que la resta.

1. REPTE: Trobeu i representeu

(a) Larecta paral.lela a y = x que talli ’eix d’abscisses en z = —3.
(b) Larecta paral.lela a y = 3z que talli I’eix d’abscisses en z = 3.
(c) Larecta que tallal’eix z en x = 5 i té pendent -3.

(d) Larecta que tingui zero « = 21 que talli ’eix y en y = —10.

2. *REPTE: Trobeu i representeu

(a) Una parabola que miri cap amunt (y = az? 4+ bz + camb a > 0)italli Peix zenz = —21i —3.
(b) Una parabola que miri cap avall (y = az? + bz + c amb a < 0) i que només talli I’eix x en x = —1.5, és
a dir, que tingui a x = —1.5 com a zero doble.

(c) Trobeu i representeu una parabola que miri cap abaix (y = ax? + bx + c amb a < 0) i talli I'eix = en
x=-1i1lif(2) =-3.

3. *Representeu f(z) = x3. Representeu en general f(x) = 2™, n € N.

4. *Representeu les funcions amb parametre &, varieu el parametre a ’interval [0, 2], observeu I’efecte sobre la
grafica segons £ < 1 0 k > 1, i digueu si s6n funcions parells o senars:

(a) f(z) = arctan(kx) (b) f(z) = cos(kx)

5. *Donada la funcié f(z) = e®, representeu:
(a) La funci6 i la simétrica respecte I'eix y: f(—x)
(b) La funcid i la simetrica respecte I'eix 2: — f(x)
(c) Lafuncid i les funcions: f(2z) i f(0.5z) = f(z/2)
(d) La funci6 i les traslladades a la dreta i ’'esquerra: f(x —2) i f(z + 2)
(e) La funcid i les traslladades de f a daltiabaix: f(z) +2 i f(z) —2

6. *Donades les funcions periodiques sin(z) i cos(x):

(a) Representeu-les. Quin periode fonamental tenen?
(b) Quines son les unitats de la x, radians o graus?

(c) Una funcié es traslladada de 1’altra, quants radians? Comproveu-ho a la grafica.
7. *Donades les funcions f(x) = arctan(z) i g(z) = 1/z. Representeu les funcions:
(@ f(z)ig(x)ilasevasuma f(x)+ g(zx) (d f(x)ig(x)ielseuquocient f(x)/g(x)

(b) f(z)ig(x)ilasevaresta f(x) — g(z)
(¢) f(z)ig(x)ielseuproducte f(x)g(x)

(e) La composicié f(g(x)) = arctan(1/x)
(f) La composicié g(f(x)) = 1/ arctan(x)

8. *Donada la funci6 periddica f(z) = sin(27z)



(a) Representeu f(x). Comproveu que el periode fonamental és 1, en aquest cas hi ha 1 oscil.lacié completa
del sinus o cicle per unitat de magnitut.

(b) Representeu f(kz) = sin(2wkz) i varieu el parametre k a I’interval [1, 10] amb increment 1. Observeu
com visualment la funci6 es contrau al augmentar el valor de £ > 1. Hi ha més oscil.lacions o cicles per
unitat de magnitud, es diu que la seva freqiiencia augmenta.

(c) Donada f(kx) = sin(2wkz), si fixem k = 5, quin creieu que és el seu periode fonamental? Quants cicles
fa en una unitat de magnitud?

(d) Ara incrementem k a I’interval (0, 1] amb increment 0.25. Observeu com la funcié s’expandeix. Quin
periode observes quan k = 1/2 = 0.5? Quants cicles fa en una unitat de magnitud? I quan k = 0.25?

9. *Donada f(x), doneu I’expressié de la funcid traslladada 1 unitat a 1’esquerra i 2 cap a munt si

@ f(x)=e" © f(z)=Inz (@ f(z)=¢l/" (®) flz)=2"+3z
(b) f(z)=1/x () f(z)=sinx () f(z) ==z Iz () f(z) = V&
10. *REPTES:

(a) Partint de la funci6 cosinus construeix una funcié f(z) periddica tal que la y oscil.lientre 2161 f(0) = 4.
Usa parametres, trasllacions of/i les propietats que vulguis.

(b) Partint de la funcié exponencial construeix una funcié f(z) sempre negativa i que quan f(0) = —5. Usa
parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.

(c) Partint de la funci6 logaritme construeix una funcié f(x) que només estigui definida per x < —1 i que
quan f(—5) = 0. Usa parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.

(d) Partint de la funcié sinus construeix una funcié f(z) periodica de periode 1/8 tal que la y oscil.li entre -3
131 f(0) = 3. Usa parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.

11. * La segiient figura mostra la grafica de la funcié f(x)
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Dibuixeu a ma, aproximadament, les grafiques de les funcions g(x) = 3f(x) + 2, h(z) = f(z — 2), k(z) =
flx +3).

Digueu per quins valors de z tenen el maxim les funcions g(x), h(z) i k(z), i quan valen les funcions per
aquests valors.



12. * Donades les funcions:

flx)=vz—=z, g(x)=Iha.

(a) Representeu a ma la grafica traslladada de g(x) 2 unitats cap a la dreta. Quina és I’expressié algebraica
d’aquesta funcio traslladada?
(b) Doneu I’expressi6 de f(z — 7).

(c) Quina funcié és g(f(x))? 1 f(g(x))?



1.3 Funcions definides a trossos

A més a més de les funcions basiques i compostes d’aquestes existeixen les funcions que estan definides a trossos
que son del tipus:
expressio 1 funcié si  condici6 1 per x

f(z) = expressié 2 funcié  si  condici6 2 per x
Per exemple, ho sén:
2 : > 1
22 si >0 1 si —1<z<1 * S% L=
= - = - g <
f(z) { 0 altrament 9(x) 0 altrament » h(z) v 8 0=z<]
-1 altrament

1.3.1 Funcio6 esgraé o de Heaviside
Una funci6 definida a trossos que es fa servir ampliament en el camp de les enginyeries €s la funcié esgraé o funcio
de Heaviside:
w(z) = 1 si 220
10 altrament

u(z) té el salt o esgraé a x = 0.

Y

u(x) o=

Per tenir el salt a x = a simplement la traslladem « unitats

u(z —a) = 1 si z>a
10 altrament
En general 1’expressio:

f(@)u(z —a)

retalla f(z) per x > a; per < a fa zero f(x).

Visualitzem-ho per la funci6:
sin(27zx) u(x — 1)
Entrada: u(x)=Si[x>=0,1,0]
Entrada: u(x-1)
Entrada: f(x)=sin(2*pi*x)
Entrada: f(x)*u(x-1)

Una dent a l'interval a < = < b s’expressa

1 si a<zxz<bd
u(x_a)_u(x_b):{ 0 altrament



Per tallar f(z) al'interval « < 2 < bianul.lar la resta fariem
f@)(u(z —a) —u(z - b))
Visualitzem-ho amba =1, b = 2:
Entrada: u(x-2)
Entrada: u(x-1)-u(x-2)
Entrada: f(x)*(u(x-1)-u(x-2))

La funcio de Heaviside és Util per expressar funcions definides a trossos de manera compacta.
Exemples

La funci6 de Heaviside la podem fer servir per expressar les funcions que:

1. son zero forade z > a

[E2 Si x Z 1 2
flz) = { 0 altrament ~ ' u(z —1)

2. sbnzeroforadea <z <b

=e” (u(zx+1) —ulx —1))

e* si —-1<z<1
g(z) =

0 altrament

3. sén zero forade z < a

e’ si x<1 .
h(z) = { 0 altrament ~ ¢ (1 —uz—1))

4. en general estan definides amb diversos trossos

z?  si rz>1

k(x)=¢ = si 0<x<1l =€ (1—ux))+zu@) —uz—1))+2ulz—1)
e*  si x <0

Que també es pot expressar, comengant per la 1a funcié de I'esquerra, en aquest cas e*, definida

pels valors de = < 0 i restant a cada esgra0 la funcié de I'esgraé anterior

k(z) =e* + (z — ") u(z) + (2* — 2) u(z — 1).

1.3.2 Funcio valor absolut

La funcié valor absolut de z és una funcié definida a trossos:

z si >0
lzf =< _
T altrament

En general podem fer el valor absolut d’'una funcié qualsevol:

|f(.7;):{ flz) si f(z)>0

—f(x) altrament

El valor absolut fa positiva la funcié quan no ho és. Per exemple observem les grafiques de f(x) = sin(z) i
|f(z)] = [sin(z)]:

Entrada: abs(x)

Entrada: f(x)=sin(x)

Entrada: abs(f(x))



1.4 Exercicis

Senyalem amb un * tots els que segur que cal fer. Els problemes senyalats com REPTE cal treballar-los
una mica més que la resta.

1. * Representeu |f(z)| per les funcions que indiquem i doneu els punts de tall exactes amb I'eix x:

@ flx)=a22+2z—-1 €) f(z)=2z—-1 (e) f(z)=3—a?
(b) f(x) = cos(2mz) (d) f(z) = log(x +1) (M fl@) =1+ 5

2. * Visualitza le segients funcions definides a trossos i descriu-les en termes de la funci6 esgrad u(z):

(a) (c)

L f@) = 2—2z] si 1<x<3
fa)={ 177 s —lsa<d 700 altrament
0 altrament
(d)
(b)

1 si rz>1 1—=x Sl r>1
fl@)=< Vz si 0<z<1 flx)y=¢ e/t=D si 0<z<1
z?  si <0 0 altrament

St (z—a2)ulx)+ (1 —2)u(z —1) +2u(z — 2)
= —2(1 —u(@)) +z (u(x) —ulz — 1)) + (22 — z) u(x — 2)

Comprova que el resultat és correcte fent la grafica amb Geogebra.



4. *REPTE: Donada la seglent funcio:

1.5

0.5

-0.

-1.5

-2

(a) Descriu-la en termes de la funcié de Heaviside i usant una funcié sinusoidal.
(b) Justifica si és una funcié senar o parell.
(c) Doneu I'expressié de la funcié traslladada 2 unitats a la dreta i representeu-la.

5. *REPTE: Descriu la segiient funcié en termes de la funcié de Heaviside.

(a) Descriu-la en termes de la funcié de Heaviside i usant rectes.

(b) Doneu I'expressié de la funci6 traslladada 2 unitats a I'esquerra i representeu-la. Justifiqueu si
aquesta és una funcié senar o parell (excepte potser en algun punt).



Modul 2.
Dominis i asimptotes

2.1 Definicions
El domini d’una funcié f(z) s6n els valors de x que fan que existeixi la funcié:
Domf ={zeR| Ff(z)}.

El comportament asimptotic d’'una funcié, tant en horitzontal com en vertical, és molt util i ve donat per les
asimptotes de la funcié:

* y = a és asimptota horitzontal Si

mgr-ir-loo f(.l?) - ifo rl}gloo f(l‘) = &

» x = b és asimptota vertical si

lim f(x)=%+o00 i/0 lim f(z)= +foo.

z—bt z—b—

2.2 Exemples amb GeoGebra

Les asimptotes de
f(x) =1/=,
per exemple, es calcularien en GeoGebra amb les instruccions:
Entrada: f(x)=1/x
Entrada: Asimptota[f(x)]
Si es treballa en un altre idioma (que no sigui el catala) buscariem la comanda a la dreta de la linia de
comandes on hi ha un interrogant a ’funcions i calcul’.

Prova qué passa si la funcié és
1
9(z) = —-
Observa que aquesta és la trasllada una unitat a la dreta de f(z): g(z) = f(x — 1).
Prova qué passa si la funcié és

1
hiz)=1+—.
T

Observa que aquesta és la trasllada una unitat cap amunt de f(x).

2.2.1 Atencio

GeoGebra té una limitacié important quan en algun dels intervals s’'usen funcions com /x o In(z), que per
x < 0 no estan definides. Per exemple la funcié

[ Vz osi x>0 _
) = { 0 altrament — V(%)
escrita en termes de Heaviside, al GeoGebra s’ha de fer aixi:
Entrada: f(x)= Si(x>=0,sqrt(x),0)
Un altre problema de visualitzaci6 amb GeoGebra el podem trobar al buscar les asimptotes de funcions
logaritmiques, en aquest cas cal fer servir les comandes de limits laterals per calcular-les.



2.3 Exercicis

Senyalem amb un * tots els que segur que cal fer. Els problemes senyalats com REPTE cal treballar-los
una mica més que la resta.

Els dominis i les asimptotes s’han de trobar a ma i comprovar els resultats amb ajuda del GeoGebra.

1. * Calcula el domini i les asimptotes horitzontals i verticals de cadascuna de les funcions f(x) se-
glents. Representa-les graficament per comprovar els resultats.

(@) (©)

1/ si x>0 _J 1 si —-1<2<1
fla) = { x altrament fla) = { 0 altrament
(b) (d)
1/x si O<z<1 x si z< -1
flz)y=¢ In(x—1) si z>1 fla)=2¢ 1/(2>-1) si —-1l<z<1
0 altrament 1/(x—=1) si z>1

2. * Calcula el domini i les asimptotes horitzontals i verticals de cadascuna de les funcions f(x) i g(x)
seglents. Representa-les graficament per comprovar els resultats.

-1 -1
(a) f(f):ma 9(55):3+f(l'):3+2x_3
(b) f(x) = arctan %, g(x) = f(x — 1) = arctan p—
(©) f(z)=e", glx) =3+ flz+1) =3+
(d) f(z) = ﬁ, g(z) la traslladada de f(z) 4 unitats cap a I'esquerra,

(e) flx)= h% i g(x)latraslladada de f(x) una unitat cap avall i 2 unitats cap a la dreta.

3. * Calcula el domini i les asimptotes horitzontals i verticals de cadascuna de les funcions seglents.
Representa-les graficament per comprovar els resultats.

(@) fx)=In(x +1) © f)=v5—= (&) fla) = ——

1

(b) f(xz) = arctan(x — 0.5) (d) f(x) = @1

4. * Calcula el domini i les asimptotes horitzontals i verticals de cadascuna de les funcions seglents.
Representa-les graficament per comprovar els resultats.

(@) f(z) = ﬁ (d) f(z) = vIn(-2) (@) f(x) = [a® + 32 +4]
2 — 3
(b) fa) = Va2 +z—2 © f(2) =3 (h) F(z) =In(z® —9)

1
(€) f(z) = arctan o )= 1 4] () f(a) = VTS



5. * REPTES:

Partint de la funcié /2 construeix una funcié f(z) que tingui per domini 2 < —1ique f(—3) = 3.
Usa parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.

Partint de la funci6 Inz construeix una funcié f(z) que tingui per asimptota vertical x = 2 i que
talli el eix x en z = 3 (f(3) = 0). Usa parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.
Partint de la funci6é Inz construeix una funcié f(x) que tingui per domini z < —2i f(-3) = 2.
Usa parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.

Partint de la funci6 e® construeix una funcié f(z) que tingui per asimptota horitzontal y = 2 i que
f(0) = 3. Usa parametres, trasllacions o/i les propietats que vulguis.

Partint de la funci6 1/2 construeix una funcié f(z) que tingui asimptotes y = —1, z = —1 tal que
f(0) = 2. Usa parametres, trasllacions of/i les propietats que vulguis.

Partint de la funci6 arctan(x) construeix una funcié f(x) que tingui asimptotes horitzontals y =
+1ital que talla en el eix de les z només en el punt z = —1. Usa parametres, trasllacions o/i les
propietats que vulguis.



Modul 3.
Continuitat

3.1 Definicions
Una funcié f(x) és continua en un punt a € R si:
1. El punt és del domini, a € Domf.

2. El'limit de la funcié cap al punt existeix, és a dir, els valors dels limits laterals en el punt existeixen i
son finits i coincideixen
lim f(z) = lim f(z)= lim f(z).

T—a T—a~ z—at

3. El limit coincideix amb el valor de la funcié en el punt:

lim f(x) = f(a).

r—a

Quan algun d’aquests punts no es compleix i la funcié existeix a prop de =z = a (pot ser: per 'esquerra ofi
dreta de a), aleshores diem que f(x) és discontinua en = = a.

3.2 Classificacio de les discontinuitats
Les discontinuitats es poden classificar en (de menys a més greu):

* Evitable si existeix el limit lim f(x) perd o bé a € Domf o bé lim f(x) # f(a).
T—ra r—a

* De salt si els limits laterals sén finits pero diferents: lim f(z) # lim f(x).
z—a~ z—at

» Asimptotica si algun dels limits laterals és infinit.

- Essencial si algun dels limits laterals no existeix i no és infinit.

3.3 Teorema de Bolzano

Donada una funcié f(x) continua a l'interval [a, ] tal que f(a) f(b) < 0 aleshores existeix algun zero ¢ de
la funci6 dins l'interval tal que anul.la la funcio:

existeix ce€ (a,b) | f(c)=0.

3.4 Propietat dels limits

Si ligl f(x) =01ig(z) és una funci6 acotada (p.e. funcions sinusoidals),

es compleix que:
lim f(z)g(x)=0.

r—a



3.5 Exemples amb GeoGebra

En cas de treballar amb GeoGebra (en catala), es pot calcular limits amb les instruccions:
Entrada: f(x)=1/x
Entrada: a=0
Entrada: LimitDreta[f(x), a]
Entrada: LimitEsquerra[f(x), a]
Entrada: Limit[f(x), a]
que calcula els limits laterals i el limit quan « tendeix a « = 0 de f(z) = 1/x.
GeoGebra permet calcular limits de funcions definides a trossos, només cal expresar-les en termes de
la funci6 de Heaviside.

3.6 Exercicis

Senyalem amb un * tots els que segur que cal fer. Els problemes senyalats com REPTE cal treballar-los
una mica més que la resta.
Lestudi de continuitat s’ha de fer a ma i comprovar els resultats amb ajuda del GeoGebra.

1. * Estudia la continuitat de
J(@) = e/
pas a pas: Visualitza la grafica, troba el domini i els limits laterals de la funcié quan x tendeix a 2.
. 1, 1
2. * Donades les funcions f(z) =sin — i g(z) = x sin —
T xr

(a) Representa-les graficament i fixa’t que passa al voltant de I'origen. Discuteix la continuitat d’a-
questes funcions en = = 0.

(b) Representa graficament f(z + 3) i g(x + 3). Estudia’n la continuitat.

3. * Estudia la continuitat de les funcions seguents i classifica les seves discontinuitats:

2 — Az d = !
(a) f(l"):m ( ) f(x)_ 1—e*
r—1 -
b) f(@) = e (e) flx) = %
1
(€) flz)=(z+2)cos— 9 (f) f(z) = arctan

— T

4. * Estudia la continuitat de les funcions seglients i classifica les seves discontinuitats:

(@ u(z)+u(z—1)+ulx—2) (€) e7® (u(x) —u(z — 1))
(b) (1 —u(z)) + 22 u(x) +u(z — 1) ) |1 — 2| (u(z) —u(z —1)) + e~ @ Dy(z —1)

pas a pas: Visualitza la grafica, troba el domini i els limits laterals de la funcié alla on convingui.

5. * Estudia la continuitat de les funcions seguents i classifica les seves discontinuitats:



rz si—1<z<1
f(x)_{ 0 altrament

esine® si <0
flx) = 5 1

cos“— Ssi >0
T

xzcosln|z| si z<0
fz) =
Varctanz Si x>0
(d) X
2) si i -2
(x+ )s1n<x+2) si z<
flz) = 1 Si z=-2
22 +4x+4 .
—_— sl x> -2
T+2

6. * Estudieu el signe de les funcions (ajudeu-vos del Teorema de Bolzano):

(@) f(z) = — ©) f(z) = e (@ — 22— 2)

(0) fr) = 5 (@ f() =wet!

7. REPTES: Construeix funcions f(z) amb domini a tot arreu, continues i definides en 2 trossos (qual-
sevols) tals que:
(a) f(0) = —1, en un tros hi hagi una recta i en I'altre una funcié composta quasevol a partir de /z.

(b) f(0) = 2, en un tros hi hagi un valor absolut d’'una parabola i en I'altre una funcié6 composta
quasevol a partir de In z.



Modul 4.
Derivabilitat. Creixement/decreixement. Extrems relatius

4.1 Definicio i interpretacié geometrica
Una funcié f(x) és derivable en z = a € R si:
1. a és del domini, a € Dom f.
2. El seguent limit existeix

f’(a) -— lim f(x) — f(a)

Tr—a r —a

Aquest limit és la derivada de la funcié en el punt a i s'anomena f'(a).

Geométricament la derivada en = = a és |la pendent de la recta tangent a la grafica en el punt (a, f(a)) i la
recta tangent és:

y=f(a)+ f'(a)(x —a)

4.2 Propietat

Les funcions derivables en a sén, en particular, continues en a. Per tant una funcié que no és continua en
a no pot ser derivable en a.

4.3 Creixement/decreixement

Direm que f és creixent (decreixent) en un interval I del domini si quan = < y, xz,y € I aleshores

f(@) < fly) (f(z) = fy)-
Es compleix les seglents propietats:
« En els intervals on f’ > 0 aleshores la funcié és creixent.

« En els intervals on f’ < 0 aleshores la funcié és decreixent.

4.4 Punt critic
x = a és un punt critic de f si:
1. a és del dominide f (a € Domf),
2. i:0bé f'(a) =0,
3. 0 bé a és un punt de no derivabilitat de f.
4.5 Extrems relatius
Dels maxims i dels minims, se’n diu de forma general extrems. Els extrems relatius sén el valor més gran

(maxim) o el més petit (minim), que pren una funcié, en un entorn del punt.
Sigui a € Dom f, es compleix:



« Sila derivada (f’) canvia de signe en a aleshores a és un extrem relatiu de f.

- Siperz <a, f'(x) > 0iperz>a,f(x) <0 aleshores és un maxim relatiu.
- Siperz <a, f'(x) <0iperz>a,f'(x) >0 aleshores és un minim relatiu.

Els punts critics sén candidats a extrems relatius.

4.6 Regla d’Hopital

Si
lim Lx) = v obe =X
z—a g(x) 0 00
aleshores )
lim f(@) = lim F'@)
T—a g(a: T—a g’(x)

sempre que el limit del qliocient de les derivades existeixi.

4.7 Exemple amb ajuda de GeoGebra

Estudiem creixement, decreixement, extrems relatius i derivabilitat de la funcié f(z) = |2% — 4], que és
continua a tot arreu.

Representem la funcié amb GeoGebra:
Entrada: f(x)=abs(xA2-4)

— Afegim un punt sobre la grafica amb I'opcié Punt en un objecte.

— Representem la recta tangent (agafeu un punt on es pugui trobar la recta tangent) amb I'opcié Tan-
gents.

— Amb el boté de la dreta podem moure el punt i observar la pendent de la recta tangent:

— per exemple, és positiva en x = 3, i aix0 implicara que en x = 3 la funcié creix,
— i és negativa en x = —3, i aixd implicara que en z = —3 la funci6 decreix,

- no existeix en z = —2,2, és adir, en x = —2, 2 la funcié no sera derivable i seran, per tant, punts
critics de f (valors del domini tals que: o bé anul.len la derivada o bé fan que no existeixi la
derivada).

— es fazero en x = 0, per tant x = 0 també sera un punt critic.

Per tant, com que f(x) és una funcié continua, I'estudi de creixement, decreixement, extrems relatius i
derivabilitat el podem fer directament de la grafica de f'(x) sense veure la grafica de f(x).

Representem ara la funcié derivada (la pendent de la recta tangent a cada punt) alla on existeix:
Entrada: f’
Observem:

— Intervals de creixement: (—2,0) U (2,00), on f és creixent ja que f’ prén valors positius (pendent > 0).
Els intervals de creixement no contenen el x = 2 ni x = —2 ja que han de ser oberts.

— Intervals de decreixement: (—oo, —2) U (0,2), on f és decreixent, ja que f’ prén valors negatius (pen-
dent < 0). Els intervals de decreixement també sén oberts.



— ¢ = —2,2iz = 0s6bn punts critics de f:

— enx = —2,2 hi ha un salt i no esta definida la derivada, per tant f no hi és derivable perd al ser
la f continuaila f’ fer un salt de negatiu a positiu (la f passa de decreixer a creixer), aquests
s6n minims relatius de f.

— en x = 0 passa de ser positiva a negativa, és a dir, la pendent de f passa de creixer a decreixer,
i per tant x = 0 sera un maxim relatiu de f.

En general, quan la funci6é esta definida a trossos, per a que GeoGebra calculi i representi la derivada
caldra fer servir la instruccio:

Entrada: Derivada(f)
Quan hi ha un logaritme la funcié s’ha de definir en el domini per a que calculi explicitament la derivada i la
faci alla on toca. Per exemple, f(z) = In(z):

Entrada: f(x)=Si(x>0,l0g(x))

Entrada: Derivada(f)

4.8 Exercicis

Senyalem amb un * tots els que segur que cal fer. Els problemes senyalats com REPTE cal treballar-los
una mica més que la resta.
Tots s’han de fer a ma i comprovar els resultats amb ajuda del GeoGebra excepte els que ho indiqui.

1. * Calcula la funcio derivada de cadascuna de les funcions segiients:

@ f@) =T+ =) g g0 (9) f(x) = arctan(e” + 1)
20+ 3 |

(b) f(z) =8z -3z ©) f(z) = V2_a? (h) f($)=1H<em_1) ()

(€) f(z)=¢e"In(z —3) (") (f) f(z) = sin*(3z) (i) f(x) = arctan(3z?)

(*) S’ha de definir f(x) en el seu domini per a que GeoGebra calculi i representi correctament la
derivada.

2. * Estudia la continuitat de
arctan(z — 1)

fla) = 2L

pas a pas: Visualitza la grafica amb GeoGebra, troba el domini i els limits laterals de la funcié quan z
tendeix a 1. Calcula a ma els limits usant la regla d’'Hépital.

3. * Calcula els limits de les seguients funcions en els punts « = « indicats. Aquests limits dénen alguna
d’aquestes indeterminacions: 0/0, co/00,0 - o0, i €s poden resoldre usant la Regla d’Hépital.

sin(z — a) 23+ 322 + 22

(a) f(x) = - enz=asia=0,1,—1 (e) f(x):menx:—2
arctan(z — a) . 2_2-6
(b)f(x):?enx:asuz: (f)f(x):Menx:—Q

0,2,-2
' o . . (9) f(z) =2zIn(z) enx =0,
(c) f(x) és el qliocient de 2 polinomis en z = 1
+o0 (h) f(xz) =zsin () en x = +4oo
z+1 z
(d) f(x)zexﬁ enz = -1 (i) fl)=(x—2)e" 2 enz = —o0



10.

* Estudia la continuitat de

L x <0
arctan(x)
1
flx)=4q ex-1 0<z<1
1
-1 1
(x — 1) cos <x—1> x >

pas a pas: troba el domini i calcula els limits laterals de la funcié en els punts: z = 0,z = 1.
* Considera la funci6 f(z) = arctan x.

(a) Troba I'equaci6 de la recta tangent a la funcié en el punt z = 1.

(b) Existeix algun punt on f tingui per tangent a la seva grafica una recta horitzontal?

(¢) En quin punt la funcioé donada té una tangent paral-lela a larecta y = « + 3?
* Un saltador es llenga a I'aigua des d’un trampoli que esta a 10 metres d’altura sobre el nivell de
l'aigua. Laltura del saltador ve donada per h(t) = —5t2 + 5t + 10 (¢ en segons).

(a) En quin instant de temps toca I'aigua?

(b) Calcula la velocitat del saltador quan entra a I'aigua.

(c) Estudia el creixement i decreixement de la funcié h(t).

(d) Troba en quin instant el saltador arriba a I'algada maxima.

* Troba el domini, les asimptotes horitzontals/verticals, els punts critics, determina els intervals de
creixement, decreixement i els extrems relatius de les funcions segients:

@ S =2 © fa)= 252 © f(a) = e
T 1
(b) f(l”) = m (d) f(x) = (x — 2)2 (f) f(a:) _ ln(l n xQ)

* REPTE: Dedueix el comportament (derivabilitat, punts critics, creixement/decreixement i extrems
relatius) d’una funci6é f(z) continua a tot arreu només mirant la grafica de f’(x). Per fer I'exercici
representa f, f/ amb GeoGebra i amaga la grafica de f de les funcions:

(a) f(z) =|a"] (d) f(z) = warctan(z)
(b) f(z)=la® —z 2 ©) fla)=(x—1)e @D
(©) flx) = M' () f@) = Va+a?u@) - Vi+a? (1 - u(x))

* Estudieu la derivabilitat de les segiients funcions definides a trossos:

(@) f(z) = |z +2| (€) f(a) =2(1 —u()) + 2*(u(z) — u(z — 1))
(b) f(z)=[2*—1] (d) f(z) = e (u(z) — u(z - 2))

REPTE: Segons la teoria de relativitat, la massa m d’un objecte que es mou a velocitat v és

m(v) =

V1= T

onmg =1 éslamassa de I'objecte enrepdsic=3-10° ms~! és la velocitat de la llum.



(a) Troba el domini de la funcié m(v).
(b) Estudia la continuitat de la funcid i troba les seves asimptotes. Interpreta els resultats.
(c) Troba les velocitats per a les quals la massa de I'objecte supera els 3 kg.
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