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Bigues hiperestatiques d'un tram

Capitol 1.- BIGUES HIPERESTATIQUES D’UN TRAM

EXERCICI 1.1
Calcula les reaccions de la biga dibuixada (fig 1.1), utilitzant els teoremes de Mohr.
27
piilzm 111 1 ¢
f—2m—"‘-1 m—;l'—1 m—;l'—1 m—;t
Figura 1.1
Solucié:

Com que es tracta d’un biga biencastada, sabem que el seu grau hiperestatic és: GH = 2.

Aixo vol dir que per calcular les reaccions de la biga necessitem, a més de les equacions
d’equilibri de I'estatica, dues equacions que haurem de basar en la compatibilitat de les
deformacions.

Atenent a la deformaci6 de la biga, (fig 1.1.1), sabem que:

2T
3T
efiizm |11 | ye
m.W'LE/mb
1Ra RbT
Figura 1.1.1

— El gir de cada una de les seccions extremes de biga (A i B) ha de ser nul, ja que els
encastaments els impedeixen: 6,=0 =0

- Per tant, les tangents a la deformada, tracades per les seccions A i B, han de ser
horitzontals.

— Tant la seccié A com la seccié B de la biga no es poden desplagar verticalment per qué
els respectius encastaments ho impedeixen.

En consegqiiéncia:

- L’angle que formen les dues tangents a la deformada, tragades per les seccions A i B és
igual a zero: 0,5 =0 Aquest angle el podem calcular aplicant el 1er Teorema
de Mohr:

Qpp

E.l

— El descens de la seccié A de la deformada, respecte la tangent tracada a la deformada
per la seccié B és zero: 5, _g =0 Aquest descens el podem calcular aplicant el
2on Teorema de Mohr:

UA
Sps =—22=0 = Upg=0
E-l
- El descens de la seccié B de |la deformada, respecte la tangent tragada a la deformada
per la secci6 A és zero: 3§y, _, =0 Aquest descens el podem calcular aplicant el

2on Teorema de Mohr:;
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B
55‘_,\:%:0 = W8, =0

Aixi doncs, tot i que només necessitem dues equacions de compatibilitat de les
deformacions, en realitat disposem de tres equacions. El criteri per triar dues d’aquestes tres
equacions és el segient:

— Com que és més facil calcular una area que un moment estatic, sempre agafarem la
primera equacio: Qug =0 (area del diagrama de moments flectors comprés entre
les seccions A i B).

- De les altres dues equacions, podem triar la que vulguem. En aquest cas ens hem quedat
amb la segona equacié: U4y =0 (moment estatic del diagrama de moments
flectors, comprés entre les seccions A i B, respecte Ia secci6 A).

Per calcular l'area i el moment estatic del diagrama de moments flectors, sense haver de
integrar 'equacié de moments, dibuixarem el diagrama de moments per parts. D’aquesta
manera tindrem figures senzilles de les que coneixem molt bé la seva area i la situacié del
seu centre de gravetat. L’area i el moment estatic del diagrama total és la suma dels de cada
un dels diagrames parcials.

2T
En la figura 1.1.2 es pot veure el diagrama per l 3T
parts de la biga. ®4 | {2mm | | | l E®
Calcul de larea i del moment estatic del m’\iizm — kim1maftmaEm
diagrama de moments flectors de la biga: @
Ra Rb
Diag.| Qpg IM?T m)| Uag mT
g9 AB( )YA() AB(m ) +— 53— -
1 +125-R, | 16 +2083-R,
2 | -5.-m, 25 |-125-m, g
3 -24 13 -32
4 | -9 075 | -675 SR
= 5/2 -+
5 -4 08 -28 mb-f . |
@

Les equacions queden:

ZQ 0 12 mTK
AB = =
®

+12,5'Rb _5'mb _37 =0
#3/41*
ZUA o il \
+2083-R, —125-m, 41416 =0 e @
3
Multiplicant la primera equacié per (-2,5) i 4MT[ ———_

sumant-la a la segona equacié tenim: ®
R, =+ 51083 _ | 4804 T Figura 1.1.2
10,418

Substituint el valor de la reaccié Ry, en la primera equacié obtenim my:

m. = 12,5.4904 - 37

,, = +486mT
5
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Imposant I'equilibri de forces verticals obtenim Rq:
R,=6+2+3-4904=+6096T
Sumant els diagrames de moments flectors obtenim el moment d’encastament perfecte m,:
m, =5.4904-486-12-9-4=-534mT

El signe negatiu indica que les traccions es produeixen en les fibres superiors (signe de
diagrama).

Resultat: M. = 5,34 mT (anti-horari) my, = 4,86 mT (horari)
R. = 6,096 T (amunt) Ry = 4,904 T (amunt)
El sentit de les reaccions es pot veure en la figura 1.1.2

EXERCICI 1.2.
Calcula les reaccions de la biga dibuixada (fig 1.2), utilitzant els teoremes de Mohr.

17T 2T

w%@w/mmw fe
-,lf—1,5m .,L 4m -lL1m—»|'-

Figura 1.2

Solucié:

Com que es tracta d'una biga amb voladis, primer de tot, per tal de simplificar el calcul,
traurem el voladis. Per qué la biga resultant es comporti igual que la original, ens caldra
afegir a la secci6 A el moment flector que la carrega del voladis li produia (fig. 1.2.1).

1T 27T 2T
Oz LIiiil st [Tl 2m 10| e
n@v@) \1.2/®mb$ ® Z Mb
1lv~1,5m $Ra 4m ..[' 1m-?~Rb 1R'a 4m .-!' 1m~$Rb
Figura 1.2.1

El moment produit pel voladis és: M, =1-15+2-15. % =15+225=375mT

Ara tenim una biga encastada i recolzada i ja sabem que, en aquest cas, el seu grau
hiperestatic és GH=1. Aixo vol dir que per calcular les reaccions de la biga, a més de les
equacions d'equilibri de 'estatica, necessitem una altre equacié que haurem de basar en la
compatibilitat de les deformacions.

Atenent a la deformacié de la biga (fig 1.2.2), sabem que:

2T
y

srsmt ([ 1] 2tm L1 1]|  §®
®: ’

Figura 1.2.2

- El gir de la secci6 B ha de ser nul, ja que I'encastament I'impedeix.
- Per tant, la tangent a la deformada, tragada per la seccié B, ha de ser horitzontal.
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_ La seccié A de la biga no es pot desplagar verticalment, ja que el recoizament ho
impedeix.

En conseqléncia:

— El descens de la seccid A de la deformada, respecte la tangent tragada a la deformada
per la secci6 B és zero: 8, =0 Aquest descens el podem calcular aplicant el

2on Teorema de Mohr:

Aixi doncs, 'equaci6 de compatibilitat de les deformacions sortira de imposar que el moment
estatic del diagrama de moments, comprés entre les seccions A i B de la biga, respecte la
seccid A és igual a zero.

Per calcular el moment estatic del diagrama de moments flectors, sense haver de integrar
lequacié de moments, dibuixarem el diagrama per parts. D’aquesta manera tindrem figures
senzilles de les que coneixem molt bé la seva area i la situacié del seu centre de gravetat. El
moment estatic del diagrama total és la suma dels moments estatics de cada un dels
diagrames parcials.

En la figura 1.2.3 es pot veure el diagrama,
per parts, de la biga. Com que aquests 27

s’han fet des del recolzament A cap a o
encastament B, hem allargat la carrega arsmr | | {§ 2m § | b l' _t
repartida fins al final, aixi el diagrama és 55 Lt RE Jme
una parabola fins el final, i ho hem T
compensat afegint una altre carrega de R'a Rb
igual valor i sentit contrari.
Calcul de rarea i del moment estatic del f 33m t
diagrama de moments flectors de la biga: @
+
Diag.| Qg (M2T)|va () | UAs (°T)
1 | +125-R,| 33 |+418-R, e 25m—f SR
2 -18,75 25 | —46875 3,75mT
3 - 416 375 | -15625 ®
4 -1 46 -46 25 mT
_ 4——37m———f
5 +03 475 | +1583
L'equacié queda: )
YUA, =0=1+418.R,-2062083 t Hgim / 2mT
@ -
Rl =+ 2082083 _ 4qs97 N
416 i mT
_ ) * 475m Je
imposant Pequilibri de forces verticals
obtenim Ry: Figura 1.2.3

$F,=0 = R,=10-4949=+5051T

El moment a B el calculem a partir del diagrama per parts (fig.1.2.3):
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m, =5-4949-375-25-2+1=-5005mT

El signe negatiu indica que les traccions es produeixen a les fibres superiors (signe de
diagrama).

Per obtenir la reaccidé en el recolzament A de la biga amb voladis, haurem de sumar a la
reaccié R'; la camrega del voladis:

R, =R, +(2-15+1)=4,949+4=8949T

En la figura 1.2.4 es presenta 'esquema de fa biga on s’indiquen el valor i el sentit de les
reaccions obtingudes:

Resultat: El valor i el sentit de les reaccions es presenten en la figura 1.2.4

1T 2T
v v
Tddfd2mm Pyl f®
® ~ xFJ5005mT
-4'—1,5m ? 4m .!'1m-?-

8949 T 5051T
Figura 1.2.4

EXERCICI 1.3. (examen novembre 1999)

Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga dibuixada (fig 1.3), utilitzant els
teoremes de Mohr.

, lsT
>
..l' 2m .I' 4m -lr
Fgura 1.3

Solucié:

Donat que es tracta d'una biga

encastada i recolzada, sabem que 137

només ens cal una equacié de ®g
compatibilitat de les deformacions, a més ma\ A v = =

de les equacions d'equilibri de 'estatica. b—2m—t 4m k
Atenent a la deformacié de la biga (figura Ra T 1 Ro

1.3.1), veiem que:

— el descens de Ila secci6 B
(recolzament) de Ila deformada, +
respecte la tangent tragada a la
deformada per la secci6 A
4m i

(encastament) és zero:  §5_, =0 6 Ro 1
— Aquest descens el podem calcular 6 mT
aplicant el 2on Teorema de Mohr: -
|
B
6El<—A=pE—A£|=0 = U3 =0 “L‘Vam ' 4 *

Figura 1.3.1
A partir dels diagrames per parts de la biga (fig. 1.3.1) tenim:



Exercicis d’Estructures Il

U%=6'§b'6.4_652.[§+4)=o ~ 72.R,~32=0 = R,=0aT

També a partir dels diagrames per parts, sumant el valor dels moments en la secci6 A,
obtenim el moment flector en A:

m, =6-03-6=-33mT

El signe negatiu indica que les traccions es produeixen en les fibres superiors (signe de
diagrama).

Resultat: m, =33mT (anti—horari)

EXERCICI 1.4 (examen abril 2000)
Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga dibuixada (fig 1.4), utilitzant els

teoremes de Mohr.
aT aT
® l l S

& | K
b om—F—2m—F—2m—F

Figura 1.4

Solucié

Donat que es tracta d'una biga encastada i recolzada, sabem que només ens cal una
equacié de compatibilitat de les deformacions, a més de les equacions d’equilibri de
lestatica.

Atenent a la deformacié de la biga (figura la T lsT

1.4.1), veiem que: ® B N
oo & P 7

— El descens de la secci6 A o o m L

(recolzament) de la deformada, } ! A 1.

respecte la tangent tragada a la Ra Rb

deformada per la seccidé B

(encastament) és zero: 6, _g =0
- Aquest descens el podem calcular f 4

aplicant el 2on Teorema de Mohr:

A 2 4 *
Speo = =0 = Uy =0 ) 6 Ra
) 12mT
A partir dels diagrames per parts de la
biga (fig. 1.4.1) tenim:
Diag.| Qpg IM?T m) | Uhg Im3T
g AB( ) 1a M) AB( ) b om—k 83 m .
1 | +18-R, | 4 |+72-R, /6"‘T
2 -24 45 -112 |
qL 4 m J|L 4f3 m 'J"'
3 -6 53 -32
Figura 1.4.1

L’equacié queda:

6
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el
72

El moment a B el calculem a partir del diagrama per parts (fig. 1.4.1):
m,=6-2-12-6=-6mT

SUhs =0=+72-R, -144 R, = 27

El signe negatiu indica que les traccions es produeixen a les fibres superiors (signe de
diagrama).

Resultat: m, =6mT (horar)

EXERCICI 1.5 (examen octubre 2000)

Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga dibuixada (fig 1.5), utilizant els
teoremes de Mohr.

oy RERRELLRARE

! 4m b o2m—k
Figure 1.5
Solucié

Donat que es tracta d'una biga encastada i recolzada, sabem que només ens cal una
equacié de compatibilitat de les deformacions, a més de les equacions d'equilibri de
I'estatica.

Atenent a la deformacié de la biga (figura 1.5.1), veiem que:

- el descens de la seccié B (recolzament) de la deformada, respecte la tangent tragada a la
deformada per la seccié A (encastament) és zero: dg.a =0

— Aquest descens el podem calcular aplicant el 2on Teorema de Mohr:

B
SB(—A =U;AB-=° = U‘B\B =0 @l \L :I/ ¢ 12 Tim \I/ \L \l"' |
A partir dels diagrames per parts de la L 4m ——F—2m
biga (fig. 1.5.1) tenim: RJ 1Rb

Diag.| Qap (m2 T) ¥s (M) | Uss (m3 T)
1 | +18.R, | 4 |+72-R,
2 -128 5 -64

6 Rb

L'equacié queda:

96 mT
>US; =0=4+72.R, -64 \

64
R, =+—=08
b +72 8T 3m

-,F
N
3

A

Figura 1.5.1
El moment a A el calculem a partir del diagrama per parts (fig. 1.5.1):

m,=6.08-96=-426mT
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El signe negatiu indica que les traccions es produeixen a les fibres superiors (signe de
diagrama).

Resultat: m, =426 mT (anti —horar)

EXERCICI 1.6 (examen abril 2001)

Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga dibuixada (fig 1.6), utilitzant els
teoremes de Mohr.

LLd i b b itmmi b vivfg

2D ”

vl'—Zm ql'. 6m ql'
Figura 1.6

Solucidé

Com que es tracta d'una biga amb voladis, primer de tot per tal de simplificar el calcul,
traurem el voladis. Per qué la biga resultant es comporti igual que la original, ens caldra
afegir a Ja seccié A el moment flector que la carrega del voladis li produia (fig. 1.6.1).

El moment produit pel voladis és: My =1-2:1=2mT

Donat que es tracta d’'una biga encastada i recolzada, sabem que només ens cal una
equacié de compatibilitat de les deformacions, a més de les equacions d’'equilibri de
I'estatica.

Atenent a la deformacié de fa biga (figura 1.6.1), veiem que:

— El descens de la seccid A (recolzament) de la deformada, respecte la tangent tragcada a la
deformada per la seccié B (encastament) és zero: da.p =0

— Aquest descens el podem calcular aplicant el 2on Teorema de Mohr:

UA .
Sace =g =0 = Upg=0 Blidlilitmiiiiil ke
: 2mT — — wbr
A partir dels diagrames per parts de la _Shesiienes A
biga (fig. 1.6.1) tenim: f it
R'a Rb
Diag.| Qg (m2 T) va (m) | Uks (m3 T) ¥ o
1 | +18.R, | 4 |+72-R, 0
+
2 -12 3 -36
3 | -36 45 | -162 o 6 R
b
L’equacié queda: i 2mT
TUA, =0=1+72-R',-198 @
18 mT
198 45m Je
R, =+——=275
a=+ 7 75T ~

El moment a B el calculem a partir del ®
diagrama per parts (fig. 14.1): Figura 1.6.1

m,=6-275-2-18=-35mT
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El signe negatiu indica que les traccions es produeixen a les fibres superiors (signe de
diagrama).

Resulitat: m, =3,5mT (horari)

EXERCICI 1.7 (examen octubre 2001)

Calcula els moments d’encastament perfecte de la biga dibuixada (fig 1.7), utilitzant els
teoremes de Mohr.

17T
pflilzm L11]  pg
4m q['1m7t

Figura 1.7
Solucié -

-Com que es tracta d'un biga biencastada, sabem que per calcular les reaccions de la biga
necessitem, a més de les equacions d’equilibri de 'estatica, dues equacions que haurem de
basar en la compatibilitat de les deformacions.

Atenent a la deformacié de la biga, (fig 1.7.1), sabem que:

- L'angle que formen les dues tangents a la deformada, tragades per les seccions A i B és
igual a zero: 04 =0

— Aquest angle el podem calcular aplicant el 1er Teorema de Mohr:

17T
Q
* T E ®F ) 2m [ |]| §®
— El descens de la seccié A de la deformada, ma'\2 B Sl 7
respecte la tangent tragada a la deformada T - !
per la seccio Bészero: 35, ;=0 Ra Rb
— Aquest descens el podem calcular aplicant el +—5Bm—
2on Teorema de Mohr: ®
A , +
A partir dels diagrames per parts de la biga (fig. °
1.7.1) tenim: . = vi" 25m 4 |
: — @
Diag.| Qap (mz T) Ya (M) | UAs Q’"s T) ey
m
1 | +125-R,| 16 | +2083-R, \-+\ .
16 mT T
3 | -8 |1 | -108 \
4 -213 1 -213 @

Figura 1.7.1

Les equacions queden:
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>Qup =0 +125-R, -5-m, -29,3=0

YU% =0 +2083.R, -125-m, -32=0
Multiplicant la primera equaci6 per (-2,5) i sumant-la a la segona equacié tenim:
413
= —_ =+39
R, +10.416 +3968 T

Substituint el valor de la reaccié R, en la primera equacié obtenim my:
_125-3968-293
= 5
Sumant els diagrames de moments flectors (fig 1.7.1) obtenim el moment d’encastament
perfecte mg:

=+4,053mT

m, =5.3968-4,053-4-16=-4213mT

El signe negatiu indica que les traccions es produeixen en les fibres superiors (signe de
‘diagrama).

Resultat: m, =4213mT (anti- horari) m, =4,053mT (horari)

EXERCICI 1.8 (examen abril 2002)

Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga dibuixada (fig 1.8), utilitzant els
teoremes de Mohr.

17
| i [k
5P ﬁ
H1m1m-t 4m *
Figura 1.8

Solucidé

Com que es tracta d’'una biga amb voladis, primer de tot, per tal de simplificar el calcul,
traurem el voladis. Per qué la biga resultant es comporti igual que la original, ens caldra
afegir a la seccid A el moment flector que la carrega del voladis li produia (fig. 1.8.1).

El moment produit pel voladis és: My =1-1=1mT

Donat que es tracta d'una biga encastada i recolzada, sabem que només ens cal una
equacié de compatibilitat de les deformacions, a més de les equacions d'equilibri de
I'estatica.

Atenent a la deformacié de la biga (figura 1.8.1), veiem que:

— El descens de la seccid A (recolzament) de la deformada, respecte la tangent tracada a la
deformada per la seccid B (encastament) és zero: 3p.8 =0

Aquest descens el podem calcular aplicant el 2on Teorema de Mohr:

A partir dels diagrames per parts de la biga (fig. 1.8.1) tenim:

10
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Diag.| Qag (M2T)| 74 () | UAs M°T)
1 | +125.R,| 33 |+418-R,
2 | -s 25 | -125
3 | -16 4 | -e4

L'equacié queda:
YUl =0=+418-R',-765

76 5

° 416

El moment a B el calculem a partir del
diagrama per parts (fig. 1.8.1):

m, =5-1836-1-12=-382mT

R'y= =1836T

El signe negatiu indica que les traccions es
produeixen a les fibres superiors (signe de
diagrama).

Resultat: m, =382mT (horari)

EXERCICI 1.9
A partir de la biga de 'exercici 1.1 (fig. 1.1):

+
'||' 25m 1» 5Ra
B 1mT
@
= " 12 mT
®
Figura 1.8.1

a) Calcula els moments d’encastament perfecte de la biga, utilizant ies formules de m.e.p.

b) Després, calcula les reaccions verticals, perd sense utilitzar el formulari.
c) Finalment, dibuixa el diagrama de moments flectors i el d’esforgos tallants de la biga, a

escala i indicant els valors significatius.

Solucié

Per poder utilitzar les formules de moments
d'encastament perfecte @ haurem de
descompondre la biga en casos de carrega
senzills (aixd ho podem fer per- que es
compleix el principi de superposicié causa-
efecte).

Pel cas de la biga proposada, aquests casos
de carrega sén els dibuixats en la figura
1.9.1, i els moments d’encastament perfecte
seran:

ma = ma1 W ma2 + ma3

My = Myy +Mpy + My

Aplicant les férmules tenim:

®F | 2tm | | | /®
mn\a/ L \Ejmm
3m i 2m —
2T
o1
maz\a.f L '\f/mbz
2m # 3m
3T
@ l E®
maaV/ am '||'1|T| mb3
Figura 1.9.1

11
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2.32 3 3 2.3% 3
- le-2.1g-3.2]|= =<2 [4-3.2|=198mT
Mas =2 [6 5 (8 3 5}] 342 mT My = 3o ( 5)
2 2
m82=2.§23'=1v44m.r mb2=%=0,96mT
2 .42
M =22 =048 mT My =2 _1g2mT

El sentit d’aquests moments és el indicat en la figura 1.9.1.

Finalment, els moments d’encastament perfecte de la biga proposada sén:
m, =342+144 +048 =534 mT
m, =198 + 096 + 192 = 486 mT

Podeu comprovar que els resultats obtinguts utilitzant els Teoremes de Mohr (exercici 1.1)
son idéntics als obtinguts amb les férmules de m.e.p., tal com era d'esperar.

Resultat a): m, =534mT (anti—horari) m, =486 mT (horari)

Un cop coneguts els valors i sentits dels moments d'encastament perfecte, podem calcular
les reaccions de la biga, sense utilitzar formularis. Per fer el calcul més rapid i intuitiu,
desdoblem Ia biga en dues (fig. 1.9.2):

- Una biga bi-recolzada, sobre la que hi actua tota la carrega, excepte els moments dels
extrems. A les reaccions d’aquesta biga en diem “Reaccions Isostatiques”.

- Una biga bi-recolzada, sobre la que hi actuen només els moments dels extrems. A les
reaccions d’aquesta biga en diem “Reaccions Hiperestatiques”.

Ara podem calcular les reaccions de cada una de les dues bigues:

Reaccions isostatiques: 27
3T
Ry=21+22, 038 06112042207 @ bdZTm )] P
2= 1 1 Tm

3.4 2.2 6.5 S i =

Ryt = + + =24+08+18=5T Rat Rb1
5 5 5
Reaccions hiperestatiques:
534 — 486 534 mT 4,86 mT
R, =-Ry, = — =0096 T ®\”’/¥> N SBJ
El sentit d'aquestes reaccions es pot veure en la ;t‘ R l
figura 1.9.2. Re2 =
Figura 1.9.2

La superposici6 de les dues bigues dibuixades és la biga proposada; per tant, la suma de les
reaccions ens donara les reaccions de la biga real.

R, =R, +R,, =6+0096 =6096 T R, =Ry +Ry, =5-0,096=4,904T

Podeu comprovar que @l resultats obtinguts utilitzant els Teoremes de Mohr (exercici 1.1)
sén idéntics als actuals, tal com era d’'esperar.

Resultat b): R,=6096T (amunt) R, =4904T (amunt)

12
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Resultat c):
En la figura 1.9.3 es presenten els diagrames de moments flectors i esforgos tallants, a

escala, de la biga proposada.
ESQUEMA | REACCIONS (Escala de longituds: 1/50)

2T
y 3T
®f LI L l2m | 4 I 1] ! L@
5,34 mT\AA XY /4,86 mT
6,096 T 4,904 T
DIAGRAMA DE MOMENTS FLECTORS (Escala: 1 cm=1 mT)

5,34 mT
4,86 mT
0,044 mT

1,948 mT

2,852 mT =7

- 2,854 mT
J——+— 2048 m 2952 m .|"
6,096 T ! _
2096 T
p,096 T
1904 T
4904 T 4904 T

DIAGRAMA D'ESFORGCOS TALLANTS (Escala: 1 cm=2T)

Figura 1.9.3
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EXERCICI 1.10

A partir de Ia biga de I'exercici 1.2 (fig. 1.2):

a) Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga, utilitzant les formules de m.e.p.

b) Després, calcula les reaccions verticals, pero sense utilitzar el formulari.

c) Finalment, dibuixa el diagrama de moments flectors i el d’esforcos tallants de la biga, a
escala i indicant els valors significatius.

Solucié

Com que es tracta d’'una biga amb voladis, primer de tot traurem el voladis, tal com hem fet
en I'exercici 1.2. Per qué la biga resultant es comporti igual que la original, ens caldra afegir
a la seccié A el moment flector que la carrega del voladis li produia (figura 1.10.1).

17 2T 2T
EEET TR R RN st [T 71 2m 431 |  be
AP 5 h* @W ¥ me
—;l'—1,5m :ItRa 4m r|L 1m11LRb $R'a 4m -;L 1m-$—Rb
Figura 1.10.1

Ara tenim una biga encastada i recolzada, perd per poder utilitzar les formules de moments
d’encastament perfecte haurem de descompondre la biga en casos de carrega senzills (aixo
ho podem fer per que es compleix el principi de superposicié causa-efecte).

Aquests casos de carrega son els indicats en la figura 1.10.2, i el moment d’encastament
perfecte sera:

My, =My + My +Myy

R S

Aplicant les férmules tenim: 7@7 X E /o
: :
=22 62 ) sgaa F b
8-5
.4.1. 2T
mb2=2—41—(%+—4)=1,44mT ® l E®
2-5 ,,@, % ¥ mz
Mg = 22 = 1875 mT k 4m bimt
- El sentit de gir d’aquests moments estd 375, P
indicat en el dibuix. \&7 te
— Finalment, el moment d'encastament ® |- I
perfecte de la biga és el segiient: 1 L g
my, =544 +1,44 - 1875 = 5005 mT Figura 1.10.2

Podeu comprovar que el resultat obtingut utilitzant els Teoremes de Mohr (exercici 1.2) és
idéntic a 'obtingut amb les férmules de m.e.p., tal com era d’esperar.

Resultat a): m, =5005mT (horari)

Un cop conegut el valor i el sentit del moment d'encastament perfecte, podem calcular les
reaccions de la biga, sense utilitzar formularis. Per fer el calcul més rapid i intuitiu,
desdoblem la biga, sense voladis, en dues (figura 1.10.3):

14
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- Una biga bi-recolzada, sobre la que hi actua tota la carrega, excepte els moments dels
extrems. A les reaccions d'aquesta biga en diem “Reaccions Isostatiques”.

- Una biga bi-recolzada, sobre la que hi actuen només els moments dels extrems. A les
reaccions d’aquesta biga en diem “Reaccions Hiperestatiques”.

Ara podem calcular les reaccions de cada una de les dues bigues:

Reaccions isostatiques: 27
A 4
R-a1=-’-'éﬁ+%'_1=4,e+o,4=5,2T %7\L [J2m []]
2.4.2 2.4 3 L
= —_— B 4 o
Ry 5 + 5 32+16=48T TR m Tm ﬂT‘Rm
Reaccions Hiperestatiques:
375mT 5,005 mT
. _5005-375 _ ' '
Riuz= Ry = 2005372 2 02517 @K,%f %;%@
El sentit d’aquestes reaccions es pot veure VYR'az i TR

en la figura 1.10.3.
Figura 1.10.3

La suma d’aquestes reaccions ens donara les reaccions de la biga sense voladis; per tant,
per determinar la reaccié en el recolzament A de la biga original, cal tenir en compte la
carrega del voladis. Aixi tenim:

R, =Q +R'y+R':2=(2-15+1)+52-0,251=8949 T
Rp =Ry + Ry = 48+0,251=5051T

Podeu comprovar que el resultats obtinguts utilitzant els Teoremes de Mohr (exercici 1.2)
sén idéntics als actuals, tal com era d’esperar.

Resultat b): R,=8949T (amunt) R, =5051T (amunt)

Resultat c):

En la figura 1.10.4 es presenten els diagrames de moments flectors i esforgcos tallants, a
escala, de la biga proposada.

EXERCICI 1.11 (examen octubre 2000)

A partir de la biga de la figura 1.11:

a) Calcuia els moments d’encastament perfecte de la biga, utilitzant les formules de m.e.p.
b) Despres, calcula les reaccions verticals, perd sense utilitzar el formulari.

3T
\ 4

@2 \L\LJ/\L\]/ 1.2Tm ‘L\L\J/\L §

4m 2m
Figura 1.11

Solucid

Per aplicar les formules, descomponem la biga en casos de carrega simples, tal com es pot
veure en la figura 1.11.1

15
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ESQUEMA | REACCIONS (Escala de longituds: 1/50)

e 2T
JIJII I dddidemm J ol fddddiy E®
® 5,005 mT R ¥ /
’iL 1,5m 'l.t 4m '1L 1m ——1-
8,949 T 5051 T
DIAGRAMA DE MOMENTS FLECTORS (Escala: 1 cm =1 mT) 5,005 mT
3,75 mT

0,046 mT

17T

3051 T

4T

501 T 5001 T
DIAGRAMA D'ESFORGOS TALLANTS (Escala:1cm=2T)

Figura 1.10.4
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Aplicant les férmules tenim: ® Ly vy 12mm L)) k®
2 g Z
mymomy =28 gemr N\ on g
_34-2 i3t
Mgy = PR m 37T
® } ®
3.2.4° : :
b2 'T =28mT mez \ 37 4m ,!' 2m ‘\—/mbz
Figura 1.11.1

Els moments d’encastament perfecte de la biga sén:
m, =m, +m,, =36+13=493mT
m, =My, +m,, =36+28=626mT

Resultat a): m, =493mT (anti—horari) m, =628 mT (horari)

Un cop coneguts els valors i sentits dels moments d’encastament perfecte, podem calcular
les reaccions de la biga, sense utilitzar formularis. Per fer el calcul més rapid i intuitiu,
desdoblem la biga en dues (fig. 1.11.2):

3T
Reaccions isostatiques: v

56 0.5 BT e [ 1111,
R, ="~ =36+1=46T o : e

2 6 JF 4m 3 2m '————;:'
R

R, = 1.226 3-4 —36+2=56T Rat b1
Reaccions hiperestatiques: 4,93 mT 6,26 mT

Rap =~ Ry = 202 ~ 02T ®¥‘? SE'Z

6,26 —4,93 ]
m
lRaZ RbZT

Figura 1.11.2

La superposici6 de fes dues bigues dibuixades és la biga proposada; per tant, la suma de les
reaccions ens donar les reaccions de la biga real.

Resuitat b): R,=437T (amunt) R,=582T (amunt)

EXERCICI 1.12 (examen abril 2001)

A partir de la biga de la figura 1.12:

a) Calcula els moments d’encastament perfecte de la biga, utilitzant les formules de m.e.p.
b) Després, calcula les reaccions verticals, peré sense utilitzar el formulari.

c) Finalment, calcula el valor del moment flector maxim positiu

17
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l4T 2T
®¢TJ/ \L\LJ/ 1T/m \‘/\LJ/J/ \{
-r’—1m—J‘———3m 2m 3
Figura 1.12

Solucié

Per aplicar les férmules, descomponem la biga en casos de carrega simples, tal com es pot
veure en la figura 1.12.1.

Aplicant les formules tenim: @4 Il yd 1m Jlll)kE®
2 A 3
ma1=“mb1=%=3m-r mar \ ém N
4.1.5 -
2= —=21mT =
®1 | /@
4.5.1 N
mbz = _6_2-_— = 0,5 mT sz 1m q|' 5m e
2‘4‘22 8
Myg =—>—=08mT 27T
® | ®
.2.42 7 7
ba=2 2.4 _17mT mas \3A P qL . R s
Figura 1.12.1

Els moments d’encastament perfecte de la biga sén:
m,=m_+m,,+M,4=3+27+08=68mT

my =My, +M,, +My; =3+05+17=53mT

Resultat a): m, =68mT (anti—horari) m, =53mT (horari)

Un cop coneguts els valors i sentits dels moments d’encastament perfecte, podem calcular
les reaccions de la biga, sense utilitzar formularis. Per fer el calcul més rapid i intuitiu,
desdoblem la biga en dues (fig. 1.12.2): 4T 2T

Reacci isostatiques: \
accions isostatiques ®J\¢$¢\L$ 1 Tim J,.J,\H,,l

1.6 4.5 2.2 :
Ra1 = 5+ % * 8 =3+33+08=7T % mk am —2m
1.6 4.1 2.4 Rat ij
Ry=—+—5 +—g =3+08+13=5T
Reaccions hiperestatiques: 6,66 mT 5,33 mT
. N 2/e
Raz =—Rp, = B 8 i =02T ® 6m ®
iRaz szl

Figura 1.12.2

La superposicioé de les dues bigues dibuixades és la biga proposada; per tant, la suma de les
reaccions ens donara les reaccions de la biga real.

18
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R, =R, +R,=7+02=72T R, =Ry +R,; =5-02=47T

Resultat b): R,=72T (amunt) R,=47T (amunt)

Per calcular el moment flector maxim positiu apliquem el principi del tall, pero abans hem de
saber a quina secci6 de la biga es produeix, és a dir, per a quina seccié hem de tallar.

Atenent a la relacié entre la llei de moments flectors i la llei d’esforgos tallants, sabem que el
moment flector maxim es produeix en la seccié on el tallant és nul. '

A partir de la biga amb la seva carrega i les reaccions ja conegudes (fig. 1.12.3) i aplicant el
principi del tall, amb F'extrem esquerra de la biga com a origen, tenim que:

4T 2T
v
@ ITLT] tim [ J]]]}®
6,66 mT\q{:m L - L g Ro5,33 mT
7227 477 T
Figura 1.12.3

Pera x=1m ['esforg tallant val:
T =+72-1-1=+62T (abans de la carrega puntual)
Tp=+72-1-1-4=+22T (després de la carrega puntual)
Pera x=4m [esforg tallant val:
Twa=172-1-4-4=-07T (abans de la carrega puntual)

Aixi doncs, podem afirmar que el tallant nul es produeix en una seccié situada entre les dues
carregues puntuals, és adir Tm<x<4m

L'esforg tallant en aquesta zona val: T, = +72-1.x-4=4+32-X
Imposant que el tallant sigui nul trobarem la posici6 de la secci6:
+32-x=0 = x=32m

Finaiment, tallant per aquesta seccié i quedant-nos amb les forces de ['esquerra podem
calcular el moment flector maxim:

M., =7,2.3,2-6,6-1-3,2-%- (32-1)=2525mT

Resultat c): M!, =2525mT | En la seccié adistancia x=32m de lextrem A

EXERCICI 1.13 (examen octubre 2001)

A partir de la biga de la figura 1.13:

a) Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga, utilitzant les formules de m.e.p.
b) Desprées, calcula les reaccions verticals, perd sense utilitzar el formulari.

c) Finaiment, calcula el valor del moment flector maxim positiu
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05T

b 4
oI ITT1 g
b 4m F1m-

Figura 1.13
Solucié

Per aplicar les formules, descomponem la biga en casos de carrega simples, tal com es pot
veure en la figura 1.13.1.

Aplicant les formules tenim: ® FERELCE R I?.
1.42 " " #%7‘ \-‘/mb‘l
My =222 (2-52-42)=272mT 1 am Loy m

Thes = 05-4-1-(5+4) -036mT

552 . lo ST
® f@
El moment d’encastament perfecte de la biga és: »@7 \/rnbz
m, =My, + My, =2,72+0,36=308mT } LU Fimt
Figura 1.13.1
Resultat a): m, =3,08mT (horari)

Un cop coneguts els valors i sentits dels moments d’encastament perfecte, podem calcular
les reaccions de la biga, sense utilitzar formularis. Per fer el calcul més rapid i intuitiu,
desdoblem la biga en dues (fig. 1.13.2):

05T
Reaccions isostatiques: 4
EERELLIR RN
gL =loi= ‘;3 051 _24+01=25T W% 20
4 4 ) %
4. . 1 m x=im
Rb1=1 4 2+M=1'6+0‘4=2T Ra1 Rb1
5 5
Reaccions hiperestatiques: 3,08mT
® %2 ;J
Ry, =—Rpp =228 —0616 T ey
5 L 5m !
¥ Ra2 TRe2
Figura 1.13.2

La superposici6 de les dues bigues dibuixades és la biga proposada; per tant, la suma de les
reaccions ens donara les reaccions de la biga real.

R, =R, +R,, =25-0616=1884 T R, =Ry +Ry, =2+0616=2616T
Resultatb): [ R, =1884T (amunt) R, =2616T (amunt)

Per calcular el moment flector maxim positiu apliquem el principi del tall, perd abans hem de
saber a quina secci6 de la biga es produeix; és a dir, per a quina seccié hem de tallar.

Atenent a la relacié6 entre fa liei de moments flectors i la llei d’esforgos tallants, sabem que el
moment flector maxim es produeix en la seccié on el tallant és nul.

A partir de la biga amb la seva carrega i les reaccions ja conegudes (fig. 1.13.3) i aplicant el
principi del tall, amb I'extrem esquerra de la biga com a origen, tenim que:
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05T
3
)
v%' R_/308 mT
4 4m .!" 1m ;
1,884 T 2616 T
Figura 1.13.3

Pera x=4m [lesforg tallant val:
T,, =+1884-1.4=-2116 T (abans de la carrega puntual)

Aixi doncs, podem afirmar que el tallant nul es produeix en una secci6 situada entre el
recolzament A i la carega puntual, és adir O<x<4m

L’esforg tallant en aquesta zona val: T, =+1884-1-x

Imposant que el tallant sigui nul trobarem la posicié de la seccio6:
+1884-x=0 = x=1884m

Finalment, tallant per aquesta seccié i quedant-nos amb les forces de 'esquerra podem
calcular el moment flector maxim:

M:,. —1884.1884-1.1884. -1%842 ~1775mT

Resuitat c): M;., =1775mT | En la secci6 a distancia x=1884m de l'extrem A

EXERCICI 1.14 (examen abril 2002)

A partir de la biga de la figura 1.14:

a) Calcula el moment d’encastament perfecte de la biga, utilitzant les férmules de m.e.p.
b) Després, calcula les reaccions verticals, per6 sense utilitzar el formulari.

¢) Finalment, calcula el valor del moment flector maxim positiu

17T 18T
LT Tem LT T
1"-1an 5m .lL1m-|'-

Figura 1.14
Solucié

Com que es tracta d’'una biga amb voladis, primer de tot traurem el voladis. Per que la biga
resultant es comporti igual que la original, ens caldra afegir a la seccié A el moment flector
que la carrega del voladis li produia (figura 1.14.1).

18T

Oy fitem [JJll]te
1,6mT¥x mB

4 L $
5m 1m
R‘a1 ’ R
Figura 1.14.1

b
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Ara tenim una biga encastada i recolzada. Per aplicar les férmules, descomponem la biga en
casos de carrega simples, tal com es pot veure en la figura 1.14.2.

G TTEm 1111 e

Aplicant les formules tenim:

2
b1=1,2.6 =54mT o@v L
8 '1" 6m _lLr_
18-5.1-(6+5 18T
= 2_6(2 ) _1375mT = | e
16 ﬁ K_Ejfnlﬂ
mb3=,?'=0,8mT '||" S5m d'||’1m+
El td rfecte d ® Ey
moment d’encastament perfecte de ®
la biga és: 1.6 "‘Tw e
J 6m k

Mp =My + My + My _
m, =54+1375-08=5975mT Figura 1.14.2
Resultat a): m, =5975mT (horari)

Un cop coneguts els valors i sentits dels moments d'encastament perfecte, podem calcular
les reaccions de la biga, sense utilitzar formularis. Per fer el calcul més rapid i intuitiu,
desdoblem la biga en dues (fig. 1.14.3):

Reaccions isostatiques: 187
. 12.6 18-1 [ by ddremm (o]
Ry =5+ ~5—=36+03=39mT ® D
12-6  18-5 | o T T
Rb1 = T + -’T =36+15=51mT 1R'a1 Rb1
Reaccions hiperestatiques: ® ®
16mT
R =R = 57816 o729 57 . 5975 mT

1R'a2
Figura 1.14.3

La suma d’aquestes reaocdons ens donara les reaccions de la biga sense voladis; per tant,
per determinar la reacci6 en el recolzament A de la biga original, cal tenir en compte la
carrega del voladis. Aixi tenim:

R, =R'y#+R'2+Q,y =39-0,729+22 =5371T R, =51+0,729=5829 mT
Resultat b): R, =5371T (amunt) R,=5829T (amunt)

Com que tot el voladis queda sotmés a moment flector negatiu, sabem que només es
produiran moments posiius en la zona de la biga compresa entre el recolzament A i
'encastament B.

Per aixd, podem calcular el moment flector maxim positiu a partir de la biga sense voladis
(fig. 1.14.4). Aplicant el principi del tall, amb P'extrem esquerra com a origen, podem deduir
que la seccié on I'esforg tallant és nul es troba entre 'extrem A i la secci6 on esta aplicada la
carrega puntual, ésadirr O<x<5m
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Biguses hiperestatiques d'un tram

18T

Sl fftemm [ §|{

mT

3171 T

AR \-\\

'L/s 975 mT

L 5829 T
Sm =1 m

L]

Figura 1.14.4
T, =+3171-12-x
Imposant que el tallant sigui nul trobarem la posicié de la secci6:

3'1271 ~26425m

L'esforg tallant en aquesta zona val:

+3171-12-x=0 = x=

Finalment, tallant per aquesta seccié i quedant-nos amb les forces de I'esquerra podem
calcular el moment flector maxim:

M:,. = 31712642516 -12.26425. 26;25 2589mT
Resuitat ¢): | M/, =2589mT | En la secci6 a distancia x =26425m del recolzament A
FORMULARI
_av AMILITITa T B -at
m,=-— m=-_—
Aii{;{{lq}*“;lbg " m\T) L — g
mre L Spme =22 - I . i} Pa:[:.zd-b)
M- g ———b——
Pab? [T Ol B _aalLsbf
Ad P e '&r—"—a—-f——b—-l BT
"'h:F'la—'i'—b—k\/mﬂ m __Pba2 [filaq ”IAB m=£—(2L’-b2)
v ma ——b— e
M
-92%lg afy .2 Af . M
AT 8 ™ =12 [ L( 3LJ] e § pe =3
m}lﬁ‘—a — e qa° &
m°='ﬁf(4'3f)
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EXERCICIS PER RESOLDRE

EXERCICI 1.15
Donada la biga dibuixada (fig.1.15):

3T

[T Izm [ [ 1]

2m ,." 2m .," 2m——:|'-‘.

Figura 1.15
— Calcula el Moment d’Encastament Perfecte. utilitzant els Teoremes de Mohr.

®

PR

- Dibuixa els diagrames de moments flectors i d’esforgos tallants, a escala, indicant els
valors significatius (maxims, punts angulosos, discontinuitats... )

— Calcula el Moment d’Encastament Perfecte utilitzant els formularis i, després, calcula els
tallants en els recolzaments.

EXERCICI 1.16
Donada la biga dibuixada (fig.1.16):
27T 1T
y  /
®; L J L avm ] ] J L L L )
7 s
.1|' 4m ,,1' 2m .," 2m—4'-
Figura 1.16

— Calcula el Moment d’Encastament Perfecte utilitzant els Teoremes de Mohr.

- Dibuixa els diagrames de moments flectors i d’esforgos tallants, a escala, indicant els
valors significatius (maxims, punts angulosos, discontinuitats... )

— Calcula el Moment d’Encastament Perfecte utilitzant els formularis i, després, calcula els
tallants en els recolzaments.

EXERCICI 1.17
Donada la biga dibuixada (fig.1.17):

' aT
; y p
®% L Izml 1T TVe
2
.ll‘ 2m 7|L 4m .."
Figura 1.17

— Calcula els Moments d'Encastament Perfecte utilitzant els Teoremes de Mohr.

- Dibuixa els diagrames de moments flectors i d’esfor¢os tallants, a escala, indicant els
valors significatius (maxims, punts angulosos, discontinuitats... )

~ Calcuia els Moments d’Encastament Perfecte utilitzant els formularis i, després, calcula
els tallants en els recoizaments.
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Bigues hiperestatiques d'un tram

EXERCICI 1.18
Per a cada una de les 4 bigues dibuixades (fig.1.18):
BIGA A BIGA B
aT 3T
o
L L L ] Jzmm] [ Lo @} L L1 LImml l1]e
JE' 2m q]' 4m q!' ql' 2m q]" 4m —qLI
BIGA C BIGA D
3T aT
Z Z 7
@b b L} l2tm] | | ? ®§,_ J J bl Jemm | | ] g
L I 2m ,[[' 4m -|L qL 2m q]' 4m -|L
Figura 1.18

— Calcula el/’s Moment/s d’Encastament Perfecte. utilitzant les formules de m.e.p..
— Calcula les reaccions verticals en els recolzaments, sense utilitzar formularis.

— Dibuixa els diagrames de moments flectors i d'esforgos tallants, a escala, indicant els
valors significatius (maxims, punts angulosos, discontinuitats... )

— Compara el resultat obtingut en la biga A amb el de les altres 3 bigues i respon a les
seguents questions:

— La suma de les dues reaccions verticals de cada biga té el mateix valor?.
- Les reaccions de I'extrem de la dreta de cada biga tenen el mateix valor?.

—~ Ordena les bigues en funcié del valor del moment maxim positiu (de més gran a més
petit) i analitza si el tipus de lligam extrem de les bigues hi té alguna influéncia.

— Quines conclusions en treus?
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RESULTATS DELS EXERCICIS PER RESOLDRE

EXERCICI 1.15
Els resultats de I'exercici 1.15 es presenten en la seglient figura 1.15.1

ESQUEMA i REACCIONS (Escala de longituds 1/100)

3T
7/
@211 [ J2mm | | J,ﬁlﬁ”
ma=8,§mT'\)l e
? 2m—f—2m—+—2m ?

Ra=515T Ro=5,85T

DIAGRAMA DE MOMENTS FLECTORS (Escala: 1 cm =4 mT)

8,8mT

515T

i

By
N\,

NS85 T
DIAGRAMA D'ESFORGCOS TALLANTS (Escala:1cm=2T)

Figura 1.15.1
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EXERCICI 1.16
Els resultats de I'exercici 1.16 es presenten en la seglent figura 1.16.1

ESQUEMA i REACCIONS (Escala de longituds 1/100)
27 17T

o \IT\LJ,4T/mJ,J,\LJ,\L\L\L‘
ma = 14.7 mTEH AL

? 4m * 2m—?—2m—-*—

Ra=1346T Rb=2154T

AR

DIAGRAMA DE MOMENTS FLECTORS (Escala: 1 cm=5mT)
14,7 mT
10mT

N 7,08 mT
N 5T Mmax = 7,868 mT

H——x=3,360 M —-

13,46 T

9T

2547

454T it

12,54 T
DIAGRAMA D'ESFORGOS TALLANTS (Escala:1ecm=5T)

Figura 1.16.1
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EXERCICI 1.17
Els resultats de I'exercici 1.17 es presenten en la seguent figura 1.17.1

ESQUEMA i REACCIONS (Escala de longituds 1/100)

T
P 4
o4 LIzl [T Ve
ma = 6,2 mT@ \-//mb=6,§ mT
t—2m—%k 4m ?
Ra=459T Rb=641T

DIAGRAMA DE MOMENTS FLECTORS (Escala: 1 cm=2 mT)

6,5 mT 6,6 mT

2,957 mT

—

Mmex = 3,605 mT

. I

g x; 3,205 m
459T

159T

S

N\
DIAGRAMA DESFORGOS TALLANTS (Escala: 1em=2T) o1 1

Figura 1.17.1
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EXERCICI 1.18

Els resultats de I'exercici 1.18 es presenten en la segulent figura 1.18.1

BIGA A o

R P P P T P P
® ”;;7

[
N
3
e

)

BIGA B ot
2
®A L L L ] Jewm] ] ] g
\Z Ama =123 mT £
% 2m _q]' 4m .?
Ra=10,05T =
12,3 mT Rb=4,94T
—Mmax = 6,11 mT

7
=< 4 ~ ] +
LMmax = 12,25 mT 1005 T \ "
4T - :‘:.\'.:-“v ""‘:?')
i A x=35m———f 605T .
3 305T
vl- T F—x= 2,472 m—y
\LUJ@
T 4,94 T
BIGA C - BIGAD 3T
7 Z 7
® & I L ] J2tm] | ] g ®2 gL L L J2mm | ] ] z
5, mo=11,8mT X2/ | \DAma=88mT me=7,3 mT "2/
4 L P 4 " 4 4
—2m— "Ro=894T1 %Tz"' " am T_
Ra=605T Ra=82T Rb=67T
_ ‘L 82T,
605T N . B
N 22l
Mmax = 8,7 mT
t f“‘\' 205T
094T |
Wit
894T

Figura 1.18.1




Exercicis d’Estructures I/

Efectivament, la suma de les dues reaccions verticals de cada biga té el mateix valor.

Aixo és degut a que la carrega aplicada a totes 4 bigues és la mateixa i al fet de que, per
que les bigues quedin en equilibri, cal que la suma de forces verticals sigui igual a zero
(condicié d’equilibri de lestatica).

Pero les reaccions de 'extrem de la dreta de cada una de les bigues tenen diferent vailor.

La

Si heu calculat les reaccions sumant les reaccions isostatiques i les hiperestatiques,
haureu vist que les reaccions isostatiques sén iguals en totes 4 bigues, mentre que les
reaccions hiperestatiques son diferents en totes elles (la biga A és isostatica).

Aixi doncs, podem afirmar que les reaccions de cada una de les 4 bigues sén diferents
degut a les diferents condicions de recolzament de les bigues, o el que és el mateix, a
I'existencia de moments d'encastament perfecte diferents en cada una d’elles.

biga que té un moment flector maxim positiu més gran és la biga A, seguida de la biga C,

la biga B i la biga D que ésla que t& un moment flector maxim positiu més petit.

Si heu dibuixat els diagrames de moments superposant el diagrama isostatic (totalment
positiu) i el hiperestatic ftotalment negatiu), haureu vist que el diagrama isostatic de totes
4 bigues sén identics, mentre que el diagrama hiperestatic és diferent ja que depéen del
valor dels moments d’encastament perfecte.

Al superposar el diagrama positiu (isostatic) al negatiu (hiperestatic), haureu pogut
comprovar que I'existéncia de moments negatius en els extrems d'una biga provoca un
desplagament del diagrama isostatic, cap amunt, respecte a I'eix de moment nul.

Per aix6 la biga D, que té els dos extrems encastats, és la que té un moment flector
maxim positiu més petit.

Entre les bigues B i C, totes dues amb només un extrem encastat, és la biga C la que té
el moment flector maxim positiu més gran per que el seu moment d’encastament perfecte
és més petit.

La biga A, birecolzada, és la t& el moment flector maxim positiu més gran per que no té
moments d’encastament perfecte.

En conclusié podem dir que I'existéncia de moments negatius en els extrems d’una biga:

30

Modifica el valor de les reaccions isostatiques perd no pas el valor de la seva suma.

Produeix un desplagament del diagrama de moments isostatic, respecte I'eix de moment
nul, cap amunt.



Rigideses en la flexié

Capitol 2.- RIGIDESES EN LA FLEXIO

EXERCICI 2.1 (examen juny 1999)
Donada la biga dibuixada (Fig. 2.1):
— Calcula el gir de la secci6 A de la biga.

— Calcula les reaccions que es produeixen en els extrems de la biga.
Dades: La biga és un IPE-400 (Ix = 23130 cm*) d'acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/cm?)

Ma=777mT
R
L 5m |
Figura 2.1 __

Solucié:
El moment aplicat M, provoca la flexié de la biga

Tenint en compte les condicions de recolzament d’aquesta, la seccié A gira lliurement
mentre que la seccié B no pot girar degut a que I'encastament ho impedeix (fig 2.1.1),
produint aquest una reacci6 moment M.

Per tal que la biga quedi en equilibri de moments, és necessari que tant el recolzament A
com 'encastament B produeixin reaccions verticals, iguals i de sentit contrari (fig 2.1.1)

Ma=7,77TmT
e AN Bﬂ __________ o K_\/Mb
Sm *
Ra ¥ 1Rb
Figura 2.1.1

Sabem que la relacié entre el gir de la seccié A i cadascuna de les reaccions o del moment
aplicat M, és la seguent:

M, =Kgg -0, M, =Kgg -84 Ra=-Ry =Kgp-6,
| el valor de les rigideses és:
4.E-| 2-E-l 6-E-l
Kee = T Kee = Kep = L2

Per fer el calcul més rapid, calculem primer el valor de E-I:
E-1=21-10°.23130.1077 = 4857,3 m°T

| ara calculem el valor de cada una de les rigideses anteriors:

Koo = 228572 _agg58amT  Koq =2 22272 - 104202 mT
Kep = 6'458& —1165752T

Ara podem calcular el gir de la secci6 A:
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M,  777mT

a=—2 = =199957-10° rad
Ko 388584mT

| també les reaccions que es produeixen en els extrems de la biga:
M, =Kgg -0, =194292.199957-10 =3885mT
R, =-R, =Kgp -0, =1165752-199957-10° =2331T

Tanmateix, les reaccions de la biga les podiem calcular directament, sense utilitzar les
rigideses, és a dir: .

— el moment M, és la meitat del moment aplicat en el recolzament A (férmules de m.e.p.)

M, = e = TTTI0T 3885 mT

— i les reaccions verticals les podem calcular imposant 'equilibri de moments
M, +M, _ 7,77 +2,885

R,=—-R, = 3 5 =2331T
Resultat: 0, =1999-107 rad (horari) M, =3,885mT (horari)
R, =2331T (avall) R, =2,331T (amunt)

El sentit de les reaccions és el indicat en la figura 2.1.1.

EXERCICI 2.2 (examen abril 2001)

Calcula el moment M, que cal aplicar en I'extrem B de la biga dibuixada (fig. 2.2), per qué es
produeixi un gir en aquest extrem de valor 0, = 0,01 rad.

Dades: La biga és un IPE-200 (Ix = 1940 cm®) d’acer A-42 (E =2,1 -10° Kp/cm?)

Mb
3 N\
S Iy raw

! 4m !
Figura 2.2
Soluci6:

Sabem que la relaci6 entre el moment aplicat en un extrem d’'una barra i el gir provocat en el
mateix extrem és la rigidesa Kgg

En el cas de la biga proposada (fig. 2.2.1) tenim: M, =Kgg -6,

Mb
O} — XN
Ma\%f S %@ﬁ@
Ral 4m ; Ro
Figura 2.2.1
Donat que la biga té I'extrem A encastat, la rigidesa Kgg és:  Kgg = 4 'LE"
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Per fer el calcul més rapid, calculem primer el valor de E:l:
E-1=21-10%-1940-107 = 407,4 m*T

4.4074

| ara calculem el valor de larigidesa: Kgg = =407,4mT

Finalment, el moment que cal aplicar en 'extrem B de la biga per produir un gir en aquest
extrem de 0,01 radians és:

M, =Kgg -0y, = 407,4-0,01=4074mT

Resultat: M, = 4,074 mT (anti— horari)

EXERCICI 2.3 (examen octubre 2000)

Degut a un assentament del terreny, I'encastament B de la biga dibuixada (fig. 2.3)
experimenta un desplagament perpendicular a I'eix de la biga (51 = 6 mm).

Calcula el moment flector i Fesforg tallant que es produeix en les seccions extremes de la
biga.

Dades: La biga és un IPE-220 (Ix = 2770 cm*) d’acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/cm?)

- 2m 2m '
] ]

3 R
® F2+

"
-

Figura 2.3
Solucié:

Per resoldre aquest exercici apliquem el principi de superposici6 causa — efecte,
descomponent la biga en dues (fig. 2.3.1), la superposicié de les quals ens ha de donar la
biga proposada.

Els esforgos en les seccions extremes de la biga son, directament, les reaccions produides

pels encastaments. o oty 1
En la primera biga calculem I'efecte de les accions 1 4T !
sense tenir en compte el desplagament de @g v _ II;@‘
Fencastament: ML T RE
Ma1=—Mb1=P_-I:=iﬂ=2mT Ra1 Rb1T
8 6
En la segona biga calculem Vlefecte del 4m
desplagament, sense tenir en compte les accions: Y I R@
6-E-I Mﬂz\‘;) i M""wu_- Mb2 /= &t
M., =My, =Kgp - 37 Kep = 2 T = E —
Ra2
E-1=21-10%.2770-1077 = 5817 m?T szl
M., =M,, = 6'—i§£ .0,006 =1309 mT Figura 2.3.1
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El moment flector en cada una de les seccions extremes de la biga 'obtenim superposant
les dues bigues de la figura 2.3.1

M, =M., +M_, =2+1309=3,309 mT M, =My, +M,, =2-1309=0,691mT
Tot i que el caicul de les reaccions de la biga proposada el podiem haver fet a partir de les

dues bigues de la figura 2.3.1, resulta més practic caicular-les directament, un cop coneguts
els moments produits pels encastaments (fig. 2.3.2)

¥ 2m 2m e
; L ‘]E.
) ) B
\;’.’f‘hu\ K ::m
3,309 mT T N _ E 1
Ra 7 R g0t mT
RbT
Fgura 2.3.2
R,=T,= %2, 3509-0%1_7. 06545265457
R,=T, = 4"‘2 _ 3'309; 0891 _ 5 _06545-13455T
Resultat: M, =3,309 mT (anti—horari) | M, =0691mT (horari)
R, =26545 T (amunt) R, =13455T (amunt)

El sentit de les reaccions és el indicat en la figura 2.3.2.

EXERCICI 2.4 (examen abril 2000)

Degut a un assentament del terreny, I'encastament A de la biga dibuixada (fig. 2.4)
experimenta un desplagament perpendicular a I'eix de la biga (5r = 15 mm).

Calcula el moment flector i Fesforg tallant que es produeix en les seccions extremes de la
biga.

Dades: La biga és un IPE-240 (Ix = 3890 cm*) d’acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/cm?)

1"' 5m 1

o ® L) retm § oy R

8T=1|;5mm5@7 S’
5

Figura 2.4
Solucié:

Per resoldre aquest exercici apliquem el principi de superposicié causa - efecte,
descomponent la biga en dues (fig. 2.4.1), la superposicio de les quals ens ha de donar la
biga proposada.

Els esforcos en les seccions extremes de la biga son, directament, les reaccions produides
pels encastaments.
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En la primera biga calculem l'efecte de les Ol \i, L) 18Tm \l, j, J, U R

accions sense tenir en compte el N 5

desplagament de l'encastament: ~ 7X7 T ; Y Mb1
Rail N TRb1

q-12 16.52
M, = =——=5mT
b1 8 8

En la segona biga calculem lefecte del ® 2 3

desplagament, sense tenir en compte les “|~ ______ — ﬁ@

accions: T 77@7 e Msz2

3.E.| — Rb
sz = KGD '5T KGD = _Ez— »F .
Ra2

E-l= 2,1-10° .3890-107 =8169 m2T
Figura 2.4.1

3-8189 0015=147mT

Mb2 .

El moment flector en cada una de les seccions extremes de la biga 'obtenim superposant
les dues bigues de la figura 2.4.1

M, =0 M, =My, +M,, =5+147=6,47mT
Tot i que el calcul de les reaccions de la biga proposada el podiem haver fet a partir de les

dues bigues de la figura 2.4.1, resulta més practic calcular-les directament, un cop coneguts
els moments produits pels encastaments (fig. 2.4.2)

I.- sm ,lh
, mwwwwwd,i,
o o RE e it

e fe

It

Figura 2.4.2

R =T =¥6:5_847_, 4594-2706T

=4+1294=5294T

2
Resultat: M, =0 M, = 6,47 mT (horari)
R, =2706 T (amunt) R, =5294 T (amunt)

El sentit de les reaccions és el indicat en la figura 2.4.2.
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EXERCICI 2.5 (examen abril 2002)

Degut a un assentament del terreny, I'encastament B de la biga dibuixada (fig. 2.5)
experimenta un desplagament perpendicular a l'eix de la biga, cap avall, (5+ = 0,5 cm) i un
gir, en sentit anti — horari, (6, = 0,002 radians).

Calcula el moment flector i I'esforg tallant que es produeix en les seccions extremes de la
biga.

Dades: La biga és un IPE-160 (Ix = 869 cm*) d’acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/cm?)

'll.r 5m 111-
oA Tl tzm ([T }e
z _*8T=‘!0,50m
9b=0,002rad£/ 3
Figura 2.5

Soluci6:

Per resoldre aquest exercici apliquem el principi de superposici6 causa — efecte,
descomponent la biga en tres (fig. 2.5.1), la superposicié de les quals ens ha de donar la
biga proposada.

Els esfor¢os en les seccions extremes de la biga sén, directament, les reaccions produides
pels encastaments.

En la primera biga calculem I'efecte de les accions sense tenir en compte el desplagament ni
el gir de 'encastament:

_om 9 _12.57 4 127 3
My = =My =4 =222 =25 mT ® \LH 27Tim HH
_ , Mat eeoon =" Mot
En la segona biga calculem I'efecte del gir, sense |, 5m
tenir en compte les accions ni el desplagament: ’ ’
4.E.| M
Msz =Kegg -6y Kae = T ®El _ 5 ‘i—_®
D 4 Maz e Bb //I%
M., =Kgg -6y Kee = _L— 4 Sm : ‘TL
En la tercera biga calculem Tlefecte del 4 R @
desplagament, sense tenir en compte les accions ®F g Mb3 A~ &
ni el gir: Mas e (3 o1
== 3 2
8-E-| A
Maa =Mys =Kgp - 37 Kep = 2 "L Sm
Figura 2.5.1
Fent el calcul tenim:
E-1=21.10°.869.1077 =182,49 m?T
My, = %2'49- .0002=0292mT M,, = 218249 4000 - 0,146 mT
M, =M,, = 518249 50050219 mT

—
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El moment flector en cada una de les seccions extremes de la biga I'obtenim superposant
les dues bigues de la figura 2.5.1

M, =M, +M,, +M_; =2,5+0,146 + 0219 = 2,865 mT
M, =M, +M,, +M,; =25-0,292-0,219 =1989 mT

Tot i que el calcul de les reaccions de la biga proposada el podiem haver fet a partir de les
dues bigues de la figura 2.5.1, resulta més practic calcular-les directament, un cop coneguts
els moments produits pels encastaments (fig. 2.5.2)

®; J,J,JUL 127m | | | | 0_5*
2,865mTJ \ g

Y x|
TR. . 0002 EMA 989mT

e

@

LAY

Figura 2.5.2 —
R, =T, = 122' 25 S800 . 1989 _3,01752=31752T
R, =T, = 122‘ J 2'865; 1989 _3_01752-28248T
Resultat: M, =2865mT (anti—horari) | M, =1989mT (horari)
R, =31752 T (amunt) R, =2,8248 T (amunt)

El sentit de les reaccions és el indicat en la figura 2.5.2.

EXERCICI 2.6 (examen novembre 1999)

Degut a un assentament del terreny, I'encastament B de la biga dibuixada (fig. 2.6)
experimenta un desplagcament perpendicular a I'eix de la biga, cap avall, (5t = 5 mm) i un gir,
en sentit horari, (6, = 0,002 radians).

Calcula el moment flector i I'esforg tallant que es produeix en les seccions extremes de la
biga.

Dades: La biga és un IPE-240 (Ix = 3890 cm*) d’acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/cm?)

f 3m 2m t
‘1 5T il
@ 4 5 K
B Ob = 0,002 rad. p ST =5mm
\ *
Figura 2.6

Solucié:

Per resoldre aquest exercici apliquem el principi de superposici6 causa — efecte,
descomponent la biga en tres (fig. 2.6.1), la superposicié de les quals ens ha de donar la
biga proposada.

Els esforcos en les seccions extremes de la biga sén, directament, les reaccions produides
pels encastaments.

37



Exercicis d’Estructures Il

En la primera biga calculem [l'efecte de les + am 2m——f
accions sense tenir en compte el desplagament ni ST
el gir de 'encastament: ® Y ir:

M. -5:2:3-(5+3) B ’ M

b =———y—— =48mT
2-5
En la segona biga calculem V'efecte del gir, sense s s
tenir en compte les accions ni el desplagament: ® ez B"T\\K‘\
2 N om
3.E-| - -k

My, =Kag -6y Kee = L * Slm "
En la tercera biga calculem ['efecte del ’
desplagament, sense tenir en compte les accions @ -+ :®'——"+r
ni el gir: BBy e BRSO

3.E.| L
M3 =KGD -O¢ Kep = 12 5 - 5m
Figura 2.6.1

Fent el calcul tenim:

E-1=21-10°.3890.107 = 8169 m*T

M,, = >-8183 5002098 mT My, = 3'2& .0,005 = 0,49 mT

E!l moment flector en cada una de les seccions extremes de la biga 'obtenim superposant
les dues bigues de la figura 2.6.1

M, =0 M, =M, +M,, +M,; =48+098-0,49=529 mT
Tot i que el calcul de les reaccions de la biga proposada el podiem haver fet a partir de les

dues bigues de la figura 2.6.1, resulta més practic calcular-les directament, un cop coneguts
els moments produits pels encastaments (fig. 2.6.2)

1" am e 2m 'Ib
5T
® . v § .
’% o =~-~“9_'99?_"iﬁ ----- p S $m
TRa 529 mT
Rb
Figura 2.6.2
R,=T,=22_52%_5 40s8-0942T R,=T,=>2+32%_3,1058-4058T
5 5 E ' 5
Resultat: M, =0 M, =529 mT (horari)
R, =0,942 T (amunt) R, = 4058 T (amunt)

El sentit de les reaccions és el indicat en la figura 2.6.2.
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EXERCICI 2.7 (examen octubre 2001)

Calcula el moment M, que cal aplicar a la biga dibuixada (fig. 2.7) per qué el gir en aquest
extrem sigui 6, = 0,005 radians, en sentit anti - horari.

Dades: La biga és un IPE-120 (Ix = 318 cm*) d'acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/ecm?)

lzT
®} %c@
F—2m—f—2m —
Fgura 2.7

Solucié:

Per resoldre aquest exercici apliquem el principi de superposici6 causa - efecte,
descomponent la biga en dues (fig. 2.7.1), la superposicié de les quals ens ha de donar la
biga proposada. )

En la primera biga calculem I'efecte de les accions

perd impedint que el gir de la secci6 B es pugui lZT Ob1=0
produir: @g = _ E
P-L_2-4 MaNLj T R M
Ma1=—Mb1=—8—=T—1mT A 2m 7 2m g

En la segona biga imposem el gir de la secci6é B i

_ Mb2
calculem el seu efecte: ] Ob2=0,005rad._p" "\

-E. Ma2
4.E.l qL am ql.

L
Figura 2.7.1

S

sz = KGG -0, KGG =

Fent ef calcul tenim:  E-1=21-10°-318-1077 =66,78 m?T
4.66,78

My, = -0,005 =0,3339 mT

Finalment, el moment que cal aplicar en 'extrem B de la biga per aconseguir que el gir en -
aquest extrem sigui 0,005 radians, en sentit anti — horari, I'obtenim superposant les dues
bigues de la figura 2.7.1

M, =M,, +M,, =1-0,3339=0,6661mT

En la figura 2.7.2 es pot veure com és, aproximadament, la deformada de la biga, aixi com el
sentit de gir d’aquest moment M,.

Gy -
4 u.,ﬂ__h______:,,,ﬁ-.f@la;
Mﬂ\'j X% 6661 mT
Rﬁ— 2m +—2m ‘%Rb

Figura 2.7.2

| lzT 0,005 rad.

Resuitat: M, =06661mT (horari)
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EXERCICI 2.8

Donada la biga dibuixada (fig.2.8), calcula el gir que cal imposar a 'encastament A (6,), per
tal que el moment flector en aquest extrem de la biga sigui nul.

Dades: La biga és un IPE-120 (Ix = 318 cm*) d'acer A-42 (E = 2,1-10° Kp/cm?)

®3\L\LJ,\|,\|/ L R

'1|' 6m 5
Figura 2.8

Solucio:

Per comengar, tenim una biga encastada i recolzada que suporta una carrega uniformement
repartida de 1 T/m. En aquest cas, 'encastament impedeix el gir de 'extrem A de la biga
produint-li un moment M, {moment d’encastament perfecte) (fig. 2.8.1).

D'altra banda, si a una biga encasta i
recolzada, sense camega, li fem girar

Fencastament, aquest arrossega fextrem A de 9 o4 mm T bdd] &
la biga fent que també giri i provocant-li un 14 A ﬁ.
moment Mg, que tindra el mateix sentit de gir Mat T ” -
(fig. 2.8.1).

L’exercici proposat demana quin gir cal aplicar Oa

a I'encastament, per tal d’anular el moment en
'extrem A de la biga.

La soluci6 esta en superposar les dues bigues ! \M"z
dibuixades (fig. 2.8.1), és a dir, d’'una banda %\ ;@7@)
tenir en compte 'efecte de la carrega sense \\ _______________ i
gir i, de l'altre, I'efecte del gir sense carrega, i ‘

imposar que la suma dels moments Maq | Ma2

sigui zero: Figura 2.8.1

Ma1+Ma2 =0 = M~.|2=—Ma1

Es a dir, el gir de 'encastament ha de ser en sentit contrari al sentit de gir del moment
d’encastament perfecte: com que el moment d’encastament perfecte té un sentit anti-horari,
haurem de fer girar F'encastament en sentit horari.

2
Calcul del moment d’encastament perfecte: M, = 1:: =45mT
Relacié entre el moment Mg i el gir 6,: M., =Kgg 9,
Calcul de Ia rigidesa de fa biga: Keg = 'I'_E" 8 3'666'78 _3339mT
E-1=21-10° Kp/cm? - 318 cm* . 107 =66,78 m*T
Caleul del gir: M,=-M,, = 45mT=3339mT-6,
8, =2 _ 013477 rad
3339
Resultat: 0, = 0,13477 rad. (horari)
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EXERCICIS PER RESOLDRE
EXERCICI 2.9
Donada la biga dibuixada (Fig. 2.9):
3mT K
% J
_11' 6m qL

Fgura 2.9
— Calcula el gir de la seccié A de la biga.
— Calcula les reaccions que es produeixen en els extrems de la biga.
Dades: La biga és un IPN-200 d’acer A-42

EXERCICI 2.10

A la biga dibuixada (Fig. 2.10) se li imposa un desplagcament vertical de 1 cm, cap avall, en
el seu extrem A:

q’a Bm '|I‘

. ® -
1 Re

St=1cm

Figura 2.10
— Calcula les reaccions que es produeixen en els extrems de la biga.

Dades: La biga té una secci6 de 30x40 cm (base 30 cm i cantell 40 cm) i el modul
d'elasticitat del material és E = 2-10° Kp/cm?

EXERCICI 2.11

Degut a un assentament del terreny, Fencastament A de la biga dibuixada (fig. 2.11)
_experimenta un desplagament perpendicular a I'eix de la biga, cap avall, (6r =1 cm) i un gir,
en sentit anti - horari, (6, = 0,003 radians).

S A

b

®

sl ANAAANY

5m— =
Figura 2.11

— Calcula les reaccions que es produeixen en els extrems de la biga.
Dades: La biga és un IPE-270 d’acer A-42
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EXERCICI 2.12

A partir dels moments d’encastament pérfecte (m¢ ) d’'una biga doblement encastada amb
carrega repartida (fig. 2.12a), dedueix el moment d’encastament perfecte (m, ) d'una biga
recolzada i encastada amb carrega repartida (fig. 2.12b).

4403 adibiy Vbbb a b b

Z |
G _ e
L L

mi m1
g L o
Figura 2.12a Figura 2.12b
Ajuda: aplica el principi de superposicié causa - efecte, superposant a la biga biencastada
(fig. 2.12.1a) una biga recolzada - encastada amb un moment aplicat en 'extrem
articulat (fig. 2.12.1b) que anul-li el moment d’encastament de la primera.

s

A
-
F{ 77

(O I 4 X |
qL L ‘J: ﬂ% L ‘IL
Figura 2.12.1a Figura 2.12.1b
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RESULTATS DELS EXERCICIS PER RESOLDRE

EXERCICI 2.9

A continuacié es presenten els resultats de I'exercici 2.9. El sentit del gir i de les reaccions
so6n indicades en la figura 2.9.1.

8, =0,01rad (horari) -
. te
M, =15mT (horari . D
Rb Z75T(( ||)) C%\ Y \f/mb
a— M ava
LRa = Rbl.
R, =0,75T (amunt) } ém §
Figura 2.9.1
EXERCICI 2.10

A continuacié es presenten els resultats de I'exercici 2.10. El sentit de les reaccions sén
indicades en la figura 2.10.1.

M, =53 mT (horari)

M, = 5,3 mT (horari)

R, =17 T (avall) !
R, =17 T (amunt)

6m 2

N

>

R— g —
<
13
1
\
1
\
\
\
Y
\
\
3
=
? o,

e i
P

Figura 2.10.1

EXERCICI 2.11

A continuacio es presenten els resultats de I'exercici 2.11. El sentit de les reaccions sén
indicades en la figura 2.11.1.

M, = 4,18 mT (anti— horari) f 5m ¥
M, = 5626 mT (horari) P biyy 2mm §iiyhe
fem — L \-‘/'Mb
R, =4,708 T (amunt) ] Lﬁa&uoam*
R, =5202T O\ R
b= (amunt)
fra
Figura 2.11.1

EXERCICI 2.12

El moment d’encastament perfecte d’'una biga recolzada i encastada, amb carrega uniforme
repartida és:
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Capitol 3.- ANALISI DE PORTICS PLANS ORTOGONALS

EXERCICI 3.1

Donat el portic de la figura 3.1:

— Calcula els moments finals en extrems de barra.

—~ Calcula les reaccions en els recoizaments del partic.

- Comprova si el portic ha quedat globalment en equilibri.

Dades: Totes les barres sén d’acer A-42
Les bigues son perfils IPE-200, i els pilars sén perfils HEB-180
L'eix Y de la seccid dels pilars coincideix amb el pla del portic.

17T 17T

2t Vb ftemmifiddiivy] |
g ®

el —

L brecs
3m A 3m 1.5m~,lL

Figura 3.1

Solucié:

Donat que es tracta d'una estructura hiperestatica, per determinar els moments finals en
extrem de barra utilizarem el métode matricial de les deformacions, amb la simplificaci6 de
no considerar la variacié de longitud de les barres.

El métode matricial de les deformacions consta de dues fases:

— En la primera fase es determinen els moviments dels nusos de I'estructura (equacié
matricial d’equilibri de I'gstructura).

— En la segona fase es determinen els moments finals en extrem de barra.
L’equacié matricial d’equilibri d’'una estructura sempre té el format: [P]=[K]-[5] on
[P] eés el vector d'accions equivalents sobre els nusos de I'estructura

[K] és la matriu derigidesa de I'estructura
[5] és el vector de moviments dels nusos de I'estructura

Els moviments dels nusos de I'estructura son les incognites de I'equacié i, per tant, el
numero de moviments dafermina el nimero d'elements de cada un dels vectors i de la
matriu de rigidesa, és a dir, el nimero de files de I'equacié matricial.

Si lestructura és ortogomal i apliquem la simplificacié que consisteix en no considerar la
variacié de longitud de les barres, els moviments possibles sén:
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— 1 gir per cada nus lliure
— 1 desplagament horitzontal per cada planta desplagable

En el cas de I'estructura proposada, aquesta té 2 nusos lliures (els extrems dels voladissos
no compten), i la planta és desplacgable. Aixi doncs, els moviments incognita son 3:

- 2girs: Girdelnus 1 = 6
Gir del nus 2 = 6,
— 1 desplagament horitzontal:  Desplagament de la planta =  Sup
e1
Per tant, el vector de moviments dels nusos de I'estructura proposada és: [8]=| 6,

Ship

| el nimero de files de I'equacié matricial d'aquesta estructura és 3.

Cada fila de I'equacié matricial és una equacié d’'equilibri. L'ordre d’aquestes equacions
s'estableix en funcié del vector de moviments de lestructura; aixi, si el primer element
d’'aquest vector és el gir del nus 1, la primera fila de Fequacié matricial sera una equaci6 on
imposarem que la suma de moments en el nus 1 sigui zero (IM,=0); o bé si el cinque
element del vector de moviments és el desplagament de la planta 1, la cinquena fila de
'equacié matricial sera una equacié on imposarem que la suma de forces horitzontals a
nivell de la planta 1 sigui zero (ZFup1=0).

Aixi doncs, en el cas de l'estructura proposada, F'equacié matricial d’equilibri tindra el
seguent format:

M =0 | ___L___L__ O
M, =0 SR
zFHp=0 i'_ ?_ SHD

El vector d’accions equivalents sobre els nusos de I'estructura s'obté valorant I'efecte de les
accions quan tots els moviments sén impedits.

Com que podem tenir accions aplicades directament en els nusos i accions aplicades en les
barres, el vector d’accions equivalents sera la suma de dos vectors:  [P]=[A]-[m] on

[A] és el vector daccions aplicades directament en els nusos de Pestructura, i
[m] és el vector de reaccions d’encastament perfecte de les barres.

En el cas del portic proposat, i tenint en compte el que s’ha exposat abans sobre les files de
Fequacié matricial, tindrem:

Moments sobre el nus 1 M, | My, + My,
Moments sobre el nus 2 M, [—| My +Myy + My | =[P]
Forces horitzontals sobre laplanta | F,, Tis + Tog

L'efecte de les accions directament aplicades sobre els nusos de I'estructura, suposant els
moviments impedits, es pot veure en la figura 3.1.1.
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No hi ha cap moment directament 2T L
aplicat als nusos: "LJL,D aF {i
M1 = Mz =0

Hi ha wuna forca horitzontal
directament aplicada a nivell de

planta:
No es produeix deformacié a cap ® O
barra. o i
Figura 3.1.1

L'efecte de les accions aplicades a les barres, suposant els moviments impedits, es pot
veure en la figura 3.1.2. . am " - e 15m—p

" v il ' 1
Només es deformen les barres que : _ 1T 1T

tenen carrega aplicada.

, @
Com que els pilars no tenen carrega
aplicada, els seus moments @E]sw’ bbbfremmiiy .__."N’

d’encastament perfecte sén nuls, igual M2 mai M2-vol
que els tallants en els seus extrems:

Mi3a=M3 =0 Ty13=T3=0
M2s=Mg2=0 T2q=Te=0

Calcul dels moments d'encastament
perfecte de les bigues:

® @
Ty Frrrrrrrrd
Figura 3.1.2
2
My =-my =28 16 _36.075-435mT
12 8
2
py = 22 '21’5 +1-15=135+15=285mT
Per tant, el vector d’accions equivalents sobre els nusos de I'estructura proposada queda:
_Q_ o+ 435 - 4_,35
[Pl=| 0_|-|-435+285|=| +15
' +2 0 +2

La matriu de rigidesa d’una estructura sempre és una matriu quadrada de NxN elements, on
N és el nimero de moviments dels nusos de l'estructura.

Tots els elements d’'una mateixa columna sén esforgos (moments o forces) produits per un
unic moviment. Aixi, tots els elements de la primera columna sén esforgos produits pel gir
del nus 1 (primer element del vector de moviments), o bé, tots els elements de la tercera
columna sén esforgos produits pel desplacament de la planta (tercer element del vector de
moviments).

Tanmateix, tots els elements d’'una mateixa fila sé6n el mateix tipus d’esforg, produit per cada
un dels diferents moviments dels nusos de I'estructura. Aixi, tots els elements de la primera
fila s6n moments sobre e nus 1, o bé, tots els elements de la tercera fila son forces
horitzontals sobre la planta.
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En el cas del portic proposat, la matriu de rigidesa sera de 3x3 elements, i tindrem:

Moments sobre el nus 1 117
Moments sobre el nus 2 N 4: T _T 23
Forces horitzontals sobre la planta . 1:_3—2— T— B
81 62 Onp

— l'element 11 de la matriu de rigidesa de I'estructura ( fila1, columna 1) sera el moment
que rep el nus 1 degut al gir del nus 1;

- l'element 23 de la matriu de rigidesa de I'estructura (fila 2, columna 3) sera el moment
que rep el nus 2 degut al desplagament de la planta;

- l'element 32 de la matriu de rigidesa de I'estructura (fila 3, columna 2) sera la forga
horitzontal que rep la planta deguda al gir dei nus 2;

La manera mes practica de muntar la matriu de rigidesa d'una estructura és fer-ho per
columnes; d’aquesta manera només cal saber veure els esforgos que provoca cadascun
dels moviments per separat, es a dir, amb els altres moviments impedits.

Els moviments incognita sempre es suposen positius.

Kéa -1 KiZ. 0
L'efecte del gir del nus 1 es s
presenta en la figura 3.1.3. O— E@ /I
Els esforgcos provocats per aquest 1}:G° o
gir configuren la primera columna N Kaa 01
de la matriu de rigidesa de
I'estructura:
M, (Ko +Kes i |
12 i |
] I S . PR
FHP KGD | | 13 N b
Kab -61 @
0, 02 Onp
Figura 3.1.3
K& 02 k.0 2
L'efecte del gir del nus 2 es presenta @ [ h 2 2 ﬂ
en la figura 3.1.4. = K& 02
Els esforgos provocats per aquest gir = k2 -0
configuren la segona columna de la
matriu de rigidesa de I'estructura:
Mol 1 Kee 1
Mz |  1Kgs+Kgs | ® o K362
Fhp : Ktz;o : T K2 9' e
0 o & e
1 2 H|
P Figura 3.1.4
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L'efecte del desplagament de la

planta es presenta en la figura ® @
3.1.5. 5 3 t 7
Kob -8mp == K0 -SHp

Els esforgos provocats per aquest " o
desplagament  configuren |la Kab -SHp Kép -8hp
tercera columna de la matriu de
rigidesa de I'estructura:

M1 : : K1GaD 13 24

My | RE N o D

Fo| | Kbp+K3% Sl KD -8kp S KB *8Hp

01 02 OHp ® ®
Figura 3.1.5

Aixi doncs, la matriu de rigidesa de l'estructura proposada esta formada pels seglients
elements: '

12 13 ! I 13

M, Ko +Ks | Kge | Kgp _
M, Kee i Kae +Kae i Kb

T3 T T T 28 T T T 13 1024

Fp Keb ' Kap ' Kpp +Kpp
01 82 SHp

Per poder escriure I'equacié matricial d’equilibri de l'estructura només falta calcular les
rigideses de les barres.

Tal i com es pot observar en les figures 3.1.1 i 3.1.2, quan hem impedit els moviments dels
nusos de I'estructura ens han quedat totes les barres biencastades excepte, evidentment, el
voladis. Aixi doncs, tant a la biga 1-2, com als pilars 1-3 i 2-4, els hi correspon el valor de
rigidesa de barra amb extrem encastat; els voladissos no tenen rigidesa. El vaior de les
rigideses es presenta en el seglient quadre:

Kee (MT) | Kag' (MT) | Kap (T) | Kop (T/m)
4EI/L 2EI/L BEl/L2 12Ei/L3
1-2 6 407.4 2716 135.,8 67,9 22,633
1-3i2-4 4 804,51 804,51 402,25 301,69 150,845

Donat que 'eix Y de la secci6 dels pilar coincideix amb el pla del portic, I'eix de flexié (o eix
neutre) d’aquests pilars és el X, pertant: Iy = 3831 cm* (pilars)

BARRA |L (m)| El (m*T)

Pel cas de la biga, la disposici6 logica és aquella que fa que I'eix de flexié sigui el X, per tant:
Ix = 1940 cm* (bigues)
Finalment, 'equacié matricial d’equilibri del portic proposat queda:

~435 10?6‘11‘ 1358 30169 91_

+2 301,69 301,69 30169 5H

p

Resolent aquesta equacié matricial d’equilibri, amb qualsevol programa de resolucié
d’equacions, obtenim els moviments dels nusos de I'estructura:
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9, = -8,738994.10 rad
0, =-2,517642-107 rad
Bpp =+1788596-102 m

Un cop obtinguts els moviments dels nusos de I'estructura, es poden deteminar els

moments finals en extrem de barra.

La superposicié dels 5 estats, descrits en les figures 3.1.1 a 3.1.5, ens donara la situacié
final de I'estructura, és a dir, el que realment li passa. Aixi, per obtenir els moments finals en
els extrems d’'una barma, només ens cal sumar els moments que es produeixen, en cada un

dels extrems, per a cadascun dels estats esmentats.
Aixi doncs, els moments finals en extrem de barra de I'estructura proposada sén:
Biga 1-2:

Mz =My, + K -6, + K -6, Mgy =My +Kgs -8, +Kge 8,
Voladis:
My vt =My
Pilars 1-3 i 2-4
My; =K, -0, + K, - (5) My, = KI5 -0, +K, - (1)
My, =K35 -0, +KZb '(5Hp) Mz =K -0, +KGp '(SHP)

Substituint pels valors coneguts préviament tenim:
Biga 1-2:
M,, = +4,35 +2716- (- 8738994.10°)+ 1358 (- 251764210 )= +1635 mT
M,, = —4,35+2716 - (- 2617642-10°)+ 1358 (- 8,738994.10° )= —6,22mT
Voladis:
M, g =+2,85mT
Pilar 1-3:
M,, = 80451- (- 873899410 )+ 30169 - (+ 1788596 - 102 )= —1635 mT
M,, = 402,25 - (- 8738994102 )+ 30169 (+ 1788596102 )= +188 mT
Pilar 2-4:
M,, =804,51. (- 2517642-107)+ 30169 (+ 1788596102 )= +337 mT
M,, =40225. (- 2517642.10 )+ 30169 (+ 1788596102 )= +4383 mT

Resultat:
M,, =+1635mT M, o =+285mT | M,;; =-1635mT M,, =+337mT
M,, =-622mT M;, =+188mT M, =+4,383mT
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Les reaccions del portic es produeixen en els nusos que tenen algun moviment impedit.
Aquestes reaccions s6n els esforcos que es produeixen en els extrems de les barres
lligades als esmentats nusos.

Aixi, en el cas del portic proposat, els nusos amb moviments impedits son el nus 3
(encastament), i el nus 4 (encastament). Les reaccions en el nus 3 son els esforcos en
Iextrem 3 del pilar 1-3, i les reaccions en el nus 4 son els esforgos en I'extrem 4 del pilar 2-4.

Tenint en compte e tipus de nus, les reaccions del portic sén:
Nus 3 (encastament): Reacci6 vertical Ray = Esforg axial Na
Reaccié horitzontal Riy = Esforg tallant Ta,
Reacciéo moment M; = Moment flector Ma,
Nus 4 (encastament): Reacci6 vertical Rsy = Esforg axial Ng;
Reacci6 horitzontal R,y = Esforg tallant Ts,
Reaccié moment M; = Moment flector M4,

Com que fins ara només hem calculat els moments finals en extrems de barra, ens cal
completar I'analisi per determinar la resta d'esforgos en extrem de barra, és a dir, els
esforcos tallants i els esforgos axials.

Aquest calcul el podem fer aplicant el principi basic d’equilibri:

“Si Pestructura esta globalment en equilibri, també ho estaran cadascuna de les barres i
cadascun dels nusos que {a conformen”

Aixi doncs, només ens cal imposar I'equilibri a cadascuna de les barres i a cadascun del
nusos del partic, i aixd ho podem fer perqué ja hem determinat els moments flectors que els
nusos provoquen en els extrems de les barres, la qual cosa ens permet tractar cada barra
per separat, com si fos biarticulada i aplicant els moments dels extrems com una carrega
mes.

En la figura 3.1.6 es pot veure el tractament aillat de cada barra i cada nus del portic, amb
indicacio de les carregues aplicades i dels esforgos que fan falta per aconseguir 'equilibri.

Calcul dels esforgos tallants en els extrems de les barres:
1 12x6 6,22-1635

Biga 12 Ty=o+ ~19% _05+36-0764-3336 T
T, = % + 1'22" o, O ;1'635 —05+36+0764=4864T

Voladis: T, =12x15+1=18+1=28T

Pilar 1:3: Ty =-Tyy= 001020 0062 T

Pilar 2-4: Ty =-Tgp = 1383:7337 =1938T

L'esforg axial de les barres el podem determinar imposant 'equilibri en els nusos del portic:
Nus 2: YF,=0 = N, =T, +T,,,=4864+28=7664T
SFi=0 = Npu=T,,=1938T

Imposant I'equilibri de forces verticals en el pilar 2-4 tenim:
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Ny =Ny =7664T
Imposant I'equilibri de forces horitzontals en la biga 1-2 tenim:
Ny, =N,, =1938T
Nus 1: SF,=0 = N;=T,=3336T
YF,=0 = 2-N;,-T,=2-1938-0062=0 (OK)
Imposant I'equilibri de forces verticals en el pilar 13 tenim:
N, =N;3 =3336T

1T 1T
® 1,2 T/m
L] B A S o A ®
1,635 mT 6.2 mT A 85 mT
TT12 TT21 TTz-vol
T12 T21 T1-vol
2 T_.lq—Nm N21 —»ll
T13 4-T— To4—»
N13 N24
N13 Nz4
o) ®
Tia ke r) Cq) —> T24
1,635 mT 337 mT
188 mT 4383 mT
T31 ¢— o) Taz ¢— ch)
o @1
N31 N42
Figura 3.1.6

Les reaccions del portic, en valor absolut, sén les seglients:

Nus 3: Ray = N31 = 3,336 T Nus 4: R4v = N42 = 7,664 T
Ray=T3=0,062T Ru=Te=1938T
M3 = M31 = 1,88 mT Mg = M42 = 4,383 mT

El sentit d’aquestes reaccions sén les indicades en la figura 3.1.7.
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17T 17T

ANETRERTEELY R R R RN RER!
® @

0062T |@ 1,938T |@®
& i, 4
TA1,88 mT A 4,383 mT
| 3336 T _ t 7,664 T
Figura 3.1.7

Un cop calculades les reaccions, podem comprovar si, efectivament, el portic ens ha quedat
globalment en equilibri:

Equilibri de forces verticals:
SF, =1+1+12-75-3336-7664=11-11=0 correcte
Equilibri de forces horitzontals:
>R =2-0062-1938=2-2=0 cofrecte
Equilibri de moments:
YM;=2-4+1-3+1.75+12.75.375-188-4,383-7,664.6 =
=8+3+75+3375-188-4383-45984 =
=5225-52,247=0003=0 correcte
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EXERCICI 3.2
Escriu I'equacié matricial d’equilibri (amb numeros) del portic de la figura 3.2
Dades: Totes les barres sén d’acer A-42
Les bigues soén perfils IPE-180, i els pilars son perfils HEB-120
L'eix Y de la secci6 dels pilars coincideix amb el pla del portic.

Sy tmm (L
® ®
3m ) 05T
SV i by tmm S
® )
9 9.
f-‘::ur:aa.z "

Solucié:

L'equacié matricial d’equilibri d’'una estructura sempre té el format: [P]=[K]-[5] on
[P] és el vector d'accions equivalents sobre els nusos de I'estructura
[K] ésla matriu de rigidesa de I'estructura
[6] és el vector de moviments dels nusos de P'estructura

Els moviments dels nusos de l'estructura sén les incognites de Pequacié i, per tant, el
nimero de moviments determina el nimero d’elements de cada un dels vectors i de la
matriu de rigidesa, és a dir, el nimero de files de 'equacié matricial.

L'estructura proposada té 4 nusos lliures (els extrems dels voladissos no compten), i les
dues plantes son desplagables. Aixi doncs, els moviments incognita s6n 6:

4 girs: Girdelnus1 = 64
Girdelnus2 = 6,
Girdelnus3 = 05

Girdelnus4 = 6,4
2 desplagaments horitzontals: Desplagament de la planta inferior = &up
Desplagament de la planta superior = 6np2
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Per tant, el vector de moviments dels nusos de l'estructura és:  [5]=|--*-

El vector d’accions equivalents sobre els nusos de I'estructura s’obté valorant I'efecte de les
accions quan tots els moviments sén impedits.

Com que podem tenir accions aplicades directament en els nusos i accions aplicades en les
barres, el vector d’accions equivalents sera la suma de dos vectors: [P]=[A]-[m] on

[A] és el vector daccions aplicades directament en els nusos de I'estructura, i
[m] és el vector de reaccions d’encastament perfecte de les barres.

En el cas del portic proposat tenim:

Moments sobre el nus 1 M, My, +Myg
Moments sobre el nus 2 _M; N hr?!;; -_|-_n_1;__,,;,—-; Fn_.;_ )
Moments sobroainus 3 | My | |yt oy |
Moments sobre el nus 4 My | | My +Mgg +My gy + Mg
Forga horitzontal sobre planta 1(inf) i:...m —_'_I';s_-—l-_'l:a; Iﬁs—;ﬁ; N
Forga horitzontal sobre planta 2 (sup) _IE';,,;_ - To+Tos ]

Com que no hi ha accions directament aplicades sobre els nusos de I'estructura, tenim:
Mi=Mz=Mz= M4 = Fpp1 = Fp2 =0

L'efecte de les accions aplicades a les barres, 05T
suposant els moviments impedits, es pot
veure en la figura 3.2.1.

17/
Només es deformen les barres que tenen ®[3“‘l’ L "y ‘[“}L <I

A . 2
carrega aplicada. M 2-vol

Com que els pilars no tenen carrega aplicada,
els seus moments d’encastament perfecte sén 05T
nuls, igual que €l tallant en els seus extrems: l

Ma=Mgp2=0 Tu=Te=0 a4

M43 Ma-val

m35=m53=0 T35=T53=0

m4s.=ms4=0 Te=Teu=0
Calcul dels moments d’encastament perfecte
de les bigues:

My, = —m,, = =5 _2083mT ® ®

12 21 12 =) - =l -
Figura 3.2.1
2 2
Mgy = Mg =1 g ~2083mT My vy = My = 1—21— +05-1=1mT
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Per tant, el vector d'accions equivalents sobre els nusos de |'estructura queda:

0] [ +2083 | [-2083
0| [-2083+1| |+1083
plo|0|_| 2088 || 2083
0| [-2083+1| |+1083
of |0 | |0
o] | o || o |

La matriu de rigidesa d’una estructura sempre és una matriu quadrada de NxN elements, on
N és el numero de moviments dels nusos de I'estructura. Aixi, en el cas del portic proposat,
la matriu de rigidesa sera de 6x6 elements.

En el cas del portic proposat tindrem:

Moments sobre el nus 1 (140 0 0 ]

el T S e
]

Moments sobre el nus 2 ; : ! ! !
Moments sobre el nus 3 "_i_"_:r"-;r_":h";r"'
Moments sobre el nus 4 ! 1 43 1 _. I

Forga horitzontal sobre planta 1 (inf)

Forga horitzontal sobre planta 2 (sup)

| sabem que:

~ lelement 11 de la matriu de rigidesa de I'estructura ( fila1, columna 1) sera el moment
que rep el nus 1 degut al gir del nus 1;

— lelement 43 de la matriu de rigidesa de I'estructura (fila 4, columna 3) sera el moment
que rep el nus 4 degut al gir del nus 3;

— relement 56 de la matriu de rigidesa de l'estructura (fila5, columna 6) sera la forca
horitzontal que rep la planta 1 deguda al desplacament de la planta 2

La manera mes practica de muntar la matriu de rigidesa d’'una estructura és fer-ho per
columnes; d’aquesta manera només cal saber veure els esforgos que provoca cadascun
dels moviments per separat, es a dir, amb els altres moviments impedits.

Com que només tenim dos tipus de moviments (gir d’'un nus i g & . o
desplagament d’'una planta), si estudiem I'efecte del gir d'un nus
genéric i el del desplagament d'una planta generica podrem & ;
extrapolar el resultat a qualsevol estructura. <

Per el cas d'estructures de barres ortogonals, en un nus hi e . 4
amibaran, com a maxim, 4 barres i, per tant, el nus més genéric
sera aquell en el que hi coincideixin 2 bigues i 2 pilars (Fig. 3.2.2). & b . .,F:J

Es pot veure com el gir d’'un nus només afecta a les barres lligades
aell - L
Figura 3.2.2

En la figura 3.2.3 es presenten els esforgos produits pel gir d’'un nus genéric. No s’han inclos
els esforcos tallants de les bigues, tot i que si que existeixen, per que habitualment no cal
imposar I'equilibri de forces verticals.
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Tanmateix, el cas més genéric de desplagament d’'una planta P
sera una planta intermeédia, és a dir, amb pilars tant per dalt com
per sota de la planta desplagada (Fig. 3.2.4). i T T 1

Es pot veure com el desplacament d'una planta afecta a tots el
pilars lligats a ella, tant els superiors com els inferiors.

=1

En al figura 3.2.5 es presenten els esforgos produits pel
desplagament horitzontal d’'una planta genérica.

Figura 3.2.4

Amb I'ajut d’aquestes dues figures i tenint en compte el que s’ha explicat sobre la matriu de
rigidesa d’'una estructura, estem en condicions de muntar la matriu de rigidesa de
Festructura proposada.

Aixi doncs, la matriu_de rigidesa de I'estructura proposada esta formada pels segients
elements:

M [KG+KE | K& 1 K& 0 ] Koo . L Ke

M| Keo (Ko +Kgei . o N Kee ____ . Ko . L K&

Mol Koo 1 0 IKG+K&+Kg ! K& | Kh-Kg L KE

Ml 0 1 Kee i Kae | Koo +Kae +Kge | Kap-Kap K&

For| -Kop | -KE& 1 KG-Ka 1 KE KR K K K K TS 1K)

Fue| K5 | K& UTTTKE | K& 1 CKEKE) TKE K
01 02 03 04 Stip1 OHp2

Per poder escriure I'equacié matricial d’equilibri de Pestructura només falta calcular les
rigideses de les barres.
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14
Koo -SHpi

®

Planta i

Kob OHpl e

r Btipi |, K, OHpi |, T __(iljgi_f
&) ® 6
KB St ‘ﬁ K38 e ‘_ia L Planta j+1
- -«
1 K&D -SHpl KD +SHp Ké&p Shpi
E Kéi‘a *SHpl KC%% “SHpl ngD “OHpl
' R . =
| S Kob OHpi @) _’K_%E:, “OHp! ©) —chaaeD ~OHpl
E > Kb -Shpl ; = K{D -Stipi -+ K3 ~SHpl
H ! Ly
; KGD *8Hpi K3D -Srp i KGD -SHp
Kb ~SHpl | k& *BHpl kb “SHpl
KB -Shipt ] KSB -Stpi g Planta I-1
P ecd Ty

Hglulra 325

Tal i com es pot observar en la figura 3.2.1, quan hem impedit els moviments dels nusos de
lestructura ens han quedat totes les barres biencastades excepte, evidentment, els
voladissos. Aixi doncs, tant a les bigues 1-2 i 3-4, com als pilars 1-3,.2-4, 3-5 i 4-6 els hi
correspon el valor de rigidesa de barra amb extrem encastat. El valor de les rigideses es
presenta en el seglient quadre:

BARRA | (m)| £ (rey Koo (D | Koo (M) | Kan (D | Koo (Tim)
4EI/L 2EI/L 6El/L 12EW/L
1-2i34 | 5 277,20 | 221,76 110,88 66,528 | 26,6112
1-3i2-4 3 181,44 241,92 120,96 120,96 80,64
3-5i4-6 4 181,44 181,44 90,72 68,04 34,02

Finalment, 'equacié niatricial d’equilibri de I'estructura queda:

~2083] [46368 | 11088 {12096 | 0 |-12096; 12096 [ 6
1083 | | 11088 | 46368 | 0 | 12096 | 12096 | 12096 | | 6,
~2083| | 12096 1 © "'T;'éis'ié'| 110,88 '"—-s'iéé'f'iéé,'g'e' 0,
+1083 |~ "h()_"]"1—2_0_,936_1'1"1"658“ 64512 I"-'s'iéé-l—iééb's' *| 8,
0 | |-120961-12096 | 5298 | l'éz'éé | 22932 | 16128 |8y
0 | | 12096 | 12096 | 12096 | 12096 | 16128 | 16128 | |8y |
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EXERCICI 3.3
Sabem que els moviments dels nusos del portic de la figura 3.3 sén:
9, = -6,883725-10° rad.
8, = -2,966177-10° rad.
Shaa = -8,630954-10° m.
- Calcula els moments finals en extrem de barra
— Calcula les reaccions del portic
Dades: Totes les barres sén d’acer A-42
Les bigues sén perfils IPE-180, i els pilars sén perfils HEB-120
L'eix Y de la secci6 dels pilars coincideix amb el pla del portic.

05T

bbby 1 (il g o
® WA

0ST Im

LI IT 7 333 i]g |
5

T
-l' 1m- Sm
Figura 3.3

9 —
L

-

Soluci6:

Sabem que el moment final en 'extrem d’una barra és la suma del moment d’encastament
perfecte (efecte de la camega sense moviments), el moment produit pel gir de cada un dels
seus extrems i el moment produit pel desplacament relatiu dels extrems de la barra,
transversal a aquesta. Aixi, el moment final es pot expressar de la seglient manera:

Mi] =m“+KGG-9i +KGG' -91 +KGD -(8, _Bj)

M]l =mji + KGG '6] +K&- -9. + KGD ' (8| -Sj)
on “i” és I'extrem esquerra de la barra, quan es tracta d’'una biga, o bé I'extrem superior quan
es tracta d’un pilar.

Quan la barra té un extrem en voladis, el moment final en el seu extrem lligat a 'estructura
és sempre el moment produit per les carregues que suporta, ja que els moviments dels
nusos de I'estructura no V'afecten.
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En el cas del portic proposat tindrem:
Barres en voladis: Mi_voi = Myval M3 ol =Maval

Bigues:  Tant la biga 1-2 com la biga 3-4 tenen un extrem articulat, per tant, el
moment en aquest extrem sera nul.

El desplagament del portic (horitzontal) no afecta a les bigues perqué no és
transversal a elles.

My, =my, +K; -6, My, = My, +KEG 65
M21 = 0 M43 = 0
Pilars: La planta superior del portic no té desplagament horitzontal mentre que la

planta inferior si en té.

En el cas del pilar 1-3 nhomés es produeix desplacament transversal en el
seu extrem inferior (nus 3)

En el cas del pilar 3-5 només es pfodueix desplagament transversal en el
seu extrem superior (nus 3). L'extrem 5 esta encastat (gir nul).

M, = K&6 -6, +K:aae' -6, +Kg'o . _8H34) My; = Kgse -6, +Kgsn '(5H34)
M, = K&s -85 +Kge -6y + K:sao ' (‘ 5Ha4) Mg; =K&5 - 05 + Kgso '(6H34)
L'efecte de les accions sobre les barres,
suposant els moviments impedits es pot veure 05T

en la figura 3.3.1
Calcul dels moments d’encastament perfecte: PWH \ki( 1T/m J( ¢, J, ‘LE }@
L

My =My =~ (1:1-05+05-9)=10mT S0y
1.5%

My, =My, =+ =+3125mT 05T

Calcul de les rigideses de les barres: l

_ | 1T/m .
Bigues: t) = @
Ma-vol ma4 foxo B

E.l=21.10° %"2--1320 em? 1077 = 2772 m?T

Tant la biga 1-2 com la biga 3-4 tenen un extrem
articulat
3.2772

K2, =K%, = =166,32mT

K1GZG' . Kcs;e' =0

Figura 3.3.1
Pillars:  Exl=21-10° ;"% .864 cm* - 10”7 =18144 m?T
K2, = ﬂ%:mwzm K3, = %:18144 mT
K, = 21844 _ o096 mT KE, = 3'13& ~9072mT
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w _ 6.18144

6-18144
Kep = 32 T2

=12096T K3, = yri 6804 T

Un cop calculades les rigideses de les barres només cal substituir en les expressions
anteriors per determinar els moments finals en extrem de barra:

Voladissos: M, ,, =—-1mT
My o =—1mT
Bigues: M,, =+ 3125 +16632- (- 6,883725.10 )=+ 198 mT
My, =0
My, = +3125+16632- (- 2966177.10 )= +2631mT
Mg =0
Pilars: M, =+ 24192 (- 6,883725.10°)+ 120,96 - (- 2,966177.10)+
+12096 - (- (-8,630954.10))= - 098 mT
My, =+ 24192 (- 2966177.10)+ 12096 - (- 6,883725.10)+
+12096-( (- 8630954.10°))=~ 0508 mT
Mgs =+ 18144 (- 2966177-10°)+ 68,04 (- 8,630954.10°° )= - 1125 mT
Mg, =+90,72- (- 2966177-10)+ 68,04 (- 8630954102 ) =— 0856 mT

Comprovacié de I'equilibri en els nusos 1i 3:

Nus 3:  YM, =M, +My +My +Mss =-1+2631-0506-1125=0

Resultat:
Mo =—1mT |M;; =+198mT |M,, =+2631mT |M,; =-098mT | My =-1125mT
Mayo =—1mT | M,, =0 My =0 M,, =-0,506 mT | M,, =—0,856 mT

Les reaccions del portic es produeixen en els nusos que tenen algun moviment impedit.
Aqguestes reaccions son els esforgos que es produeixen en els extrems de les barres
ligades als esmentats nusos.

Aixi, en el cas del portic proposat, els nusos amb moviments impedits sén el nus 2 (rotula
fixa), el nus 4 (rotula mobil) i el nus 5 (encastament). Les reaccions en el nus 2 sén els
esforgos en I'extrem 2 de la biga 1-2, les reaccions en el nus 4 son els esforgos en I'extrem 4
de la biga 3-4 i les reaccions en el nus 5 sén els esforgos en 'extrem 5 del pilar 3-5. Es a dir:

Nus 2 (rotula fixa): Reacci6 vertical R,y = Esforg tallant T
Reaccid horitzontal R,y = Esforg axial Naj

Nus 3 (rotula mobil):  Reaccid vertical R4y = Esforg tallant Ty4s

Nus 5 (encastament): Reaccid vertical Rsy = Esforg axial Nsa
Reaccid horitzontal Rsy = Esforg tallant Tss
Reaccié moment Ms = Moment flector Ms;
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Com que fins ara només hem calculat els moments finals en extrems de barra, ens cal
completar Panalisi per determinar la resta d'esforcos en extrem de barra, és a dir, els
esforgos tallants i els esforgos axials.

Aquest calcul el podem fer aplicant el principi basic d’equilibri:

“Si I'estructura esta globalment en equilibri, també ho estaran cadascuna de les barres i
cadascun dels nusos que la conformen”

Aixi doncs, només ens cal imposar I'equilibri a cadascuna de les barres i a cadascun del
nusos del portic, i aixd ho podem fer perqué ja hem determinat els moments flectors que els
nusos provoquen en els extrems de les barres, la qual cosa ens permet tractar cada barra
per separat, com si fos biarticulada i aplicant els moments dels extrems com una carrega
mes.

En la figura 3.3.2 es pot veure el tractament aillat de cada barra i cada nus del portic, amb
indicacié de les carregues aplicades i dels esforgos que fan falta per aconseguir 'equilibri.

Calcul dels esforgos tallants en els extrems de les barres:
Voladissos: Els dos voladissos son iguals, per tant,
T1—VO| = T3—VD| = 1 . 1 + 0,5 = 1,5 T

Biga 1-2:
1.5 198 1.5 198
T12=7+—5-—=2,896T T21=T—T=2,104T
Biga 3-4:
1.5 2631 1.5 2631
T, = 15,2831 30067 T =12 2831 9747
U= 75 % w=73 "5 "
Pilar 1-3: Ty =—T;5 = 29010506 4 4957
Plar 3-5:  Tog=—Tag = 12010896 _ 4057

Calcul dels esforgos axials en els extrems de les barres:
L'esforg axial de les barres el podem determinar imposant 'equilibri en els nusos del portic:
Nus 1: SF,=0 = Ng=T,_,,+T;=15+2896=4396T |
>F,=0 = N,=T,;=0495T
Imposant I'equilibri de forces verticals en el pilar 1-3 tenim:
Ny, =N;3 =4396T
Imposant I'equilibri de forces horitzontals en la biga 1-2 tenim:
N,,=N,, =0495T
Nus 2: YRy =0 = Ny =T, o +Taq +N3y =15+3,026 +4,396=8922T
YF,=0 = Ny =T, -T;,=0495-0495=0
Imposant I'equilibri de forces verticals en el pilar 3-5 tenim:
Ns; =Nj5 =8922T
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05T
1 Tim
1T T1-
1It I:I-T:—Nu N12 —>| d’ \L J/ L J’ ‘L \L J" \LJ +— Nz
u mT T 2 1,98 mT ”4’>”
13—
TT1-vol 1 TT12 TT21
N13
lNu
0o )e=—Ti3
0,98 mT
0,506 mT _
Cu — T31
N31
05T N31
1 T/m *—'T:“
Ta-w:L'lTu [y 1Tm \],J,\I,\H/]@
VAP Y \Afz,sm mT né?bn
35—»
TTS-voI TTS‘ TT“
N35
Nas
0 )e—T3s
1,125 mT

0,856 mT-
C O —p T53

®
TN&

Finalment, un cop coneguts tots els esforgos en els extrems de les barres, podem afirmar
que les reaccions del portic son les seglents:

Fgura 3.3.2
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05T
Ry =Tz =2,104 T
Ron = Nyt = 0,495 T R L R L
Rav=Ti=1974T © e
Rev=Nss= 8,922 T Trer
Rsn=Ts3=0,495T cdl

Ms = Ms3 = 0,866 mT

L T R R R

®@
El sentit d'aquestes reaccions sén els
indicats en la figura 3.3.3 TR
v
Ms
Gy»@ —p-R5H
Tre

Figura 3.3.3

EXERCICI 3.4

Calcula les reaccions de I'estructura dibuixada (fig. 3.4), sense considerar la variaci6 de
longitud de les barres.

Dades: Totes les barres sén d’acer A-42
La biga és un perfil IPE-270, i el pilar és un perfil HEB-140
L'eix Y de la secci6 del pilar coincideix amb el pla del portic.

8T
] l ®

3m qL 3m .,l‘
Figura 3.4

Solucid:

Com que es tracta d’'una estructura hiperestatica, resoldrem la seva analisi mitjangant el
meétode matricial de les deformacions amb la simplificacié6 de no considerar la variacié de
longitud de les barres.
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L’estructura només té 1 moviment incognita: el gir del nhus 2 (0;)
Per tant, només cal establir 1 equacié: ZIM, =0 (equilibri de moments en el nus 2)

El nus 2 no té cap moment directament aplicat.

8T
L'efecte de les carregues aplicades en @3 L. l Pad = ©)
barres es pot veure en la figura 3.4.1 1

My =—My, =¥=6mT

m1i2 ma1

Imposant Fequilibri de moments en el nus 2

tenim:
~6)= k&, +KZ)-e, : e
Figura 3.4.1
Calculem les rigideses de les barres:
Biga 12. E-1=21-10°.5790-107 =12159m*T
k2 = 412158 _gy08mr KEy =272198 _ 4053mT
Pilar23: E-1=21-10°-1509.10"7 =316,89 m*T
Kz, - 4-31689 316'89 ~31689mT Kz, = 2:31689 316'89 =158,445mT

| ja podem calcular el gir del nus 2:
-(-6)=(KE +KZ)-6,
KZ, +KZ, =8106+316,89 =1127,49

- B
T 112749

Un cop coneguts els moviments dels nusos de 'estructura, podem calcular els moments
finals en extrem de barra:

M,, =m,, +K2, .6, =+ 6 +4053.5321555-102 = +8157 mT

+6=1127,49.0, 9, =+5321555-10"% rad

M,, =m,, +K'2, .0, = —6+8106.5321555.10 = 1686 mT
M,; =KZ, -0, =316,89.5321555-10 = +1686 mT
M,, =KZ, -0, =158445.5321555.10" = +0,843 mT

Per arribar a les reaccions del portic, cal conéixer els esforgos tallants i axials en els extrems
de les barres. Aquests esforgos els podem calcular imposant I'equilibri a cada barra i a cada
nus, tal com es pot veure en la figura 3.4.2
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@) la T ) T21
N12 —» 7AN /\4— N21 N21 —>l @)|
8,457 mT 1,686 mT "=/
—T23
TT12 TT21 T
N23
N23
CO @b T23
1,686 mT

0,843 mT
T2 ¢— UD

© TNa'z

Figura 3.4.2
_ 8-3 5 8157 -1686
6 6

T2,=§é_3__ﬂ;_1@=4_10785=2,9215'r

_ 1686+ 0843

Biga 1-2: Ti2 =4+10785=50785T

Pilar 2-3: Ty =-Ta, =063225T

Coneguts els esforgos tallants en extrem de barra, podem imposar I'equilibri de forces en el
nus 2, aixi obtindrem els esforcos axials en extrem de barra:
Nus 2: YR =0 = N, =T, =063225T
YF, =0 = Ny =T,=29215T

Finalment, un cop coneguts tots els esforgos en els extrems de les barres, podem afirmar
que les reaccions del portic sén les seglients:

R1v = T12 = 5,0785 T Rav = Taz = 2,9215 T
R1H = N1z = 0,63225 T R3|-| = T23 — 0,63225 T
M; =M =8,157 mT M; = M3 =0,843 mT

El sentit d’aquestes reaccions sén els indicats en la figura 3.4.3
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8,157 mT l 8T
063225 T~ \J® @
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063225T |@®
A 0,843 mT
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Andlisi de Bigues Continues

Capitol 4.- ANALISI DE BIGUES CONTINUES

INTRODUCCIO

Les bigues continues sén estructures hiperestatiques; per tant, per poder fer la seva analisi
no n’hi ha prou amb les equacions d’equilibri de I'estatica.

Com que les bigues continues sén estructures formades per barres (frams de biga
compresos entre dos recolzaments) i planes (barres i carregues contingudes en un mateix
pla), per fer la seva analisi podem utilizar el métode matricial, simplificat, de les
deformacions, el qual ha estat exposat en el capitol anterior i aplicat a 'analisi de portics
plans.

En el cas de les bigues continues, si no tenim en compte la variacié de longitud de les
barres, els moviments incognita sén 1 gir per a cada recolzament intermedi, és a dir, el
numero de incognites és igual al nimero total de recolzaments menys 2 (els dos
recolzaments extrems)

‘EXERCICI 4.1

Donada la biga continua de la figura 4.1:

— Calcula els moments finals en extrem de barra.

— Calcula les reaccions en els recolzaments de la biga.

— Calcula el moment flector maxim positiu del tram 3-4.

Dades: La secci6 de totes les barres és un IPE-220, d'acer A-42.

1T 2T 2T

I I e mm L L S e S b L i i 1 ]
yite pie e 28
l,

3m .,L 2m .IL Sm ’[L

—,|4—1.5m ,JL 3m qL 2m

Solucié:

Els moment finals en extrem de barra els podem calcular mitjangant el métode matricial de
les deformacions, sense tenir en compte la variacié de longitud de les barres.

1a Fase - Equaci¢ matricial d'equilibri i determinacié dels moviments incognita:

Les incognites de I'equacié matricial d’equilibri sén dos girs: Girdelnus2 = 0,
Girdelnus3 = 6,

| 9.
El vector de moviments dels nusos de l'estructura és:  [5]= [63]
3

IM, = '
| Fequacié matricial d’equilibri tindra el segiient format: zmz g [- --} = [___ . ] [93]
3 =

El vector d’accions equivalents sobre els nusos de I'estructura s’obté valorant I'efecte de les
accions quan tots els moviments sén impedits.
La biga continua proposada no té accions directament aplicades sobre els nusos.

L'efecte de les accions aplicades sobre les barres es pot veure en la figura 4.1.1.
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17T 27 2T
v A 4 v
JIJ I T Tl deimd vmm § v J il b I by Vbbb o
m21 m23 maz a4
® @ @
‘4«—1,5m .,]' 3m ,.l' 2m ..L 3m qL 2m qL 5m "||"
Figura 4.1.1
Calcul dels moments d’encastament perfecte (fig. 4.1.2):
Barra 1-2 (vegeu exercici 1.10):
15 1T 2T
=1-15+1-15- = =15 +1125=2,625mT Y ¥
My =115+1:19: 5 =15 +1125=2025m [y “L@
@ X
. 2 - - . rru1
m21=1;5 : 2235(f+3)_2,625=3'7325m.r ool o 2mt
Barra 2-3: ” -
1.52 2.3.2° T Y
My = -+ 5 = 3043 mT ®§H\]{ 1m_ o
1 maz2 1 maz )
1.52 2.2.3% 3m 2m—
My =+ =3523mT ’ ’
Barra 3-4: @':fi JIy 1mm § 4§y W@
1.52 \a)m 7’%”
My, = =3125mT * 5m ¥
Figura 4.1.2

El vector d’accions equivalents sobre els nusos de la biga continua queda:

pl=[0]-[-37325+3043] _[+0689
0 -3,5283+3125 +0,398
Atenent al que s’ha exposat en I'exercici 3.2 respecte a la matriu de rigidesa d’una estructura

i a 'efecte del gir d’'un nus genéric (fig. 3.2.3), la matriu de rigidesa de la biga continua
proposada esta formada pels seglients elements:

M, [ng"'Kéaei Kae: :I

Calcul de les rigideses de les barres:

Com que totes les barres tenen la mateixa secci6 i son del mateix material, calculem les
rigideses en funci6 de El (el calcul manual resulta més senzill).

Tal i com es pot observar en la figura 4.1.2, quan hem impedit els moviments dels nusos, les
barres 1-2 i 3-4 han quedat amb un extrem articulat, mentre que la barra 2-3 ha quedat
biencastada. El valor de les rigideses de les barres es presenta en el seglient quadre:
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BARRA |L (m) Kag Kee
1-2i3-4| 5 §%=0,6-E-l 0
23 | 5 45 1 _08.E.l 2—'5—"=o,4-E-|

Finaiment I'equacié matricial d’equilibri de la biga continua queda:

+06891 . (14104116,

+0,398 | 04'14
Resolent el sistema d’equacions obtenim els moviments dels nusos de I'estructura, en funcio
de E-l;

+0,4472 o, _+01562

2=, =R

2a Fase — Calcul dels moment finals en extrem de barra;

Atenent al que s’ha exposat en I'exercici 3.3 respecte als moments finals en extrem de barra
i sabent que en els nusos d’'una biga continua només es produeixen girs tindrem:

M, ., =—2625mT

M,, = +2625mT
M, = ~3,7325+06-E-I- °"é4|74 - -3464mT

M,; = +3,043+08-E.I. 0,;721 04-E-l. 0:55?21 = +3464mT
My, =—3523+08-E-I- o1Es?a 04-E-I- °":I73 ~-3219mT
My, = +3125+08-E-I- °'15?Z —+3219mT.

Mg =0

Es important observarque en un nus d’una biga continua només hi ha dues barres i que, per
tal de que s’acompieixi 'equilibri de moments en el nus, el moment final en I'extrem lligat al
nus de les dues barres ha de ésser igual i de sentit contrari.

En el cas del nus 1, el moment en 'extrem 1 del voladis només pot ésser el provocat per les
carregues que suporta, i el moment en 'extrem 1 de la barra 1-2 és el provocat pel voladis.

En el cas del nus 4, com que és un recolzament simple en el que només hi esta lligada una
barra, el moment final en aquest extrem de la barra és nul.

En la figura 4.1.3 es poden veure els moments finals en extrem de barra, i el seu sentit de
gir, de la biga continua proposada.
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LB L o (LT BT
2625 mT 3,464 mT 3,218 mT
Figura 4.1.3

El métode matricial de les deformacions ens ha permés resoldre el problema hiperestatic,
obtenint els moments finals en extrem de barra.

Per determinar les reaccions en els recolzaments de la biga continua cal completar I'analisi
calculant els esforcos tallants en extrem de barra. Aquest calcul el podem fer aplicant el
principi basic d'equilibri: “Si I'estructura esta globalment en equilibri, també ho estaran
cadascuna de les barres i cadascun dels nusos que la conformen”.

Aixi doncs, es tracta de imposar I'equilibri a cadascuna de les barres i a cadascun del nusos
de la biga continua, i aixé ho podem fer perqué ja hem determinat els moments flectors que
els nusos provoquen en els extrems de les barres, la qual cosa ens permet tractar cada
barra per separat, com si fos biarticulada i aplicant els moments dels extrems com una
carrega més. En la figura 4.1.4 podeu veure el tractament aillat de les barres de la biga
continua.

J 1T 2T
: Tive T2 T21 Ta3
) o3I ™ 111,
2625 mT A ll @2625mT 3,464 mT \‘é\‘/ l
T1.vo|T R1 T12 T21T R2
2T

T2 Thaa ‘

Ta3
S‘W_A} J( \L T \L KAT? ll @aisi‘rﬁlm \L \L ‘L ‘@ l

3,464 mT 3,219 mT
IIa TT34 T4aT ' I-‘I A

Figura 4.1.4

=

T2s T

Calcul dels esforgos tallants en els extrems de les barres:

Voladis: T =1+1:15=25T

15 .22 (3,464 -2625)
2 5 5

1'25 o 253 _ (3464 - 2625)_ 55, 12+0168=3868T

Barra1-2: T, = =25+08-0168=3132T

Tz1 =

Barra 2-3; T23_125 252 (346453219) 25+08+0049=3349 T

T32—125 253 (346453219) 25+12-0049=3651T
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Barra 3-4: T34=J;2§+§'—25]§=2,5+0,644=3,144T
T43_1—2§—$_25 0644 =1856 T

Calcul de les reaccions de la biga continua:
Ry =Ty + T =25+3132=5632T
R, =Ty + Ty =3,868+3349=7217T
Ry =Ty + Ty, =36561+3144=6,795T
R,=T, =1856T

En la figura 4.1.5 es pot veure el valor i el sentit de les reaccions de la biga continua
proposada.

17T 2T 27T

B T T T om G S TP T U LIy ]
P @ JAYS s

—4'—15m 3m .,L 2m 1 3m ,[L 2m g Sm 1’
R1=5632T R2=7217T R3=6,795T R4=1856T

Figura 4.1.5

El moment flector maxim positiu d’'una biga es produeix en la seccié en que I'esforg tallant és
nul. En el cas d’una biga continua, igual que en el cas dels portics, només cal estudiar la
barra en questié (barra 3-4) tractant-la com una biga isostatica en la que, a més de la
carrega hi actuen els moments finals en extrem de barra calculats préviament.(Figura 4.1.6)

Per calcular el moment flector maxim positiu del tram 3-4 de la biga continua, en primer lloc
necessitem determinar en quina seccié d'aquest tram I'esforg tallant és nul.

. Xa—
T =DAB0= f, = =S iABOm o/ LI rm TJ, e
El moment flector maxim positiu del tram 3-4 és: UMm 3,219 mT
18562 Tea=3,144T Tas =1,856 TT
M, =1856-1856-1. =1722mT J 5m *
Figura 4.1.6
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EXERCICI 4.2

Donada la biga continua de Ia figura 4.2:

— Calcula els moments finals en extrem de barra.

— Calcula les reaccions en els recolzaments de la biga.

- Calcula el moment flector maxim positiu en cadascun dels trams de la biga continua.
Dades: La secci6 de totes les barres és un IPE-240, d’acer A-42.

45T 1TL

%\LHH\M\L%HMMM w@u"w\wwu@f
4L Sm »i%” 6m @”Zm qL 4m qL1.5m-4'-
Figura 4.2

Solucié:

Els moment finals en extrem de barra els podem calcular mitjangant el métode matricial de
les deformacions, sense tenir en compte la variacié de longitud de les barres.

1a Fase - Equacié matricial d’equilibri | determinacié dels moviments incognita:

Les incognites de I'equacié matricial d’equilibri son dos girs: Girdelnus2 = 6,

Girdelnus3 = 0,

El vector de moviments dels nusos de I'estructura és:  [5]= [——]

=0 | ¢}
| Pequaci6 matricial d’equilibri tindra el segtent format: zmz _0 [---] = [---L---]-[-E}
g =

El vector d’accions equivalents sobre els nusos de 'estructura s'obté valorant 'efecte de les
accions quan tots els moviments sén impedits.

La biga continua proposada no té accions directament aplicades sobre els nusos.

L'efecte de les accions aplicades sobre les barres es pot veure en la figura 4.2.1.

4,5T‘r 1T1L
SRR ERERN PR R RELLE PR HHHH@J,_‘
a.l' 5m .,L 6m i 2m ql' 4m ‘E"1,5m-4f-

Figura 4.2.1
Calcul dels moments d'encastament perfecte (fig. 4.2.2):

72



Anélisi de Bigues Continues

Barra 1-2:
. o Em [T},
m21= ! .5 =3,75mT L rmklz/
B 'IL Sm ﬂL
Barra 2-3:
.62 4 1,2T/m
My =-m, = 2:€ _agmr of 4 d iy HH!@
IL IM23 :
Barra 3-4 (vegeu exercici 1.10): g o g
My, =1-1,5+1,2-1,5-%=1,5+1,35=2,85mT 45T 1TL
v A
[T ] e )]
2 :
ma4=12.6 +4'5‘2'4‘2(6+4)—2'85=8,975mT @&_}m )
8 2.6 2 :
' A 4m +15m -4
Hgura 4.2.2

El vector d’accions equivalents sobre els nusos de la biga continua queda:

pl<[0]-[ 251301 1008
B -36+8975| |-5375
Atenent al que s’ha exposat en I'exercici 3.2 respecte a la matriu de rigidesa d’una estructura

i a l'efecte del gir d’'un nus generic (fig. 3.2.3), la matriu de rigidesa de la biga continua
proposada esta formada pels seglients elements:

M, [K%+Kss! K
M3

Calcul de les rigideses de les barres:

Com que totes les barres tenen la mateixa secci6é i son del mateix material, calculem: les
rigideses en funcié de El (el calcul manual resulta més senzill).

Tal i com es pot observar en la figura 4.2.2, quan hem impedit els moviments dels nusos, les
barres 1-2 i 3-4 han quedat amb un extrem articulat, mentre que la barra 2-3 ha quedat
biencastada. El valor de les rigideses de les barres es presenta en el seglient quadre:

BARRA L(m) KGG KGG'
12 | 5 %:Q&E-l 0
23 | & |*E!_og.E.q|2E ! _03.E.
& 6
34 | 8 365 | _05.E.1 0

Finalment I'equacié matricial d’equilibri de la biga continua queda:
X015 | g (328103
-5375 03 ! 1,16
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Resolent el sistema d’equacions obtenim els moviments dels nusos de I'estructura, en funcié
de E-I:
_+1439

-5018
0. = E.|

E-l

93=

2a Fase — Calcul dels moment finals en extrem de barra:

Atenent al que s’ha exposat en I'exercici 3.3 respecte als moments finals en extrem de barra
i sabent que en els nusos d'una biga continua només es produeixen girs tindrem:

M, =0

My, = -375+06-E-I -%‘?Tg 2887 mT
M23=+3,6+0,6-E-|-1g3—_f+o,3-5-|-(—"%‘f_53)=+zss7mT
M, =—3,6+0,6-E-|—(_—‘SE£I18—)+0,3-E-I-1’;'—:_3I=—6,466mT
M,, =+8975+05-E-1-C 2‘_’:8) — 46,466 mT

M, =—-285mT
M, =+285mT

Es important observar que en un nus d’una biga continua només hi ha dues barres i que, per
tal de que s’acompleixi 'equilibri de moments en el nus, el moment final en I'extrem liigat al
nus de les dues barres ha de ésser igual i de sentit contrari.

En el cas del nus 4, el moment en I'extrem 4 del voladis només pot ésser el provocat per les
carregues que suporta, i @ moment en I'extrem 4 de la barra 3-4 és el provocat pel voladis.

En el cas del nus 1, com que és un recolzament simple en el que només hi esta lligada una
barra, el moment final en aquest extrem de la barra és nul.

En la figura 4.2.3 es poden veure els moments finals en extrem de barra, i el seu sentit de
gir, de la biga continua proposada.

STV VA I I T T LT tatm @ 4 L LT L L Gl Ll
- i i)

t g
2,88 mT 6,466 mT 285mT
Figura 4.2.3

El métode matricial de les deformacions ens ha permés resoldre el problema hiperestatic,
obtenint els moments finals en extrem de barra.

Per determinar les reaccians en els recolzaments de la biga continua cal completar 'analisi
calculant els esforgos tallants en extrem de barra. Aquest calcul el podem fer aplicant el
principi basic d’equilibri: Si I'estructura esta globalment en equilibri, també ho estaran
cadascuna de les barres icadascun dels nusos que la conformen”.

Aixi doncs, es tracta de imposar I'equilibri a cadascuna de les barres i a cadascun del nusos
de la biga continua, i aixd ho podem fer perqué ja hem determinat els moments flectors que
els nusos provoquen en &is extrems de les barres, la qual cosa ens permet tractar cada
barra per separat, com si fos biarticulada i aplicant els moments dels extrems com una
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cammega més. En la figura 4.2.4 podeu veure el tractament aillat de les barres de la biga
continua.

T12 T21 T
1y emm || [ {4 12Tm ,_
@l KHREE e @l ggr ottt
R1 TT12 T21 R2 T23 Ta2
45T 17T

\

Tz T34 A 4 T4z Tawol
el gLlEmilifl i o

T @/%,466 mT 2,85mT k?r)j T
R3 TT34 Ta3 R4 TT4-voI

Figura 4.2.4 _
Calcul dels esforcos tallants en els extrems de les barres:
Bama 1-2: Ty = % : %7- ~3-0577=2423T
T, =1’_22'E+%87=3+0,577=3,577T
Bama23: Ty = 122' 6_ (6466 ;2887) =36-0597=3003T
Ty = 122' 6, (6486 - 2887) _ 3640507 =4197 T

Bama 3-4: T, = 122' 6, 4’%’ 4, (6*4666‘ 285) _36.+3+0603=7203T

To= 128, 482 (6466 285) _36+15-0803= 4497 T

Voladis: Tovo =1+12-15=28T

Calcul de les reaccions de la biga continua:
R,=T,, =2423T
R, =T,y + T, =3577 +3,003=658T
Ry =T + Tag =4197 +7,203 =114 T
Ry =Te + Ty =4497+28=7297T

En la figura 4.2.5 es pot veure el valor i el sentit de les reaccions de la biga continua
proposada.
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Figura 4.2.5

El moment flector maxim positiu d’'una biga es produeix en la seccié en que I'esforg tallant és
nul. En el cas d’'una biga continua, igual que en el cas dels portics, només cal estudiar la
barra en questié, tractant-la com una biga isostatica en la que, a més de la carrega hi actuen
els moments finals en extrem de barra calculats préviament.(Figura 4.2.6)

Barra 1-2:

T, =0=2423-12.x, = x, = 2223 _2019m

12
El moment maxim positiu d'aquest tram és:

20192
2

M, =2423-2019-12. =2446mT

Barra 2-3:
T, =0=3003-12-x, = X, =%=2,5025m

El moment maxim positiu d'aquest tram és:

2
M, = 3,003. 25025 -12- 2'5225 2,887

Mg =7,515-3,7575-2887 =087 mT
Barra 3-4:
4,497

To=0=4497 -12:x, = x, ==-==37475m )] \LJ/H MELL EREEER

El moment maxim positiu d'aquest tram és:

2
M = 4,497 -37475-12. 3'7‘;75 ~285

M. =16,852 - 8,426 —-285=5576 mT
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