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5. Oscilaciones libres 1

5. Oscilaciones libres

Un movimiento periddico es aquel que se repite a intervalos regulares de tiempo.
Existen numerosos y muy variados ejemplos de fen6menos periédicos, como las oscilaciones
del péndulo de un reloj, las vibraciones de los 4&tomos de una molécula o los latidos del
corazén. Esto hace que el estudio de este tipo de movimiento sea muy importante.

Entre los movimientos periédicos, reciben el nombre de oscilatorios aquellos en los
que una particula se mueve alternativamente en un sentido y otro sobre la misma trayectoria.
De todos los movimientos oscilatorios, el més importante es el movimiento annénico simple
(m.a.s). Su estudio es esencial, no solo porque constituya una buena aproximacién a muchas
oscilaciones encontradas en la naturaleza, sino tambien porque, tal como veremos mds
adelante, cualquier movimiento periédico puede expresarse como una combinacién de

movimientos arménicos simples.

5.1. Movimiento armdnico simple

Un movimiento arménico simple (m.a.s.) es un movimiento oscilatorio de trayectoria
rectilinea alrededor de un punto central (de equilibrio), en el que la fuerza F que actia sobre
la particula cs en cada instante proporcional y de signo contrario a la distancia desde el punto
de 2quilibrio a la posicién que ocupa la particula en ese instante.

Es cl tipo de movimiento que se da en el sistema que

Y10 m

sc muestra en la figura 5.1, constituido por un cuerpo de
masa m unido a un muelle de masa despreciable, sobre una

superficic sin rozamiento. El muelle, cuando se deja libre, ; a

ticne una longitud natural para la que no ejerce ninguna l__rmm__(j

fuerza sobre m; es la posicién de equilibrio. Si se desplaza la : J

masa respecto de esa posicién, el muelle ejerce una fuerza
que tiende a restaurar la posicién de equilibrio. Fig.5.1
Si el muelle es eldstico, se cumple la Ley de Hooke:
=-kx (5.1)
donde k es la constante recuperadora o constante eldstica 'y x es la elongacion o distancia del

origen a la posicién instanténea.
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Aplicando la segunda ley de Newton, se obtiene que

2 2
F=ma => —kx=ma=mﬂ => mif +kx =0 (5.2)
dt?
ecuacién que suele escribirse de la forma
2
H + wzx =0 W = £ (5.3)
dt? m

donde @ recibe el nombre de frecuencia angular o pulsacion y se mide en rad/s.

La expresion (5.3) es una ecuacion diferencial , cuya solucién puede escribirse como:

x(1) = A sen(wt +d,) (5.4)

dondc la constante A es la mdxima elongacién y se denomina amplitud. El término @ ¢ + ¢,
s¢ denomina fase, siendo ¢, la fase inicial (fase cn t=0).

La ccuacién (5.4) podria escribirse de forma equivalente como x(f) = A cos (® £ + @)
con @, = ¢, - ©/ 2. Las funciones seno y coscno se llaman arménicas, de ah{ el nombre de
este tipo de movimiento. Otras caracteristicas del oscilador son:

- ¢l periodo T : tiempo que tarda la particula en realizar una oscilacién completa
- la frecuencia v : ndmero de oscilaciones efectuadas en un segundo
La relacion entre ambas es T=1/v. Su relacién con w se puede deducir imponicndo que

en ticmpo T la fase aumente en 2x

T:2n => vV =

2n (5.5)
w

el
27
Derivando respecto al tiempo la ecuacién (5.4), obtenemos la expresion para la

velocidad en el m.ass.:

v(t) = Aw cos(wt+d,) (5.6)

Derivando nuevamente, obtenemos la expresién para la aceleracién:
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a(t) =-Aw’sen(wt+d,) = - 0?x(2) (5.7

lo que indica que la aceleraci6n es directamente proporcional al desplazamiento y de sentido
contrario a él. En la figura 5.2 se representa la elongacién, la velocidad y la aceleracién en
funcién del tiempo.

Observamos que los valores extremos en un m.a.s. son:

=0 - v=A O - a=0

x=xtA - v=_0 - a=7A®

Fig. 5.2 Elongacién, velocidad y aceleracién para un m.a.s. con T=2s y ¢,=0
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5.2. Representacién de Fresnel

Puede darse una interpretacién geométrica a las ecuaciones que describen un m.as.,
considerdndolo como la proyeccién de un movimiento circular uniforme sobre uno de sus
didmetros. Esta representacién resulta itil para describir algunas caracteristicas del m.a.s., y
para determinar el resultado de superponer dos m.a.s., como veremos mds adelante.
En la representacién de Fresnel se considera un punto que
gira con velocidad angular constante ® alrededor de una
V‘\ circunferencia de radio A. El vector que va del centro de
la circunferencia hasta la posicién instantdnea del punto
sobre la circunferencia se denomina vector rotatorio.

Mientras el vector rotatorio gira con velocidad angular o,

su proyeccién sobre un didmetro de la circunferencia sigue
un m.a.s. En efecto, segiin vemos en la figura 5.3, cuando

la particula ha recorrido un dngulo ¢ = @gtot, la

proyeccién sobre el eje de las x es: x = A cos(wt + ).

Fig. 5.3

5.3. Energia en el m.a.s.

En una determinada posicién, la energia total de una particula que oscila con m.a.s.

es la suma de la energia cinética y la potencial, ya que la fuerza eldstica es conservativa. La

encrgia cinética es

E (x) = %mv2= %mAzcozcosz(de)o) . -%k(Az-xz) (5.8)

Por otro lado, la energfa potencia es igual al trabajo necesario para desplazar la

particula desde la posicién de equilibrio hasta la posicién considerada

= [ I I
E,(x) = [kxds = ~kx (5.9)

de modo que la energfa total es constante, de valor:
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E=E~+E>=-kA? (5.10)

=

La expresién anterior nos confirma que, en ausencia de fuerzas de rozamiento, la

energia total se conserva.

5.4. El péndulo simple
El péndulo simple es un sistema ideal constituido por una particula de masa m
suspendida de un punto fijo O mediante un hilo inextensible y sin peso de longitud [, como

el mostrado en la figura 5.4.

Si se desplaza la particula de su posicién de

cquilibrio (8=0) hasta una posicién 8=6, y luego se

=\

suelta, ¢l péndulo oscilard en un plano vertical bajo la

accién de la gravedad, siguiendo un movimiento ! T
periédico. Las oscilaciones tendrdn lugar entre los

dngulos -6, y 6, a lo largo de un arco de oE
circunferencia de radio /. Vamos a relacionar este |

movimiento con un m.a.s.

Fig. 5.4

Las fuerzas que actian sobre la particula son: el peso (mg) y la tensién de la cuerda

(T). Solo el peso tiene una componente tangencial a la trayectoria que vale:

P, = -mgsend (5.11)
donde el signo negativo indica que el sentido de la fuerza P, es siempre contrario al
desplazamiento. Como que el movimiento de la particula es circular, podemos poner a= 1 o
donde o = d’@ / df* es la aceleracién angular. Por tanto, tendremos que:

de a® g

-mgsen® =ml— => — + 2senf =0 (5.12)
. d‘2 dt2 l
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Esta expresién difiere de la ecuacién diferencial del m.a.s. (5.2) debido a la presencia
de la funcién seno. Esto indica que en general el movimiento que sigue un péndulo no es
armdnico simple. Sin embargo, si se consideran oscilaciones de pequefia amplitud, para las

que puede tomarse sen 6 = 6 , la ecuacién del movimiento se reduce a

2
48 ,8g5-0 (5.13)
dt? l

que es idéntica a la ecuacién correspondiente a un m.a.s.. La solucién por tanto serd

0(r) = 6, sen(wt +¢d) (5.14)
con
w=,28 T=2xn : (5.15)
I 8

Es importante obscrvar que el periodo del péndulo simple es independiente de la masa
de la particula suspendida y de la amplitud de las oscilaciones, siempre que estas sean lo

bastante pequefias como para que la aproximacién sen 8 = 6 sea aceptable.

5.5. Supemposicion de movimientos armoénicos simples
Cuando sobre una particula actian diversos m.a.s., la ecuacién del movimiento
resultante puede hallarse sumando las posiciones de los movimientos individuales (principio

de superposicién).

5.5.1. Superposicion de m.a.s. en la misma direccién
Vamos a determinar en primer lugar, el movimiento de una particula sometida a la
accién conjunta de dos m.a.s, de frecuencias angulares ®, y ®,, que actian en la misma

direccién. Las elongaciones para cada movimiento por separado serfan:

x,(t) = Aysen(w,t + ;) (5.16)

x,(t) = Aysen(w,t + ¥,)
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El resultado de la superposicién de estos dos movimientos arménicos es:

x(2) = x,(2) + x,(2) = A;sen(w;t + ;) + A,sen (w,t + Y,) (5.17)

Distinguiremos entre los casos en que las frecuencias son iguales y aquellos en que no lo son.

a) de igual periodo

En este caso, ®, = ®, = ®, y las expresiones (5.16) pueden desarrollarse como

x,(t) = A;sen(wt + §,) = A;senwtcosy, + A cosw?seny, (5.18)
x,(t) = Aysen(wt + §,) = Ay;senwtcosy, + A,cos wrseny,

Sumindolas:

x(t) = (A cos Y, +A,cos y,)sen wt + (A sen§, + A, sen §,) cos w? (5.19)

La expresion (5.19) puede escribirse como
x(1) = Asen(wt + §) (5.20)
donde

2
AT = Al + Al + 2A A, cos|¥, - U,

_ A;seny, + A, seny, (5.21)

) A cosy, + A,cos §,

de modo que el movimiento resultante es también un m.a.s. con la
misma frecuencia . Este resultado puede comprobarse
desarrollando (5.20), comparando con (5.19) y operando, aunque

también puede obtenerse de forma més simple, utilizando la

representacién de Fresnel. Para ello, se representa cada m.a.s. por

un vector rotatorio que gira con velocidad angular constante igual

Fig. 5.5

a la frecuencia angular del m.a.s. El vector resultante, obtenido por
la regla del paralelogramo, representa la amplitud y la fase inicial del movimiento resultante.

Los dos vectores giran con velocidad ®, de modo que el vector suma también girard con o.
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b) de periodos diferentes
En el caso general en que ®, # ®, el movimiento resultante no serd un m.a.s.

Tomaremos por simplicidad y, = y, = 0, y supondremos ®, > o, (T, <T,)

x(t) = A senw,t + A,sen w,t (5.22)

Pensando en la representacién de Fresnel, los vectores rotatorios estardn inicialmente
alineados. Al transcurrir el tiempo, los vectores girardn con diferentes velocidades angulares
y cl paralelogramo que forman se ird haciendo cada vez mds abierto. La diagonal de ese
paralelogramo ird cambiando con el tiempo y como que esta longitud, de acuerdo con la
construccién de Fresnel, es la amplitud del movimiento resultante, se deduce que dicho
movimicnto no scrd un m.a.s.

En general el movimiento resultante no serd ni siquiera periédico. Para que lo sea, es
necesario que los periodos T, y T, sean conmensurables, es decir, que existan dos nimeros

naturales n, y n,, tales que
T=nT, =nT, (5.23)
Xl periodo del movimiento resultante es entonces ¢l minimo comin multiplo de los

periodos de los movimientos resultantes. En la figura 5.6 s¢ mucstra cl resultado dec la

composicion de dos m.a.s. de este tipo, de periodos T)=/ s y T,=2.5 s.

(1)

5,(t)

AN,

5.0 10.0 15.0

=(t)

Fig5.6 !
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Si los dos periodos de los movimientos son poco diferentes, el movimiento serd
rigurosamente periédico solo si T, y T, son conmensurables, pero su amplitud experimentard
variaciones ritmicas o pulsaciones. En efecto, si ®, = @, + A® y tomamos por simplicidad
A,=A,= A, la expresién (5.22) queda:

W, - W W, +w
x(t) = A(senw,;t + senw,t) = 24 cosz—z——lt sen—-l—z—zt (5.24)

que indica que ¢l fenémeno puede describirse como una oscilacién arménica cuya frecuencia

es igual al valor medio de las dos componentes, pero cuya amplitud estd modulada por una

funcién periddica de frecuencia mucho mayor. En la figura 5.7 se muestra la superposicién

de dos m.a.s de periodos T,=/ s y T,= 0.9 s (conmensurables). El perfodo de pulsacién es:
2w I, T,

T = = (5.25)

P _ _
W, - W, T,-T,

] 1
—— %
20 l ‘
I l
1.0 1 ]
>
. 0.0 4
-1.0+
Fig. 5.7 20 ! )
0.0 10.0 20.0 30.0

5.5.2. Superposicion de dos m.a.s. en direcciones perpendiculares

Vamos a considerar a continuacién la superposicién de dos m.a.s. que tienen lugar en
direcciones perpendiculares entre si, de modo que el movimiento resultante es bidimensional.
Al igual que en la seccién anterior, ditinguiremos primero el caso en que los periodos (o

frecuencias) son inguales.

a) de igual periodo

Las ecuaciones de movimiento son en este caso:
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x(t) = A;senwt

(5.26)
y(t) = A,sen(wt +0)
La expresién para y(t) puede desarrollarse como
y(t) = A,senwt cosd + A,coswt send (5.27)
mientras que a partir de la ecuacién para x(t) se tiene que
2
senwt = = -  coswt= |1 _x_2 (5.28)
4 A
Sustituyendo estas expresiones cn (5.27) y operando, se obtiene:
2 2
s X2 2% 058 = sen?s (5.29)

X
Al2 A22 4,4,

que es la ecuacién general de una elipse, inscrita en un rectdngulo de lados 24, y 2A,. La
forma de la clipse depende del desfase 8.
a) Cuindo 8 =068 =7 (send =0 y cos & = + 1), la ccuacién (7.14) sc reduce a
una recta de pendiente A /A, y -A /A, respectivamente. La particula realiza un m.a.s.
rectilineo.
\ b) Cuando 8 = + n/2 (sen & = + 1 y cos & = 0) sc obtiene una clipse horizontal:
x’/A 7+ y*A,? = 1. La particula recorre la elipse en sentido antihorario si 8 = + /2
y horario si & = - n/2 (para comprobarlo basta con ver el sentido de las velocidades).
¢) Cuando & tiene un valor distinto a los anteriores, el movimiento es eliptico, pero

los ejes de la elipse estdn girados respecto de los ejes coordenados.

En la figura 5.8 se muestra diferentes trayectorias.
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|
w Fig. 5.8. Trayectorias seguidas

por una particula sometida a dos

; m.a.s. perpendiculaes de igual

/ frecuencia, para varios desfases.

§=2401" §=270° 6= dil)”

b) Con periodos diferentes. Figuras de Lissajous

En el caso en que los periodos sean distintos, se tiene:

x(t) = A;sen(w 1+ a)

y(t) = A;sen(w,t + B)

(5.30)

Las traycctorias resultantes en general son curvas complicadas. Cuando los periodos
estdn en una relacién sencilla (172, 1/3, 2/3, ...) sc obtienc una curva fija cuya forma depende
de la relacién entre periodos vy de las fases iniciales de los dos movimientos. Se denominan
Figuras de Lissajous.

Las Figuras de Lissajous se pueden dibujar utilizando la refresentacién de Fresnel. En

la Figura 5.9 sc muestra un caso como ejemplo.

Fig. 5.9. Construccién de la
Figura de Lissajous que

corresponde a: o /w,=4/3, a=0 y

» B=n/6.
EALR e A
2 b Ve g
' 1715
311 i
PN AT
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Fig. 5.9. Figuras de Lissajous para varias relaciones entre los periodos.

Se ha tomado a = 0 y diversos valores de B.

5.6. Andlisis de Fourier del movimiento periédico
Un movimiento periédico es aquel que se repite cada cierto tiempo T, de modo que
x(t) = x(1+T). Este tipo de movimiento, siempre puede expresarse como una combinacién de

movimientos arménicos simples. Por ejemplo, consideremos un desplazamiento dado por:

x(t) = Asenwt + Bsen2wt (58.31)

que es la suma de dos m.a.s. de frecuencias  y 2. El resultado es un movimiento periédico,
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arménicos con frecuencia miltiplo de ®, la funcién resultante seguirfa siendo periddica. El
teorema de Fourier establece que una funcién periédica cualquiera f(t), de periodo T=2m/w®

tal que para todo tiempo t=§ es f(§) = f(€+T), puede escribirse como la suma:

o

f(t) = ay+ ), a,cosnwt + b, sen nwt (5.32)

n=1
donde los coeficientes a, a, y b, ( n=1,2, . . ., =) reciben el nombre de coeficientes de
Fourier.

La serie (5.23) se denomina serie de Fourier. La frecuencia mds baja (®) es la
frecuencia fundamental, mientras que a las frecuencias 2w, 3w, 40, ... se las denomina
frecuencias amdnicas o sobretonos. Los coeficientes de Fourier se obtienen mediante las
cxpresiones siguicntes, deducidas a partir de la integracién de la funcién f(t) en un periodo

tras multiplicarla por el seno o coscno del término que sc quiere obtener :

ay= = [* Ty a, = 2 [*7f(t) cosnor dr
T T (5.33)

n

2 pEeT
b = ?fc () sennwt dt

El cilculo de los coceficientes de Fourier se simplifica bastante si &= -T/2 y la funcién f(t) cs
par o impar cn cl intervalo (-T/2,T/2).

a) Si f(t) cs impar:
4 r71/2
= = = 5.34
a =0 b, Tfo ) sennwt dt (5.34)
b) Si f(t) cs par:

(5.35)

1}
o

a, = %fomj(t) cosnwt dt b,
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Problemas

1.-

El movimiento de una particula estd descrito por la ecuacién
x({)=5sen(05t+n/3)

donde todas las cantidades estdn expresadas en el sistema c.g.s.

a) Determinar la amplitud, el periodo y la fase inicial.

b) Escribir las ecuaciones de la velocidad y la aceleracién.

¢) Determinar las condiciones iniciales.

Sol.:a) S cm, 12.57 s, i/3 rad/s; ¢) x(0)=4.33 cm, v(0)=1.25 cm/s, a(o)=-1.08 cm/s*

Una particula estd sujeta a un muelle y puede oscilar en un plano horizontal sin
rozamicnto. En cl instante 1=0 estd en su posicién de equilibrio y tiene una velocidad
de 6 ¢m/s hacia la parte negativa del eje x. Su frecuencia es de 4 Hz

a) Escribir una ecuacién para la posicién x(t)

b) (Para qué valor de ¢ volverd de nucvo a la posicién de equilibrio?

¢) (Cudl cs la accleracién en cse momento?

Sol.: a) x(1)=0.24 sin(8nt + x); b) 0.125 s; ¢) O m/s’

Una particula oscila con m.a.s. Su aceleracién midxima es igual a 49,3 cm/s* y da 30
vibracioncs completas por minuto

a) Escribir la ecuacién de su movimiento en funcién del tiempo sabiendo que la
clongacién del punto al iniciarse el movimiento era de 2,5 cm y vibraba en sentido de
alejamiento del origen.

b) Hallar el tiempo mds corto transcurrido hasta que pasa por el origen.

c¢) Determinar la velocidad del punto cuando su elongacién vale -A/2.

d) Hallar la elongacién de la masa en el instante en que su velocidad es la mitad de
la mdxima.

e) Dibujar los gréficos de la elongacién y la velocidad en funcién del tiempo.

Sol.: a) x(1)=5 sin(nt+n/6); b) 0.83 s; ¢) +13.6 m/s; d) £4.33 cm



5. Oscilaciones libres 15

Dos particulas siguen m.a.s de la misma amplitud, frecuencia y origen, a lo largo de
una misma linea recta. Cada vez que se cruzan entre si, moviéndose en sentidos
opuesto, sus elongaciones son la mitad de la amplitud. Calcular la diferencia de fase

entre ambos m.a.s.

Sol.: 120°

La escala de un dinamémetro de muelle, que mide de 0 a 500 gramos, tiene 8 cm de
longitud. Se coloca un objeto en el dinamémetro y se hace oscilar. Hallar la masa del
objeto si las oscilaciones tieren una frecuencia de 3 Hz.

Sol.: 172 g

Sean dos muelles de constantes eldsticas k, y k,. Demostrar que:

a) Si se asocian como en la Fig. 1 la constante eldstica efectiva es:
k,= k + Kk,

b) Si se asocian en serie ( Fig. 2), la constante eldstica efectiva es:

1k, = 1k, + 1/k,

Fig. 1 Fig.2

El periodo de un péndulo es de 3 s. Calcular el periodo si la longitud
aumenta en un 60%.

Sol.: 38 s

Hallar cuél debe ser el porcentaje de cambio en la longitud de un péndulo para que
tenga el mismo periodo cuando se le desplaza desde un lugar en el que g=9.8 m/s’
hasta otro lugar donde g'=9.81 m/s%

Sol.: +0.102 %
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10.-

11.-

Hallar la ecuaci6n del movimiento resultante de la superposicién de dos m.a.s. de
igual direccién cuyas ecuaciones son:
X, = 3 sen 2t

X, =4 sen (2t + 6)

si: a)o=0
b) 8 = w/2
)8 =m

Sol.:a) 7 sin 2t; b) 5 sin(2t+0.93); ¢} sin(2t+n)

Hallar la ccuacién de la trayectoria de una particula sometida a los dos m.a.s.
perpendiculares cuyas ccuaciones son:
x =4 sen wt

y = 3 sen (wt + 0)

Si: )0 =0
b) 0 = n/2
c)6=mn

Sol.: a) y=3/4 x; D) X716 + )'2/9 =l;¢) y=3/4 x

Dos vibraciones arménicas de la misma direccién estdn descritas por las Ecs:

X, = Ay cos 10 mt

X, = Ajcos 12t
Hallar el periodo de la pulsacién y dibujar un esquema de la perturbacién resultante
para un periodo de la pulsacién.

Sol.: 1s

El movimiento de una particula en el plano x-y estd descrito en funcién del tiempo
por las ecuaciones

X = A cos ot

y = B cos 20t

Demostrar que la trayectoria de la particula es un arco de pardbola.
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13.-

14.-

15.-

Sol.

Dibujar la trayectoria de una partfcula sometida a dos m.a.s. perpendiculares con

o,/o, = 1/2 si:

a)0=0
b) 6 = n/3
c) 0 =n/2

Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcién en dientes de sierra

Fep=24:, I T
T 2 2

Sol.: F(1)=2A/x (sinwt - 1/2 sin 20t + 1/3 sin 3wt - - )

Obtener ¢l desarrollo en serie de Fourier de la funcién

-h -=—<t<0

T
2 T
2

F(t)= {

+h O<t<

s F(t)=tl/r (sinowt + 1/3 sin 3wt + 1/5 sin Sot - -+ )
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6. Oscilaciones amortiguadas y forzadas

En la seccién anterior se ha visto que en un m.a.s. la energia se mantiene constante.
Sin embargo ésta es una situacién ideal. En la realidad siempre se produce una disipacién de
energia debido a la presencia de fuerzas de rozamiento. La pérdida de energia hace que la
amplitud de las oscilaciones vaya disminuyendo continuamente hasta que cesa el movimiento.
Se habla entonces de oscilaciones amortiguadas.

El amortiguamiento de las oscilaciones puede evitarse suministrando energia al
sistema. Cuando un oscilador estd accionado por una fuerza externa, recibe el nombre de

oscilador forzado.

6.1. El oscilador amortiguado

Los movimicntos oscilatorios reales van disminuyendo su amplitud debido al
rozamiento. Los fenémenos de mayor interés son aquellos en los que la fuerza de rozamiento
que sc opone al movimicnto ¢s proporcional a la velocidad ( F; = - y v ). La contante de
proporcionalidad y se denomina coeficiente de amoniguamiento.

Vamos a considerar una masa m que se mueve bajo la accién conjunta de una fuerza

cldstica y de una fuerza de rozamiento. La ecuacién de movimiento en este caso es

2
W = g oyl (6.1)
dt dt?
Esta expresién suele escribirse como
2 i
AX &, o2 =0 (6.2)
de? dt
donde
.y 1 _ |k (6.3)
S oeee— = e w — —
b= om " 2 Y O " \'m

son respectivamente el pardmetro de amortiguamiento y la frecuencia angular propia del

oscilador (frecuencia angular del oscilador sin amortiguamiento). El pardmetro T =m /7y se
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denomina tiempo de relajacion.
El tipo de movimiento resultante depende de los valores de los coeficientes 8y , .

Se pueden distinguir tres casos:
B < w, : movimiento subamortiguado

B = o, : anontiguamiento critico
B > o, : movimiento sobreamortiguado

6.1.1. Movimiento subamortiguado
(6.4)

La solucién de la ecuacién (6.2) en este caso es
x(t) = Age ™ sen(wt + )

donde A, y y son pardmetros que pucden determinarse a partir de las condiciones iniciales.
o cs la frecuencia angular de las oscilaciones amortiguadas y viene dada por

= [2_R2 6.5

(1)0 . B )

W =

Pucde comprobarse que efectivamente (6.4) es una solucién de (6.2) sustituyendo x(f)

y sus derivadas en (6.2). Obscrvamos que ¢l movimiento es oscilatorio, con una amplitud que
(6.6)

decrece con el tiempo segin la ecuacién exponencial
- Pt _ -1/21
A =A,e Age

La representacién gréfica de este movimiento se muestra en la figura 6.1.

S~
P

[\ AT s
Ty~
- Fig. 6.1. Elongacién para un movimiento

amortiguado con p=0.1 s, w,=n y y=mn/2

1
15.0 20.0

_1 .ﬂ i i
0.0 5.0 10.0
t
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El producto del perfodo del movimiento T por el pardmetro de amortiguamiento B se
denomina decremento logaritmico. Es igual al logaritmo neperiano del cociente entre dos

elongaciones méximas sucesivas.

6.1.2. Disipacién de energia
Vamos a calcular ahora la energia que se disipa en cada oscilacién en el caso del
oscilador inframortiguado. Sin perder generalidad, tomaremos la fase inicial y = 0. Entonces,

la ccuaci6n (6.4) y su derivada nos dan como posicién y la velocidad las expresiones:

6.7)
v(t) = d;(tt) = Aje ™™ (wcoswt - Psenwt)
Las cnergfas cinética y potencial en un cierto instante de tiempo serdn:
E_(1) = —;—mAge'”’(wzcoszcot + p%sen?wt - 2w Psenwt cos wt)
6.8)

E, (1) = kAZe ?P'sen?wt = —m Al e P! o) senwt

N | =
(SIS

Si el amortiguamicnto es lo bastante débil, la amplitud de la oscilacién no cambiara
mucho en el transcurso de un ciclo. Tiene sentido entonces evaluar el promedio de los valores
anteriores para un ciclo. Teniendo en cuenta que el promedio temporal de un cantidad

cualquiera G(t) se calcula como:

1 2n
= —— 6.9
<G> = — fo G (1) (6.9)
sc obtiene:

<E (2)> = <E,(t)> = %onz ws e 2P (6.10)

donde se han utilizado los promedios, a lo largo de un ciclo, de las siguientes funciones

trigonométricas:
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<sen? > = <cos’ wi)> = 1
2 (6.11)
>

<sen Wt coOs WI> = %<sen2cot) =0

Asi pues, la energia total promediada en un ciclo es:
<E(t)> = <Ec(t)> + <Ep(t)> - <E>B=0 e 2Pt = <E>p=0 PRUA (6.12)

La expresién (6.12) nos indica que en un oscilador débilmente amortiguado la energia
decrece exponencialmente con el tiempo a un ritmo doble que la amplitud.
La disipacién media de potencia viene dada por la variacién de la energia total del

oscilador por unidad de ticmpo:

_ d<E> _ —l<E> tft _ _<E>

€
at T p=0 T

(6.13)

Factor de calidad. El factor de calidad se define como 2n veces el cociente entre la energia
almacenada y la disipada por ciclo:
<E>

Q=2xn =T (6.14)
<pP>T

Q cs una cantidad adimensional que indica el grado de amortiguamiento del sistema.

Valores de @ altos representan un amortiguamiento débil.

6.1.3. Amortiguamiento critico

Es ¢l que corresponde a tener un rozamiento tal que B = , de modo que @w=0. En este
caso no se dan oscilaciones (el periodo serfa infinito) y el cuerpo regresa a la posicién de

equilibrio sin rebasarla, o rebasdndola una vez. La solucién de (6.2) en este caso es:
x(t) = (Ay+ Ajt) eP? (6.15)

dond
o Ay = %, A= vy + B, (6.16)
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6.1.4. Movimiento sobreamortiguado

La solucién de la ecuacién (6.2) en este caso es
x(t) =Ae " + A e (6.17)

con
©, = B + ;BZ_ 0)(2) ©, = B — II'B2_ (0(2) (6.18)

En la figura 6.2 se muestran las gréficas x(1) para los movimiento inframortiguado, critico y

sobreamortiguado correspondientes a las mismas condiciones iniciales (x,=/, v,=0).

1.0

0.5
= B>,
w B=wq

0.0 P —

\/«’a
_0.5 i 1 i 1 i 1 i
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Fig. 6.2. Movimiento amortiguado para B=2w,, B=w, y p=0.3w,.

6.2. Oscilaciones forzadas
Mediante una fuerza impulsora puede forzarse una oscilacién. En general, si se suministra

energia al sistema aplicando una fuerza dependiente del tiempo F(¢), la ecuacion diferencial

del movimiento es:

2
kx -y .‘g_ ¢ Ft) = mEx (6.19)
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6.2.1. Fuerza impulsora arménica
Si la fuerza impulsora es armdnica se observa que, transcurrido un intervalo de tiempo
adecuado, la amplitud que se comunica al sistema oscilante en el estado estacionario, depende

de la frecuencia de la fuerza impulsora. Consideramos

F(t) = Fysenwgt (6.20)

dondc F, y o, son la amplitud y la frecuencia angular de la fuerza impulsora. Entonces,

introduciendo ¢l pardmetro o, = F, / m , la ecuacién (6.19) se puede escribir como:

2
Gt 2[341 + WX = @, Senwjt (6.21)
dr? dt

donde B cs el pardmetro de amortiguamicnto y @, es la frecuencia angular propia del sistema
(ver ccuacién (6.3)).

La solucién completa de la ccuacién anterior para el caso inframortiguado es:

x(1) = Aje P sen(wt+y) + A sen(wgt-8) (6.22)

2 . . . .
donde w = o, - B? es la frecuencia angular de las oscilaciones amortiguadas en auscncia

de la fuerza impulsora, A, y Wy son constante arbitrarias que dependen de las condiciones

iciales y A y & cumplen que

A= %o
o~ aif - a7
w2 - @
cosd = ) &
2 212 2
$/(co0 = (‘JF) + 4 p2wp i (6.23)
(A
ons = 2P 9
2 2
Wy ~ W
2B w
send = P £




6. Oscilaciones amortiguadas y forzadas 25

El primer término de (6.22) se amortigua exponencialmente con el tiempo de modo
que a tiempo lo bastante grande en comparacién con el tiempo de relajacién (t>>1=(2B)h
habr4 disminuido tanto que serd despreciable. Por esa razén se denomina solucion o efecto
transitorio. El segundo término serd el que prevalezca a tiempos grandes. Se denomina
solucién o estado estacionario. Aunque en algunas situaciones los efectos transitorios pueden
ser importantes, en general nos interesard mds estudiar la solucién estacionaria. Asi,
supondremos que ha transcurrido suficiente tiempo, y tomaremos como ecuacién para la

clongacién:

x(t) = A sen(wgt-3) (6.24)

con A y & dados por (6.23). Es importante notar que la solucién estacionaria no depende de
las condiciones iniciales.

La expresién (6.24) nos dice que cuando se impone a un oscilador una fuerza
impulsora de frecuencia , diferente de la natural ®, , la frecuencia dc las oscilaciones en el
estado estacionario (desaparecidos los efectos transitorios) es precisamente la frecuencia
impuesta w; . El dngulo & representa la diferencia de fase entre la elongacién y la fuerza
impulsora. Tanto F(r) como x(t) siguen una ecuacién sinusoidal, y lo que & representa es el
dngulo con que los mdximos de la fuerza impulsora adelantan a los mdximos de la
clongacion. El valor de 8 sicmpre estd comprendido entre 0 y m radianes, de mancra que F
sicmpre estd adelantada respecto de x. Para§ =0 y d =n la fuerza F y x cstdn en fase

y ¢n oposicion de fase respectivamente.

En la figura 6.3 sc representan F{r) y x(1) para tres valores del desfase 6.

Fig. 6.3. Fuerza impulsora y elongacién para desfases =0, 6=n/2 y é=nr.
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Observando la ecuacién (6.23) vemos que para un sistema dado, caracterizado por
unos determinados valores de w, y de B, el desfase angular & aumenta con la frecuencia
angular de la fuerza impulsora ;. En particular, cuando g = ®, se tiene que § =7/ 2

independientemente del valor de B.

6.2.2. Resonancia
La velocidad de la particula oscilante en el estado estacionario puede obtenerse

dertvando (6.24)

v(t) =Awcos(wt-3) = Awsen(wgt - 0d) (6.25)

donde ¢ =8 - m /2 es el desfase angular entre la velocidad y la fuerza impulsora. A partir
de las ecuaciones (6.23) y (6.24), y teniendo en cuenta la relacién entre § y ¢ puede obtenerse
que

%o

0 Fy
A = send = ————send =
2P wg 2mp o, 2mf wg

cos ¢ (6.26)

La potencia transferida al oscilador por la fuerza impulsora en el estado estacionario es

P(t) = F(1)v(?) = Fysenw,t Awgsen(wpt-¢) =
(6.27)
A wFFo(sen2 Wptcosd - sen Wt cosw .t sen ¢)

Esta expresion nos da el valor instantdneo de dicha potencia. Podemos calcular ahora
la potencia transferido al oscilador a lo largo de un ciclo, haciendo el promedio entre 0 y 2.

Haciendo uso de (6.9) y teniendo en cuenta los promedios (6.11), obtencmos

<P> = %A @, F, cosd (6.28)

que. utilizando la expresion (6.26), puede escribirse como
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F2
<P> = —%_ o’ (6.29)
4dmp

de modo que, para un sistema dado, el valor de la potencia transferida en un ciclo depende
dnicamente del factor cos ¢, que recibe el nombre de factor de potencia.

Observamos que el mdximo valor de <P> se tiene cuando el factor de potencia es I,
es decir cuando ¢ = 0 y por tanto 8 = n / 2 . Se dice entonces que hay resonancia en la
transferencia de potencia. Asi pues, la mdxima transferencia de potencia (resonancia) se da
cuando la velocidad y la fuerza impulsora estdn en fase, de modo que la particula siempre se
mueve en la misma direccién que la fuerza impulsora. Por otro lado, ya habfamos comentado
anteriormente que la condicién & = n / 2 se cumple para w; = ®, , de manera que se tiene
resonancia en la transferencia de potencia cuando la frecuencia de la fuerza impulsora
coincide con la frecuencia natural del sistema.

Sin embargo, el mdximo de transferencia de potencia no coincide exactamente con el mdximo
de la amplitud. La frecuencia angular de la fuerza impulsora para la que la amplitud es

mdxima, esto cs, aquella que cumple que

dA

de

=0 (6.30)

W=y

se denomina frecuencia de resonancia en la amplitud 'y vale

(‘)A = (wé -2 ﬁZ (6.31)

Cuando la frecuencia de la fuerza impulsora es igual a ®,, la amplitud de las

oscilaciones alcanza su valor mdximo (amplitud de resonancia), cuyo valor es:

A = —— (6.32)
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se aproxima la frecuencia de resonancia en la
amplitud w, a la frecuencia de resonancia en la
transferencia de potencia ©,. Para B = 0 las dos
coinciden. En esta situacién. ademds, podemos ver

por la cc. (6.32) quc la amplitud de resonancia se
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Cuanto menor es el amortiguamiento, mas

hace infinita, tal como se ve cn la figura 6.4.

Fig. 6.4. Amplitud en funcién de

o, para w,=n rad, a,=1rad/sy

varios valores de .

Problemas

Un péndulo simple tiene inicialmente un periodo de 2s y una amplitud de 2°. Después
de 10 oscilaciones completas su amplitud se reduce a 1.5°. Hallar ¢l pardmetro de
amortiguamicnto f3.

Sol.: 0.0144 5!

Una masa de 0.5 Kg unida a un muclle de constante eldstica k=250 N/m oscila con
una amplitud inicial de 6 cm,

a) Hallar cl perfodo y la energia del oscilador en el instante inicial

b) Determinar el valor de la constante de amortiguamiento vy del oscilador sabiendo
que la energia se disipa a razén de 1% cada ciclo.

Sol.: a) 0.28 s; 0.45 J; b) 0.0178 Kg/s

Un oscilador estd caracterizado por los pardmetros siguientes: m=0.5 Kg, K=50 N/m
y B=0.01 s'. En el instante inicial la amplitud de sus oscilaciones era de 0.25 m.

a) Calcular el valor de la energfa que se disipa por oscilacién en el iiisiante inicial.
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b) Hallar el nimero de oscilaciones completas que se dardn antes de que la energia
del oscilador se haya reducido a un 1% de su valor inicial. ;Cudnto valdrd entonces
la energia perdida por oscilacién?

c¢) Calcular el factor de calidad

Sol.: a) 19 mJ; b) 366; 0.19 mJ; c) 500

4.- Una masa de 0.25 Kg estd unida a un muelle cuya constante eldstica es K=200 N/m,
siendo la constante de amortiguamiento y=3 Kg/s. La masa estd impulsada por una
fuerza externa F=5 sen 30t N
a) (Cudl es la amplitud de las oscilaciones? ;Cudl es el dngulo de desfase entre la
fucrza impulsora y el desplazamiento?
b) Si sc varia la frecuencia de la fucrza impulsora, (A qué frecuencia se producird la
resonancia cn amplitud? ;Cudl serd la amplitud de las oscilaciones en la resonancia?

Sol.: a) 5.35 cm; 105.5% b) 26.98 rad/s; 6 cm

5.- Un oscilador arménico no amortiguado cstd constituido por una masa de 100g unida
a un muclle de constante eldstica K=40000 dyn/cm. Sec le aplica una fuerza impulsora
IF=3000 scn 10t dyn. Calcular la amplitud de las oscilaciones del oscilador en ¢l estado
estacionario y ¢l desfase entre la fuerza impulsora y la velocidad.

Sol.: 0.1 em; -n/2
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7. Movimiento ondulatorio

Una onda es cualquier perturbaci6n de una condicién de equilibrio, que se propaga en
el tiempo de una regién a otra del espacio. Su naturaleza puede ser muy distinta: la luz, el
sonido, los movimientos sismicos, las ondas sobre el agua, la ondas en una cuerda..., pero en
todos los casos hay un estado fisico (un campo electromagnético, una presién, un
desplazamiento) que se propaga. Esta propagacién presenta, en general, un transporte de
energia, pero no un transporte de materia.

En este capitulo estudiaremos las caracterfsticas generales del movimiento ondulatorio,

para pasar a continuacién a considerar algunas clases especiales de ondas.

7.1. Descripcién matemadtica de la propagacién

Veremos en primer lugar cémo podemos describir mateméticamente una perturbacién
que se desplaza en una determinada direccién sin deformarse. Consideremos una funci6n
y=f(x) como la representada en la figura 7.1. Si reemplazamos x por x-a (a>0) la funcién
resultante y=f(x-a) mantiene la misma forma, y estd desplazada una distancia a hacia la
derecha. Del mismo modo, y=f(x+a) corresponde a una desplazamiento sin deformacién hacia

la izquierda.

yH(x+a) ytx) y(x-a)

Fig. 7.1 Traslacién de una funcién sin distorsién

Si tomamos el pardmetro a como proporcional al tiempo ¢ (a=vt), entonces la funcién
y=f(x+vt) representa una curva que se mueve hacia la derecha (izquierda) con una velocidad
v. Asf pues, una expresién matemética de la forma y(x,t)=f(x+vt) es adecuada para describir
una situacién fisica que se propaga sin deformacién en la direccién del eje x. y(x,t) puede
representar cantidades fisicas muy diferentes, como la deformacién en un sélido, un campo

electromagnético o la presién en un gas.
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Un caso especialmente interesante es aquel en el cual y(x,7) es una funcién arménica

como

y(x,t) =y, senk(x -vt) (7.1)

donde la cantidad k tiene un significado importante. Podemos ver féicilmente que

reemplazando x por x+2n/k, se obtiene el mismo valor para y(x,t):

y(x+£k75,t) =y, sen (k(x~vt) +2n) =y, senk(x-vt) = y(x,t) (7.2)

de manera que la curva se repite a si misma cada longitud A=2n/k. A recibe el nombre de
longitud de onda. k representa el nimero de longitudes de onda en la distancia 2n y se
denomina nidmero de onda

Para entende.r la forma de la funcién dada por (7.1), vamos a considerar dos
situaciones. Si nos fijamos en primer lugar en un punto determinado, situado en la posicién

x=x,, vemos que y(x,t) sigue la ecuacién de un movimiento arménico simple de pulsacién

w=kv, igual al estudiado en el tema 5. Por T
0
otro lado, si nos fijamos en un instante _ ot
de tiempo concreto t,, vemos que la 5 :
forma que adquiere y(x,?,) también viene s 4 5

dada por la ecuacién de un movimiento

1Y
arménico simple, donde la posicién x 03 | ]
2 w0l J
juega el papel del tiempo ¢ Este Y

comportamiento puede verse en la Figura _

U2 Fig. 7.2. Vibracién de un punto y(x,,t)
y forma de la onda y(x,ty).

La ecuacién (7.1) también puede escribirse como

y(x,t) =y, sen(kx - wt) (7.3)

donde la pulsacién (o frecuencia angular de la onda) est4 relacionada con A por:
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w=kv=""v (7.4)

A partir de (7.4), y utilizando la expresién (5.5) para el m.as., se obtienen las

siguientes relaciones entre la velocidad, la longitud de onda, la frecuencia y el periodo:

(7.5)

Esta expresién nos indica que la longitud de onda puede definirse como la distancia
que avanza la onda en un perfodo. Se tienen por tanto dos periodicidades: una en el tiempo,
dada por el periodo T y la otra en el espacio, dada por la longitud de onda A, relacionadas
por A=vT.

La importancia de realizar un estudio detallado de las ondas arménicas se debe a que,
segin ¢l Teorema de Fourier, cualquier movimiento ondulatorio periédico puede escribirse
como una superposicién de movimientos ondulatorios arménicos. En efecto, tal como vimos

en la seccién 5.6, cualquier funcién periédica f(x)=f(x+A) puede escribirse como

y = f(x) = ay+ ) a,cosnkx + b, sennkx (7.6)

n=1

donde & jucga ¢l misma papel que jugaba w en la ecuaci6n (5.32). Los coeficientes de Fourier
a, a,y b, sc obticnen de forma similar a la dada en la ecuacién (5.33), con x en lugar de 1.

Asi pues, ¢l movimicento ondulatorio descrito por y=f{x-vt) puede expresarse como

y(xt) = f(x-vt) = ay+ Y a,cosn(kx-wt) + b, senn(kx-wt) (7.7)

n=1
lo que indica que un movimiento ondulatorio periédico se puede expresar como una

superposicién de movimientos ondulatorios arménicos de frecuencias ®, 20, 30, ..y

nimeros de onda k, 2k, 3k, ...
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7.2. Ecuacion de ondas. Generalizacion a tres dimensiones

Hemos visto que una funcién y=f{x+vt) describe una perturbacién que se propaga en
direccién x sin distorsién. Sin embargo, es conveniente encontrar la ecuacién diferencial que
satisface dicha perturbacién. Asf, cada vez que reconozcamos que un cierto campo, como
resultado de sus propiedades fisicas, satisface tal ecuacién, podremos estar seguros de que el

mismo se¢ propaga en el espacio con velocidad definida y sin distorsién.

Derivando la expresién y=f{x+vt) dos veces respecto de x y respecto de ¢, y utilizando

la regla de la cadena (df(u)/dv=df(u)/du-du/dv) puede escribirse que:

oy(x,t) _ +vfi(x zve) Fyxh) = vifli(x £ vt)
ot ot? (7.8)
ay(x,t) =f/(x:t Vt) M = f//(x;tvt)
ox ox?

donde f” es la segunda derivada de f respecto de su argumento. Igualando f” de las dos

cxpresiones anteriores, puede cscribirse finalmente que

azy(x,t) = V2 azy(x’t) (7.9)
t? ox?
Esta ecuacién diferencial recibe el nombre de ecuacién de ondas, y todas las funciones
quc representan ondas viajeras en direccién x deben satisfacerla. En particular, podemos
verificar que la ecuacién de ondas se satisface para la onda sinusoidal (7.3). En efecto,

tomando derivadas parciales respecto a x y t, se tiene que:

62y(32c,t) = - w2y,sen (kx-wt)

% (1.10)
Py(xt) _ .2 _
ol ~k?y,sen (kx-wt)

de modo que
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Pyxt) _ 0 Pyxt) _ 2 Pyt (7.11)
ot? k*  ox? ax?

Aunque y=f(x+vt) representa una onda que se propaga segiin el eje x, no tenemos que
interpretarla necesariamente como una onda concentrada en ese eje. Puede representar
también, en tres dimensiones, a una onda plana que se propaga paralelamente al eje x. Sin
embargo, en la naturaleza hay ondas que se propagan en varias direcciones, como las ondas
circulares en la superficie de un liquido, o las ondas esféricas en un gas isétropo. Para tratar
estos casos es necesario generalizar la expresién (7.9) a tres dimensiones. Para funciones (que
pueden ser vectores) del tipo y(rt), dependientes de las coordenadas espaciales r=(x,y,z) y

del ticmpo ¢, puede escribirse que

32‘11(’,1) = V2 62¢(r,t) N azl,],l(r,[) + azl']-[(r!t) — V2V2¢(rt) (7.12)
ar? ox? 3? a2 ’

7.3. Tipos de ondas

Hemos visto que cxisten ondas unidimensionales, planas o esféricas. Otra forma de
clasificar las ondas es segin la direccién de la perturbacién en relacién a la direccién de
propagacién. Si la perturbacién ocurre en direccién paralela a la direccién de propagacion,
las ondas se denominan longitudinales, mientras que si la direccién de variacién es
perpendicular a la direccién de propagacién se denominan transversales. La direccién de
variacién de la magnitud en las ondas transversales se describe con el estado de polarizacion.
Si dicha magnitud varia de tal forma que la direccién de propagacién y la magnitud definan

sicmpre el mismo plano, se dice que las ondas estdn polarizadas linealmente.

El medio de propagacién puede hacer que la velocidad de propagacién de la
perturbacién dependa de la frecuencia. Se dice entonces que el medio es dispersivo. En estos
casos, una onda que sea superposicién de varias ondas arménicas se deforma durante su
propagacién, ya que la velocidad de cada onda arménica es distinta, lo que hace que su
tratamiento sea mds complicado. Nuestro estudio por tanto, mientras no se indique lo
contrario, se limitard al caso de medios no dispersivos, en los que la velocidad de propagaci6n

es independiente de la frecuencia .
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7.4. Ondas transversales en una cuerda

Supongamos una cuerda tensa entre dos soportes fijos. Si la perturbamos desplazando
transversalmente una pequefia porcién, observaremos unas deformaciones que se propagan
alejdndose de la porcién desplazada en ambos sentidos. Se trata de ondas eldsticas, que tienen
una direccién perpendicular a la de la cuerda.

¥y

(1%

Fig. 7.3. Fuerzas sobre una seccién de una cuerda desplazada transversalmente

Consideremos la cuerda de la figura 7.3., sometida a una tensién T y con una densidad
lineal (masa por unidad de longitud) p. En un cierto instante, una porcién AB de longitud dx
se habrd desplazado una distancia y de su posicién de equilibrio. En cada extremo de este
segmento, estard actuando la tensién T, cuyas componentes verticales valdrdn: T,= -T sen o
y T,'=T scn o, de manera que la fuerza total hacia arriba que actuar4 sobre el elemento AB

serd:
F, = T(sena’-sena) = T(tg a -tga) (7.13)

Ahora bien, tg o es la pendiente de la curva en el punto A, de manera que puede escribirse

que tg a=dy(x)/dx y tg a'=dy(x+dx)/dx de forma que

F = T( ay(x+dx>t) _ ay(xst)) =T a‘?}’(x,l) dx (7'14)
Y ax ax axz

Segin la 2* Ley de Newton, esta fuerza tiene que ser igual a la masa del segmento de

cuerda AB por su aceleracién hacia arriba:
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&y . Tazy(il;,t) = ¥ T (7.15)

dx 22l =
. ot? ox o2 u ax?

de manera que se obtiene la ecuacién de ondas (Ec. (7.9)) con velocidad

T (7.16)
1

El desplazamiento es una magnitud vectorial y su direccién (y) es perpendicular a la
direccién de propagacién (x). Se trata por tanto de una onda transversal que, en este caso, estd

polarizada linealmente.

7.5. Ondas de presion en un tubo de gas

A continuacién vamos a considerar las ondas eldsticas que se producen en un gas
debido a las variaciones de presién. Para simplificar, comenzaremos considerando las ondas
longitudinales que se propagan en un gas encerrado en un tubo cilindrico, de seccién A, como

¢l mostrado en la Figura 7.4.

r‘l E——f
- 5\
I H
O.-'——EH--;—]—?-;- ————— g --:_- - — e X
R ) P —] —
z dr dr+d¢

Fig 7.4. Propagacién de una perturbacién en un tubo que contiene un gas

Llamaremos p, ¥ p, a la presién y a la densidad del gas en equilibrio (igual en todo
x), y consideraremos un volumen elemental Adx. Si la presién del gas se modifica (por
ejemplo poniendo en movimiento un pistén situado en un extremo del tubo) el punto Q se
desplazard una distancia &, y el punto Q' una distancia £+d§, de manera que el volumen
elemental pasard a valer A(dx+dt). Igualando las masas del volumen elemental, antes y

después de la variacién, puede obtenerse que: p/A dx = pA(dx+d%), de modo que:
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_ Po _ Ok

donde se ha considerado que dé=0&/0x dx y se ha supuesto que d&/dx es pequeiio.
En el estudio de los fluidos, se introduce el médulo de compresibilidad B como el
cociente entre la presién a que estd sometido un fluido y la deformacién unitaria de volumen

que produce, es decir:

AV e1d
-p = -B2" = B>~ (7.18)
P-Py 3%
Ahora bien, si ¢l elemento que consideramos estd en movimiento es porque la presién
cn una de sus caras cs diferente a la presién el la otra cara. Llamando dp=p"-p a la diferencia

de presién y aplicando la segunda ley de Newton, escribiremos que

FE FPE

dm— = Adp => pjAdx— = AB—dx (7.19)
ot? or? ox?2
de modo que:
FL _ B (7.20)
ot Po ax?
lo que corresponde a la ecuacién de onda (7.9) con velocidad
v=- | B (7.21)

Utilizando las ecuaciones (7.17) y (7.18) pueden escribirse ecuaciones anélogas a la
(7.20) para la densidad p y para la presién p. Por ello, al referirnos a un gas, podemos hablar
de una onda de desplazamiento, una onda de presién o una onda de densidad.

Suponiendo que las ondas de desplazamiento sean arménicas y se expresen como

E=E sen(kx-wt), tendremos para la presién (Ec. (7.18)) que
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P-Py = ~BkE,cos(kx-wt) = BkEosin(kx—wt—%) (7.22)

de manera quei la onda de presion oscila en torno a su valor de equilibrio con una amplitud

©, dada por:
®, = BkEy = vipokE, (7.23)

y estd desfasada en m/2 respecto de la onda de desplazamiento.

7.6. Ondas electromagnéticas

Cuando un campo eléctrico (o un campo magnético) varfa con el tiempo, se induce
un campo magnético (o ecléctrico) en las regiones adyacentes del espacio. Esto sugiere la
existencia de una perturbacién clectromagnética, consistente en campos eléctrico y magnético
que varian con el tiempo y que pucden propagarse de una regién a otra del espacio, que
recibe ¢l nombre de onda electromagnética.

Los principios bésicos del electromagnetismo pueden formularse mediante un conjunto

de 4 ccuaciones que se denominan Ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones pueden

combinarse originando dos ecuaciones de onda, una para ¢l campo eléctrico E y otra para

¢l campo magnético B . Las ccuaciones de Maxwell en ¢l vacio pueden escribirse como:

V-E-PL
€
VxE=-98
ot (7.24)
V-B=0
O - OE
VxB = + €, —
Po(] oat]

donde €, y p, son constantes y p y j son, respectivamente, las densidades de carga y de
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corriente. En el caso particular de ausencia de cargas (p=0) y corrientes ( f =0 ) estas

ecuaciones quedan en la forma:

V-E=0
- J (7.25)
V:B =0
S & oE
VxB = ephg—
oo,
Combinando las ecuaciones precedentes, puede obtencrse

:f . 25 .

OE _ 1 wmp 9B _ 1 g5 (7.26)

ot? €oHo o2 €olo

de modo quc obtencmos la ccuacién de ondas tridimensional (7.12), con velocidad de
propagacién:

¢ = —1 - 3.10% ms 71.27)

€oMo

5

Algunas caracteristicas importantes de todas las ondas electromagnéticas son:
- La onda es transversal. LLos campos E y B son perpendiculares a la direccién de

propagacién de la onda y entre si.

- La onda viaja en el vacio con una velocidad definida e invariante dada por (7.27).

La ondas electromagnéticas se caracterizan por su longitud de onda (o su frecuencia).
La luz consiste en ondas electromagnéticas con longitud de onda comprendida en el intervalo
de longitudes de onda entre 4 y 7.10’m. En la figura 7.5 se muestra el espectro

electromagnético.
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Fig. 7.5 Espectro electromagnético

7.7. Energia e intensidad de las ondas

En este apartado, vamos a centrarnos en el estudio de la energfa transportada por una
onda esférica, para el caso de ondas elédsticas arménicas.

Cuando un movimiento arménico se propaga por un medio eldstico, las particulas
alcanzadas por la perturbacién se encuentran sometidas a un movimiento vibratorio y, en
consecuencia, poseen una cierta energia cinética E,, por la velocidad de que estdn animadas,
y una cierta energfa potencial E, por efecto de la fuerza eldstica que tiende a retornarla a su
posicién de equilibrio. Si el medio es homogéneo e isétropo, la velocidad de propagacién de
la energia es la misma en todas las direcciones. Tomando dos superficies esféricas muy

préximas, separadas una distancia dr, todas las particulas que vibran en esta capa lo hardn con

la misma encrgia e,

e = %mv2+E = —mw?E (7.28)

siendo &, la amplitud del la vibracién. Si llamamos dM = p4nrdr a la masa total de las

particulas contenidas en dicha capa, la energfa de vibracién de todas ellas serd

dE = %dezag - 2nprielEldr (7.29)

Esta energia atravesar4 las dos superficies esféricas préximas en un tiempo dt, de

modo que el flujo de potencia valdra:
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f,

E 2 2p2dr 2,252
P=""=2npr°w’E;— = 2npriw’f,v (7.30)
aZ Y Eodt P 0
siendo v la velocidad de propagacién de la onda.
La energia por unidad de tiempo que atraviesa la unidad de superficie recibe el
nombre de intensidad de onda, y vale
1 2,2
I = —pw’yv (7.31)
2
La expresion (7.31) nos indica que la intensidad es proporcional al cuadrado de la
amplitud. Si considcramos dos superficies esféricas de radios ry », la energia total que las

atraviesa en un cierto tiempo f seré:
E=d4nrllt  E'=4nr'l't (/.02
Si no hay pérdidas de energia en ¢l medio E=E", dc modo que

/ 2
I L (1.33)
I

Asi pucs, cn las ondas esféricas las intensidades estdn en razén inversa a los cuadrados
de las distancias al foco de la perturbacién, mientras que las amplitudes son inversamente
proporcionales a las distancias al foco.

Cuando se consideran ondas a distancia lo bastante alejada del foco como para que
las supcrficics csféricas puedan considerarse en una pequefia regién como planas (ondas
planas), se tiene que r=r"y por tanto I=["y £=E,". Sin embargo, la experiencia demuestra que

la onda experimenta una disminucién de la intensidad -dI dada por la relaci6n

~dI = B Idx (7.34)

done dx es el espesor del medio atravesado y B es el llamado coeficiente de absorcién del

medio. Separando variables en la ecuacién (7.34) e integrando, se tiene
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Z-par = lp--ps (7.35)

S~

y despejando I podemos saber la intensidad a una distancia x. Asi, se obtiene una funcién

exponencial:

I=1ILe? (7.36)

que proporciona la intensidad I de la onda en funcién de la intensidad incidente Iy, el

coeficiente de absorcién B y el espesor x del medio.

7.8. Sonido y sensacién sonora

El sonido es una onda csférica de presién que se propaga en un medio eldstico y que,
al llegar al oido, puede producir una sensacién sonora. El oido humano es sensible a ondas
comprendidas en un intervalo de frecuencias de 20 a 20000 Hz.

La velocidad de propagacién del sonido viene dada por la expresién (7.21), es decir:

v |B (7.37)

p

donde p es la densidad del fluido en que se propaga la onda y B es mdédulo de
compresibilidad. En ¢l caso de un gas ideal, la densidad y la presién estdn relacionadas por:
p=pRTIM, sicndo T la temperatura, M la masa molecular del gas y R la constante universal
de los gases perfectos. Por otro lado, B estd relacionado con la presién por B=yp, siendo y
¢s una constante caracteristica de cada gas. Utilizando estas dos expresiones, puede expresarse

la velocidad del sonido como:

YRT (7.38)

Respecto a la intensidad del sonido, si se utiliza la expresién para la amplitud de

presién (7.23) en la ecuaci6n para la intensidad (7.31), se obtiene
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I = 9(2) (7.39)
2pv

La amplitud de presién de la onda sonora audible més débil es de unos 3 10°Pay la

intensidad correspondiente de 1072 W/m?.

La sensacién que nos produce una determinada onda sonora depende de la frecuencia
de dicha onda. Adem4s, para un frecuencia dada, la sensacién producida no es directamente
proporcional a la intensidad del sonido. La ley psicofisica de Weber y Fechner establece que
la sensacién sonora S es proporcional al logaritmo de la intensidad de la onda sonora. Mds

concretamente, se define el nivel de intensidad sonora, expresado en decibelios (dB), como

S =10 1og11 (7.40)

0
donde I, representa el valor umbral por debajo del cual deja de percibirse un sonido de 1000
Hz de frecuencia y vale I,= 10"? W/m?.
En la figura 7.6 se muestran, para las distintas frecuencias, los umbrales de audicién

y de dolor entre los cuales se produce la audicién para el oido humano

" Umbral de dolor 120 Niveles de sonoridad

100 120 - -
1072 - 100/ -
=)
'-E ©
U
;10 E 80
h-RUE S U
E | %
=107~ ¢ 40| - - -
z
1079 - 20

1] ey poamp b —d = = - -_.._—._.__.'.

20 100 500 1000 5000 10000
Frecuencia, Hz

Fig. 7.6. Intervalo medio de audicién para el oido humano
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7.9. Efecto Doppler

Cuando una fuente emisora de ondas o un receptor, 0 ambos, estdn en movimiento con
respecto al aire, la frecuencia percibida es distinta a la emitida. Este fenémeno, de gran
importancia tanto para las ondas sonoras como para las luminosas, recibe el nombre de Efecto

Doppler. A continuacién analizaremos este efecto para el caso de las ondas sonoras.

Supondremos en primer lugar un foco en reposo, que emite ondas sonoras de
frecuencia v y longitud de onda A. Un observador en reposo notard que, por unidad de
tiempo, la presién presenta sus mdximos un nimero de veces igual a la frecuencia del sonido
emitido, ya que en un segundo la onda recorre una distancia v, y en ella existen v/A=v
oscilaciones completas. Ahora bien, si el observador se desplaza con velocidad radial vy, el

nimero de oscilaciones que recibird por unidad de tiempo seré:

o = 1Yo (7.41)

A

(+ si O sc acerca al foco, - si se aleja de él). Por tanto, la relacién entre la frecuencia
percibida y la emitida puede escribirse como

v ViV
VI:VI:t—O =v_0. (7.42)

v \4

Supongamos ahora que el observador no se mueve, pero que el foco emisor si lo hace,
radialmente, con velocidad v,. Ahora, las superficies correspondientes a los puntos de maxima
presién ya no serdn concéntricas sino que, como se representa en la figura 7.7, se

concentrardn en la direccién del desplazamiento y se espaciardn en la opuesta.
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Para un observador situ.ado en O, la longitud de

onda aparentemente seré:

v
AM=rsvT=2r3"t (7.43)
v

(- si el foco se aproxima a O; + si se aleja).

Fig 7.7. Foco en movimiento

Por tanto, la frecuencia aparente para el observador seré:

=Y ¥ -, Y (7.44)
A/ AFvv VFV

Las expresiones (7.42) y (7.44) pueden escribirse en una dnica férmula, que podrd

utilizarse si se mueven tanto el foco como el observador:

V:tVO

vi=wv (7.45)

V:FVf

En resumen, siempre que ¢l movimiento del foco y/o del observador tienda a que la
distancia cntre ambos disminuya, la frecuencia aparente es mayor a la emitida. En caso
contrario, la frecuencia aparente es menor. Esto, en el caso del sonido, significa que éste se
percibird mds agudo cuando el movimiento sea de acercamiento, y més grave cuando sea de
alejamiento. Aun cuando nuestra deduccién se ha hecho para ondas sonoras, en el caso de las
ondas luminosas se produce el mismo fenémeno: en los espectros de estrellas que se acercan
o se alejan de la Tierra se observan, respectivamente, corrimientos hacia el azul (mayor

frecuencia) o hacia el rojo (menor frecuencia).
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Problemas

1.- Una onda transversal de 10 cm de amplitud y 200 cm de longitud de onda se propaga
de izquierda a derecha a una velocidad de 100 cm/s, a lo largo de una cuerda tensa
horizontal. En el instante t=0 el extremo izquierdo se encuentra en el origen y
moviéndose hacia abajo.

a) Calcular la pulsacién y el nimero de onda del movimiento ondulatorio considerado.
b) Hallar la ecuacién de movimiento del éxtremo izquierdo de la onda.

c) (Cuél es la velocidad méxima de cualquier punto de la cuerda?

d) Dibujar la forma de la cuerda en =3.25 s

¢) Si la densidad lineal de la cuerda es 0.5 g/cm, (Cudl es la tensién a la que estd
sometida?

Sol.: a)3.14 rad/s;0.031 rad/cm; b)y(0,t)=10 sen nt; ¢)31.42 cm/s; €)5000 dinas

2.- La ccuacién de una onda transversal es:

t X
xt) =2 sen2w | ——-——
Yo (0.01 30 )

dondec x ¢ y estdn en ¢m y t en seg. Hallar: la amplitud, la longitud de onda, la
frecucncia y la velocidad de propagacién de la onda.

Sol.: 2 cm; 30 cm; 100 Hz; 3000 cm/s

3.- Una onda arménica transversal de longitud de onda A=2 c¢m se propaga de izquierda
a derecha con una velocidad de I ¢m/s y una amplitud de / cm. En el instante ¢=0,
el extremo izquierdo se encuentra en el origen y moviéndose hacia arriba.

a) Calcular el perfodo de la onda y determinar la ecuacién de la onda.
b) Representar graficamente el perfil de la onda en el instante t=T/4.
c) Representar el movimiento de un punto situado a I cm del origen.

Sol.: a) 2s; y(x,t)=senn(t-x)
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4.-

Dada la ecuacién de onda en una cuerda:

y(x,t) = 0.03 sen(3x-21)

donde x e y estdn en metros y ¢ en segundos. Se pide:

a) La velocidad méxima en cualquier punto de la cuerda
b) La velocidad de propagacién de la onda

Sol.: a) 0.06 m/s; b)0.67 m/s

Una fuente vibrante que estd en el extremo de una cuerda tensa produce una

perturbacién dada por la ecuacién:

¥ = 0.1 sen 6t

donde y cstd en metros y ¢ cn segundos. La tensién de la cuerda es de 4 N y la masa
por unidad de longitud es de 0.0/ Kg m'.

a) Hallar la frecuencia y la longitud de onda.

b) Hallar la ecuacién del movimiento para un punto situado a Im de la fuente.

Sol.: a) 0.95 Hz; 20.94 m; b) y(1,1)=0.1 sin(61-0.3)

Una fuente emite un sonido de 200 Hz que se mueve por el aire en reposo con una
velocidad de 340 m/s.

a) Si la fuente se mueve con una velocidad de 80 m/s respecto al aire en reposo hacia
un oyente estacionario, hallar la longitud de onda del sonido entre la fuente y el
oyente, y la frecuencia oida por éste.

b) Si el observador se mueve con una velocidad de 80 m/s alejdndose de la fuente
estacionaria, hallar la frecuencia ofda por dicho observador.

Sol.: a) 1.3 m; 261.54 Hz,; b)152.94 Hz

Dos sirenas A y B, tienen una frecuencia de 500 ciclos/s. A estd fija, y B se mueve
hacia la derecha (alejdndose de A) con una velocidad de 60 m/s. Un observador
situado entre A y B se desplaza hacia la derecha a 30 m/s. ;{Cudl es la frecuencia de

A al ser percibida por el observador? ;Y la de B?
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8.-

10.-

Sol.: 455.9 Hz; 462.5 Hz

Un coche se mueve con una velocidad de 17 m/s hacia una pared estacionaria. Su
bocina emite ondas sonoras de 200 Hz que se mueven a 340 m/s.

a) Hallar la longitud de onda del sdnido delante del coche y la frecuencia @c?qn la
que las ondas inciden en la pared. 7

b) Como que las ondas se reflejan en la pared, ésta actia como una fuente de ondas
sonoras a la frecuencia hallada en el apartado a). ;Qué frecuencia oird la persona que
conduce el coche de las ondas reflejadas en la pared?

Sol.:a) 1.615 m; 210.5 Hz; b) 221.05 Hz

Un foco que emite ondas sonoras de /000 ciclos/s se mueve hacia la derecha en el
aire en reposo con una velocidad de 30 m/s. A la derecha del foco se halla una gran
superficie reflectora que se desplaza hacia la izquierda con una velocidad de 720 m/s.
a) (Cudl cs la longitud de onda a la derecha del foco?

b) (Cudntas ondas llegan a la superficie receptora en 0.0/ seg.?

¢) (Cudl cs la longitud de onda de las ondas reflejadas?

Sol.:a) 0.31 m/s; 15;¢) 0.15m

1.- (Cudl cs el nivel de intensidad en dB correspondiente a una onda sonora:
a) de intensidad 707 w/m?,
b) de intensidad 10 w/m?.
2.- Hallar la intensidad si:
a) el nivel de intensidad es /0 dB.
b) el nivel de intensidad es 3 dB.
3.- Hallar la amplitud de presi6én correspondiente a ondas sonoras en el aire en c.n.
para las intensidades del apartado 2 (Densidad del aire: 1,29 kg/m’).
4.- Si se duplica la intensidad ;en cudnto aumentaré el nivel de intensidad?.
5.- (Qué fracci6én de potencia aciistica de un ruido deberd eliminarse para disminuir
el nivel de intensidad sonora de 90 a 70 dB?.

Intensidad umbral: I,=10"? W/m?
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Sol.: 1a) 20 dB; 1b) 100 dB; 2a) 10! W/m?; 2b) 2-10" W/m?; 3) 9.27-10° Pa; 4) en
3dB; 5) 99%

11.- a) Si se triplica la amplitud de los cambios de presién de una onda sonora, ;cuédntas
veces se aumenta la intensidad de la onda?
b) ;Cuéntas veces habrfa que aumentar la amplitud de los cambios de presi6n de una
onda sonora para multiplicar su intensidad por un factor 16?
Sol.: a) 9; b)4
12.- Un automévil ticne produccién de ruido acistico de 0,10 W. Si el sonido se radia
isotropicamente,
a) (Cudl cs la intensidad a una distancia de 30 m?.
b) ;Cudl es cl nivel de intensidad sonora en db a esta distancia?.
c) (A qué distancia el nivel de intensidad sonora vale 40 dB?.
d) (A qué distancia deja de percibirse el ruido producido por el coche?.
Sol.: a) 8.84-10° W/m?; b) 69.5 dB; c) 892 m; d) 89206 m
13.- Tres fuente sonoras producen unos niveles de intensidad de 70, 73 y 80 dB cuando

actian scparadamente. Cuando actdan juntas las intensidades se suman (no existe
interferencia entre las ondas procedentes de las fuentes sonoras debido a que las fases
varfan alcatoriamente). Hallar el nive! de intensidad sonora cuando las tres fuentes
actiian simultdneamente. Discutir sobre la utilidad de eliminar las dos fuentes menos
intensas con objeto de reducir el nivel de intensidad del ruido.

Sol.: 81 dB
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8. Superposicion de ondas

El principio de superposicion afirma que cuando dos o mds ondas coinciden en el
tiempo y en el espacio, la funcién de onda resultante es la suma de las funciones de onda
individuales. Este principio nos permitird estudiar lo que ocurre cuando en un medio se
propaga mds de un movimiento ondulatorio. A continuacién enunciaremos el principio de

Huygens, y analizaremos los fenémenos de difraccién y de polarizacién.

8.1. Interferencias

Sc¢ denomina interferencias a los fenédmenos que resultan de superponer dos o mas
ondas ¢n un punto. Cuando cn una regién del espacio coinciden varias ondas, se observa que
la intensidad de la onda resultante varfa de un punto a otro, forméndose las llamadas figuras

de interferencia.

En primer lugar, trataremos el caso dc dos fuentes que oscilan en fase, con igual
frecuencia c igual amplitud A. Considerarcmos un punto P cualquiera, y llamaremos x, y x,
a las distancias de cada una de las fuentes al punto P. Las ondas individuales, en P, vendréin

descritas por las ecuaciones:

Y, = A sen(kx, - wt)

8.1
Y, = A sen(kx, - wt)
La onda resultante, de acuerdo con el principio de superposicién, ser4:
y=y +y, =4 [sen(kxl - wt) + sen(kx, - wi) ] (8.2)
Aplicando la férmula trigonométrica:
sen +sen[3=2senm;pcos°‘;ﬁ (8.3)

la expresién anterior queda:
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k(x, - +
y =24 cos(xlsz) sen(kxlzx2 - cot) (8.4)

que puede escribirse como

X, +X
y =A’sen(k ’2 2 —wt] 8.5)

siecndo A’ la amplitud:

Al =24 Cosfﬁl‘_"z) (8.6)

Estas expresiones nos indican que el resultado de la superposicion es una onda de
igual frecuencia que las iniciales, pero con una amplitud que depende de la diferencia de

caminos desde las dos fuentes hasta ¢l punto P.

Scgtin (8.6), la amplitud serd maxima en los puntos que verifiquen:

X)L ER-R)

c nm
2 2
es decir, para una diferencia de caminos:
2nn
X -x, = =nA, n=0,1,2,..
k

En este caso se dice que la interferencia es constructiva. La amplitud vale A'= 2 A,
de modo que la intensidad (proporcional al cuadrado de la amplitud) es I' = 4 I. Por otro lado,

la amplitud serd cero (y por tanto también la intensidad) en los puntos que verifiquen:

S}’c(xl—x;,‘) L0 k(x, -x,)
2 2

-@2n+1E
co ( )<

es decir, para una diferencia de caminos:
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_(@2n+)=

A
- = =(2n+1 — n=0,1,2,...
X, — X, T ( )5

En este caso se dice que la interferencia es destructiva. En resumen, se tiene:

na constructiva

Ax=x-x, = 8.7)

(2n+1) —;— destructiva

Las interferencias se producen tanto en ondas que se propagan en medios materiales
como en ondas electromagnéticas. Respecto a este segundo caso, es muy célebre el

experimento realizado por Young en 1801, que sirvi6 para comprobar el cardcter ondulatorio

de la luz.
~ 8.2. Experiencia de Young:

La experiencia de Young consiste en interponer en el camino de la luz procedente de
un foco F una superficie con dos rendijas separadas una pequefia distancia a. Colocando una
pantalla delante de éstas, puede observarse una imagen consistente en una serie de franjas de
luz y de oscuridad. La explicacién es que cada una de las rendijas se convierte en centro

emisor de ondas, que se superponen dando lugar al fenémeno de interferencias explicado

anteriormente,

Fig. 8.1. Experiencia de Young
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Si consideramos el punto P de la pantalla, situada a una distancia D muy grande en
comparacién con la separacién entre rendijas (a << D), la diferencia de caminos es

aproximadamente:

Ax = x,-x, =~ asenf (8.8)

La distancia z medida sobre la pantalla desde el centro de ésta hasta el punto P estd

relacionada con @ por:

z =Dtan 6 8.9)

Para valores pequefios de @ se cumple que sen 6 = tan 8 =z / D , de modo que podemos

considerar

Ax ~ 3% (8.10)
D

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (8.7), encontramos que la posicién de los

mdximos de luz (interferencia constructiva) viene dada por la expresién:

a Znax DA
Ax =nA = = z =pn=Z (8.11)
D max a

micntras que la posicién de los minimos (interferencia destructiva) viene dada por:

px = @nayk o B, (2021} DA (8.12)
2 D 2 ) a

La distancia entre dos maximos o dos minimos vale

o el
a

Az (8.13)

El resultado obtenido indica que, dentro de las aproximaciones realizadas, la distancia

entre franjas es constante, es decir, las franjas son equidistantes.
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8.3. Ondas estacionarias

Un caso especial de interferencia es el que se produce entre dos ondas idénticas que
se¢ propagan en sentidos opuestos. A la resultante de estas ondas se la denomina onda
estacionaria. En particular, podemos pensar en una cuerda en la que se propagan dos ondas

de igual frecuencia y amplitud. La onda que viaja hacia la derecha es:
ryl = A sen (kx - wt)_' (8.14)
micntras quc la que viaja hacia la izquierda es:
L Y2 = A sen(kx + w't)J (8.15)

La superposicién de las dos ondas ser4:

= + = A [sen(kx-wt) + sen(kx+wt)] =
Y =y +y =A[sen( ) ( )] (8.16)

[= 2 A senkx coscot:]

donde sc ha utilizado nuevamente la relacién trigonométrica (8.3). La ecuacién (8.16) nos
indica que cada uno de los puntos de la cuerda sigue un movimiento arménico simple de
frecuencia angular @ y cuya amplitud (A'=2 A sen kx) depende de su posicién. La amplitud

A'cs cero en los puntos, denominados nodos, en los que se cumple que:

senkx =0 = kx=mn = x=m% 8.17)

La amplitud A'es mdxima (A'= 2 A) en los puntos, denominados vientres o antinodos, que

verifican que:

senkx = +1 = kx= (2m+1)% - x = (2m+1)-:i (8.18)

Asi pues, se tiene:
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nodos

B
D>

x = m=0,1,2,.. (8.19)
(2m+1)—i— antinodos

Si tenemos una cuerda de longitud L sujeta por los dos extremos y la perturbamos, se
crea una onda que al llegar a los extremos se refleja. La onda incidente y la reflejada se
propagan en sentidos contrarios y podrian dar lugar a una onda estacionaria. Para que esto
suceda tienen que darse unas condiciones especiales: los extremos de la cuerda tienen que ser
nodos. De acuerdo con la ecuacién (8.19), la distancia entre dos nodos es A/2, de manera que
para tener una onda estacionaria en una cuerda fija por ambos extremos es necesario que ésta

tenga una longitud:

Dt

L= n%’— n=1,2,3,. (8.20)

Dicho de otro modo: si la cuerda tiene longitud L, las posibles longitudes de onda y

frecuencias de las ondas estacionarias son:

2L v
Y —— =g — (8.21)
n y 'QZL

Estas frecuencias se denominan

frecuencias naturales o arménicos. La frecuencia

correspondiente a n=/ (v, = v/2L) se denomina

frecuencia fundamental. En la Figura 8.2 se |

N>
nie~

muestra las ondas correspondientes a varios

armanicos.

NS NN

2

I =

Fig.8.2 Ondas estacionarias en una

cuerda con ambos extremos fijos.
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8.4. Principio de Huygens. Difracciéon

El principio de Huygens establece que: "cuando un movimiento ondulatorio llega a un
punto capaz de vibrar, éste se transforma en un foco emisor; las ondas resultantes son activas
en los puntos de contacto con la envolvente comun"”.

Este principio explica la propagacién del movimiento

ondulatorio. Todos los puntos de un frente de onda se '
convierten en emisores de ondas elementales que se propagan e B
en todas direcciones. Pasado un periodo de tiempo, la

perturbacién se habrd transmitido una distancia A = v T ¢

(radio de las esferas pequeiias). El nuevo frente de ondas seréd
la superficie envolvente de las ondas elementales.

Fig. 8.3 Frentes de ondas.

Cuando en el camino por donde se propaga una onda se interpone un obstdculo cuyas
dimensiones son comparables a la longitud de onda, dicha onda sufre una distorsién. Este
fenémeno se conoce como difraccién. El obstdculo puede ser una pantalla con una rendija que
s6lo permite el paso de una porcién del frente de onda, o bien puede ser un pequefio objeto

que impide el paso de una porcién del frente de onda.

O o=bD O O O0=0 0O
O 0 O O O O o=
0O 0 0=0 0 O O ©
0O 0O 0O O0=0 O ©
0O=0 0 0 O O 0O O=O0 O o ©
0O 0O 0 o 0o o o O O o O0=0
0O 0O 0O=0 0 0 0 0 0=0 O ©o
O 0o o 0 0o 0=0

o 0 0 0 o 0O O O

(a) (b)
Fig. 8.4 Comportamiento de un haz de partfculas (a) y de una onda (b) al

incidir sobre una pantalla con una pequefia abertura.
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Este fenémeno puede observarse en la Fig. 8.4 (b). Cuando un haz de particulas incide
sobre una superficie que tiene una abertura, se observa que aquellas que inciden justo en la
abertura contindan su camino sin ser perturbadas, mientras que las otras se detienen o rebotan
hacia atr4s (Fig. 8.4 (a)). Sin embargo, las ondas se comportan de una forma diferente,
extendiéndose alrededor de la abertura, como se muestra en la Fig. 8.4 (b). El efecto es més
importante cuando el tamafio de la abertura (obstéculo) se aproxima a la longitud de onda de
las ondas. Es por esto que habitualmente no podemos observar la difraccién de la luz (A ~
5 10"m) ya que el obstdculo tendria que ser muy pequefio; lo més frecuente es obtener una
sombra detrds del obstdculo. En cambio si que apreciamos habitualmente la difraccién de las
ondas sonoras, ya que éstas tienen una longitud de onda relativamente grande (A ~ 1 m). La
ondas sonoras pueden contornear fécilmente un obstdculo interpuesto, de modo que

percibamos el sonido detréds de éste.

8.5. Polarizacion

La polarizacién es un fenémeno caracteristico de las ondas transversales, en las cuales
las particulas vibran perpendicularmente a la direccién de propagacién. En general, la

direccién de vibracién varfa de unos puntos a otros. Se dice entonces que la onda no estd

polarizada.

Una onda estd polarizada linealmente cuando las
particulas vibran siempre en un mismo plano (OXY en la

Fig. 8.5). Dicho plano se denomina plano de oscilacion.

Fig. 8.5 Polarizacién lincal

Cuando se superponen dos ondas transversales de igual frecuencia que se encuentran
linealmente polarizadas, con sus planos de polarizacién perpendiculares, se obtiene una onda

polarizada elipticamente. En efecto, si consideremos dos ondas de ecuaciones:
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y(x,t) = A sen(kx - wt)

z(x,t) = Bsen(kx-wt+9J)

De la Ec. (8.23) tenemos que

2(5,0) _ gen (kx - wt)cosd + cos(kx - wf)send

y de la (8.22):

1-y
A2

sen (kx - wt) = => cos (kx - wt) =

pa
A

Sustituyendo y operando, puede obtenerse:

2 2
20 Ly _2zy

B? A? AB

cos® = sen?d

8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

que, para una v determinada, cs la ecuacién de la elipse que describe la particula situada en

¢sa posicion,
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Problemas

Un foco de luz roja de longitud de onda 6.5 107 m, produce interferencias a través de
dos rendijas separadas 0.01 cm. ;A qué distancia debemos colocar la pantalla para que
las primeras franjas estén separadas 1 cm?

Sol.: 1.54 m

Dos rendijas separadas por una distancia de 1 mm se iluminan con luz roja. Las
franjas de interferencia se observan sobre una pantalla colocada a 1 m de las franjas.
a) Hallar la distancia entre dos franjas brillantes.

b) Dcterminar las posiciones de la 3® franja oscura y de la 5* franja brillante a partir

de la franja central,

Sol.:a) 0.65 mm; b) 1.625 mm; 3.25 mm

Al iluminar dos rendijas con luz de 589 nm de longitud de onda se observan, sobre
una pantalla a 3m, 28 franjas brillantes por cm. {Cudl es la separacién entre las
rendijas?

Sol.: 4.8 mm

Dos fuentes sonoras oscilan cn fase con una frecuencia de 100 Hz. En un punto
situado a 5 m de una de cllas y a 5.85 m de la otra, la amplitud del sonido procedente
de cada fuente es A. Tomando v=340 m/s,

a) (Cudl es la diferencia de fase de la onda sonora procedente de ambas fuentes en
dicho punto?

b) (Cudl es la amplitud de la onda resultante en dicho punto?

Sol.: a) m/2 ; b) A VN2

Dos altavoces separados cierta distancia emiten ondas sonoras de la misma frecuencia,
pero el altavoz 1 tiene una fase adelantada en n/2 a la del altavoz 2. Sea r, la distancia
de un punto determinado al altavoz 1 y r, la que dista del mismo punto al altavoz 2.

Hallar r,-r, tal que el sonido en el punto sea
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a) maximo
b) minimo
Expresar la respuesta en funcién de la longitud de onda.

Sol.: a) (n+1/4)A; b) (n+3/4)A

La funcién de onda correspondiente a una onda estacionaria en una cuerda fija en

ambos extremos es

y(x,t) = 0.5 sen 0.025x cos 500¢

donde x e y estdn expresados en cm y t en seg.

a) Hallar la velocidad y la amplitud de las ondas cuya combinacién da como resultado
la onda estacionaria.

b) ¢Cudl es la distancia entre nodos sucesivos de la cuerda?

¢) (Cual es la longitud mds corta posible de la cuerda?

Sol.: a) 20000 cm/s; 0.25 cm; b) 125.66 cm; c) 125.66 cm

Un hilo de acero de 5 g y 1.2 m de longitud est4 fijo por ambos extremos y tiene una
tensién de 968 N.

a) Hallar la velocidad de las ondas transversales en el hilo

b) Hallar la frecuencia fundamental

c¢) Hallar las frecuencias del 2° y 3 arménicos.

Sol.: a) 482 m/s; b) 200.8 Hz; c) 401.6 Hz; 602.4 Hz

Una cuerda de 4m de longitud se fija por un extremo y se liga por el otro a una
cuerda ligera de modo que puede moverse libremente en dicho extremo. La velocidad
de las ondas sobre la cuerda es de 20 m/s. Hallar:

a) la frecuencia fundamental

b) la frecuencia del 1 sobretono

Sol.: a) 1.25 Hz; b) 3.75 Hz
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10.-

Calcular la frecuencia fundamental de un tubo de érgano de 9.6 m que estd abierto por
ambos extremos y la correspondiente a otro que estd cerrado por un extremo.
Sol.: 17.7 Hz; 8.85 Hz

El intervalo normal de audicién va desde 20 Hz hasta 20000 Hz aproximadamente.
.Cudl es la longitud mayor de un tubo de 6rgano que tuviese su nota fundamental en
este intervalo?

a) Si estd cerrado por un extremo.

b) Si estd abierto por ambos extremos.

Sol.:a) 4.25 m; b) 85 m
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