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0. EL PRCELEMA DE LAS DISTANCIAS MINTMAS.

Fnunciado del »nroblena.

Eetudiamos aqui el siguients problema: dado un  graf> orisntadn
cuyas aristas incorporan como etigueta un némero enterc o real no
negativo, denominado coste de la arist

2, ¥y tljados dos vértices el
*—

grarc de alguna forma que mds tarde detern inaremos, se d
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El primero de ellos ‘es aquel en que el gfafb €s un modelo
abstractc - de un sistema que se puede encontrar en cada momento éan un
estade de entre una determlnada cantidad de estados posidbles, y que
puede evclucionar de un estado & otro mediante algdn tipo d=
Cransiciones. Cada nodo del grafec representaria un estado; cada
arista, wuna transiciédn posible; y cada et ‘qu ta de una arista, el
coste de efectuar 1la coarrespondients tyrans
inicial en que comienza 1ia 2volucidn del sistema, ¥y un es
que se desea hacer llegar al sistema, 2l camino mfnino 2ntre lcs
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rrespondientes vértics
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r2alizar de modo que el coste de la evoluciin zea =1 mds baio 2c3ih
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longitudes de estas vias ( o a cualquie
en autopistas ). £l problema s2 int

S e
encontrar la zecuencia de vias a vecorrer para alcanzar 1a localidad a

’—A

la que se desee llegar a partir de la localidad en que se comienza, A=

manera que el viaje resulte lo mds econdmico posikle.

Finalmente, un tercer ejemplo puede enco ar r
problemas dque aparecen n la construccién de compiladeores para
on

D

E
lenguajes de programacifn. En esta materia, la c¢
conjunts  de  3imbolos asociado a un  simbole dado A, conocido por
“FIRST(A)", 2s un problema de accesibilidad que puede reducirse con
ilidad a un problema de distancias minimas

Variantes del nroblema a resolver.

Plantearemos y resolveremos el problema snunc
distintas, . que corresponden a dos formas diferent
vérrices entre los cuales buscamos 1o

siguientes:
distancia «auas  los separa siguiendo el camino mdz corto, asil camo
21 camino en cuestidn.

2. Datos: el grafo y un vértice inicial. Se desea obtener, para cada

uno 242 los demds vértices de
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del vértice inicial siguiendo
camins en cuestién.

Pcdria considerarse también una tevcera variante, en 1a aue' las
fueran el grafo, el vértice 1inicial y =21 véctize final, 3e
dzgearia cbhtener la distancia gue separa estcs 2cs véroices sicuiendc

E = 3 - - h -~ J . - =
2L camino mds ccrto, asf como el caming on cuezsidfn, Sin 2MDAXgn, no



consideramos esta tercera variante. La razén es que cualauier
algoritmo que vresuelva la seqgunda de las
facilmente modificado para resolver =sta Lercera, y no existen otras
algoritmos sustancialmente meiores. Esto #ltimo s

posible construir grafos en los que para hallar el camino mds covt
entre un cierto vértice inicial y un cierto vértice fi S

hallar también los caminos mds cortos a 1os demis vértices.

En las siguientes zecciones presentamos: un caso particular de la
segqunda variante, y su resolucién mediante un algeritmo muy sencillo
de vecorrido de grafos; la obtenciébn, mecdiante un esquema aniloge, ds
un  algoritmo que resuelve el caso general de la sequnda variante { =1
algoritmo de Dijkstra ), y su andlisis; y finalmente, un algoritmo que

resuelve la primera variante ( el algoritmo de Floyd ) ¥ su andlisis.
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Descrioacidn d=2l caso y su solucidn.

Consideremos un grafo conexo en el cual todas las aristas tengan
el mismo coste. El coste de cada camino serd por tanto proporcional al
nimero de aristas que lo forman, y por ello podemos suponer gque o1

cnste de cada arista es la unidad.

En este caso concreto, hailar las distancias minizmas de un cierto
vértice, dque llamaremos "inicial" y denotaremos v_inic, a cada uno de
lo3 demds vértices se reduce a realizar un recorrido en anchura del
grafo comenzando por v_inic. La razén es que el recorrido en anchura
pasza por todos los véArtices de un grafo cornexc en 21 orden definido
gor 3u distancia al vértice inicial, comenzando por los mds préximos y
cevmirando por los mds alejados; y es precisamente esta distancia 1la
gue deseamos calcular. Cada vez que el recorrido en anchura alcanza un
vértice, tenemos Infaormacidn suficiente para decidir a qué distancia
de v_inic se encuentra el vértice en cuestién.

El algoritmo puede describirse comc sigue:
ALGORITMO O:

{ RECORRIDO EN ANCHURA 3

visitar_el_primer_nodo { v_inic ;
vistes := incluilr ( v_iniz, conjunto_vacio i;
c := poner ( v_inic, cola_vacia );



u := primero { < );
c := retirar ( ¢ );
cara cada v en sucesores ( u ) hacsr

no estd? ( v, vistos ) entonces
visitar ( v );
vistos := incluir ( v, vistos );
¢ := poner (v, ¢ );

Con el £in de poderlo aplicar al cdlculo de las distancias minimas
en el caso particular que estamos tratando en esta s=c

Meps o d =
visitar

instanciar las operaciones genéricas e

“yisitar el nondo v". Lo haremos de la forma siguiente: mantendremos en
un vector D la distancia a cada nodo a partir d2l momento en qﬁe la
conczcamos, y i1a utilizaremos para calcular nuevas distancias a otros
nodcos; en concreto, a sus sucesores. De esta forma, "visitar el priner
nocdo" se reduce a poner a cevo su distancia, mientras que "visitar un
nodo" consiste en asociarle como distahacia una unidad mds de 1ia
asociada al predecesor gque nos permite llegar a &1. El resultadc es el

siguisnte:
ALGCRITMC 1:

¢ CALCULO DE DISTANCIAZ MINIMAS MEDIANTE RECORRIDQ EN ANCHURA 32

DLv_inicl := 0;
visteos := incluir ! v_inic, conjunto_vacic );
c 1= p

S —

ocner ( v_inic, cola_wvacia };



ras no vacia? ( c¢ ) hacer

mient
u := primero ( ¢ );
c := retirar ( c );
vara cada v en sucesores ( u ) hacer

sl no estd? ( v, vistos ) entonces
DCv] := DCul + 1;
vistos := incluir ( v, vistos );

Log significados del vector D, del conjunto "vistes" y de la cola
¢ se describen por el siguiente invariante: para todo v, s3i v

enece a "vistos", entonces LCv] contiene la distancia de v_inic a
si adicionalmente v tiene sucesores que aln no estdn en "vistos",
entonces v estd en c.

Un ejemeplo de su aplicacidn.

Consideremos del siguiente grafo:

Q— >




El recorrido en anchura desde v_inic = 0 se puedlde realizar =n =1
siguiente orden:
0, 1, 2, 3, 4, 5
Los nodos 1, 2 y 3 entran en la cola en tanto gue sucesores de O,
por lo cual su distancia toma el valor 1l; 21 ncdo 4 entra en la cola
en tanto que sucesor de 1, pcr lo cual su distancia toma el valor 2; y
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el nodo 5 entra en la cola en tanto que sucssor de 2, por
distancia toma asimismo el valor 2.

Asl, el resultado final es la siguiente matriz de distancias:

Discusidn vy primera modificacidn.

Con el fin de discutir la viabilidad de un algoritmo simi
el caso general, discutamos previamente el uso qus =1 recorri
anchura hace de la cola. Hemos observado ya que se cumple el siguiente
invariante en el comienzo del bucle: todos los vértices de "visztos"
que no estin en la cola tienen todes sus sucesorss en “"viztos®. En
efecto, cuando se extraa un vidrtice de la cola, tcd

C
Jue no estuvieran previamente en "vistos" entvan en A1, La a@isidn de
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ta estructura de c¢onla es por tanto mantener la infarmacién

suficiente para discernir qué vértices de lcs que ya se encuentrin =n
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"vistos" pudieran rpermitir el acce

recorridos.

Con el fin de preparar el algoritme gue descrintivemcs =n  la
proxima seccidn, veamos una  verside w43 abstracra  1el Alyoritmo



anterior., Sustituimos el usc de la cola por una dJdescripcién 22 ura
accidén de la cual la cola no es sino una pcsible implementacién:

ALGCRITMO 2:

{ DISTANCIAS MINIMAS MEDIANTE RECORRIDO EN ANCHURA - VARIANTE

()

0
vistos := incluir ( v_inic, éonjunto vacic );
mientras vistos no contiene todos los wvértices <e G pacer
sea u un vértice perteneciente a vistos, que tenga
sucesor2s que no estén en vistos, y cuyo valor
asociado DCul sea minimo respecto a estas condiciones;
para cada v 2n sucescores ( u ) - vistos hacer
DCvl := DCul + 1; '
vistos := incluir ( v, vistos );

fsi frara fmientrzs

Fata versidn nos permite obviar el detalle de ccmo 3e imélementa
la eleccidén de u, permitiendo suprimir laos méncionés a la cola tanto
€n el programa come en su verificacién; el nuevo invariante del bucle
queda simplificado a 1lo que sigue: para todo vértice v en "vistos",
DCv1 contiene la distancia minima de v_inic a v. El tomar u con DCul
minimo garantiza que el invariante permanece hasta la 51 iguiente
vuelta, pues si cualquier otro camino a cada v en sucesores{u) fuese
estrictamente mds corto, v habria entrado en "visteos" antes gues u,

como 1o exige el recorvidc en anchura.

Combinado con la negacidn de la condicién del bucle, gue asequrs
que todos los vértices estdn =2n "vistos", el invariante garantiza la
correccidn parcial del algoritmo. La correccidn tckal se deriva del
hecho de que, en el caso particula que

estudiancs, =21 grain es

conexo, lo que implica que todos los vérrices son viszitad
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momento por el recorrido en anchura.



En este punto ya podemos pasar a la modificaciédn

versiébn que da
siguiente seccidn.

lugar al algoritmo de Dijkstr

a
2

Lo

de

gres=



2. EL ALGORITMO DE DIJXSTRA.

Presentacién.

Obtendremos este algoritmo mediante una nueva modificacién de 1ns3
algoritmos expuestos en la seccilédn anterior. Para ello, suprimamos la
hipdtesis de que tecdos los costes son unitario;, Yy aceptemos en su
lugar 1la Jde que todos los costes son entercs positives. Comprobaremcs
luego gque para que el algoritmo gue disefiemcs para este caso funcicra
correctamente basta suponer que scn costes reales no negativos, y que
tampoco s2 requiere la nhipdtesis de conexién.

Descripcién de la idea a sequir.

3e trata de considerar ahora la siguiente propuesta, relativaments
sencilla: dadc que todos los costes son enteros, afiadamos al grafo una
serie.de "nodos falsos" como etapas Intermedias de las aristas, de tal
wodo que cada arista de longitud n sea sustituida por una secuencia de
n aristas de longitud l; sobre este grafo puede ser aplicado el mismo
algoritmo que en la seccidn anterior.

A titulo de ejemplo, considérese el siguiente grafo:



donde la cifra que acompafia a cada arista representa su longitud.

T
La idea descrita anteriormente la convertiri{a en el gra‘o siguiente:

/
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gue 2upcndremcs egtrictaments mayor gus todos 1oz valores Qe
longitudes de aristas y que sus sumas. Asimismo, supcondremos gue 23
valor admite ser sumado a las longitudes 4de las aristas sin rerder
estas propiedades.

i
la seccidén anterior. E1 invariante del bucle, gque expl
significado de estas estructuras, es ol siguiente: para todo v, DCv]

a

im

centilen2 la longitud del camino méds corto de v_inic
"vistos". En caso de no existir £

en el punto marcado { 1 }. La inic
s

El algoritmo as como sigue:

ALGORITMC 2:

{ ALGORITMO DE DIJKSTRA ( SIN REFINAR ) 3

DLv_inicl := 03
para cada vértice v hacer
DLvl := dist ( G, v_inic, v );
frara;
vistos := incluir { v_inic, conjunto_vacio );

aisntras vistos no contisne todos los védrticss de G hacer

(]
-—d
-

"rtice nc pertenaciente a viztcs cuyo valor

ir { v, vistos );
£ 2 3
para cada v en sucesores ( U ) - 7istkos harer

'




Antes de paéar 2 explicar el refinamiento de la accién “asustar =
valor de DLvl", discutiremos algunas propiedades del algoritmo vy de
1as distancias minimas gue encuentra. Comencemos por indicar Jus 13
asercidén correspondiente al punto marcadc £ 2 } es la siguiente: para
tedo v, DLv] contiene la longitud del camino m&s corto de v inic a v

que no sale de vistos - { u 2.

Observemos a continuacién la siguiente propiedad: dados dos
vértices u y v, tales que la distancia de v_inic a u es estrictamente
=

el conjunto "vistos" antes que v. Demostramos esta afirmacidn 20
induccidn scbre los elementos de un camino minimo de v_inic a u. EI
arimero de ellos es v_inic, que =23 el primero en entrar en “vistos".
Sea w un vértice de este camino, y consideremos el momento en que por
hipdtesis de  induccidn todos los anteriores han entrado en “wistos”
pero aun no lo han hecho v ni w. En este ountc se conoce la distancia
minima 2 W, que por formar parte de un caminc hasta u 3 menor que la
distancia a v,

)]
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distancia a u, y por tanto estrictamente menor
3ea 43ta provisional 0 definitiva. Dado que el algori

1}
a

o2

aquel vértice cuyo valor asociado en D es menor, habr
antes que v, confirmando 1la hipbtesis 4e induc
razonamiento es vdlido para todos los vértices del camino en cuestidbn,

ol
cibén. Dado gu= el
2l dltimo vértice del camino, u, entra en “vistos" antes que v,
Obsérvese de pasada que 51 se admiten
razonamiento deja de ser correcto. Por 2jemp
podria pasar por u y segquir luego una arista !
51 no hay otro camino a v, tendremos que u ( gue esta "mds leios" )
o

negativo de la arista (u,v) ).

Usaremos esta propiedad para demos!
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zaber: 2n el punto marcado { 2 } en el algoritme, y sara todo vArtics
v, si el camino minimo de v_inic a v gue nc

corto gque 21 equivalente para vistos - { 0 3, enfancas snlot . s
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arista de u a v, y el citado camino minimo “ermina en ella.

La razén de que esto sea asi es la siguiente: supongamos que ol
camino minimo citado no usa esta arista {(u,v). Dado que 0
sale de vistos, debe pasar por al menos un vértice w en wistos
intermedic entre u y v. El camino de v_inic a w pasando ver u resul
ser por tanto mds corto que el que nos hizo que w entras
Tendriamos que u 2s5ti mids cerca de v_inic que w, por formar par:s
un camino minimo hasta w, y sin embargo w entrd en vistos antes gue u,
Esto contradice la propiedad que hemos demostrado antericrmenta.

Asi pues, para transformar el invariante de forma que también
enga  en cuenta los caminos que pasan por u ( es decir, para refinar

ct

la accidn "ajustar el valor de DLv1" ) es 3uficients comparar la
distancia que tengamos en DCv] con la que cbtendriamos yendo de Q_inic
a u y de alli, atravesando sélo una arista, a v. FE1 algoritmo queda
completo de la siguiente forma:

ALGORITMO 4:

{ ALGORITMO DE DIJKSTRA 2

vistos := incluir ( v_inic, conjunto_vacio J;

14
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ras vistos no centisne todos los v
132
sea u un vértice no perteneciente a vistos cuyo valer

cr

nien de G hacer

[aan ]

asociado DLul sea minimo;
vistos := incluir ( u, vistos );
{ 23
ara cada v en sucesores ( u ) - vistos hacer
si DCv3 > DCul + dist ( G
DCvl := DCul + dist ¢ G, u, v )
fsi fpara fmientras

, V) entcaces

§

r

De este modo, el razonamiento anterior nos asegura qus al terminar
€l Dbucle para todas las distancias en D han sido ajustadas para t
en cuenta el vértice u, y por tanto se cumple de nuevo el inv

v
LA

[

1]

3

cr

m

1 como se cumplia al comienzo del hucle.

(g
j©i]

La negacidn de la condicibdn del misncras junto con el invariante

itmc. La cor

s

garantizan la correccidn parcial del algo r
sigue de que a cada vuelta del bucle al menos -un vértice an
vistos, con lo cual el bucle da a 1o sumo tantas vuelta

tenga el grafo.

Finalmente, obsérvese que en esta justificacién de 1la correccién

del algoritmo de Diikstra no hemos usado las hipbtesis de que el grafo
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e3 conexo ni de que los costes de las ar
hipbtesis precisa para 21 argumento o5 gque 1

negativos. En efecto, es posi

incorrectos.



In eiemplo.

Desarrollemos el algoritmo de Dijkstra schre el grafo indicads
como ejemplo en la seccidn anterior:

7
1 AY
2
7
2
v 6 h 4

Estas son las sucesivasz configuraciones que presenta el wvector D
al ser aplicado el algcritmo anterior:

0 1 2 3 4 5 vistos:

0 2 5 2 @ 9w €00

o 2 3 2 3 = {0,103

o 2 3 2 3 3 {0,1,31

o z 3 2 3 775 C0,1,2,2
o 2 3 2 3 4 £0,1,2,3,4 2
o 2 3 2 2 £0,1.2.2,4,5 3
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ejidad del algoritmo 4
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Analicemos el algo
una matriz de adyacen nsil
n el némero de vértices del grafo, y sea e el nlmero de aristas.

La Iniclalizacidn requiere obviamente 0(n) operacicnes, Tn el
bucle mientras que le sigue, afAadimos un vértice a vistes A cada
vuelta. Por tanto, el algoritmo da C(n) wueltas del »ucla 2ZT2vrno
Cada una de estas vueltas requiere identific
nodo que se introduce en vistsos, y en 21 caso de la impi=mentaci
matriz de adyacencia ésto requiere
cierta fila de la matriz. Por tanto, el busle para interno requiere
asimismo un tiempo 0(n), ya que 1los tiempos precisados por la
comparacién y, en su caso, actualizacidn de D 3on constantes
incependientes de n. Por tanto, el tiempo total requeridoc por el bucle
orincipal es O(n?

Sin embapgo, en caso de utilizar listas de ddyacencia para
implementar <1 grafo, y utilizan ﬂo una cierta es
ara acelerar la eleccidén del minimo, se puade vebajar
complejidad para el caso de graios con "pocas” aristas. En efecto

odemos mantener en paralelo a D una estructura de "heag" que permita
er 2l vértice mds prédxime a v_inic en tiempc O0(iog n), y realiza

cada una de las medificacicnes precisas dentrc del bucle cara interno
en tiempo asimismo O0(log n). Si tenemos el grafa =2n  listas

advacsncia, =21 bucle vara s

largo de tocas las wvuel iTle miamtras extavno ', lo cual da un
Zil2mpo de Q(2.log n). La inicializacidn, sin embaryo, 2ihcra 23 n4s
ccmpleja, por ser preciso inicializar 21 “"hean”, 1o cual ra2gquiere urn
Tiempo de O(n.log n). E1l tiempo total es Qf(n+e).lag n'. Zsta  varsidn
resulta aconsejable s5i e es
2
0 ( g = 2 n o
log n

T ————

e ——




Sin embafgo, 31 e supera 23ta cantidad es grafa
hi
implementacidén por matriz de adyacencia, gue requiere 0O(n-

henmos dicho.

Reconstrucecidn de los caminos minimos.

El algoritmo de Dijkstra, tal como lo hemos presentado, calcula
las distancias minimas pero no mantiene la informacién suficient
saber cuales son los caminos que permiten alcanzarlas. Sin embarg- 2
muchas aplicaciones de este algoritmo es preciso tambhién encontrar
estos caminos. Para poder reconstruirlcs, modificaremos el algoritmo
de manera que tecme nota, cada vez que actualiza el vector D en el
vértice v, del nodo u que permite alcanzar ese valor de v. De esta
orma, al trerminar el algoritmo se tendr4, junto con cada vértice v,
rigen u de la @ltima arista recorrida per un camino minimo Thasta
£1. Para reccnstruir el camino coempleto hasta v, basta recocnstruir
recursivamente el camino hasta u y afadir la arista (u,v).

El algoritmo queda como sigue. Cam es un vector que asccia a cada
vértice v su predecesor u = Camfvl en el caminc minimo que hemos
encontrado hasta é&1.

ALGORITMC 5:

{ ALGCRITMO DE DIJKSTRA CON RECUPERACIIN DE CAMINOS 1
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Camfv] := v_inic;
foara;

e ee—

vistos := incluir ( v_inic, coenjunto _vacin );



sea u un vértice no pverteneciente a vistos cuyo valor
asociado DCul sea minime;
vistos := incluir ( u, vistos ;;

Y
<

ara cada v en sucesores ( u ) - vistos hacer
81 DCvl > DCul + dist {( G, u, v ) entonces
DCv] := DCul + dist ( G, u, v )

CamLv] := u;

L

(3]

fsi foara frientras

A partir de la informacién almacenada en Cam por este al

se puede reconstruir el camino a un vértice como sigue:
ALGORITMO 6:
{ RECCNSTRUCCION DE CAMINOS EN EL ALGCRITMO DE DIJXSTRA 3

accidn reconstruir
( v : vértice; zef ¢ : secuencia d= aristas ) es

ovcidén
v = v_inic :
{ CAMINO VACIO : NO SE HACE NADA 3;

en otro caso

u := CamfCv];
reconstruir ( u, c );
afiadir la arista (u,v) a ¢ como #Altinmo elementao;
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Presentacidn.

Pasamos a discutir las soluciones a la varianta - del problema de
laa distancias minimas en la que se desea encontrar dichas disgtancias
minimas entre todos los pares de vértices del grafo.

El algoritmo de Dijkstra que hemos presentado vy analizado
seccién anterior proporciona una primera solucién, ¢ i
iterar dicho algoritmo tomando sucesivamente todos y cada uno de los
vértices del grafo como vértices iniciales. Manteniendo la misma
notacidn que en la seccién anterior, el resultado es un algoritmo cuya
comblejidad temporal en el peor caso es 0(n’). Sin embargo,'si 3e
emplean listas de adyacencia Y se mantienen las distancias en un
"neap”, lo cual permite obtener para cada vértice un tiempo de
ejecucidn de O((n+e).log n), el algoritmo resul:ante para el urob;ema
de todos los pares requerird un tiempo de 0(n.(n+e).log n).

Sin embargo, existe otra solucidn que no debe ser descartada 7y gue
estudiamos a continuacién: el algoritmo de F’oyd Como veremos m&s
adelante, su tiempo de ejecuciébn es también O(n°> ). ¥ tiene la ventaja
de su sencillez tanto en concepto como en texto de prcgrama.

La idea clave del algoritmo de Flovd eos 1a st iguiante astyta
cisidén: en lugar de recorrer cada par de vértices buscando "vor Fué
tices se ha de pasar" para encontrar a distancia alnima,
Freremos cada uno de los vértices buscando

reco "de qué a3 gué vértices
podemos ir pasando por éste"; dicho de otrs modo, damcs la wvuelta 3l
problema, y en lugar de fijar vértices 7 buscar camineos entre 21los,
fijaremos camines v buscaremos vadrtices unidecs por =sta2 scamino.

-~



En efecto: supongamos gque tenemcs ordenados los vérsicez,
numerémoslos con arreglo a dicho orden, comenzandeo gor o1 1. 52
3iguiente razoramiento es una induccidn sobre una variable entesra 3,

interpretada ccmo el ndmero asociado a un vértice. Para i 3, dados
los vértices uy v, el camino mds corto de u a v que sél0 usa vértices
de némero menor o igual a j es la arista (u,v) si &sta existe, pues no
hay vértices con ndmero menor o igual a 0. Sea ahora j > 0, ¥y
supongamos construidos todos 1lcs camincs minimos gque s8lo pasan por

vértices de némero mencr o igual a j-1. Entonces, dadcs los vértices u

y Vv, 21l camino mids corto de u a v gue s€lc usa vértices 4de nbGner

Y bl
cidn Ael

menor o igual a j es el mismo gque para. j-1, o es. la concatan
camino mé&s corto de u al vértice de nlmero j que sbdlo usa

<

mameroc menor o igual a J-1, con el camino mAs corto de éste a
a la misma condicién.

Para desarrollar un poco mds este dltimo razonamisnto, gue se basa
en la propiedad ya citada en seccicnes anteriores de que todo
fragmento de un camino minimo es asimismo un camino mininmo,
introduzcamos la siguiente abreviatura de notacidén: Ctu,v,j) denota el
camino minimo de.u a v constituido por vértices de n@mero menor o
igual a j. Supongamos que el grafec es tal que C(u,v,j) siempres estd
univocamente definido.

Consideremos pues C(u,v,j). Si el vértice de nlmerc i no aparece
en este camino, entonces C(u,v,]) = Clu,v,i-1). Zi 2n’ cambio el
vértice de nimero j aparece en &1, habri de aparecer ura sola vez, 7
tanto en el fragmentc desde u a este vérrtice como en el gue continda

hasta v s8lo aparecen vértices de nimern mencr o igual a -1, Como

23tos dosg fragmentos de camino constituyen aszimismo caminos minimes,
podemos asegurar dque coinciden  con cia,j,j-1) 4 Cei,v,3i-2
r2spectivamentz. Por tanto T(u,v,j) es la concatenacié4n de C(u,i,j-1)
¥y Cti,v,3-1)

En el caso de que =21 grafo admita wvarizs caminos nminimesz entvre
cil2rtos pares de vértices u,v de ral <feorma gue C(u,v,i) no ss=é



teulir el razznaniants

U:

univocamente d2finido, es inmediatc rz2con:
denotando por C(u,v,3) el cecnjunto de todos 1os caminos minimos de u a
v pasando por nodos de némero menor o igual a j. Obsérvese gue fcdos
ellos tienen 1s misma longitud. El argumento lisva a la conclusidn de
que los caminos de C(u,v,j) son concatenacicnes de camines
C(u,j,j-1) con caminos de <Ct(j,v,j-1), <& Dbien scn <caminos de

C(u,v,j-1).

3

1 algoritmo v su correccidn.

Pasemos a describir el algoritmo de Floyd. De forma similar a 1la
seccién anterior, suponemos la existencia en el tipc “grafo” de una
funcidn “dist" que, dado el grafo y dos enteros Jj,k, nos indica el

nste de la arista que une los vértices cuyos ntmeros son § 7 ¥ si e:
que existe esta arista, y un valor irdefinido que denotaremes % 'si no
existe esta arista. Asimismo, suponemos que este valor = £5 comparabl
con los enteros ( o reales ) que constituyen los costes de las

aristas, y que es mayor gque todos ellos y que todas sus sumas.

Durante la ejecucidén del algcritmo se mantendrdn las distanicias
calculades hast el momento en una matriz D indexada ecnr 125 nimeros
que corresponden a algdn vértice. Al final del algoritmo esta wmatriz
contendrd las distancias requeridas por el prorlema.



ALGORITMO 7:

{ ALGORITMO DE FLOYD PARA LA BUSQUEDA 3}
{ DE DISTANCIAS MINIMAS EN UN GRAFO G 2

v_max := midximo ndmero que corresponde
a un vértice de G;

{ INICIALIZACION ;
Rara U en 1 : v_max hacer

Rara v en 1 : v_max hacer

{ CALCULO DE LAS DISTANCIAS 3
Rara j en 1 : v_max hacer
ara u en 1l : v_max hacer
Rara v en 1 : v_max hacer
si DCu,v] > DEu, 3l + DC3,v] entonces
DCu,v] := DCu, j3 + DC5,v1]
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Yu ¥v DCu,v] es la longitud de los camincs de Clu,v,

El razonamiento exXpresado mds arriba asegura que los  caminos
Ctue,v,3) tienen la mis
longitudes de los c
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cual de 1los dos a
valor de DCu,vl. Por fanto, al fin<l de 10s bucles

que



Yu ¥v DCu,v] es la longitud de los camincs ce Clu,v,

1o cual asegura la conservacién del invariante fara la siguien=-a
vuelta del bucle.

Al final del algoritmo se tiere por tanto que
Yu Yv DCu,v] es la longitud d= los caminos de Clu,v,v_max)
pero C(u,v,v_max) considera todos 1los caminos posibles en el
bucle, ya que la restriccidn “los caminos que sOlo pasan por vértices
de ndmero menor o igual a v_max" no impone realmente ninguna

condicidén. Luego C(u,v,v_max) son 1los caminos minimcs buscados, y
DCu,vl su longitud, como se deseaba.

Compleiidad del aigoritmo de Flovye.

As{ como en el algoritmo de Dijkstra el Clempo de ejecucidn ne era
inmediatso, por depender en parte de la implemeritaciédn del grafo, en el
algoritmo de Floyd la discusién es sencilla y ripida.

En la parte de iniclalizacién, los dos bucles anidados reaci
conjunto la instruccidn interna un total de n? veces, donde n e
antes, el némero de vértices, La instruccidn en cuestidn consta de una
comparacién y una asignacién: tiempo constante. Luego 21 doble bucle

P . . . 2
de inicializacién rYequliere friempo 0O(n”),

Bl razonamiento para 1la parte de bdsgqueda d
La instruccién nds interna consta de nuevo d
a3ignacidén. Cada unc d= los tres bucle

[&¥]

anidados multiplica woe- in
- . . A .3 -
factor 1lineal ei tiempe de ejecucién, dando un tctal de Q(n’) . =1
. 2

iempo total es 0(n‘) + O(n’) = o)



Peconstruccidn de los caminos minimos.

Al igual que en nuestra primera versidn del algoritmo de Dij
el algoritmo de Floyd tal como lo hemos presentado calcula ¢n<
las distancias minimas entre 1los vértices, olvidando durante el
cdlculo los caminos que permiten alcanzar esta distancia minima.

Si se desea mantener durante 1a ejecucidn la informacidn
suficiente para poder reconstruir los caminos

recurrir al siguiente métcdo, andlogo al presentado en la sec
anterior: cada vez que se decide- modificar la matriz de distancias
por haberse decidido que el camino minimo de un cierto u 2 un
Pasa por un cilerto j, se toma nota de esta decisidn mantenien j
una nueva matriz. El invariante que describe el conteu-do de- esta

Da

matriz es el siguiente:

Yu ¥v # u Camfu,v] es el vértice de mayor nGmero
de algin camino de Clu,v,3j-1), y CamCu,ul es u

La versién del algoritmo capaz de mantener en Cam la informaci n

apropiada es la siquiente:



ALGORITMO 8:

{ ALGORITMO DE FLOYD CON RECONSTRUCCION DE CAMINCS ?2

b sdn -

v_max := mdximo némero que correspende
a un vértice de G;

{ INICTIALIZACION 3
para u en 1 : v_max hacer

para v en 1 : v_max hacer

siu-=v
entonces

DCu,vl := 0;
CamCu,vl := u;

DCu,v] := coste ( G,u,v Y;

Camiu,v] := maximo ( u,v );

fsi frara fpara;

{ CALCULC DE LAS DISTANCIAS Y CAMINOS 3

ara j en 1 : v_max hacer

ara u en 1 : v_max hacer
para v en 1 : v_max hacer
si DCu,vl > DCu,31 + DCi,v] entance

DCu,vl := DCu,3jl + DCj,v];
CamCu,vl := j§;

fsi foara fpara fpara;

w

El algoritmo capaz de reconstruir los camines minimes a

artir

la informacién obtenida or el algoritmo anterior conservada en
y

matriz Cam es recursivo; su descripcién es como 3igue:

28
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ALGCRITMO 9:
{ RECONSTRUCCION DEL CAMINO MINIMC ENTRE VERTICES 3}

accidn reconstruir
( u, v : vértices; ref ¢ : secuencia de Aristas ) o

opcién

{ CAMINO VACIO : NO SE HACE NADA };
Camfu,vl = u ¢ Camfu,vl = v :

afdadir la arista (u,v) a ¢ como %ltimo 2lemento;

en ctroc caso

reconstruir ( u, Camfu,vl, c );
reccnstruir ( CamCu,vl, v, c )
fopcidn;

La correccién parcial de esta 2lgoritmo se sigue del hecho de guea

Camfu,v] siempre contiene un vértice del cam

kallado por el algoritmo anterior. En cuanto a su corre
S

obsérvese que todos los vértices intermedio 1
camine minimo de u a v son CamCu,vl, que aparece una scla vezZ, U ctros
vérticesz de némero inferior a Camfu,vl. Por tanto, en cada 1lamada, el
namero mdximo que puede tener un vértice dal camino gque esa llamada
debe reconstrulr decrece, manteniéndose vositive. Este descencso
23egura que todas las 1llamadas terminan, ce donde se deducs  la
correccidn total.
Un _ejempglon,

Desarrollemos el algoritmo de Floy2d sobre el mismc aediemolo

utilizado en seccicnes anteriores:

3
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La matriz de distancias va tomando sucesivamente las siguientes
ccnfiguraciones:
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Aplicacidén al cdlculo de la clausura transitiva.

La clausura transitiva de un grafo G es el menor grafo transitivo
que 1o contiene; es decir, existe una arista de ua v en la clausura
Cransitiva de G si y sblo si existe un camino de u avenG.

El algoritmo de Floyd proporciona una manera elegante de calc
ia <clausura transitiva de un grafo. Se trata tan sdlo 4= comprabar la
2Xistencia de caminos, y no de calcular su longitud. Por eilo,
dustituimos la comparacién sntre la suma de las longitudes, DCu,v]1 >
DCu,jl + OCj,v1, por una simple operacién So

o
adyacencia del grafo dado. Supongamos gue 2sta ma!
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que sus entradas son becolesanos. El algoritm
algoritmo de Warshall, y es el siguiente:
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ALGORITMO 10:

{ ALGORITMO DE WARSHALL DE CLAUSURA TRANSITIVA

L)

v_max := maximo ndmero que corresponde
a un vértice de G;

€ INICIALIZACION 2
para 1 2n 1 : v_max hacer
para v en 1 : v_max hacer
DCu,v] := MLu,vl;
fpara fpara;

para j en 1 : v_max hacer
parz u en 1 : v_max hacer

ara v en 1 : v_max hacer
DCu,v] := DCu,v] o ( DCu,33 y DCj,vd )
(e foara fpara fpara;

En la matriz bocleana D gqueda, al terminar el algoritmo, 1
de adyacencia del grafo inicial G que tenfa a M por m
adyacencia. EZl razonamiento que demuestra su correccidn es en “=odo
andlogo al presentado para el algoritmo de Floyd.



