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Resum

En aquest treball fem una proposta d’implementacié de controladors amb estimaci6 de
parametres, adaptativa i dispersa, enfocada a sistemes no lineals amb incertesa i
variants en el temps. A diferéncia de les tecniques de control que fan servir PID
tradicionals, en el métode proposat no cal renunciar a prestacions del controlador per
estabilitzar sistemes d’aquestes caracteristiques. En el plantejament fet, fem servir un
observador d’alt guany per estimar les variables d’estat i la incertesa del sistema.
Aquestes estimacions les realimentem a la planta a través del controlador; aixi
cancel-lem les no linealitats i la incertesa. Per estabilitzar sistemes desconeguts i
canviants, necessitem un control considerablement robust a la incertesa. Es per aix0
gue, en el métode proposat, paral-lelament al control del sistema, estimem els
parametres desconeguts de la planta. Aquesta estimaci6 de parametres es
caracteritza per ser adaptativa, per ajustar-se a possibles canvis del sistema, i
dispersa, per modelitzar de manera simple la planta desconeguda. En els algorismes
amb aprenentatge hi ha una dicotomia entre “aprenentatge” i “execucid”.
L’aprenentatge és I'etapa en la qual I'algorisme estima les equacions i la incertesa de
la planta, i I'execucio és I'etapa en la qual I'algorisme controla la planta per complir uns
objectius preestablerts. Per decidir de forma autobnoma en quina etapa s’ha de trobar el
sistema, hem dissenyat un indicador que permet a I'algorisme prendre aquesta decisio.
Aquest algorisme ha estat validat per simulacié en una planta sintética i en una planta
real.
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Memoria

1.

Glossari

Per fer més clara la notaci6 en el treball hem escrit els termes que representen vectors
en negreta, i els termes que representen matrius els hem escrit en negreta i en
majascula.

A continuacio tenim una llista dels termes i variables més fets servir al llarg del treball:

n

&I =1 =)

=

YTef

bo

SN

Ordre del sistema

Variables d’estat del sistema

Estimacions de les variables d’estat del sistema

Error d’estimacié de les variables d’estat del sistema

Variables d’estat del sistema quan es segueix una referéncia
Estimacio de les variables d’estat del sistema quan es segueix una referéncia
Entrada del sistema

Referéncia a seqguir pel sistema

Sortida del sistema

Matriu per controlar el sistema en 'accié de control

Funcid no lineal i desconeguda de la planta

Model nominal de la funcié no lineal i desconeguda de la planta
Incertesa del sistema

Estimacio de la incertesa del sistema

Parametre que controla el funcionament dels observadors
Temps de simulacié

Coeficients de la funcié desconeguda de la planta

Estimacié dels coeficients de la funcié desconeguda a través del métode dels
minims quadrats

Estimacié dels coeficients de la funcié desconeguda a través del métode de
LASSO

Regressor de la funcié desconeguda de la planta

Vector de regressors de la funcié desconeguda de la planta o llibreria de
regressors

Numero de mostres preses en una iteracio de I'etapa d’aprenentatge
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¢ Matriu de regressors amb m mostres preses

¢ Estimaci6 de la matriu de regressors amb m mostres preses

Y Matriu de la variable dependent amb m mostres preses

Y Estimaci6 de la matriu de la variable dependent amb m mostres preses
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2. Introduccid

2.1 Context i motivacio

Quan pensem en controladors, el primer que ens ve al cap son els controladors PID, ja
son els més populars i estesos. De fet, s’estima que el 95% dels controladors de la
industria sén controladors PID. Aquesta gran popularitat es deu a que son facils de
sintonitzar, i per tant facils d’'implementar per controlar una planta. No obstant, no
tenen un bon rendiment davant de sistemes complexos, i els sistemes a controlar en la
industria cada cop sobn més complexos.

Els controladors PID no tenen gaire bones prestacions a I'’hora de controlar sistemes
gue presenten no linealitats i una incertesa elevada (sistemes en els quals no
coneixem del tot les equacions que el defineixen). Per fer servir els controladors PID
en sistemes no lineals, es pot aproximar el sistema com si fos lineal al voltant d’'un
punt d’operacié.

El problema és que aquesta “linealitzacio” del sistema és molt fragil. Imaginem que en
comptes de treballar al voltant d’'un punt d’operacio, com podria ser I'origen, volem que
el sistema segueixi una referéncia. En aquest cas, estarem canviant constantment el
punt d’'operacié del nostre sistema. Conseqlentment, I'aproximacio de linealitzar el
sistema al voltant d’'un punt d’operacié deixaria de ser correcte, ja que s’estarien
activant no linealitats en el sistema. Si en una planta tinguéssim una no linealitat, com
per exemple x2, el controlador PID no seria capac¢ de cancel-lar la no linealitat i el
sistema es desestabilitzaria. Una possible solucié al problema, seria augmentar el
guany del PID per cancel-lar les no linealitats, pero aix0 te unes prestacions molt
baixes.

L’aproximacié que nosaltres proposem és cancel-lar totalment les no linealitats del
sistema, i no només al voltant d’'un punt d’operacié. Per fer aixd, necessitem restar a
l'accio de control u (que realimentem a la planta) les no linealitats. Veiem aixd en un
petit exemple, imaginem que tenim una planta d’ordre 1 que té la linealitat x?:

x=ax+x*+u (D

on a €s una constant desconeguda. Fent servir un controlador de tipus P, cancel-lem
el x? a la planta (1), restant la no linealitat a I'accio de control:

u=—Kx—x? (2)

Ara bé, recordem que no podem mesurar les variables d’estat x, per tant s’ha d’estimar
x? per poder restar aquest terme I'accié de control (2). El problema és que volem
estimar els estats d’'una planta en la qual tenim incertesa, ja que no coneixem les
equacions que la conformen.

Necessitarem trobar alguna manera d’estimar les variables d’estat en sistemes no
lineals i que presentin incertesa, i que a més puguin ser canviants al llarg del temps.
D’aquesta manera serem capagos de cancel-lar les no linealitats, i podrem controlar
sistemes d’aquestes caracteristiques.
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2.2 Propostadel treball

L’objectiu d’aquest treball és desenvolupar un algorisme que ens permeti controlar
sistemes no lineals, amb incertesa i variants en el temps. Assolir aquest objectiu té tres
complicacions principals.

La primera complicacié és que per cancel-lar les no linealitats del sistema, per poder-lo
controlar, necessitem obtenir una estimacié de les variables d’estat. Haurem de
dissenyar un observador que sigui capa¢ d’estimar les variables d’estat en un sistema
d’aquestes caracteristiques.

La segona complicacié que tenim és que, quan no coneixem una planta i tenim
incertesa, el control del sistema es complica molt, ja que volem controlar sistemes dels
guals no coneixem del tot les equacions. Si podem estimar la incertesa del sistema la
podrem cancel-lar mitjancant I'accié de control, de la mateixa manera que ho fem amb
les no linealitats. Per tant, 'observador que dissenyem també haura de ser capag
d’estimar la incertesa.

No obstant, si tenim molta incertesa, no coneixerem res del sistema que volem
controlar, i ens sera molt dificil obtenir les estimacions de les variables d’estat i de la
incertesa a través de l'observador. Es per aixd, que paral-lelament al control del
sistema, estimarem els parametres i les funcions desconegudes que conformen la
planta. Haurem “d’aprendre” quines son aquestes funcions desconegudes. Aixi
disminuirem progressivament la incertesa del sistema i aconseguirem millors
estimacions de 'observador.

La tercera, i Ultima, complicacié és que els sistemes poden canviar al llarg del temps.
L’algorisme proposat haura de ser capag de detectar aquests canvis i adaptar-se per
poder seguir controlant correctament el sistema. Per aixo diem que dissenyarem
controladors adaptatius.

L’algorisme que dissenyem sera capacg de superar aquestes complicacions. La nostra
proposta no pretén ser una substitucié dels controladors PID, siné que es una millora
complementaria d’aquests tipus de controladors tradicionals.

2.3 Estructura del treball

La resta del treball esta estructurat de la segiient manera. El capitol 3 introdueix el
concepte d’espai d’'estats, i el control i la estimacié d’estats en sistemes lineals i no
lineals. El capitol 4 presenta la primera part de la solucid, I'observador d’alt guany
estés, que es I'observador que farem servir al llarg del treball. El capitol 5 presenta la
segona part de la solucié, I'estimacio de parametres. En el capitol 6 es presenta una
primera versio de I'algorisme que proposem com a solucid, que integra els conceptes
vistos en els capitols 4 i 5. En el capitol 7 es presenta un algorisme millorat, que és el
definitiu. En el capitol 8 es valida I'algorisme definitiu en la planta real del roto-magnet.
Després fem l'estudi economic i d’impacte ambiental en els capitols 9 i 10,
respectivament. Per Gltim, veiem les conclusions que hem extret del treball.
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3. Control i estimacio en sistemes lineals i no
lineals

3.1 Introducci6 a l'’espai d’estats

Per estudiar un sistema dinamic ens cal un model matematic. EI model més senzill i
més tipic de descripcié de sistemes és el de la funcié de transferencia, en el que
s’indica la relacié entre I'entrada i la sortida d’un sistema. Veiem pero, que la funcié de
transferéncia té unes aplicacions limitades ja que no ens permet saber qué passa a
l'interior del sistema.

Es per aixo, que al llarg del treball farem servir el model d’espai d’estats per descriure
els sistemes dinamics. Les variables intermédies x; que lliguen les entrades u amb les
sortides y s’Tanomenen variables d’estat. El nombre de variables d’estat ve determinat
per l'ordre del sistema: n. El vector d’estat x conté la informacié de com esta el
sistema en cada moment, coneixent-lo en un moment donat, podrem saber com
evolucionara el sistema en entrar-hi un senyal u. L’evolucié del vector x en un espai de
n dimensions al llarg del temps l'anomenem espai d’estats. Es aquest un dels
avantatges que té representar els models d’aquesta manera sobre les funcions de
transferencia.

Un model molt general d’un sistema d’ordre n amb m entrades (u) i p sortides (y) pot
consistir en n equacions diferencials de primer ordre, anomenades equacions d’estat:

X1 = fi(x,u,t)

fn = fo, )

juntament amb p equacions de sortida:
y1=g1(xt)

Yo = Yp (x,t)
gue podem escriure de manera vectorial:

x = f(x,u,t)
y=gx1)

A l'equacio anterior, x = [x4, X3, ..., x,]T € R" és el vector d’'estat, u = [uy, uy, ... ,upy]" €
R™ és el vector d’'entrada i y = [y1,¥2, .., ¥,]" € RP és el vector de sortida. La variable
t representa el temps. D’altra banda, f i g son vectors de funcions, potencialment no
lineals.

Per comencar de manera progressiva, primer tractarem els sistemes lineals i invariants
en el temps. Aixo vol dir que les equacions que composen aquest sistema son totes
lineals i per tant disposem de totes les eines de I'algebra lineal. D’altra banda, al ser
invariant les equacions no varien al llarg del temps. Els sistemes lineals i invariants els



Implementacié de controladors adaptatius amb identificacié dispersa Pag. 11

podem transformar de la forma d’espai d’estats a la forma de funcié de transferéncia, i
viceversa.

Un sistema de aquestes caracteristiques podem representar-lo de la segiient manera:

X =Ax + Bu

y=Cx )

El conjunt de n variables d’estat x que descriu I'estat d’'un sistema no és unic.
Qualsevol transformacio lineal x = Mz, amb la matriu M quadrada i invertible, ens
dona un altre conjunt de n variables: z que determina i descriu I'estat igual de bé que
les variables originals x.

Si la representacié original era la del conjunt d’equacions (3), en consequeéncia el
sistema queda:

z=M1AMz + M~ 'Bu
y=CMz

En particular, si M és una matriu modal (matriu que les seves columnes s6n els
vectors propis de A), la nova matriu del sistema A= M-1AM és diagonal, i a la
diagonal té els valors propis de A:

A - 0
0 - A,
La gracia és veure que els n valors propis de la matriu A o A (s6n els mateixos, ja que

hem fet una transformacié lineal) sén alhora els pols del sistema d’ordre n. Els pols
son les arrels del denominador de la funcié de transferéncia d’un sistema.

Els pols sbén els encarregats de definir el comportament de les sortides y d’un sistema
davant les seves entrades u. Aix0 vol dir que si aconseguim modificar la matriu del
sistema aconseguirem col-locar els pols on vulguem i d’aquesta manera farem que el
sistema tingui el comportament que desitgem.

Podem veure que els valors propis de A: (14,4,, ... 4,), determinen I'evolucié d’un
sistema. Ja que la solucio de les n equacions diferencials: x(t) conté una combinacio
lineal de les exponencials e*1t, e%2t, .. ent, Perqué el sistema sigui estable cal que les
exponencials tendeixin a zero, perqué aixo passi cal que tots els valors propis tinguin
part real negativa.

Re(A;)) <0 Vi=1[12,..n]

Com més a I'esquerra es situen els pols, més rapida és I'evolucié del sistema, ja que
les exponencials tendiran abans a zero. Aquells pols que es troben més a la dreta
(més propers al zero) sén els més lents i els anomenem dominants.
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3.2 Control per realimentacio i observadors en sistemes
lineals

Donat un sistema ens interessara poder-lo controlar per estabilitzar-lo. Aixo vol dir que
aplicant-hi un vector entrada u(t) adient, puguem portar el vector d’estat x(t) des
d’'una certa posicid de I'espai d’estats a una altra desitjada en un temps finit. Si podem
fer aixd en un sistema vol dir que aquest compleix la condicié de controlabilitat.

Perqué un sistema d’ordre n, com el definit al conjunt d’equacions (3), sigui
completament controlable és necessari i suficient que la matriu de controlabilitat W,
sigui de rang n:

W. = (B,AB,A?B, .., A" 'B)

També ens caldra saber quant val I'estat del sistema x(t). El problema és que no
podem mesurar directament el vector d’estats, els Unics senyals mesurables son les
sortides y i les entrades u. En un sistema, la propietat de poder determinar el vector
d’estat a partir de la sortida s’anomena observabilitat.

Perqué un sistema d’ordre n sigui completament observable és necessari i suficient
que la matriu d’observabilitat W, tingui rang n:

W, =(CCA,..,cAv )T

Un cop definits els conceptes de controlabilitat i observabilitat podem veure en qué
consisteix el control d’'un sistema per realimentacié. Abans hem dit que si podem
modificar la matriu del sistema (matriu A) podrem fer que el sistema tingui el
comportament que desitgem. Les equacions que defineixen la planta son:

x =Ax + Bu

y=Cx )

Realimentem les variables d’estat x cap a I'entrada de la planta de la manera seguent:

u=-Kx+r (5

on r sera la nova entrada al sistema, i on K sera una matriu de mida mxn (m és el
numero d’entrades i n és l'ordre del sistema). Triant adientment K podrem col-locar els
pols del sistema realimentat resultant on vulguem. A partir de les equacions (4) i (5)
trobem que la planta realimentada sera:

x =Ax — BKx + Br = (A — BK)x + Br

La nova matriu que defineix el pols, i en definitiva el comportament del sistema és: A —
BK. Si el sistema és controlable, canviant els valors de K podrem triar els valors propis
de la matriu A — BK que desitgem. D’aquesta manera serem capacgos d’estabilitzar la
planta. Tot aix0d es pot representar graficament a un esquema de blocs:
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u + X 'S v

J_FQ :B+-:_|' N ¢

K k

-

Figura 1: organitzaci6 en blocs de les matrius de la planta realimentada.

Existeixen diversos criteris per seleccionar els pols del sistema, per motius d’espai
aquest document no es centrara en aquesta part. Per aprofundir més en aquest tema
es recomana la lectura [1].

Per poder controlar per realimentacid necessitem saber quant valen les variables
d’estat x, com que s6n variables internes no les podem mesurar. Pero, si el sistema és
observable, les podrem deduir a partir de les sortides y. Per obtenir una estimaci6 del
vector d’estat farem servir un observador. Aquest observador utilitzara les entrades u i
les sortides y a cada instant per obtenir una estimacio: X de les x d’aquell mateix
instant. Llavors, en el control per realimentacio, el que es realimentara sera aquesta
estimacio de les variables d’estat x:

u=-Kx+r

Es pot pensar que la millor manera de construir un observador €s replicar la mateixa
planta amb les variables d’estat com a sortida, perdo a la practica aixd te moltes
carencies. Un dels problemes principals és que si en la réplica tenim diferents
condicions inicials que en la planta I'evolucio dels dos sistemes sera totalment diferent,
i 'observador no estimara bé els estats. Aquest tipus d’observador s’anomena de llag
obert, podem veure’n un esquema a continuacio (no hi ha realimentacio):

u + X X y
- N B Y ¢ >
+
Planta A K
+ % ’
y 5 =3 { | N
+
A k——
Observador

Figura 2: esquema de blocs d’un observador de llag obert.
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El disseny correcte d’'un observador passa per replicar la planta per obtenir una
variable de sortida y, a partir de les X, per comparar-la amb la sortida auténtica del
sistema y. Farem servir aquesta estimacié de la sortida per realimentar la diferéncia
y —% via un guany constant L a I'entrada de I'observador per corregir el seu error. Les
equacions que descriuen aquest tipus d’observador sén les seguents:

X = AX + Bu + L(y — CX) (6)

Aquesta estructura d’observador s’anomena de llag tancat, i és la base del que farem
servir en aquest treball. Podem veure’n un esquema de com es construeix a la figura
3. Aqui també hi hem representat el control de la planta per realimentacié mitjancant
K. El control d’'un sistema lineal en l'espai d’estats tindria el seglent esquema
matricial:

r 4+ u + X b's v
e N N N
=0 N B > > j N ¢ ,
v
Planta A —|
. - +
L + % |
N B N — I N C :9(_)
+
A k——]
L K
Observador
K (——

Figura 3: esquema de blocs de control per realimentacié6 amb un observador de llac
tancat.

Voldrem que l'error X = x — X, entre el vector d’estats i la seva estimacio, evolucioni
com nosaltres desitgem.

X=x—2X (7)
Si substituim les expressions anteriors (4) i (6) a I'expressio (7) obtenim:
¥=A% — L(y — CX) = (A — LO)X

Triant la L adient podrem tenir els valors propis de la matriu A — LC que desitgem, i
consequientment el comportament de I'error d’estimacié que vulguem. Generalment
voldrem que I'evolucio de I'error d’estimacié sigui més rapida que la del vector d’estat.

~) a‘x'bb
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3.3 Control amb linealitzacio per realimentacio

La teoria que hem vist fins ara és només aplicable per sistemes lineals, hem vist que
els podem estabilitzar i determinar-ne la seva evolucié i comportament. El seguent
repte que se’ns planteja és poder treballar amb plantes modelitzades amb equacions
no lineals. El sistemes no lineals no es poden expressar en el format matricial explicat
anteriorment (4). En consequiéncia, necessitem teoria no lineal de control de sistemes i
de disseny d’observadors.

Un dels avantatges que té treballar amb el model en espai d’estats vers la funcié de
transferéncia és que podem tractar amb sistemes no lineals.

Per tractar els sistemes no lineals farem servir el métode de linealitzacié per
realimentacié. D’aquesta manera podrem aplicar la teoria lineal de control per
realimentacié que acabem de veure. Per veure com funciona estabilitzarem a I'origen
el model tipic de planta amb el que treballarem. Per simplificar ara no farem servir un
observador, sin6 que imaginarem que podem realimentar directament el vector
d’estats. Imaginem que tenim la seglent planta d’ordre 2 amb una entrada i una
sortida:

5C1 = xZ
%, = alx) + b(x)u
y =X

on a(x) i b(x) son dues funcions no lineals que depenen només de les variables
d’estat. S’assumeix que b(x) és diferent de zero, d’altra manera, el sistema no és
controlable i el calcul de u no és possible. Per aplicar el métode restem a la
realimentacio lineal (que hem vist anteriorment (5)) els termes no lineals que apareixen
a la planta del nostre sistema. Com que estem estabilitzant la planta a l'origen la
referencia del sistema és zero: r = 0. La realimentaci6 a la planta és la seguent:

_ —Kx—a(x)
~ b(x)

D’aquesta manera els termes no lineals es cancel-len, i vist des de la realimentacio
tindrem un sistema lineal, és a dir, haurem linealitzat la planta. Per tant, podem seguir
utilitzant K per triar els valors propis de la matriu A — BK, i d’aquesta manera
determinar el comportament del sistema.

Exemple 3.1: Imaginem que tenim la planta Van Der Pol (farem servir sempre aquesta
planta per exemplificar els algorismes de control) i que la volem estabilitzar a I'origen.
Haurem d’aplicar la linealitzacié per realimentacié ja que és una planta no lineal.

5(:1 =Xy
Xy = —0.2%; +x, — 0.3x2x, + u
y=x

Cancel-lem els termes no lineals, per obtenir una linealitzacié de la planta.

u=03xx, + v =0.3x%x, — kx
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D’aquesta manera, encara que la planta sigui no lineal de I'entrada u a la sortida y, si
que ho és vist des de l'entrada v (vist des de la realimentacio) a la sortida y:

X1 =X
5(2 = —O.2x1 + X +v

gue expressat de manera matricial és:

5c=Ax+Bv=(_8.2 1)x+(2)v

Els pols d’aquest sistema de segon ordre venen donats pels valors propis de la matriu
A — BK. Per exemple, si volem que la resposta del sistema s’estabilitzi al origen amb
un periode d’oscil-lacié de 2 segons i un factor d’amortiment de 0.2, necessitarem els
pols:

Perqué la matriu del sistema tingui aquests valors propis caldra que:
K =[12.137 2.405]

Podem simular aquest sistema amb Matlab Simulink. Per fer la simulacié considerarem
gue les condicions inicials sén x;(0) = x,(0) = 1. Obtenim que la resposta té la
seguent evolucio:

12

1 1 L L | 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Temps (s)

Figura 4: resposta del sistema de Van Der Pol controlat amb realimentacié per
linealitzacio.
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3.4 Estimacio dels estats amb un observador d’alt guany

Acabem de veure com linealitzar un sistema mitjangant la realimentacié. Pero,
'exemple anterior tenia una simplificacid, que coneixiem el vector d’estats x, i a la
realitat aixd no sera aixi. Es per aix6 que haurem d’afegir-hi un observador per tal
d’estimar els estats en cada instant. La teoria d’'observadors vista anteriorment a la
seccié 3.2 només ens serveix per sistemes lineals, és per aixd que necessitarem un
observador “no lineal”.

En aquest treball, farem servir un observador d’alt guany [2]. Aquest observador ens
assegura la convergéncia de I'error d’estimacid, fins i tot davant de plantes amb termes
no lineals. També ens aporta més robustesa davant de sistemes amb incertesa. Diem
gue tenim incertesa en un sistema quan no coneixem del totalment les equacions que
el modelen. En aquest cas, fem servir un model nominal de les equacions, que amb
sort sera similar a les equacions reals.

Per explicar com es dissenya un observador d’alt guany farem servir un cas general de
sistema, imaginem que tenim la seguent planta d’ordre 2 amb una entrada i una
sortida:

X1 = Xy
X, = dp(x,u) = alx) + b(x)u (8)
Yy=x1

on ¢(x,u) és una funcié no lineal que presenta incertesa, aixd vol dir que no la
coneixem, i en el seu defecte haurem de treballar amb un model nominal de la funcio.
Després hem de comprovar que el sistema sigui observable. Els sistemes amb
I'estructura (8) sempre son observables. Per estimar el vector d’estats x farem servir
I'observador d’alt guany, aquest tipus d’'observador presenta I'estructura segient:

9:?1 =X, + h(y — %)
Xy = o (X,u) + ho(y — %)
on ¢y(x,u) és un model nominal de ¢(x,u), si aquestes dues funcions sén molt

similars vol dir que hi haura poca incertesa en el nostre sistema. A les equacions (9),
h,y i h, sOn dues constants, després veurem com es determina el seu valor.

€)

Ens interessara minimitzar I'error d’estimacié de I'observador per fer que I'estimacio
s’aproximi al maxim als estats reals. L’error d’estimacio és: X = x —X. Fem la derivada
d’aquesta equacio o obtenim:

¥=x—2% (10)

A l'equacié (10) hi substituim les equacions del estats (8) i les seves estimacions (9).
L’error d’estimacid de l'observador ve determinat per les seguents equacions
diferencials:

1= —h% + %,
¥y = —hy%; + 85(x, %, u)

R

(11)

on &(x,X,u) = ¢p(x,u) — ¢po(X,u) representa la incertesa. Definim les constants h, i h,
[3] de les equacions:
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a; a;
h, =— h, =—
17 ¢ 27 g2
on a4, a, i € sON constants positives. En concret, € €s una costant amb un valor petit.
Com que ¢ ha de tenir un valor petit, h; i h, seran molt grans, d’aqui ve el nom
d’observadors d’alt guany.

Per continuar amb el disseny de l'observador hem d’escalar les variables de les
equacions d’error d’estimacio:

X

N = N, = X (12)

&

Expressem les equacions (11) amb el canvi de variables que acabem de veure (12) i
de manera matricial:

en = Fn+eBé (13)
_(—ay 1\., (0
onF = (_az O)Ib— (1)
Veiem que F és la matriu que defineix el comportament de l'error d’estimacio.
Assignant valors a les constants a; i a, podem aconseguir que la matriu tingui els

valors propis (pols) que vulguem, i conseqlientment que I'error d’estimacié del high-
gain observer es comporti com desitgem.

Només queda per determinar el valor de &, que ha de ser una constant de valor positiu.
De l'equacié (13) podem deduir-ne bastantes coses. Com que la derivada de @
multiplica a &, com més petit el terme € més rapida sera la dinamica de I'observador. Si
fem & prou petit ens assegurarem que I'error d’estimacio evolucioni, i tendeixi a zero,
de manera molt més rapida del que evoluciona la dinamica del sistema que estem
intentant controlar.

També veiem a I'equacié (13) que e multiplica al terme §. Com més petit fem & més
atenuarem l'efecte de la incertesa que aporta § a l'error d’estimacio. Per tant, per
aquests dos motius ens interessa que el terme & sigui el més petit possible.

Perd tampoc podem fer que ¢ sigui igual a zero, ja que si té un valor massa petit també
té certs inconvenients. La solucié de I'equacié diferencial (13) té termes de la forma:

1
—e~at/e (14)
&

Com hem vist fins ara, si la € és molt petita I'exponencial tendira rapidament a zero,
qgue és equivalent a dir que la dinamica de I'observador sera molt rapida. Pero per altra
banda, quan el temps sigui molt petit (t ~ 0) la funcié (14) valdra 1/¢, que sera un
namero molt gran. Aixo fara que aquesta funcidé es comporti com un impuls, de fet
representa un impuls quan ¢ tendeix a zero. A aixd se 'anomena fenomen de pic, és
un problema en els observadors d’alt guany que pot arribar a desestabilitzar el sistema
si la € és un valor massa petit.

També ens interessara tenir un valor de € més gran per tal de minimitzar I'efecte del
soroll de la sortida del sistema y. A la practica tots els sistemes de mesura
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introdueixen soroll a I'’hora d’obtenir el valor de la sortida. Si prenem un valor de ¢
massa petit estarem maximitzant excessivament I'efecte d’aquest soroll. Podem veure
aixo en I'equacio de I'error d’estimacié en un sistema amb soroll:

1
e = F11+sb6—EEV

. : . : : a
on V és la variable que representa el soroll introduit a la sortida y, i F = (a;).

En resum, modificant el parametre ¢ podem aconseguir que el nostre sistema tingui
diferents prestacions. Depenent del que ens interessi podrem fer més gran o més petit
aquest parametre, pero en general ens interessara trobar un equilibri entre avantatges
i inconvenients.

Exemple 3.2: Imaginem que volem dissenyar un observador d’alt guany per estimar
els estats de la planta Van Der Pol.

5C1 = X3
X, = —0.2x; + x5 — 0.3x%x, +u
y=Xx1

On ¢(x,u) = —0.2x; + x, — 0.3x%x, + u, és una funcio no lineal desconeguda.
Nosaltres treballarem amb el model nominal: ¢,(x,u) = —0.4x; + 1.2x, — 0.5x%x, + wu.
Assignemelsvalors a; =2 ia, = 1:

(a1

F= (_a’z 0)
Aconseguim que els dos valors propis de la matriu F valguin -1, recordem que els
valors propis d’aquesta matriu defineixen el comportament de [l'error d’estimacio.

Havent fet el disseny, el nostre observador esta regit per les seglents equacions
diferencials:

. 2

X1 =Xy +E(y_xl)

Iy N N INFIN 1 N
X, = —04%; + 1.2%, — 0.5%, "%, + u + g—z(y — %)

Veiem que no hem definit el valor definitiu de &, ens esperarem a fer el control de la
planta (proxima secci6) i a veure com evoluciona amb diferents valors de €. A partir
d’aqui, en funcié de les prestacions que vulguem que tingui el nostre sistema controlat
escollirem un valor definitiu de € pel nostre observador.
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3.5 Control amb un observador d’alt guany

En els seccions anteriors hem vist la teoria de linealitzacio i control per realimentacio i
com es dissenya observador d’alt guany, en aquesta seccié ho posarem tot en comu
per controlar una planta no lineal que presenti incertesa.

u
> Planta Y >

u

v

=

Y

Controlador Observador

Figura 5: esquema del control d’'un sistema amb un observador d’alt guany.

Veiem com es fa el control d’un sistema d’aquestes caracteristiques en un exemple.

Exemple 3.3: Imaginem que volem controlar la planta Van Der Pol per estabilitzar-la a
l'origen.

5C1 =Xy
X, = —0.2x; + x, — 0.3x%x, + u
V=X

Per estimar els estats d’aquest sistema farem servir el high-gain observer que hem
dissenyat en 'exemple 3.2. Recordem que tenim incertesa al sistema, és per aixo que
aquest observador treballa amb un model nominal de I'equacié de x, en comptes de
l'equacio real.

. 2
X1 =Xy +E(y_xl)

- - s 2a 1 o
X, = —04%; + 1.2%, — 0.5%,°%, + u + S—Z(y —x1)

No hem definit el valor de ¢, ja que avaluarem com es comporta el sistema provant
diferents valors. L’estimacié d’estats feta per I'observador la realimentarem a la planta
per fer el control per realimentacid. A la realimentacié també hi restarem la funcié no
lineal de x, per intentar cancel-lar les no linealitats de la planta. Com que el model
nominal i el real (el de la planta) son diferents no aconseguirem cancel-lar del tot les
no linealitats. Recordem que estem estabilitzant la planta a l'origen | per tant la
referéncia del sistema és zero: r = 0. L’accié de realimentacié que entra a la planta és
la seglient:

u = —(-0.4%, + 1.2%, — 0.5%,°%,) — KX (15)

Tenim les matrius del sistema ‘linealitzat”:

) e ()
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Volem situar els pols del sistema realimentat a -0.7 i -0.8. Aix0 vol dir que hem
d’imposar que la matriu A — BK tingui com a valors propis -0.7 i -0.8. Obtenim: K =
[0.56 1.5].

Podem simular aquest sistema amb Matlab Simulink. Per fer la simulacié considerarem
gue les condicions inicials s6n x,(0) = x,(0) =0 i £,(0) = x,(0) = 0.5. Simularem per
tres valors diferents de ¢ (0.3, 0.15 i 0.05) i veurem com afecta aquest parametre al
sistema. Per comparar, prendrem com a referéncia un sistema en el que
realimentarem directament els estats sense fer servir un observador (aixo a la realitat
no seria factible). Veiem les figures de ¥, %, i y.

T T T T T

1.2 .

real x1

estimacio x1 (e=0.3)
estimacio x1 (e=0.15)
estimacio x1 (€=0.05) |

| 1 1 | 1

0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)

Figura 6: evoluci6 de la x4 (violeta) del sistema, estimacié de I'observador d’alt guany
amb &£ = 0.3 (blau), estimacié amb &£ = 0.15 (taronja) i estimacié amb &£ = 0.05 (verd).

T T T

real x2
estimacio x2 (£=0.3)
05 estimacio x2 (¢=0.15)

1 T

estimacio x2 (£=0.05)

0.1

0.1

-0.2 ==

-0.3F
286 288 29 292 294 296 298 30

| 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30
Temps (s)

Figura 7: evolucio de la x, (violeta) del sistema, estimacio de I'observador d’alt guany
amb & = 0.3 (blau), estimacié amb & = 0.15 (taronja) i estimacié amb & = 0.05 (verd).
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En aquestes figures es pot apreciar perfectament el que s’ha explicat a la seccié 3.4
sobre el parametre €. Podem veure que com meés petita és la ¢ més rapid tendeixen
les estimacions als estats reals, i per tant més rapid tendeix a zero l'error d’estimacio.
Aixo és perque la dinamica de 'observador és més rapida. En les dues figures, veiem
gue pel valor més gran (e = 0.3) l'estimacié dels estats no convergeix als estats reals.
Aixo passa perque la dinamica de I'observador és massa lenta davant del sistema que
esta intentant controlar, és a dir, el vector d’estats evoluciona massa rapid per
l'observador amb ¢ = 0.3.

A la figura 7 apreciem que com més petit €s el valor de ¢ més importancia té el
fenomen de pic, i aixd es contraproduent. Observem aquest fenomen ens les primeres
déecimes de segon de la simulacié. D’altra banda, en el zoom que hem fet en aquesta
figura veiem (si intentem obviar el soroll) que I'observador amb amb ¢ = 0.05 (verd)
convergeix millor al estat real de x, que l'observador amb & = 0.15 (taronja). Aixo és
degut a que quan tenim un valor de & menor la incertesa del sistema té menys
importancia, i per tant l'estimacioé s’apropa més als estats reals. Per ultim, a la figura 7
€S veu que com més petit és € més important és I'efecte del soroll, i aixo és clarament
negatiu.

El grafic d’evolucié de la sortida y és el mateix que el de la figura 6, ja que y = x;.
L’dnic observador que no aconsegueix estabilitzar el sistema a l'origen és el que fa
servir € = 0.3. Podem afirmar que aquest observador no ens serveix per controlar la
planta. En els altres dos observadors la sortida convergeix a zero i s’estabilitza el
sistema a l'origen. Hauriem de valorar amb quin ens quedem, ja que el de € més petita
presenta una dinamica més rapida i més robustesa davant la incertesa, pero també té
més efecte del soroll. Valorarem els avantatges i inconvenients i dissenyarem
l'observador en funcié dels requeriments del sistema a controlar.

Els observadors d’alt guany tenen unes bones prestacions per estimar els estats i per
controlar sistemes no lineals i/o amb incertesa, pero tenim dues grans limitacions.

La primera limitacié és que quan tenim un sistema amb incertesa el model nominal
d’'una funcié no és igual que el real. Aleshores, quan intentem fer la linealitzacié per
realimentacié (15) el model nominal i el real no sén exactament iguals, i per tant no
estem cancel-lant del tot les no linealitats. Aixd significa que no estem linealitzant
completament el sistema, i per tant no és correcte aplicar el control per realimentacio
ja que la planta resultant no és completament lineal. En I'exemple que acabem de
veure aixd no ha suposat un problema a I'hora d’estabilitzar la planta perqué teniem
poca incertesa i els estats s’han conduit a l'origen, x = 0. Pero a la realitat ens podem
trobar amb sistemes amb més incertesa i que hagin de seguir referéncies més
complexes, i fent el mateix no aconseguirem estabilitzar la planta.

La segona limitacié de fer servir aquest tipus d’observadors és que per reduir I'efecte
de la incertesa en el sistema necessitem reduir el parametre . En sistemes amb molta
incertesa haurem de reduir molt aquest parametre, i aixd ens portara efectes negatius,
com el fenomen de pic i/o un gran efecte del soroll.

Haurem de buscar un millor observador per poder controlar sistemes no lineals amb
incertesa, que és el tipus de sistemes que volem controlar en aquest treball.
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4. Primera part de la solucié: observador d’alt
guany estes

4.1 Motivacio

Les plantes estan modelitzades matematicament amb equacions per intentar
representar quin és el seu comportament. Perd qué passa si el model matematic que
coneixem no descriu exactament el comportament planta a la realitat? O que passa, si
directament no coneixem cap de les equacions que la modelitzen? Ens trobarem molts
cops en aquestes situacions. Per exemple, en el cas de que la planta que volem
controlar sigui un motor, és molt dificil modelitzar la fricci6.

Com bé hem avancat en el capitol anterior, en aquests casos diem que tenim incertesa
en el nostre sistema. Com més gran sigui la diferéncia entre la planta real i el nostre
model matematic tenim més incertesa. Aix0 presenta limitacions (final de la secci6 3.5)
en els observadors d’alt guany que hem vist fins ara. Quan tenim incertesa no podem
aplicar bé la linealitzacio per realimentacié i hem de reduir excessivament el parametre
€ de I'observador. Aquestes limitacions impedeixen fer un bon control de la planta.

Es per aixd que farem servir 'observador d’alt guany estés [4]. Es un observador
capa¢ d’estimar la incertesa del sistema, d’aquesta manera la podem cancel-lar
restant-la a I'accié de realimentacio. Aixi aconseguirem que el control amb linealitzacié
per realimentacio sigui més robust.

4.2 Teoria

Per explicar que és i com es dissenya un observador d’alt guany estés farem servir un
cas general de sistema, imaginem que tenim la seglient planta d’ordre 2 amb una
entrada i una sortida:

5('1 = xZ
%, = p(x,w,u) = alx,w) + b(x,w)u (16)
y=x1

on ¢(x,w,u) = a(x,w) + b(x,w)u, és una funcié que descriu el comportament de la
planta real. Les funcions a i b poden ser desconegudes o dependre d'un senyal que no
coneixem w.

Com que no coneixem la funcié de ¢, per modelitzar la planta fem servir el model
nominal: ¢q(x,u) = ag(x) + by(x) - u. La diferencia entre la planta real i la nostra
modelitzacio la podem escriure com:

o=¢x,wu) —po(x,u) =alx,w) —ag(x) + [b(x,w) —by(x)]-u 17)

on la variable ¢ representa la incertesa i la veurem com una pertorbaci6. Podem
reescriure I'equacié (17) de la seglient manera:

a(x,w) + b(x,w) -u=ay(x) + by(x)-u+o (18)

Fent servir 'equaci6 (17) podem reescriure la planta (16) considerant la ¢ com una
nova variable d’estat del sistema. Es a dir estenem el nombre d’estats del sistema,
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d’aqui ve el nom d’observador d’alt guany estés. Tindrem la segiient estructura de la
planta:

X1 =Xy
X, = ag(x) + by(x)u+o
Jg=oexwwuu)
y=Xx1
on ¢ és una funcié desconeguda que pot ser no lineal. Per aquesta planta (19) podem
construir un observador d’alt guany estés de tercer ordre que ens estimi els estats de
la manera segient:

(19)

A

X1

a
£y — (v = 2)
s a
%2 = ao(®) + by@u+ 6+ (7 — ) (20)
A as ~
0= 6—3()’ — %)
on aq,a, i az formen part de la matriu de l'equacié de l'error d’estimacié de

l'observador. Els valors de les a’s determinen els valors propis de la matriu F, i
consequentment el comportament de 'error.

e = Fn + ebd

-a; 1 0
—-a3 0 O

Diem que I'observador (20) és un observador d’alt guany estés de la planta inicial (16).
Aquest observador no estimara només els estats del sistema x, siné que també
estimara la incertesa, g, la diferéncia entre la planta real i la nostra modelitzacio.

Podem fer servir aquesta estimacio & per realimentar-la mitjangant I'accié de control u i
d’aquesta manera cancel-lar el terme o de la planta. Es a dir, amb la realimentacié
cancel-larem la no linealitat i la incertesa de la planta. Per fer aixo, la senyal de control
sera la seglent:

 —G—a,® - Kz
bo(X)

Si l'estimacié 6 fos exactament igual que ¢ aconseguiriem cancel-lar totalment la
incertesa de la planta. Com menys precisa sigui la estimacié més incertesa romanent
tindrem, i menys robust sera el control.
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4.3 Exemplei limitacions

L’estructura del control d’'un sistema, no lineal i amb incertesa, fent servir un
observador d’alt guany estés és la seglent:

u %= % Vv

> ¥> = alx,w) + b(x, w)u

y=x

v

Planta

i

A 4

A " ay ~
J"1:’52+?(3’*1"1)

2
D

u —6 — ap(X) — K%
u=

a Y

bo (%) 5?2:ao(ff)mo(i)u+&+?(yﬂ21) 3

N

A _ @ 2
6=30-%)

Controlador
Observador d’alt guany estes

Figura 8: esquema del control d’'un sistema amb un observador d’alt guany estés.
Veiem com es fa el control d’un sistema d’aquestes caracteristiques en un exemple.

Exemple 4.1: Imaginem que volem controlar la planta Van Der Pol per estabilitzar-la a
l'origen.

5C1 =Xy
Xy = —0.2%; +x, — 0.3x2x, + u
y=X1

Suposem que no coneixem del tot 'equacié que defineix x,, nosaltres farem servir el
model nominal:

Po(x, ) = —2x; + 2x, — x%x,

Veiem que el nostre model nominal difereix de les equacions de la planta real, que
son:

¢(x,u) = —0.2x; +x, — 0.3x2x, + u
Podem construir un observador d’alt guany estés per aquest sistema. Donem el valor a
les alfes: a; = a, = 3 i az = 1. Aixi aconseguim que la matriu de I'error d’estimacié F

tingui els tres valors propis a -1. Assignem el valor € = 0.25, amb aquest valor tenim un
equilibri entre les diferents consequéncies que té augmentar o disminuir ¢.
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L’'observador que fem servir és:

, 3

X =% +E(y_3?1)

5 . s o2 ., 3 .

X5 =—2x1+2x2—x1x2+u+a+g—2(y—x1)
1

6:—3(}1—)?1)

La realimentacio ens servira per fer el control, per cancel-lar la incertesa i per
linealitzar el sistema. Recordem que estem estabilitzant la planta a l'origen i per tant la
referéncia del sistema és zero: r = 0.

u=-—-6-— (—256'\1 + 25('\2 —J?%XZ) — kx

Tenim les matrius del sistema linealitzat:

_(0 1 _ (0
4= (o o) B = (1)
Volem situar els pols del sistema realimentat, per exemple a -1 i -1.5. Aix0 vol dir que
hem d’imposar que la matriu A — BK tingui com a valors propis -1 i -1.5. Obtenim:

K=1[3 3.5]

Podem simular aquest sistema amb Matlab Simulink. Per fer la simulacié considerarem
gue les condicions inicials sén x;(0) =x,(0) =0 i %,(0) =x,(0) =4(0) = —0.5.
També hem introduit soroll a la sortida de la planta perqué la simulacié sigui més
realista. Veiem com es comporten els estats del sistema i les seves estimacions en
cada instant.

04F real x1 -
estimacio x1

S
m -
>
1 1 1 1
0 5 10 15 20 25
Temps (s)
Figura 9: evoluci6 de x4 (blau) del sistema i de la estimaci6é x; (taronja).
LD
Yooy
V, s Vv
W o b

ETSEIB



Implementacié de controladors adaptatius amb identificacié dispersa Pag. 27

1T real x2
estimacio x2

Valor

Temps (s)
Figura 10: evolucié de x, (blau) del sistema i de la estimacio X, (taronja).

Podem veure que el controlador és capa¢ d’estabilitzar la planta i portar el vector
d’estats a l'origen. L’error d’estimacié de x, és una mica més alt a linici de la
simulacié, perd va convergint a zero quan avanga el temps. En aquest estat notem
l'efecte del soroll, si disminuissim ¢ aquest efecte augmentaria i seria contraproduent
pel sistema. L’error d’estimacié de x,; és molt baix al llarg de tota la simulaci6. La figura
9 també representa l'evolucié de y, ja que y = x,, veiem que s’estabilitza a 'origen
sense problema.

real o
estimacio o

1.5

Valor

1 1 1 1

0 5 1n 15 20 25
Temps (s)

Figura 11: evolucio de o (blau) del sistema i de la estimacio @ (taronja).

A la figura 11 veiem que l'estimacioé de la incertesa i en general la seva evolucié és
bona. La incertesa tendeix a zero a mesura que el vector d’estats disminueix i

convergeix cap a l'origen.

Fent servir el 'observador d’alt guany estés podem estimar la incertesa i aconseguim
gue el control amb linealitzaci6 per realimentacié sigui més robust. Perod encara tenim
una limitacio, si tenim molta incertesa haurem de disminuir molt € per contrarestar-la.

)
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Disminuir la € no es gratuit, ja que ens accentua el fenomen de pic i els efectes del
soroll, i eventualment podria desestabilitzar la planta. Es per aixd que haurem de
buscar una millora de la soluci6 que ja tenim. Si poguéssim estimar les parametres de
la funcié desconeguda de la planta ¢ (x,u) podriem actualitzar el model nominal de la
funcié ¢,(x,u), i aixi aconseguiriem un model molt més similar a la funci6é real.
D’aquesta manera hauriem reduit molt la incertesa i podriem treballar amb una € no
tant petita que no ens provoqués efectes adversos.

4.4 Seguiment d’una referéncia

En les seccions anteriors hem vist que podem controlar una planta amb I'ajuda d’un
observador per estabilitzar-la a I'origen. El segient pas, ara que tenim un observador
robust, és aconseguir que el nostre sistema sigui capa¢ de seguir la funcié referéncia
que vulguem [5]. Es a dir, que la sortida del sistema y segueixi el valor d’'una funcio
variant en el temps y.r.

En els sistemes que hem vist anteriorment el que féiem quan s’estabilitzava el sistema
era portar les variables d’estat x a zero (a I'origen). Ara farem un canvi de variables i
expressarem la planta en funcié de les variables d’estat x, i seran aquestes noves
variables d’estat les que portarem a I'origen.

1= Y " Frer = %1~ Yref (21)

X2 =Y = Yref = X1~ YVref
On y,.; €s la funcié que varia en el temps que volem que segueixi la sortida y del
nostre sistema. Veiem que y,.r €s la primera derivada en funcié del temps de la

referencia que introduim.

Amb el canvi de variables (21) quan estabilitzem el sistema portarem a l'origen les
variables x. Es a dir, portarem a zero la diferéncia entre y i Vrefr | €NIE ¥ i yycr.
D’aquesta manera aconseguirem que el nostre sistema segueixi una referéncia
canviant al llarg del temps. Per aconseguir que les variables x tendeixin a zero, les
variables originals x aniran canviant de valor al llarg del temps quan canvii de valor la
referéncia.

Aplicarem aquest canvi de variables a 'observador perqué estimi x, aquesta estimacié
X sera la que farem servir al controlador per fer el control i la cancel-lacié de les no
linealitats.

En resum, seguir una referéncia és el mateix que estabilitzar una planta a I'origen,
pero fent el canvi de variables (21) a x.
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u
> Planta Y >
u
h 4
U g x rvador d’al
Controlador < Observador d’alt ’ Y

guany estes

Figura 12: esquema de control perqué un sistema segueixi una referéncia

Exemplificarem com es fa el seguiment d’una referéncia i en veurem els resultats en
una simulacié amb incertesa.

Exemple 4.2: Imaginem que volem que la sortida de la planta Van Der Pol segueixi
una funcié referencia.

Xl = X3
.x.'z = —0.2x1 + X1 — O.3X12xZ +u (22)
y=x

Apliquem el canvi de variables (21):

X1 = Y = Yrefr = X1 = YVref
Xy = y_yref =X _yref

Podem reescriure la planta (22) amb el canvi de variables:

.9?1 == fz
7?2 =X - j}ref
y=x+ Yref

gue si ho acabem de desenvolupar obtenim les expressions:

.7?1 = .7?2
fz = _0-2(721 + }’ref) + (fz + yref) - 0-3(3?1 + yref)z(fz + Yref) tu-— j}ref
y =X+ YVref

Per estimar els estats x i per fer un control robust del sistema farem servir un
observador d’alt guany estés. Recordem que tenim incertesa, per tant en 'observador
farem servir els coeficients del model nominal ja que no coneixem els coeficients de la
planta real. El model real i el nominal sén, respectivament:

a(x) = —0.2x; + x; — 0.3x,%x,

ao(®) = —0.1(%; + Yrer) + 0.5(%2 + Vrer) — 0.6(%1 + Vrer) (%2 + Vrer)

)
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L’'observador que farem servir en aquest exemple és:

=

~ a -~
X1 = X3 +?1(}’ — Vref —f1)
5%2 = —01(5?1 + yref) + 05(56_\2 + yref) - 06(5?1 + yref)z(fz + yref) +u-+ 3 - j}ref
a =
+g_22(y - yref - xl)

A a ~

5=g_33(y_yref _xl)
Donem els valors a les alfes: @y = a, = 3,a3 = 1,ia e = 0.05.

Per poder estabilitzar aquest sistema ens cal un controlador, també cancel-lem la
incertesa i les no linealitats. L’accié de control que realimentarem a la planta és la

seguent:
= = = . = 2 = D = oo
u=-%K+0.1(% + yref) —05(%, + yref) +0.6(% + yref) (B H1rep) =G+ T,

Les matrius del sistema linealitzat sén les mateixes que hem vist en I'exemple 4.1.
Imposem situar els dos pols del sistema realimentat a -1 i -1.5, obtenim: K = [3  3.5].

La funcio referéncia que volem que segueixi la sortida y de la planta, i les seves
derivades son:

t

Vrer (£) = sin(t) + 2sin (E) + cos(2t)

t
Vrer (£) = cos(t) + cos (E) — 2sin(2t)
t
Vrep (t) = —sin(t) — 0.5sin (E) — 4cos(2t)
Establim les condicions inicials x;(0) = x,(0) = 0i x;(0) = x,(0) = 6(0) = 0.5. Fem la

simulacié amb Matlab Simulink i observem com la sortida de la planta segueix la
referencia que li hem introduit.

y sistema
y referéncia

Valor

|
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps (s)

Figura 13: evolucié de la sortida de la planta (blau) i de la referéncia del sistema
(taronja).
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Podem veure a la Figura 13 que el seguiment és correcte. Veiem que els estats x
tendeixen a l'origen (zero) per tal de dur a zero la diferencia entre y i y,.r. Per portar x
a zero les variables d’estat originals x prendran el valor que sigui necessari a cada
instant en funcio de y,.r. Podem veure aix0 a la figura 14 i a la figura 15,

Valor

| x1 real
-3 x1 estimacio
(canvi de variables)

4r ! I ! I ! I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (s)
Figura 14: evolucié de I'estat x; (blau) de la planta i de I'estimacié X, (taronja) de
I'observador.

—— x2real
6l x2 estimacid -
(canvi de variables)

Valor

Temps (s)
Figura 15: evolucio de I'estat x, de la planta (blau) i de I'estimaci6 X, (taronja) de

'observador.

Veiem que en la representacio de x, hi ha un gran fenomen de pic inicial. Aixo és aixi
perquée hem hagut de disminuir molt € perqué la dinamica de l'observador fos prou
rapida per sequir la referencia, i també per disminuir I'efecte de la incertesa.

Per ultim podem veure la representacié de la incertesa, veiem que l'estima bastant bé
tret del fenomen de pic inicial i del soroll.
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]

real o
estimacio o

L Ml . m

Valor
(=]

-5 1 I

0 5 10 15 20 25
Temps (s)

Figura 16: evoluci6 de la incertesa o de la planta (blau) i de I'estimacié @ (taronja) de
I'observador.
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5. Segona part de la solucio: estimacio de
parametres

5.1 Motivacio

Hem vist que una de les limitacions de controlar un sistema amb un observador d’alt
guany estés és que tinguem molta incertesa, ja que haurem de disminuir
excessivament el parametre €. Per poder controlar aquests sistemes hem de buscar
una millora de la solucié. En aquest capitol explicarem el funcionament d’'un métode
que ens permet estimar els parametres desconeguts d’'una planta. Els parametres que
volem estimar sén els coeficients que multipliquen les variables d’estat dins de les
funcions amb incertesa (desconegudes). Per exemple:

d(x,u) = 6,x1 + 6,x, + 03x%x, +u

Si tenim una estimacié d’aquests coeficients (6's), el nostre model nominal sera molt
més similar al real i tindrem menys incertesa que al principi. En aquestes condicions ja
serem capacos de controlar el sistema amb un “observador d’alt guany estés”.

En concret ens centrarem en I'estimacié de parametres offline fent servir el métode
dels minims quadrats. Aix0 significa que mentre el sistema esta funcionant i intentant
estabilitzar les variables d’estat de la planta nosaltres prenem mesures de diferents
variables del sistema. Quan parem del funcionament del sistema o quan acabem la
simulacié farem servir totes les dades que hem pres per tal d’estimar els parametres
gue desconeixem de la planta [6] [7]. Més endavant en aquest capitol veurem com es
fa aix0 exactament.

Diem que I'estimacio de parametres és offline perque primer executem durant un cert
temps el sistema i en prenem les dades, i després un cop acabada I'execucio,
estimem els parametres de la planta.

5.2 Introducci6 al problema dels minims quadrats generic

Les funcions desconegudes amb les que ens trobarem seran de la forma seguent:
¢(x,u) = a(x,0) + b(x,0)u. Per simplificar-ho, nosaltres només tractarem casos amb
b(x,0) = 1.

Voldrem estimar els parametres d’'una planta definida per la seguent estructura:

Jél = xZ
X, =alx)+u (23)
y=x1

On a(x) és una funcié de la qual en desconeixem els seus coeficients, pero si que en
coneixem la seva estructura. Té una estructura polindmica:

a(x) =6 - @1(x) + 62 - 92(x) + -+ + 0y - @ (x) (24)
gue escrit de manera vectorial és:

e 3
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a@) = (@1 92« PO 6 .. 6) =)0 (25)

Les funcions, ¢; amb (i = 1:n), estan formades unicament per variables d’estat
x (xq,x,). Aquestes funcions ¢; poden ser no lineals. D’altra banda, 6; amb (i = 1:n),
son les constants (parametres) que desconeixem i que volem estimar.

Si mirem I'equacié (24) veiem que estem davant d’'un problema classic de regressio.
La mesura de a(x) en el sistema la notarem com a Y(x), per tal de tenir una notacio
similar a la que tenim en els problemes de regressid. El model de regressié amb el
qual treballarem és el seguent:

Y(x) =01 - 01(x) + 0, - (x) + -+ 0, - o (x) = p(x) - 0 (26)

On ¢ soOn les variables de regressié (variables independents) i Y és la variable
observada (variable dependent). Els vectors ¢ i Y seran coneguts ja que els podrem
calcular a partir de mesures en el sistema. Els coeficients de regressio 8 seran el que
haurem de determinar.

Per poder estimar aquests parametres desconeguts farem servir el métode dels
minims quadrats (Least Squares, LS) . Per dur-lo a terme, mentre el sistema
evoluciona al llarg del temps haurem de prendre m mostres de x, i a partir d’aqui
calcular m vegades el valor de Y i de ¢4, ¢, ... ¢,. Aquestes mostres les prendrem en
m instants cada cert periode de temps T.

Y(x(0)) = 6y - 9, (x(0)) + 65 - 9, (x(0)) + -+ + 6,, - @, (x(0))

= ¢(x(0))- 06
: 27)
Y(x((m=1T) = 61 - 9, (x((m — D)) + 6, - 9, (x((m — DT)) + -~
+ 6, @ (x((m — DT)) = @(x((m — DT)) - 6
gue podem escriure de manera matricial:
Yo ¢1(x(0)) ®2(x(0)) @n(x(0)) 01
Y.l _ 4 (x(T)) <P2(x.(T)) Pn (x(T)) ) Qz
Ym/  \pix(m-DT) @2 =-DT) -~ pulxlm-1)/ \6/ D)
Y=¢: 0

Nosaltres imposarem tenir moltes més mostres que parametres a estimar: m > n, ja
gue d’aquesta manera reduirem l'efecte del soroll. Aixd vol dir que la matriu ¢ no sera
quadrada i per tant no podrem invertir-la per trobar directament el valor de 8. Es per
aixo que necessitem el métode dels minims quadrats (LS-method).
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5.3 Resolucio del problema de minims quadrats generic

A continuacié veurem com funciona el métode dels minims quadrats. Definim el vector
d’error de I'equacié matricial (28): E, com la diferéncia entre la banda esquerra i la
banda dreta de I'equacio (28):

E=Y—¢-0
€ Yo — @(x(0)) -6
g\ n-eam) -6 @
em Y, — @(x(mT)) - 0

El problema consisteix en calcular el valor dels parametres @ que minimitzi la funcié
pérdua de l'error quadratic:

argmin||Y — ¢ - 6|,
0

on [|-|l, és la norma 2, és a dir, la distancia euclidiana de I'argument a l'origen de
coordenades (error).

L’error quadratic es tradueix en la segient equacio:
1 1 1
V(G) = 5(612 + 622 + -+ emz) = EETE = E(Y —-¢- B)T(Y —-—¢- 0)

gue desenvolupat és:

V(@) =YTY + (—¢TY)TO +%0T¢T¢e (30)

Per trobar el valor de @ que minimitzi la funcié (30), i per tant I'error, hem de derivar
V(0) en funcié de 0 i igualar-ho a zero.

dv(e) _
—ag = 9909V =0

" P0 = ¢TY (31)

Aillant (31), obtenim I'expressio final:

0.5 =(p"P)'PTY (32)
Amb aquesta expressié obtenim I'estimacio dels coeficients desconeguts de la funcio

de la planta. Els parametres obtinguts son els que minimitzen I'error de la regressio de
I'equacio (29).

En l'equacié (32) veiem el que s’anomena la pseudoinversa de la matriu ¢, que és:
(pTP) 1¢T. Per poder fer aquest calcul s’haura de complir que la matriu (¢” @) sigui
invertible. Recordem el determinant d’'una matriu és el producte dels seus valors propis
i que la inversa d’una matriu es calcula:

r oy A7)
@) @)l
LY,
Y
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Si el determinant és zero, o proper a zero, no podrem calcular la inversa d’aquesta
matriu, ja que no podem dividir un factor entre zero. Per tant, per poder calcular (32)
cal que la matriu (¢7¢) tingui valors propis prou diferents de zero, aixi tenim un
determinant diferent de zero. Quan la matriu es pot invertir diem que el sistema és
excitant. Si el sistema no és excitant trobarem que hi ha infinites solucions al problema
dels minims quadrats. Si el sistema no és suficientment excitant com per convergir en
una solucié dels minims quadrats podem modificar I'entrada a la planta per augmentar
I'excitacioé.

Fent que I'entrada u a la planta varii el que estem aconseguint és que el vector x
canvii de valor, i consequentment fem que els valors propis de la matriu (¢”¢) siguin
més diferents de zero. Aixi podrem invertir aquesta matriu. Quan fem aix0 diem que
estem excitant el nostre sistema.

5.4 Exemple d’estimacié de parametres

Farem un exemple senzill, amb poques mostres, per veure com funciona I'estimacié de
parametres. Ho farem en un problema de regressié generic, no té res a veure amb una
sistema dinamic. Més endavant ho aplicarem a una planta.

Exemple 5.1: Imaginem que volem estimar els coeficients de la funcié Y(x), ja que
nosaltres no els coneixem:

Y(x) = 91x1 + 92X2 + 93x%x2

Tenim 7 punts de l'espai R® format per les variables (Y, x;,x;). Organitzem aquests
punts en dues matrius. La primera é€s una matriu 7x1 dels 7 valors de Y (variable
observada). La segona és una matriu 7x3 i conté els valors de les variables de
regressio: @ = (xq, X, X2 x,).

11.57 1.5 2.0 4.5
4.0 25 15 9375
35 3.0 3.0 27
Y=I[15 ¢=11.0 25 2.5
2.0 45 0.5 10.125
3.0 40 4.0 64
L4.,5- 120 1.5 6

Amb aquestes matrius es relacionen per l'equacio:

Y=¢-0 (33)

Com que la matriu ¢ no és quadrada no la podem invertir directament en 'equaci6
(33). Es per aixd0 que per obtenir els coeficients desconeguts @ hem de fer servir el
meétode dels minims quadrats. Consisteix en trobar la 8 que minimitza l'error:

E=Y—-¢-0
Per aixo apliquem la segient equacio:

0,5 = (¢T¢)_1¢TY
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Obtenim que els parametres desconeguts soén:
0.711
0,s =1 0.788
—0.043
Cegey
Yy
ETSEIB
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6. Proposta de solucio: estimacio de
parametres amb un observador d’alt guany estés

La proposta de la soluci6é passara per integrar les dues parts de la solucié que hem vist
en els capitols 4 i 5 d’'aquest treball. En el capitol 4 hem vist com es dissenyen els
observadors d’alt guany estesos, que ens permeten estimar els estats i la incertesa per
fer el control de sistemes no lineals i amb incertesa. El problema és que quan tenim
molta incertesa el control amb aquests observadors perd prestacions, a causa del
soroll i del fenomen de pic. Es per aixd que volem complementar la teoria del capitol 4
amb la teoria d’estimacié de parametres que hem vist al capitol 5. Si som capacos
d’estimar els parametres que desconeixem de la planta disminuirem molt la incertesa, i
d’aquesta manera podrem fer el control amb un observador d’alt guany estés de
manera molt més robusta.

En aquest capitol veurem com s’integren les dues parts de la solucié per poder
controlar plantes no lineals amb incertesa. Al final del capitol veurem I'algorisme
concret que ens permetra fer aixo, i 'aplicarem en un exemple.

6.1 Aplicacio del metode dels minims quadrats en el
nostre cas concret

En el capitol 5 hem explicat I'estimacié de parametres fent servir el métode dels
minims quadrats per un cas genéric. Hem vist que el model de regressioé generic amb
el que treballarem és el seguent:

Y(x) =6, - p1(x) + 6, - a(x) + -+ 6, - (x) = (x) - (34)

On ¢ soOn les variables de regressid (variables independents) i Y és la variable
observada (variable dependent). Per aplicar I'estimacié de parametres en el nostre cas
concret, haurem de realitzar dues apreciacions en el model de regressio (34).
Recordem que nosaltres estem intentant controlar un sistema no lineal i amb incertesa
fent servir un “observador d’alt guany estés”.

La primera apreciacié és gue nosaltres no podem coneixer les variables d’estat x de
les quals depenen ¢ i Y. Es per aix0, que en comptes de treballar x i Y, farem servir
les estimacions (x i &) fetes per I'observador d’alt guany estés. Prendrem m mostres
d’aquestes estimacions per poder calcular les matrius ¢ i Y que ens serviran per poder
aplicar el métode dels minims quadrats [8].

Recordem que la planta genérica amb la que treballem és:

)él=x2
X, =alx)+u
y=Xx1
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on a(x) és una funcié de la qual en desconeixem els seus coeficients, que nosaltres
modelem com a a,(x). Per obtenir les estimacions que farem servir en comptes dels
estats reals en el model de regressio (34) utilitzarem el seglient observador:

A ~ a1 ~
X1 =X +?(y—x1)

. a
£2=a0('x)+u+a+s—j(y—f1) (35)

A as A~
G=€—3(y_x1)

La segona apreciacié que hem de fer en el model (34) és que si volem trobar els
coeficients @ per regressié necessitem prendre mostres de la funcié a(x) en diferents
valors de %, i aixd no ho podem mesurar, ja que justament aquesta és la funcié que no
coneixem. Pero recordem:

o=a(x)—ay(x)
Es per aixd que per mostrejar a(x) farem servir (notarem la funcié a(x) com a ¥):

?=a,®) +6 (36)

Havent fet aquestes dues apreciacions, el model de regressio definitiu amb el qual
treballarem en el nostre cas particular és el seguient:

V=0, 0:@)+6; 02+ +6, - 0,R) =)0 (37)

gue escrit d’'una altra manera és:

agX)+6=0;- 91X+ 6, -0,(X) + -+ 0, - 0, (X) (38)

A partir d’aqui, si volguéssim estimar els parametres hauriem de prendre mostres de
les estimacions X i & per construir les matrius ¢ i Y. Amb aquestes dues matrius ja
podriem aplicar I'equacié (39) que ens dona el métode dels minims quadrats, i aixi
obtenir una estimacié dels coeficients de la planta.

Os= (@) '"Y (39)

6.2 Procés iteratiu de I'’estimacié de parametres

Molts cops ens trobarem que aplicant el métode dels minims quadrats (LS) un sol cop
no arribarem a tenir estimacions dels parametres 8, similars valors reals de la planta
0. Aix0 és degut a que el nostre sistema presenta incertesa i/o soroll, per tant
I'estimacié dels estats x i del factor Y normalment no és exactament igual que els
valors reals. Tanmateix, és d’esperar que després de l'estimacido de parametres a
través de (39), el model s’aproximi més a la realitat. En conseqiéncia, després de
'estimacié de parametres, I'estimacié de dels estats x i del factor Y és més precisa. Si
fem una segona estimacié de parametres, a partir de la primera estimacio, través de
(39) obtindrem un model que s’aproximi encara més a la realitat. Es per aixd que
W e b
ETSEIB
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haurem d’iterar i aplicar varis cops el métode dels minims quadrats. Iterarem fins que
l'estimacié dels coeficients desconeguts de la planta 6,5 sigui igual als coeficients
reals de la planta 8 amb un petit marge de tolerancia.

Recordem que l'estructura I'observador amb el que treballem és la que hem vist en la
seccid 6.1 (35). El controlador determina que I'accidé de control que realimentem a la
planta és:

u=-6—ay(x)—kx

Farem una primera iteracié aplicant el métode dels minims quadrats (39) en la qual
farem servir un model nominal affo(i) en l'observador i en el controlador. D’aquesta
primera iteracié en traurem una primera estimacié dels parametres 0%. Agafarem
aguesta primera estimacié dels parametres i la farem servir per actualitzar els
coeficients de la funcié a,(x). Teoricament els nous coeficients del model nominal
alf*(x) seran més similars als de la planta real que els que teniem en un inici en

alf®(%). El nou model nominal tindra la segiient forma:
a(i)tl(f) = Q{tl c1(X) + 9£t1 c@(X) + -+ 91i1t1 cpn(X)

Fem servir aquesta ai'*(X) en I'observador i el controlador per fer una segona iteracio
del métode dels minims quadrats. Aixi obtindrem una segona estimacio del parametres
0i%?, i aquesta estimacio la fem servir per actualitzar un altre cop els coeficients de
ay(X).

Si fem aix0 de manera iterativa cada cop les estimacions dels parametres
s’assemblaran més als parametres desconeguts reals de la planta. En un sistema amb
una trajectoria ben excitant, normalment amb unes 3 o0 4 iteracions el valor de les
estimacions convergeix al valor real amb un marge de tolerancia relativament petit. Un
cop aconseguim aixo eliminem practicament tota la incertesa del sistema. En aquest
punt podem dir que I'estimacié de parametres ha convergit. Si s’ha fet tot bé el sistema
tindra un control robust per estabilitzar la planta a I'origen, o bé per fer que la sortida
del sistema segueixi una referéncia.

6.3 Plantes amb parametres desconeguts canviants

Fins ara hem vist que podem agafar una planta de la qual no coneixem de tot les
equacions d’estat i estimar-ne els seus parametres 6. Un cop coneixem els parametres
som capagcos de dissenyar un controlador que sigui capag¢ d’aprendre els parametres i
d’estabilitzar la planta. Pero, qué passa si el valor dels parametres desconeguts de la
planta canvia un o varis cops al llarg del temps?

Per exemple, aixd pot passar en les equacions de la planta que defineixen un motor
eléctric. Posem per cas que hem estimat els parametres desconeguts de les
equacions d’estat del motor, i dissenyem el controlador i I'observador fent servir
aquests parametres. Perd al cap d’'un temps apareix un camp electromagneétic que fa
que els parametres reals de les equacions d’estat de la planta variin. La planta hauria
canviat pero nosaltres encara tindriem la primera estimacié dels parametres. Per tant,
l'observador i controlador que hauriem dissenyat deixaria de ser correcte, i
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probablement el sistema es desestabilitzaria. Esta clar que hauriem d’estimar els nous
parametres desconeguts de la planta per poder-la estabilitzar gracies a uns nous
observador i controlador.

6.4 Etapa d’aprenentatge i d’execucié de I'algorisme de la
soluci6

Ja estem preparats per explicar com funciona l'algorisme que proposem en la solucié.
Aquest algorisme integra tots els conceptes que hem vist en els capitols 5 i 6.
Separem el control de la planta en dues etapes diferents, una etapa d’aprenentatge i
una d’execucié. Veiem en qué és distingeixen i qué hem d’esperar de cadascuna
d’elles.

Quan agafem una planta desconeguda i la vulguem controlar iniciarem la etapa
d’aprenentatge. En aquesta etapa no podrem controlar el sistema només fent servir un
observador d’alt guany estes, presentat al capitol 5, degut a la alta incertesa que
tindrem. Aqui és on entra en joc I'estimacié de parametres, ja que aprendrem quins
soén els parametres desconeguts d’aquesta planta mentre estem fent el control amb
linealitzaci6 per realimentacid. En concret, el que volem estimar son els coeficients de
la funcié a,(X) que utilitzem en I'observador i en I'accié que realimentem. Tal i com
hem explicat en la secci6 6.2, I'estimacié de parametres és un procés iteratiu, i potser
hem d’estimar ' i actualitzar varis cops els coeficients de la funcié a,(%). En principi a
cada iteracio hem de veure com la incertesa, €s a dir, la diferéncia entre el model real i
el nominal va disminuint. La incertesa perd, no la mesurarem directament amb
I'observador, sind que I'avaluarem amb un indicador, aquest conflicte es tractara en la
seguent seccid. El model nominal anira millorant i arribara un punt en que el valor de
les estimacions dels parametres convergira al valor real amb un marge de tolerancia
relativament petit. En aquest moment I'etapa d’aprenentatge haura acabat.

Arribats en aquest punt ens trobem que haurem eliminat gairebé tota la incertesa que
teniem a l'inici de I'etapa d’aprenentatge. Ara comencga I'etapa d’execucio, en la qual
deixem d’estimar els parametres de la planta perque ja els coneixem. En aquesta
etapa podrem seguir amb el control amb linealitzacié per realimentaci6 amb un
observador d’alt guany estés del capitol 4. Com que ja no tenim gaire incertesa aquest
control sera molt millor a I'hnora de seguir una referéncia o estabilitzar la planta a
I'origen.

L’etapa d’execucio s’acabara quan acabem de controlar la planta, o bé si canvien els
parametres de la planta real (secci6 6.3). Si canviessin els coeficients de la funcié a(x)
de la planta real, els coeficients que hem estimat per a,(x) deixarien de ser valids. En
aquest moment la incertesa es dispararia, i controlar una planta amb tanta incertesa
sense estimar parametres seria molt fragil. Es per aixd que hauriem de tornar a entrar
en I'etapa d’aprenentatge. Fariem varies iteracions d’estimacio de parametres, fins que
poguéssim dir que les estimacions han convergit als nous parametres de la planta real.
En aquest moment, tornariem a entrar en l'etapa d'execucié i deixariem d’estimar
parametres.
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Havent vist aix0 ens podriem fer les segients preguntes: perqué hem de dividir el
control en dues etapes? Perqué no podem estimar parametres tota I'estona per fer-ho
més senzill si canvia la planta real? Dividim el control en dues etapes per dos motius
principals. El primer és que un cop coneixem una bona estimacié no cal gastar
recursos computacionals per seguir estimant els parametres.

El segon motiu és que l'etapa d’aprenentatge té uns requeriments especials. En la
seccid 5.3 hem vist que per podem aplicar el métode dels minims quadrats cal que el
nostre sistema sigui excitant. A la realitat, quan intentem aprendre els parametres de la
planta d’'un sistema no excitant, en ocasions haurem d’excitar externament el sistema
per poder aplicar els minims quadrats i obtenir una bona estimacioé dels parametres.
Sobretot ens passa aix0 quan volem seguir una referéncia molt lenta i que varia molt
poc. Aquesta excitacid externa només es pot fer en l'etapa d’aprenentatge. Si
volguéssim controlar la planta per seguir una referéncia, excitar externament la planta
en I'etapa d’execucio seria contraproduent, ja que no estariem seguint la referéncia.

6.5 Inici i final de cada etapa amb I'indicador d’incertesa

Arribats en aquest punt ens hem de fer dues preguntes importants. La primera, si ho
coneixem els parametres de la planta real 8 com podrem saber quan les nostres
estimacions 6,5 s6n bones? Es a dir, com sabem quan acaba |'etapa d’aprenentatge?
Haurem de trobar alguna manera perqué el sistema detecti si I'estimacié de
parametres ha convergit o no.

La segona pregunta que ens hem de fer és: com ho podem fer perqué el sistema
detecti de forma autonoma quan canvia el valor dels parametres reals @ de la planta?
O sigui, com sabem quan acaba I'etapa d’execucié i ha de comencar una nova etapa
d’aprenentatge?

La resposta a aquestes dues preguntes passa per trobar un indicador que ens digui si
I'estimacié de parametres que tenim en un instant és bona o no. Veiem en un arbre de
decisions les dues casuistiques que podem tenir.

L'indicador diu que
I'estimacio dels parametres
en aquest instant és bona o
dolenta?

Dolenta

Comencem amb |'etapa Comencem amb l'etapa
d’execucid, si no és que ja hi d'aprenentatge, si no és que ja
érem hi érem

Figura 17: arbre de decisions que ens mostra les dues possibles casuistiques de
I'estimacié de parametres en funcié de si I'indicador és bo o dolent.
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Aquest indicador, en l'etapa d’aprenentatge s’haura d’actualitzar en cada iteracié que
calculem una estimacio dels parametres. En I'etapa d’execucié s’haura de calcular i
actualitzar I'indicador cada cert periode de temps a definir pel dissenyador.

La tasca que tenim ara és trobar un indicador per decidir si en la iteracié actual
I'estimacié de parametres és bona, o no. Un parametre que ens permetria saber aixo
seria la incertesa, que recordem que és la diferencia entre el model real i el model
nominal:

o=ax)—ay(x)

Quan tinguem els parametres desconeguts @ estimats amb una bona precisié la
incertesa o tindra un valor petit ja que els models nominal i real seran practicament
iguals. Recordem que si veiem que la incertesa va disminuit a cada iteraci6 vol dir que
l'algorisme esta convergint. Pero si detectem que el valor de la incertesa augmenta de
cop voldra dir que els coeficients de I'equacié a(x) de la planta real han canviat.

Com ja sabem, nosaltres no podem obtenir directament la incertesa del sistema, sin6
gue la podem estimar amb un “observador d’alt guany estés”. El problema és que
aguesta estimacié és veu molt afectada pel soroll. Veiem la comparacié entre la
incertesa i la seva estimaci6 en la planta en el segiient exemple.

Exemple 6.1: Volem representar la incertesa i la seva estimacio en la planta Van Der
Pol:

5('1 =Xy
X, = —0.2x; + x, — 0.3x%x, + u
y=x1

Fem servir el model nominal ¢,(x) = —0.5x; + 1.4x, — 0.6x7x, + u. Fem servir el
mateix observador, la mateixa accio de control i les mateixes condicions inicials que en
l'exemple 4.2.

—realo
| estimacio o

,‘ﬂ"ll, m “‘ b M (Gl | |

\ TV LY "' g Tl "l|
I

| | | |
10 15 20

25
Temps (s)

Figura 18: representacio de la incertesa i la seva estimacié al llarg de 'evolucié del
sistema.
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A priori, la idea més senzilla seria decidir si 'estimacié dels parametres 0, és bona o
no, en funcié de si I'estimacié de la incertesa esta acotada dins d’un interval. Perd, en
la figura 18 de I'exemple anterior es pot veure que I'estimacio de la incertesa esta molt
afectada pel soroll. Per tant, sera molt fragil fer servir aquesta estimacio per quantificar
la incertesa que tenim, i per decidir si considerem que I'estimacié de parametres ha
convergit o no. Per 'exemple anterior, imaginem que diem que durant el periode de
temps que analitzem (excloent el fenomen de pic inicial) tots els valors de I'estimacio
de la incertesa han d’estar dins d’un interval entre 6.5 i -6.5. En aquest cas, Si
poguéssim mesurar la ¢ real (blava) donariem com a bona I'estimacié de parametres,
perd mirant I'estimacié 6 (taronja) donariem I'estimacié de parametres com a dolenta.

Per tant, hem de buscar una alternativa més robusta. Hem optat per reconstruir el
senyal de la estimacié de la incertesa sense el soroll. Amb aquesta reconstruccio
tindrem un criteri molt millor per decidir si la incertesa del sistema és prou petita per dir
que l'estimacié de parametres ha convergit, i per tant per donar per acabada l'etapa
d’aprenentatge. Hem dissenyat un filtre que elimini les altes freqiéncies del senyal i
que deixi les baixes, d’aquesta manera podrem treure el soroll de I'estimacio de la
incertesa . Aixi obtindrem un senyal molt similar a la incertesa real.

Primer, el filtre agafa el senyal d’estimacié de la incertesa i l'integra.

t final

Gine (O) = f 6(0)de (40)

tinici
Si estem en la etapa de aprenentatge obviem els dos primers segons i mig de cada

iteracio per evitar que el fenomen de pic afecti a la integral. Per I'estimacié de la
incertesa de I'exemple 6.1 (figura 18) obtenim el seglient senyal integrat.

_ / \M”\Mw

estimacio o integrada [

Valor

| 1 | 1
0 5 10 15 20 25

Temps (s)
Figura 19: estimacio de la incertesa de I'exemple 6.1 integrada @ ;,,;.

La segona cosa que fa el filtre és agafar finestres de temps Ty;,, en les quals calculem

l'increment del senyal, i dividim aquest increment pel temps de la finestra. Aquesta
operacié és com fer una derivada, perd en comptes de fer-ho amb finestres de temps
diferencials agafem finestres més grans.

Gint(©) = Gine (t — Trin)
Trin

Orittrar(t) = (41)

Es a dir, el que fa el filtre és primer integrar i després “derivar” per reconstruir el senyal
original, en el qual hem filtrat les altes frequéncies, és a dir, el soroll. Anem fent
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aguesta operacio (41) per finestres, sobre el senyal integrat (40), fins que s’acaba el
temps.

Per 'exemple 6.1, en el filtre farem servir finestres de 0.2 segons. Pel senyal integrat
de la figura 19, 6;,:(t), hauriem de fer la operacié 113 vegades, ja que tenim 22.5
segons de senyal (excloent el temps inicial degut al fenomen de pic). Si agafem
aguests punts i els mostrem, haurem aconseguit reconstruir el senyal de la estimacio
de la incertesa. Per 'exemple 6.1 podem comparar la incertesa real del sistema amb la
estimacio de la incertesa passada pel filtre que elimina gran part del soroll.

10 + real o .
estimacio o filtrada

2.5 5 10 15 20 25
Temps (s)

Figura 20: evolucié de la incertesa real del sistema o (blau) i de la estimacié de
incertesa passada pel filtre 6;;¢q¢ (taronja).

Si comparem la figura 18 amb la figura 20 veiem que els resultats sén bons. Hem
aconseguit eliminar practicament tot el soroll de I'estimacio de la incertesa, i d’'aquesta
manera hem aconseguit el senyal 6¢;;q;, Molt similar a la incertesa real del sistema.
S’ha de mencionar que com menys incertesa hi ha pitjor funciona la reconstruccié, ja
que l'efecte del soroll guanya encara més importancia. Pero en general els resultats de
la reconstruccié del senyal amb el filtre s6n bons.

Ara que ja tenim una bona estimacioé del senyal de la incertesa real del sistema, ja som
capacgos de quantificar quanta incertesa tenim. El que farem per quantificar la incertesa
sera calcular la integral del valor absolut del senyal filtrat 6¢;;rq.. D'aquesta manera

aconseguirem l'area que hi ha entre la corba i I'eix valor = 0.

t final
Indicador d'incertesa = f |Grittrae|dt
t inici
Aquesta area és una clara mesura de quanta incertesa tenim en el nostre sistema,
sera l'indicador que farem servir per decidir si I'estimacio dels parametres que tenim és
bona o no. Definirem un llindar de l'indicador (area) del que considerem una estimacio
de parametres acceptable. Quan en I'etapa d’aprenentatge, en una iteracid, I'indicador
passi per sota d’aquest llindar, per sota aquesta area, voldra dir que tenim poca
incertesa al sistema. En aquest moment, es donaran per bons els coeficients estimats

[N
v
\!

3
sV
"\1

ETSEIB



Pag. 46 Memoria

per ay(x) i el sistema passara a I'etapa d’execucio. Si en I'etapa d’execucié canvia la
planta real, l'indicador d’incertesa (area) es disparara per sobre el llindar, i en aquest
moment tornarem a es tornara a entrar en I'etapa d’aprenentatge.

6.6 Exemple

Ja hem vist l'algorisme que farem servir per controlar sistemes no lineals amb
incertesa. Anem a veure un exemple on fem tots els passos per arribar a tenir un bon
control d’'un sistema d’aquestes caracteristiques. En aquest exemple canviarem la
planta real expressament a la meitat de I'execucié per demostrar que l'algorisme
funciona.

Exemple 6.2: Imaginem que volem controlar la planta Van Der Pol amb l'algorisme
gue hem vist en aquest capitol per fer que segueixi una referéncia.

X1 = Xy
%y = —0.2x1 +x, — 03x%x, +u (42)
y=x

Per comencar,tenim el model nominal ¢, (x,u) = ay,(x) + u, on:

ay(x) = —0.8x; + 1.8x, + 0.2x%x, (43)

Veurem per passos el que hem de fer per arribar a la solucio final.

Pas 1. Com que volem que la sortida de la planta y segueixi una referencia y,.r hem

d’aplicar el canvi de variables que hem vist en la secci6 4.4. Recordem que amb
aquest canvi el que volem és portar x a l'origen per tal de fer que la diferencia entre y i
Yref, | €S Seves derivades, sigui zero. El canvi és el seguent:

X1 =Yy — Vref = X1 — Yref

o : (44)
X2 =Y = Yref = X2 = Yref

Podem reescriure la planta (42) amb el canvi de variables (44) fet:

.7?1 = .7?2
7?2 = _0-2(721 + yref) + (fz + yref) - 0-3(3?1 + yref)z(fz + Yref) tu-— j}ref
y =X+ YVref

Veiem com son y..r i les seves derivades temporals en el nostre cas:

Vrer (£) = sin(t) + 2sin (%) +;cos(t)
Vrer (£) = cos(t) + cos (%) - ;sin(t)
Vrer(t) = —sin(t) — 0.5sin (%) - ;COS(TI)

El que toca fer ara és dissenyar I'observador i el controlador, recordem que els haurem
de modelar amb el canvi de variables (44) fet.
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Pas 2. Dissenyem [l'observador d’alt guany estés. Donem el valor a les alfes: a; =
15,a, = 75 i a3 = 125. Aixi aconseguim que la matriu de l'error d’estimacié F tingui els
tres valors propis a -5. Assignem el valor € = 0.55, amb aquest valor tenim un equilibri
entre les diferents consequéncies, explicades al capitol 4.4, que té augmentar o
disminuir e.

Ens queda el seglient observador:

A

~ a ~
X1 = X3 +?1(y_yref —f1)

A = a2 . az =
X2 ao(x) +u +0'_Yref +$_2(y — Yref _xl)

A a ~
Eze_:(y_yref_xl)

on fem servir el model nominal de la funcié a,(x) de la qual en desconeixem els
coeficients. Per comencar, en I'observador, farem servir el model nominal inicial (43).
Si fem varies iteracions en I'etapa d’aprenentatge, haurem d’anar actualitzant el model
nominal amb les estimacions dels coeficients. El model nominal inicial amb el canvi de
variables (44) és:

ao(X) = —0.8(%; + yrer) + 1.8(X; + Yrep) + 0.2(%; + yref)z(a?z + Vrer) (45)

Pas 3. Dissenyem el controlador que ens servira per fer el control, per cancel-lar la
incertesa i per linealitzar el sistema. Recordem que en aquest cas volem controlar la
planta perque segueixi la seglient referéncia. L’accié de control que realimentarem és:

w=-3K - ap(®) -5+,
Les matrius del sistema linealitzat sén les mateixes que hem vist en I'exemple 4.1.
Imposem col-locar els dos pols del sistema realimentat a -1 i -1.5, i obtenim que K =
[3 3.5]. Per comencar, farem servir el model inicial (45) en la funcié a,(x) del

controlador. Si fem varies iteracions en l'etapa d’aprenentatge aquest model nominal
S’anira actualitzant amb els coeficients estimats.

Ja tenim tots els elements per fer control definits. Ara veiem com es fara el control del
sistema en linia. Explicarem com es dura a terme l'estimacié de parametres quan
estiguem en l'etapa d’aprenentatge.

Pas 4. El model de regressi6 que farem servir per aplicar el métode dels minims
guadrats és:

ao(ﬁ) + & = 61551 + 025&2 + 035(\%5(\2 (46)

On per la primera iteracio en l'etapa d’aprenentatge, el model nominal a,(x) sera (45).
Recordem que, a cada iteracio de l'etapa d’aprenentatge, el model nominal s’anira
actualitzant amb les estimacions dels coeficients de la iteracié prévia. Recordem que
les variables d’estat estimades que hi ha en l'equacié (46) els hauriem d’aplicar el
canvi de variables (44), no ho mostrarem ja que obtenim una expressié excessivament
llarga.
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A cada iteracié d’estimacié de parametres en l'etapa d’aprenentatge, prendrem m
mostres de l'equacio: ¥ = a,(X) + 5. Amb aquestes mesures crearem la matriu Y de
mida mx1.

A cada iteraci6 també prendrem m mesures dels regressors £;, £, i £2%,. Amb
aquestes mesures crearem la matriu ¢ de mida mx3. Amb aquestes dues matrius
podrem aplicar I'equacié del metode dels minims quadrats, amb aquesta equacio
obtindrem I'estimacié dels coeficients de ay(x).

0.5s=(p"P) 9TV

Pas 5. Hem de definir com avaluarem si hem d’estar en l'etapa d’aprenentatge o
d’execucié. Cada 25 segons calcularem l'indicador d’incertesa que hem vist en la
seccié 6.5, en el cas de l'etapa d’aprenentatge coincidira amb la durada de les
iteracions per mesurar dades per aplicar el metode dels minims quadrats. En el nostre
exemple, si el valor d’aquest indicador esta per sota de 4 passarem a letapa
d’execucio, si no és que ja hi estavem, i deixarem d’estimar els parametres. Si el valor
de l'indicador esta per sobre de 4 passarem a l'etapa d’aprenentatge, si no és que ja hi
estavem, i estimarem els coeficients de a,(x) per actualitzar-los en l'observador i
I'accio de control. Sequrament haurem de fer varies iteracions d’estimacié parametres
per arribar a tenir un valor de l'indicador d’incertesa baix per poder passar a l'etapa
d’execucio.

Ja hem definit tots els passos que s’han de seguir de l'algorisme per arribar a tenir un
control robust a sistemes no lineals, amb incertesa i en els que pot canviar la planta
real. Nosaltres mateixos imposarem que en el segon 225 la planta real canvii de (42) a
la planta:

5('1 = xZ
Xy = —0.7x; + 0.8x, — 0.7x%x, + u (47)
y=Xx1

Establim les condicions inicials x;(0) = x,(0) = 0i x;(0) = x,(0) = 6(0) = 0.5. Fem la
simulacié amb Matlab Simulink que durara 500 segons.

Del segon 0 al 125 l'algorisme realitza 5 iteracions en l'etapa d’aprenentatge. En
aquestes iteracions es van actualitzant els coeficients estimats a la funcié a,(x). El
primer model nominal (43) té com a coeficients d’aquesta funcié [-0.8 1.8 0.2].
Recollim en una taula els parametres estimats i I'indicador d’incertesa a cada iteracio.

Recordem que aqui els parametres reals sén: 8 = [-0.2 1 -0.3].
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Taula 1: estimacions dels parametres i I'indicador d’incertesa en les iteracions entre els
segons 0 125.

. N° L Segons Parametres estimats Ir_ldicador
d’iteracio d’incertesa
1 0a25 [-0.705 0.338 —0.113] 180.65
2 25a50 [-0.206 0.643 —0.231] 53.41
3 50a75 [-0.174 0.941 -0.276] 15.02
4 75a 100 [-0.204 1.004 -—0.291] 5.40
5 100 a 125 [-0.204 1.005 —0.296] 3.91

En la iteraci6 5 l'algorisme déna per acabada l'etapa d’aprenentatge ja que l'indicador
d’incertesa baixa per sota de 4. En aquest moment comencgarem l'etapa d’execucio, en
la qual deixem d’estimar parametres ja que tenim molt poca incertesa. EI model
nominal que farem servir en 'observador i l'accié de control és molt similar al model
real. Veiem el model nominal resultant de la iteracié 5 (sense el canvi de variables):

El control funciona bé ja que la sortida del nostre sistema y segueix perfectament a la
referencia que li introduim y,.r. Veiem el seguiment de la referencia en els 25 primers
segons d’etapa d’execucio.

3r — y referéncia | 7
y sistema

Valor

1 1 1 1
125 130 135 140 145 150

Temps (s)

Figura 21: evolucié de la sortida del sistema i de la referencia entre els segons 125 i
150.

El bon seguiment de la referéncia és degut a qué els estats, amb el canvi de variable
X, S’estabilitzen al origen. Cada 25 segons es calcula l'indicador d’incertesa per veure
si el valor d’aquest segueix per sota de 4. L’etapa d’execucioé funciona correctament
entre els segons 125 i 225. Entre els segons 225 i 250 l'indicador es dispara a un valor
de 81.95, aix0 vol dir que els coeficients de a(x) de la planta real han canviat.
L’algorisme ho detecta i canvia automaticament a 'etapa d’aprenentatge.
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Recordem que ara els nous parametres reals de la planta (47) son: 0 =
[-0.7 0.8 —0.7]. Dels segons 225 a 375 l'algorisme realitza 6 iteracions en l'etapa
d’aprenentatge, en les quals es van actualitzant els coeficients estimats. Recollim en
una taula els parametres estimats i I'indicador d’incertesa a cada iteracio.

Taula 2: estimacions dels parametres i l'indicador d’incertesa en les iteracions entre els
segons 225 i 375.

d’ite,\ll-oacié Segons Parametres estimats Jf}gé‘;ﬁeosra
1 225 a 250 [-1.019 0.706 —0.498] 81.95
2 250 a 275 [-0.880 0.550 —0.596] 33.72
3 275 a 300 [-0.743 0.666 —0.648] 18.41
4 300 a 325 [-0.714 0.757 —0.673] 7.95
5 325 a 350 [-0.713 0.790 —0.684] 4.76
6 350 a 375 [-0.710 0.808 —0.694] 3.93

Si poséssim el llindar del que considerem una bona estimacié per sota del valor de
lindicador 5, en la iteracié6 5 ja convergiria. Tindriem un bon control igualment i
convergiria més rapid, pero hi hauria una mica més d’error al sistema. Es tracta de
trobar un punt d’equilibri entre el temps que destinem a l'etapa d’aprenentatge i la
incertesa que volem tolerar en l'etapa d’execucio.

El sistema entra en l'etapa d’execucié al segon 375, ja que tenim una incertesa molt
baixa i una bona estimacié dels coeficients de a,(%). El control és correcte, ja que el
seguiment de la referéncia és practicament el mateix que en la figura 21. Els estats
amb el canvi de variable x també s’estabilitzen correctament a l'origen.

Es segueix calculant l'indicador d’incertesa cada 25 segons, pero en cap moment es
dispara per sobre de 4. Aixd vol dir que les equacions de la planta real no canvien.
Aquesta etapa d’execucio dura fins al final de la simulacié als 500 segons.
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7. Propostade solucidé millorada: regressor
desconegut

7.1 Motivacio

En la primera proposta de solucié del capitol 6 hem vist com es poden controlar
sistemes no lineals, que poden canviar els seus parametres i amb incertesa. Tot i aix0
no ho volem deixar aqui, siné que volem fer una millora més en la nostra solucié. En la
primera solucié partiem d’una planta genérica com la segient:

5(1 =Xy
X, =alx)+u (48)
y=Xx1

ona(x) =6, @1(x) + 60, - @(x) + -+ 6, - @r(x).

Donavem per fet que I'estructura de a(x) era una en concret, és a dir que coneixiem
els regressors (¢’s) que formaven la funcié. En 'exemple 6.1 sabiem que I'estructura
de a(x) era:

a(x) = 91x1 + 92X2 + 93X%X2

I 'dnic que haviem de fer era estimar els parametres desconeguts (8’s) d’aquesta
funcid. Aquest algorisme ha mostrat bons resultats, perd no és del tot realista. Perqué
si en teoria a(x) és una funcié6 desconeguda, com pot ser que coneguem la seva
estructura? Com pot ser que coneguem els regressors (¢’s) que formen a(x)?

En un cas realista no coneixerem res, o practicament res, d’'una funcié que modela una
planta desconeguda. També ens pot passar que coneguem la planta i qgue no hi hagi
incertesa, perd que en un moment donat canviin les equacions que modelen la planta.
En la seccid 6.3 vam posar 'exemple de que coneixiem les equacions que modelen un
motor eléctric, i que en un moment donat podia aparéixer un camp electromagnétic
gue canviés les equacions del model matematic. Si passés aixo deixariem de coneixer
les equacions que modelen la planta. Seria molt ingenu pensar que els regressors
(¢’s) seguirien sent els mateixos, i que els coeficients (6’s) serien I'inic que ha canviat.

Es per aixd que en aquest capitol trobarem una manera d’estimar els parametres i els
regressors que formen una funcié desconeguda a(x) d’una planta amb incertesa amb
I'estructura de (48). D’aquesta manera, podrem estimar de manera molt més exacta i
precisa les funcions desconegudes, i consequentment disminuir encara més la
incertesa en l'etapa d’aprenentatge. Aixd ens permetra aplicar el nostre algorisme
solucié en casos molt més realistes, que és el que busquem en aquest treball.

Estimar qualsevol regressor és molt complicat. EI que haurem de fer és una llibreria
gue contingui els regressors més importants i comuns en el sistema que volem
controlar [11]:

¢ =[pi(x) @(x) .. @i(x)]
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on [ és el nimero de regressors que conformen la llibreria. D’aquesta llibreria ens
guedarem amb els regressors que si que apareguin en la funcié desconeguda.

Exemple 7.1: Imaginem que tenim la la planta Van Der Pol i que volem saber quins
regressors conformen la funcié desconeguda a(x):

5('1 =Xy
%y = —0.2x; +x, — 0.3x2x, + u
y=Xx1

On la funcié a(x) = —0.2x; + x, — 0.3x? és totalment desconeguda per nosaltres i no
sabem quins regressors la conformen. Disposem de la seglent llibreria de funcions:

¢=[x; x sin(x)) xz' x> cos(xa) xfx, xisin(xy) xil
Si el métode que veurem en les proximes seccions funciona bé, obtindrem que els
regressors que intervenen a la planta sén: [x; x, x%x,]. Aixi doncs, el vector de
coeficients estimats perfecte seria:

6=[-02 1 0 0 0 0 —02 0 0]
7.2 Teoria

El nostre objectiu és trobar quins regressors apareixen a la funcié desconeguda a(x), i
pels que apareixen estimar-ne els seus coeficients. Intuitivament podem pensar en
aplicar el metode dels minims quadrats com hem fet fins ara. Podem pensar que
aquells regressors que no intervinguin a la equacio real tindran un coeficient estimat
amb els minims quadrats igual a zero. Pero aixo no és una bona solucid, a continuacié
explicarem el perque.

Recordem que el model de regressié general sobre el qual vam aplicar el métode dels
minims quadrats a la secci6 5.2 és (recordem que notavem a(x) com a Y (x)):

Y(x) =61 - 01(x) + 6, - a(x) + -+ 6, - o (x) = (x) - 0

on preniem varies moltes mostres de Y i de les funcions (regressors) ¢’s per construir
les matrius:

Y=¢-0 (49)

Recordem que en el métode dels minims quadrats el que volem és trobar el vector
gue ens minimitzi la funcié objectiu de I'error quadratic:

argmin||Y — ¢ - 61|,
0

on [|-|l, és la norma 2, és a dir, la distancia euclidiana de I'argument a l'origen de
coordenades (error).

El problema d’aplicar el metode dels minims quadrats és que no funciona bé quan
treballem amb llibreries, ja que tenim molts més regressors dels necessaris. Aix0 €s
perqué quan tenim molts regressors és molt dificil que el sistema sigui excitant,
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consequentment el métode dels minims quadrats no ens donara una bona estimacio
dels parametres. A continuacié expliquem perqué passa aixo.

Quan realitzem una estimacio de parametres, estem buscant aquells parametres que
“‘expliquen” la trajectoria dels estats del sistema. Quan un sistema no és excitant, vol
dir que per aquella trajectoria x i per aquells regressors ¢(x), hi ha multiples solucions
dels parametres que expliquen la trajectoria. Per tant, 'estimador de parametres et
donara una de les multiples solucions i potser no és la real.

Quan fem servir llibreries, tenim el problema de qué estem fent servir moltes més
funcions (regressors) de les que existeixen en la funcié real, de la qual estem intentant
estimar els coeficients i regressors. Per aix0, €s altament probable que hi hagi una
combinacié de funcions diferent de la real (per exemple, de totes les funcions de la
llibreria alhora) que expliqui la trajectoria del sistema. Per aix0 diem que quan fem
servir totes les funcions de la llibreria, dificilment el sistema sera excitant. Aquest és el
motiu pel qual el métode dels minims quadrats no funcionara en aquest cas.

Tanmateix, no és tant probable que existeixi una combinacié d'unes poques funcions
de la llibreria que expliqui la trajectoria, i que no sigui la combinacié de funcions real.
Per tant, ens interessara trobar un model en el qual hi hagi pocs regressors importants,
per obtenir un sistema excitant amb una Unica solucié d’estimacié de parametres. Aixo
vol dir que en el vector 8 la gran majoria dels coeficients hauran de valer zero, tal i
com hem vist en 'exemple 7.1. D’aquesta manera obtindrem un model molt més facil
d’interpretar i d’aplicar en el control del nostre sistema, ja que hi haura un petit nUmero
de regressors significatius.

Direm gue volem no volem un model de regressié dens, siné que volem un model de
regressio dispers, amb pocs coeficients diferents de zero. Un dels millors métodes per
obtenir models de regressio escassos i facilment interpretables és el de LASSO (Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator). Les sigles d’aquest métode en catala
volen dir: operador de reduccié i de seleccié d’operadors. En el nostre cas volem
aplicar el métode LASSO per trobar el vector @ que minimitzi la funcié objectiu seguient
[9] [10]:

arg;ninIIY—¢'9||z+)1||9||1 (50)

on A és un hiperparametre. Resolem el problema d’optimitzacié per multiples 4, ens
guedarem amb aquella A que ens minimitzi el namero de funcions (regressors) i el
valor de la funcié objectiu. L'operador [|6]|; és la norma 1 del vector 8. La norma 1
d’un vector és la suma dels seus components en valor absolut.

l
ol = ) ey
i=1

En la funcié objectiu del metode LASSO (50) aconseguim els coeficients 8 que
minimitzen l'error quadratic de regressio. Perd, a més amb la norma 1 també
aconseguim minimitzar el nimero de coeficients en 8 que son diferents de zero.
D’aquesta manera obtindrem un vector @ on la majoria dels components seran zeros.
Aixi aconseguirem tenir un model de regressi6 escas, facil d’interpretar i excitant. Amb
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el métode LASSO i una llibreria de funcions, serem capacos d’estimar correctament la
funcioé totalment desconeguda a(x) a partir de pocs regressors.

7.3 Algorisme de I'’etapa d’aprenentatge de la solucié
millorada

L’algorisme de la solucié d’aquest capitol es seguira estructurant en dues etapes, igual
gue hem vist en el capitol 6. Una primera d’aprenentatge, en la qual estimem les
funcions desconegudes de la planta per disminuir la incertesa. | una segona etapa
d’execucié on es duu a terme el control del sistema amb poca incertesa.

Abans en l'etapa d’aprenentatge només estimavem els coeficients de la funcioé
desconeguda a(x). Ara haurem d’estimar els regressors (¢’s) que intervenen en la
funcié desconeguda i els seus respectius coeficients (6’s). Per aixd veurem una variant
de l'algorisme en l'etapa d’aprenentatge. En aquesta etapa seguirem fent iteracions,
on a cada iteracio obtindrem una estimacié que fem servir per la seguent iteracié. Aixi
anirem disminuint I'indicador d’incertesa, fins que estigui per sota d’'un llindar del que
considerem acceptable.

La diferencia és que ara, en cada iteracid, aplicarem el métode de LASSO i
posteriorment el meétode dels minims quadrats. Primer aplicarem el métode de LASSO,
on es minimitzara el nimero de regressors i l'error d’estimacid de parametres.
Obtindrem una estimacié dels regressors importants i dels seus coeficients. Després
aplicarem el métode dels minims quadrats sobre els regressors escollits pel LASSO,
en els quals es minimitzara unicament l'error d’estimacié dels parametres. Per tant,
obtindrem una millor estimacié dels coeficients dels regressors seleccionats pel
métode LASSO.

Veiem quin procediment seguirem en cada iteracié de I'etapa d’aprenentatge. EI model
inicial de regressio és el que conté totes les funcions de la llibreria (I regressors). Com
a parametres 0 d’aquest primer model de regressio agafarem els coeficients del model
nominal a,(X) que fem servir en 'observador i el controlador.

Y =6, 0:®)+6; 0,@) ++6, -9, (51)
Primer aplicarem el metode de LASSO (50) sobre el model (51) per veure quins dels
regressors de la llibreria s6n importants. Per anar bé ens hauriem de quedar pocs

regressors, és a dir, obtenir pocs coeficients (0’s) diferents de zero. Ara tenim un
model de regressio amb els n regressors escollits pel LASSO (n < 1):

Y = 0{%%° - 91(®) + 05555 - 9, (®) + -+ + 6125 - 9, (%) (52)

Sobre el model (52) hi apliquem el métode dels minims quadrats que hem vist en
capitols anteriors. El que farem sera obtenir una millor estimaci6 dels n coeficients 6
que minimitzen l'error de la regressié. Aquesta estimacio 8,5 obtinguda pel métode
dels minims quadrats sera la que actualitzarem en la funcié a,(X) que apareix en
'observador i el controlador. Per aquells regressors que no hem fet servir en el
métode dels minims quadrats considerarem que els seus coeficients son zero en

ay(x).
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Calculem Trindicador d’incertesa, si encara és massa alt haurem de fer una altra
iteracio de I'etapa d’aprenentatge. Pel primer model de regressié (51) de la segona
iteracié farem servir els coeficients 6,5 del model actualitzat de a,(x). Repetirem
aquest procés de manera iterativa fins que l'indicador d’'incertesa estigui per sota un
llindar. Llavors considerarem que tenim poca incertesa al sistema i passarem a I'etapa
d’execucio.

e 3
vy
\! "\1

ETSEIB



Pag. 56 Memoria

7.4 Esquema de I'algorisme complet

Volem controlar una planta no lineal i amb

- incertesa (coeficients i regressors desconeguts)
Disseny "
prellmlnar Definim la llibreria de regressors: ¢

v

Dissenyem un observador d’alt guany estes per
obtenir les estimacions dels estats¥iincertesa &

v

Dissenyem |'accio de control: u

Volem estabilitzar
el sistema a I'origen o seguir una
referéncia?

Seguim una referéncia Estabilitzem al origen

Apliquem el canvi de No cal aplicar canvi

variables X a |'observador de variables
i 'accio de control

h 4

- L'observador d’alt guany estes ens dona les
7 estimacions dels estats X i incertesa & Control
r .
v en linia
> El controlador calcula I'accio I'accid de control: u

v

Calculem l'indicador d'incertesa

N

Actualitzem I'equacio
ap(x)a I'observador
i el controlador

Es prou petit
I'indicador d’incertesa?

No Si

v v

Estemen 'etapa d’aprenentatge

v

Estimem quins regressors
conformen I'equacio ag(x) amb
el metode de LASSO

h 4

Estimem els coeficients d’aquests
regressors de |'equacio ag(x)amb el
metode dels minims quadrats

Estem en I'etapa d'execucio

v

La planta esta ben controlada

A 4

Cada cert periode de temps calculem

I'indicador d’incertesa, per veure si
hem de canviar d’etapa

Figura 22: esquema de I'algorisme vist en aquest capitol 7.
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7.5 Exemple de I'algorisme de la solucié millorada

A continuacié veurem un exemple on aplicarem l'algorisme de la solucid vista en
aguest capitol. Farem tots els passos per arribar a tenir un bon control d’'un sistema no
lineal, amb incertesa i del qual en desconeixem els regressors. Igual que vam fer en
l'exemple 6.2, canviarem la planta real expressament a la meitat de I'execucié per
demostrar que l'algorisme funciona.

Exemple 7.2: Imaginem que volem controlar la planta Van Der Pol amb l'algorisme
gue hem vist en aquest capitol per fer que segueixi una referéncia.

5(1 =Xy
%y = —0.2x; +x, — 0.3x2x, + u (53)
y=x1

Per comencar,tenim el model nominal ¢, (x,u) = ay,(x) + u, on:

ao(x) = —0.6x; — 0.4x2x, + 0.2x; x5 — 0.8sin(x;) (54)
Veurem per passos el que hem de fer per arribar a la solucié final.

Pas 1. Abans de tot hem de definir la llibreria de regressors que farem servir. En
aquest cas hem definit una llibreria senzilla amb sis funcions:

o=[x; x; x%xz xlx% cos(xz) sin(xy)] (55)

Pas 2. En aquest exemple volem que la sortida de la planta y segueixi una referéncia
Yrer- Per fer aixo hem d’aplicar el canvi de variables, vist a la seccio 4.4, al vector
d’estats:

X1 =Y — Yref = X1~ YVref

LT el . (56)
X2 =Y = Yref = X2 = Yref

Amb aquest canvi el que volem és portar x a l'origen per fer que la diferéncia entre y i
Yref, | l€S Seves derivades, sigui zero. Haurem d’aplicar aquest canvi de variables en
l'observador i I'accié de control.

Veiem com son y..f i les seves derivades temporals en aquest exemple:

Vrer (£) = sin(t) + 2sin (2) + 2 cos(t)

ty 3
Vrer (£) = cos(t) + cos (E) - ESin(t)
ty 3
Vrep (t) = —sin(t) — 0.5sin (E) — Ecos(t)
Amb aixo definit, podem comencgar a dissenyar I'observador i el controlador.

Pas 3. Dissenyem un observador d’alt guany estes per estimar els estats de la planta.
En aquest exemple farem servir el mateix observador que hem dissenyat per 'exemple
6.2. Donem el valor a les alfes: a; = 15,a, =75 i a3 = 125. Assignem el valor € =
0.55.

e 3
vy
"4 "\/

ETSEIB



Pag. 58 Memoria

L’observador és el seglient:

Il
=

A a ~
X1 2+?1(y_yref_f1)

A = a2 . az =
Xy = ao(x) +u+0_yref +S_2(y_yref _xl)

2 O3 ~

o 8_3(3’ - yref - xl)

on recordem que en l'observador hem d'utilitzar el model nominal de la funcié
desconeguda: a,(x). Al principi, farem servir el model nominal inicial (54), al que hem
d’aplicar el canvi de variables (56) per fer-lo servir a 'observador. Després, en I'etapa
d’aprenentatge el model nominal s’anira actualitzant amb les estimacions de
regressors i de coeficients. El model nominal inicial que farem servir a 'observador és:

0o (®) = —0.6(%, + X1 rep) — 0.4(%, + %1 yer) (%2 + %1 rer)

- - . 2 o (57)
+0.2(x1 + X1 Tef)(XZ + X1 ref) - 0.851n(x1 + X1 ref)

Pas 4. Dissenyem el controlador que ens servira per fer el control, per cancel-lar la
incertesa i per linealitzar el sistema. També farem servir la mateixa accié de control
que hem dissenyat en I'exemple 6.2.

u=—XK—ay(x) =G+ Jref

on K =[3 3.5], que és resultat d’imposar la col-locacié dels dos pols del sistema
realimentat a -1 i -1.5. A la primera iteracié de l'etapa d’aprenentatge, farem servir el
model nominal (57) al controlador, després aquest model s’anira actualitzant.

Ja tenim els elements per fer el control definits. Passem a definir com es fara el control
en linia. Primer veiem com es dura a terme l'estimacio de regressors i dels seus
coeficients quan estiguem en l'etapa d’aprenentatge. En la secci6é 7.3 hem explicat que
en lagorisme de la solucié millorada, quan ens trobem en l'etapa d’aprenentatge, en
cada iteracio, primer aplicarem el métode de LASSO i després aplicarem el métode
dels minims quadrats.

Pas 5. El model de regressio que farem servir per aplicar el métode de LASSO és:

ao(i) + 3 = 91 . .7?1 + 92 . 552 + 935&15&% + 945&15&% + 95 COS()’C\Z) + stin(fl) (58)

On, per la primera iteracio en I'etapa d’aprenentatge, el model nominal a,(X) sera (57),
després s’anira actualitzant a cada iteracié. Recordem que en l'equacio (58) hem
d’aplicar el canvi de variables (56), en aquest cas no ho hem escrit perque 'expressio
es veiés més senzilla.

A cada iteracié de l'etapa d’aprenentatge, prendrem m mesures de l'equacio Y =Y =
a,(x) + &, Amb aquestes mesures crearem la matriu ¥ de mida mx1. També prendrem
m mesures de £;, £,, £2%,, £,%2, cos(,) i sin(%;). Amb aquestes mesures crearem la
matriu ¢ de mida mx6.

Ara hem de definir I'hiperparametre A que apareix en l'equacié (50) del metode
LASSO. Escollirem aquell valor de A que minimitzi I'error de regressio i el numero
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regressors. La simulacié ha estat programada perqué calculi automaticament aquest
valor. Amb les dues matrius ¥, ¢ i1 podrem aplicar el métode de LASSO (50).

Obtindrem quins dels regressors de la llibreria (55) s6n importants per definir el model
(58). Per anar bé ens haurien de quedar pocs regressors, €s a dir, obtenir pocs
coeficients (8°s) en I'equacié6 (58) diferents de zero.

En aquest punt ja tindrem l'estimacié de quins regressors sén importants. El que farem
a continuacié és obtenir una millor estimacié dels coeficients (6’s) per aquests
regressors. En aquesta estimacio ja no buscarem minimitzar el nUmero de regressors,
perque ja els tenim definits, siné que només buscarem minimitzar 'error.

Pas 6. Ara tenim un model de regressié amb els n regressors escollits pel LASSO en
el pas 5:

? — B%asso . §01(52) + eéasso . ¢2(’_f) doe erllasso . (pn(/-f) (59)

Sobre aquest nou model de regressié hi aplicarem el métode dels minims quadrats.
Per aplicar-lo utilitzarem les matrius calculades a pas anterior Y i ¢, perd no farem
servir les columnes d’aquells regressors dels quals hem obtingut el seu coeficient (6)
igual a zero en el LASSO, ja que no apareixen en el model (59).

5= (") 'Y

D’aqui obtindrem les estimacions millorades dels coeficients dels regressors escollits
pel métode LASSO. Aquests coeficients son els que farem servir per actualitzar a
l'equacié ay(x) que utilitzem en 'observador i en I'accié de control. Aquells regressors
gue no hem fet servir en el métode dels minims quadrats considerarem que els seus
coeficients sén zero a la funcié a,(x).

Pas 7. Hem de definir com el sistema ha de saber si ha de d’estar en letapa
d’aprenentatge o d’execucié. Cada 25 segons calcularem [indicador d’incertesa que
hem vist en la seccib 6.5, en el cas d’estar en l'etapa d’aprenentatge coincidira amb la
durada de les iteracions. En aquest exemple, si el valor d’aquest indicador esta per
sota de 3.5 passarem a l'etapa d’execucid, si no és que ja hi estavem, i deixarem
d’estimar els regressors importants i els seus coeficients. Si el valor de l'indicador esta
per sobre de 3.5 passarem a letapa d’aprenentatge, si no és que ja hi estavem, i
estimarem els regressors i els coeficients de a,(x) per actualitzar-los en I'observador i
l'acci6 de control. Possiblement haurem de fer varies iteracions en [letapa
d’aprenentatge per obtenir un indicador d’incertesa suficientment baix.

Ja hem definit tots els passos per implementar la solucié vista en aquest capitol.
Nosaltres mateixos imposarem que en el segon 225 la planta real canvii de regressors
i coeficients. Passarem de la planta (53) a la planta:

561 =Xy
%y = 0.2x%x, — 0.4x,x% + 0.5sin(x;) + u
y=x

Establim les condicions inicials x;(0) = x,(0) = 0.25 i x,(0) = x,(0) = 6(0) = 0.5. Fem
la simulacié amb Matlab Simulink, que durara 500 segons.
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Del segon 0 al 125, el sistema fa 5 iteracions en l'etapa d’aprenentatge. En aquestes
iteracions anem actualitzant els regressors estimats i els seus coeficients estimats a la
funcié ay(x). El primer model nominal (54) té com a coeficients d’aquesta funcié
[-0.6 0 —-0.4 0.2 0 -0.8]. Recollim en una taula els regressors estimats, els
coeficients estimats i l'indicador d’incertesa a cada iteracio.

Recordem que aqui els parametres reals sén: 8 =[-0.2 1 —-03 0 0 0].

Taula 3: estimacions dels regressors (pel métode de LASSO), dels parametres (pel
métode de LASSO i de minims quadrats) i 'indicador d’incertesa entre els segons 0 i
125. Els coeficients d’aquells regressors que no es fan servir en els minims quadrats
estan escrits en color gris.

N2 Sezons | metode Parametres estimats Indicador
d’iteracié & [x; x; x3x, x.x% cos(xy) sin(x;)] | incertesa
LASSO | [0.145 0.975 —0.368 0 —0.176 —0.461]
1 0-25 70.39
LS [0.143 1.008 —0.376 —0.164 —0.355]
LASSO [0 1.008 —-0.376 0 0 —0.355]
2 25-50 16.68
LS [0 1.080 —0.301 —0.456]
LASSO [-0.176 0.975 —0.268 0 0 —0.128]
3 50-75 11.26
LS [-0.191 0.991 —0.272 —0.083]
LASSO [-0.234 0965 —0279 0 0 0]
4 75-100 5.21
LS [-0.215 0.981 —0.284 ]
: 100- LASSO [-0.213 0978 —-0.288 0 0 0] 31
125 LS [-0.207 1.000 —0.294 ] '

Es dona per acabada l'etapa d’aprenentatge en la iteracido 5, ja que el valor de
lindicador d'’incertesa esta per sota 3.5. En aquest moment comencga [l'etapa
d’execucio, en la qual es fan servir els regressors i els coeficients resultants de la
iteraci6 5. Deixem d’estimar coeficients i regressors, ja que considerem que tenim
poca incertesa al sistema. EI model nominal que farem servir en I'observador i I'accié
de control, en l'etapa d’execucio, és similar al model real.

ay(®) = —0.207%; + 1.000%, + 0.294%%%,

Podem verificar que el control funciona adequadament perque la sortida del sistema y
segueix perfectament referencia que li introduim y,..r. Veiem com el sistema segueix la
referéncia en els 25 primers segons d’execucio:

~) a‘x",'b
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3r y referéncia
y sistema

Valor

125 130 135 140 145 150
Temps (s)

Figura 23: evoluci6 de la referéncia i de la sortida del sistema entre els segons 125 i
150.

Com que el seguiment de la referéncia és correcte, també podem afirmar que els
estats amb canvi de variable x s’estabilitzen a I'origen. En aquesta etapa d’execucio,
cada 25 segons es calcula l'indicador d’incertesa per veure si segueix per sota de 3.5.
L’etapa d’execucié funciona correctament entre els segons 125 i 225. Entre els segons
225 i 250 lindicador d’incertesa es dispara a un valor de 225.97, aixo vol dir que la
funcié a(x) de la planta real ha canviat. L’algorisme ho detecta i torna a l'etapa
d’aprenentatge per estimar els regressors i els coeficients de la nova planta real.

Recordem que ara els nous parametres reals de Ila planta sén: 6 =
[0 0 02 —04 0 0.5]. Dels segons 225 a 400 el sistema fa 7 iteracions en
l'etapa d’aprenentatge, on anirem actualitzant la funcié a,(x). Recollim en una taula
els regressors estimats, els coeficients estimats i l'indicador d’incertesa a cada iteracio.

Taula 4: estimacions dels regressors (pel métode de LASSO), dels parametres (pel
meétode de LASSO i de minims quadrats) i l'indicador d’incertesa entre els segons 225
i 400. Els coeficients d’aquells regressors que no es fan servir en els minims quadrats
estan escrits en color gris.

N2 . Parametres estimats Indicador
s .. | Segons | métode 2 2 . .
d’iteracié [x; x; x%x, xyx5 cos(xy) sin(xq)] | incertesa
LASSO [1.811 2959 —-0.251 0 —4.196 -5.518]
1 225-250 225.97
LS [1.493 3.137 -0.228 —2.527 0.226]
LASSO [0 0.771 0.091 —-0.422 0 —0.264]
2 250-275 162.18
LS [ 0.826 0.104 -0.484 —0.144]
LASSO [0 —0.112 0.218 -0.461 0.250 0]
3 275-300 38.39
LS [0 —0.150 0.223 -0.457 0.318 0]
LASSO [0 —0.141 0.238 —-0.397 0.125 0.293]
4 300-325 14.40
LS [ —0.165 0.243 —0.400 0.120 0.379]
LASSO [0 —0.141 0.238 —-0.397 0.125 0.293]
5 325-350 7.76
LS [ —0.165 0.243 —0.400 0.120 0.379]
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LASSO [0 0 0.197 -0.375 0.386]

6 350-375 4.68
LS [ 0.205 —0.399 0.528]
LASSO [0 0 0.197 -0.375 0.386]

7 375-400 3.16
LS [ 0.206 —0.404 0.528]

El sistema toma a entrar en l'etapa d’execucié al segon 400, ja que tenim una
incertesa baixa i una bona estimacid dels regressors i dels coeficients en el model
nominal ay(x). El control és bo perqué els estats amb el canvi de variable x
s'estabilitzen correctament a l'origen. El seguiment de la referéncia també és correcte,
és practicament el mateix que el de la figura 23.

En aquest moment es segueix calculant l'indicador d’incertesa cada 25 segons, pero
en cap moment es dispara per sobre de 3.5. Aixo vol dir que I'equacioé de la planta real
a(x) no canvia. Aquesta etapa d’execucié dura fins al final de la simulacié als 500

segons.
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8. Aplicacié de I'algorisme definitiu al roto-
magnet

8.1 Explicacio del sistema

L’idea d’aquest treball és dissenyar un algorisme que ens permeti controlar sistemes
no lineals i amb incertesa. Aquesta feina ja la tenim feta, ara I'objectiu és aplicar
lalgorisme sobre una planta que existeix a la realitat. D’aquesta manera podrem
avaluar si funciona com hem previst, i podrem veure si té potencials aplicacions a la
vida real. Aquesta planta sobre la qual aplicarem el control que hem dissenyat
s’anomena roto-magnet.

El roto-magnet és una planta que hi ha laboratori de dinamica de sistemes (ETSEIB)
gue esta dissenyada per ser controlada amb fins educacionals [12]. Aquesta planta és
un sistema mecatronic que esta composat per un motor DC, una barra giratoria, un
imant permanent i dos electroimants fixats. Més concretament, I'imant permanent que
té dos pols magnétics oposats esta muntat sobre la barra rotacional. Els dos
electroimants tenen pols magnétics diferents. El petit motor DC esta situat sota la taula
experimental, esta unit a la part inferior de al barra giratoria. Podem veure una
fotografia del sistema que acabem de descriure.

Figura 24: estructura de la planta Roto-magnet.

Durant el funcionament del motor DC, la interaccié entre els electroimants fixats i
l'imant permanent giratdri crea un camp magnétic. Aquest camp magnétic causa un
parell polsant ', en el moviment de la barra. El parell polsant ', €s considerat com
una pertorbacié al sistema, ja que afecta al comportament dinamic de la sortida del
control.

Com que el camp magnétic depen de la posicié relativa entre els diferents imants, el
parell polsant tindra un periode que durara 27 radiants. Podem veure un esquema de
com estan col-locats els pols magnétics en el sistema a la figura 25. La posicio relativa
entre els imants esta determinada per I'angle 6. El parell polsant I', també depén de
d’aquest angle giratori 8. Per tant, sota una velocitat angular constant de la barra
giratoria (6 = @ = 0), el parell polsant esdevé un senyal periodic. La durada en segons
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d’aquest periode dependra principalment de la velocitat de gir constant. De totes
maneres és molt dificil de calcular aquest parell polsant en el sistema.

N N N N
N N S S
W W W W
I 0 : | s (‘l I 0 I 0
S S N N
S S S S
Figura 25: esquema d’interaccio entre els electroimants fixats i 'imant permanent
mobil.

Per poder cancel-lar I'efecte d’aquesta pertorbacié i controlar la planta correctament,
necessitem estimar alguns parametres associats a aquest parell.

El model de la planta del roto-magnet pot ser descrit com:

6=w
w=—a;w+T,(0) + au (60)
y=196

on a; és un coeficient de friccié constant, i u és l'accié de control. Considerem que
sortida de la planta roto-magnet és I'angle 6, que podem mesurar amb un sensor. El
parell polsant pot ser definit com:

I, (0) = 8; sin(8) + v, cos(6) (61)
Encara que existeix un model per aquesta pertorbacid, en aquest treball considerarem
gue les funcions del parell polsant sén desconegudes, per aixi poder validar les
prestacions de l'algorisme. L’Unic que considerarem que sabem és que I'expressio
parell polsant és una combinacié lineal de sinusoidals de I'angle. Es per aixd que més
endavant veurem que en la llibreria hi haura sinusoidals de varies frequéncies.

Amb aquesta consideracio i les equacions (60) i (61), podem reescriure el model de la
planta amb la nomenclatura que hem estat fent servir al llarg del treball:

X1 = X
X, = —ayxy + 81 sin(xy) + y; cos(xy) + ayu (62)
y=X1

on els les constants a;, a,, &1, y; sén coeficients desconeguts dels regressors. Les
funcions sin(x;) i cos(x;) sbn els regressors desconeguts del parell polsant que
apareixen quan esta activat el camp magnétic esta actiu.

.Jx.b‘.’
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8.2 Caracteristiques del sistema

Al conjunt d’equacions (62) hem vist que la planta roto-magnet és un sistema no lineal
gue presenta incertesa. Diem que presenta incertesa perqué no coneixem la funcio x,.
Per una banda, d’aquesta funcid no coneixem el coeficient a,. El coeficient a,
assumim que és una constant coneguda que val 1, sin6 el problema es complica molt.

D’altra banda, en la funcié de x, de (62) tampoc coneixem quan valen els coeficients
6, i y1, | tampoc coneixem els regressors sin(x;) i cos(x;) que pertanyen al parell
polsant. L'Unica informacié que tenim és que I'expressio del parell polsant és una
combinacié lineal de sinusoidals, és per aixd que la llibreria tindra funcions d’aquest
tipus. L’expressio real, que se suposa que desconeixem, d’aquesta pertorbacié és:

I, (x1) = &y sin(xy) + y1 cos(xy)

Aquests coeficients i seran diferents de zero quan els electroimants fixats rebin corrent
i estiguin generant un camp magnetic. Quan els electroimants estiguin actius el model
de la planta sera el vist en (62).

En canvi, quan els electroimants no generin un camp magneétic no tindran interaccio
amb l'imant permanent giratori, i el parell polsant ', sera zero. Conseqlientment, els
coeficients &, i y; seran iguals a zero. Aixd vol dir que els regressors sin(x;) i cos(x;)
no intervindran a la funcié de x, de la planta (62) en aquest cas. Quan els
electroimants no estiguin actius el model de la planta sera:

5C1 =Xy
5C2 = _a’l(t)xZ +u
y=x

En resum, el roto-magnet és una planta no lineal de la qual en desconeixem els
coeficients i les funcions del parell electromagnétic, i que a més estara modelada per
diferents regressors en funcié de si els electroimants fixats estan actius o no.
L’algorisme que hem presentat en el capitol 7 és capa¢ de controlar un sistema que
presenti aquestes caracteristiques. L’algorisme sera capac de detectar autbnomament
guins regressors modelen la planta roto-magnet i n’estimara els seus coeficients. Aixi
serem capagos de controlar la planta per fer que el motor segueixi la trajectoria
angular que li imposem. Podrem controlar la planta encara que no es coneguin ni les
funcions del sistema, ni sense saber si el camp electromagnétic esta actiu o no.
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8.3 Aplicacié de I'algorisme complet

L’ultim que ens queda és aplicar al roto-magnet I'algorisme complet del dissenyat a la
seccié 7.4. Després de definir els diferents passos que hem de seguir per aplicar
l'algorisme farem una simulacio.

Voldrem controlar el sistema perque la sortida del roto-magnet (y = 8) segueixi una
referéncia, és a dir voldrem que l'angle de la barra giratoria segueixi una trajectoria
angular.

Abans de comencar amb l'algorisme hem de fer unes consideracions sobre la planta
del nostre sistema (62). Considerem que, els valors reals i suposadament desconeguts
de les constants sén: @; = 2 i @, = 1. D’altra banda, considerem que el valor real de
les constants suposadament desconegudes del parell polsant és: §; = —1iy; = 1.5.

Tenint en compte aix0, quan els electroimants estan activats, la planta del roto-magnet
real, de la qual se suposa que no coneixem les equacions és:

X1 = X3y
5C2 = —2x2 — Sin(xl) +1.5 COS(xl) +u (63)
Yy=x1

Recordem que, quan els electroimants estan desactivats, la planta és la mateixa que la
(63), perd sense els termes de sinus i cosinus en 'equacio x,.

Com que se suposa que no coneixem l'equacio x, treballarem amb un model nominal:
¢o(x,u) = ag(x) + u. En el nostre cas comencem amb el model nominal:

. . ﬁ) (64)

ao(x) = —x; — sin (—) + 0.5 cos (—) +2 cos(

2 2 3
Pas 1. Hem de definir la llibreria de regressors que farem servir. L'Unica informacié
gue disposem del sistema és que hi ha friccid, i que el parell polsant creat pel camp
magneétic esta format per una combinacio lineal de sinus i cosinus. Es per aixo que a la
llibreria incloem sinus i cosinus de diferents freqiiéncies, I'algorisme haura de detectar
guines sinusoidals sén les que modelen la planta. Tenint en compte aquestes
informacions hem dissenyat la seglent llibreria, que té vuit funcions:

(pz[xl X, sin(x;) sin(%) sin(%) cos(xq) cos(xz—l) cos(%)] (65)

Pas 2. Voldrem que I'angle del roto-magnet, que és la sortida de la planta, segueixi
una trajectoria angular en concret. Es a dir, voldrem que y segueixi una referéncia
Yrer- Per fer aixo hem d’aplicar el canvi de variables, vist a la seccié 4.4, al vector

d’estats:

X1=y— Yref = X1 = YVref (66)
X, =Yy _yref = X2 _yref

Recordem que amb aquest canvi de variables portem x a lorigen per fer que la
diferéncia entre y i y,., i les seves derivades, sigui zero.

Podem reescriure la planta real del roto-magnet (63) amb el canvi de variables fet:
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571 = X3
X, = —2(3?2 + yref) — sin(fl + yref) + 1.5605(3?1 + yref) + U~ Vres
y= fl + yref

Veiem com son y,.r i les seves derivades temporals en el nostre cas (les unitats
angulars son radiants):

Vrer (£) = sin(t) + 2sin (2) + ; cos(t)
Vres (t) = cos(t) + cos (%) - ;sin(t)

Vrep (t) = —sin(t) — 0.5sin (%) — ;cos(t)

Amb aixo definit, podem comencar a fer el disseny de I'observador i del controlador,
abans comencar el control del sistema.

Pas 3. El primer que hem de fer és dissenyar 'observador, en aquest cas utilitzarem el
mateix “observador d’alt guany estés” que hem fet servir en els exemples 6.2 i 7.2.
Donem el valor a les alfes: a; = 15,a, =75 i a3 = 125. Assignem el valor & = 0.55.
L’observador dissenyat és el seglient:

- a1 =
X1 = X2 +?(y_yref _xl)
A . A . az =
X, = ay(x) TUF T — Yrer +£_2(y_YTef _xl)

— %)

on recordem, que en l'observador fem servir el model nominal de la funcié
desconeguda a,(x). Per comencar, en I'observador, farem servir el model nominal
inicial (64). Després, en l'etapa d’aprenentatge aquest model nominal s’anira
actualitzant amb les estimacions que anem fent de regressors i de coeficients. El
model nominal inicial amb el canvi de variables (66) és:

ao(x) = —(3?1 + yref) — sin <(x1 Zyref)> + 0.5 cos <( L 2)’ref)>
(55_\1 + yref))

Qn
Il
Ve
‘<
‘<
=
)
\,’

(67)

+2
cos < 3

Pas 4. Dissenyem el controlador, que ens servira per cancel-lar la incertesa i per
linealitzar el sistema. Farem servir la mateixa accié de control que hem fet servir en els
exemples 6.2 7.2:

u=—-XK—ay(X) =G+ Jres
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on K =[3 3.5], que és resultat d'imposar la col-locacié dels dos pols del sistema
realimentat a -1 i -1.5. Per comencgar farem servir el model nominal inicial (67) en la
funcio a,(x) del controlador, després aquest model nominal s’anira actualitzant.

Ja tenim els elements per fer el control definits. Ara veiem com es fara el control del
sistema en linia. Primer expliquem com es dura a terme l'estimacié de regressors i
dels seus coeficients quan estiguem en l'etapa d’aprenentatge. Com hem vist en
l'esquema de la seccié6 7.4 de lalgorisme complet, quan ens trobem en l'etapa
d’aprenentatge, en cada iteracid, primer aplicarem el métode de LASSO i després el
metode dels minims quadrats.

Pas 5. El model de regressié que farem servir per aplicar el métode de LASSO és:

— = A A~ . A . 21 . 21 ~
ag(X)+0 =0, %+ 06, %, +03sin(X;) + O,sin (7) + Ossin (?) + O4cos(%4)

07005 (3) + ucos ()
cos | — cos | —
77\ 2 8 3

on, per la primera iteracid en I'etapa d’aprenentatge, el model nominal a,(x) sera (67).
Recordem que després aquest model nominal s’anira actualitzant en cada iteracio.

També recordem que a I'equacio (68) hi hem d’aplicar el canvi de variables x. No 'hem
escrit aqui perqué 'expressié fos més senzilla.

(68)

En cada iteracio, prendrem m mesures de l'equacié ¥ = ay(x) + 5. Amb aquestes
mesures crearem la matriu ¥ de mida mx1. També prendrem m mesures de cadascun
dels regressors, i crearem la matriu ¢ de mida mx8. Hem de definir el valor de
I'hiperparametre A que apareix en metode LASSO. Escollirem aquell valor de 1 que
minimitzi I'error de regressié i el numero regressors. Hem programat la simulacié
perqué calculi automaticament aquest valor. Amb les dues matrius Y,¢ i A podrem
aplicar el métode de LASSO.

Com a resultat del LASSO, obtindrem quins dels regressors de la llibreria (65) sén
importants per definir el model (68). Ens haurien de quedar pocs regressors, 0 sigui,
obtenir pocs coeficients diferents de zero en el model (68).

A continuacié aplicarem el métode dels minims quadrats per obtenir una millor
estimacio dels coeficients d’aquells regressors escollits pel métode LASSO.

Pas 6. Ara tenim un model de regressié amb els n regressors escollits pel LASSO en
el pas 5:

V= 01450 - 01 (R) + 0757 - 2R + -+ 67455 - 00 () (69)

Per el métode dels minims quadrats utilitzarem les matrius calculades a pas anterior ¥
i ¢, no farem servir les columnes d’aquells regressors dels quals hem obtingut el seu
coeficient igual a zero en el LASSO, ja que aquests regressors no apareixen en el
model (69).

0,5 = ($T$)_1$T?
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D’aqui obtindrem les estimacions millorades dels coeficients dels regressors escollits
pel métode LASSO. Aquests coeficients son els que farem servir per actualitzar
I'equacio a,(X) de I'observador i el controlador, de cara a la segiient iteracio. Aquells
regressors que no hem fet servir en el métode dels minims quadrats considerarem
que els seus coeficients son zero a la funcié a,(x).

Pas 7. Hem de definir com el sistema ha de saber si ha de destar en l'etapa
d’aprenentatge o d’execucié. Cada 25 segons calcularem lindicador d’incertesa que
hem vist en la secci6 6.5, en el cas d’estar en I'etapa d’aprenentatge coincidira amb la
durada de les iteracions.

En aquest exemple, si el valor d’aquest indicador esta per sota de 2.5 passarem a
l'etapa d’execucid, si no és que ja hi estavem, i deixarem d’estimar els regressors
importants i els seus coeficients de la funcié a,(x).

Si el valor de l'indicador esta per sobre de 2.5 passarem a I'etapa d’aprenentatge, si no
és que ja hi estavem, i estimarem els regressors i els seus coeficients de a,(X), per
actualitzar-los en [l'observador i el controlador de cara la seguent iteracio.
Possiblement haurem de fer varies iteracions en I'etapa d’aprenentatge per obtenir un
indicador d’incertesa suficientment baix.
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8.4 Simulacio

Ja hem definit tots els passos necessaris per aplicar I'algorisme complet en roto-
magnet. Ara ens disposarem a simular el seu funcionament. Al principi considerarem
que els electroimants estan activats, i per tant la planta real sera (63). Després, al
segon 275 de la simulacid, simularem que desactivem els electroimants i
desapareixera el parell polsant a la barra giratoria, planta real passara a ser:

5(1 =Xy
5(2 = —2x2 +u (70)
Yy =X

L’algorisme de control no disposa de cap informacid6 amb relacié al temps de
desactivacid dels electroimants. En conseqiéncia, haura d'utilitzar I'indicador
d’incertesa per detectar automaticament el canvi en la planta. Establim les condicions
inicials x;(0) = x,(0) = 0.25 i x,(0) = X,(0) = (0) = 0.5. Simulem durant 500 segons
amb Matlab Simulink.

Del segon 0 al 125, el l'algorisme realitza fa 5 iteracions en I'etapa d’aprenentatge. En
aquestes iteracions es van actualitzant els regressors estimats i els seus coeficients
estimats a la funcié a,(x), que es fa servir al controlador i 'observador. Recordem que
el model nominal que es fa servir en la primera iteracié és el de I'equacio (67).
Recollim en una taula els regressors estimats, els coeficients estimats i I'indicador
d’incertesa a cada iteracio.

Recordem que aqui, els parametres la planta real, quan els electroimants estan actius
son:@=[0 -2 -1 0 0 1.5 0 ol.

Taula 5: estimacions dels regressors (pel métode de LASSO), dels parametres (pel
meétode de LASSO i de minims quadrats) i I'indicador d’incertesa entre els segons 0 i
125. Els coeficients d’aquells regressors que no es fan servir en els minims quadrats
estan escrits en color gris.

Ne Parametres estimats
.. | Secs. Mét. x x x x Ind.
It. [¥1 x; sin(xy) sin (?1) sin (—1) cos(xy) cos (71) cos (?1)]
LASSO [0 —2203 —0.129 —-1.865 0 1521 0 0]
1 | 025 153.81
LS [0 —2229 —0.250 —1.904 1.574 ]
LASSO [0 —2.195 —0.847 0 0 1.401 0.100 0]
2 | 2550 34.45
LS [0 —2212 —0.900 1.505 —0.034 0]
LASSO [0 —1.988 —0.871 0 0 1.279 0.392 0]
3 50-75 10.48
LS [0 —2.003 —0.926 1.529 —0.034 0]
45 | LASSO [0 —1966 —0942 0 0 1463 0 0]
4| oo 2.65
LS [0 —1.981 -0.983 1.493 ]
. | 100- LASSO [0 —1965 —0965 0 0 1.461 0 0] 509
125 LS [0 —1.982 -1.002 1.495 ] '
aﬂ\
\'Ia‘x'ab
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A la iteraci6 5 es dona per acabada l'etapa d’aprenentatge, ja que lindicador
d’incertesa esta per sota de 2.5. El sistema detecta que la incertesa és prou baixa i
comenca l'etapa d’execucio, en la qual farem servir els regressors i coeficients
resultants de la iteracié 5 per 'equacio a,(x). Veiem que I'algorisme ha estimat bé, tant
els coeficients com els regressors, de I'equacié desconeguda del roto-magnet quan
tenim els electroimants actius. Podem verificar que el control funciona adequadament,
ja el 'angle de la barra giratoria segueix la referéncia angular que li hem indicat. Veiem
aixo a la figura 26. Per aconseguir el bon seguiment de la referéncia, el vector d’estats
canviat de variable x s’estabilitza a 'origen.

angle real
angle refencia

Valor

I I I I
125 130 135 140 145 150

Temps (s)

Figura 26: evolucio de I'angle de la barra giratoria i de la seva referéncia angular, entre
els segons 125 i 150, a l'inici de I'etapa d’execucio.

L’etapa d’execucié funciona correctament entre els segons 125 i 275. Cada 25 segons
es calcula l'indicador d’incertesa per veure si ha canviat la planta real. L’indicador es
dispara a un valor de 44.7 entre els segons 275 i 300, aixo vol dir que I'algorisme ha
detectat que hem desactivat el camp magnétic dels electroimants i que la planta real
ha passat a ser (70). L’algorisme torna a I'etapa d’aprenentatge, per determinar els
coeficients i els regressors de la nova planta.

Entre els segons 275 i 375, l'algorisme realitza quatre iteracions en [I'etapa
d’aprenentatge, en les quals anem actualitzant els coeficients i regressors de la funcié
ao(X), que apareix en el controlador i I'observador. Recollim en una taula els
regressors estimats, els coeficients estimats i I'indicador d’incertesa a cada iteracio.
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Taula 6: estimacions dels regressors (pel métode de LASSO), dels parametres (pel
métode de LASSO i de minims quadrats) i l'indicador d’incertesa entre els segons 275
i 375. Els coeficients d’aquells regressors que no es fan servir en els minims quadrats
estan escrits en color gris.

N© Parametres estimats

.. | Secs. Met. Ind.

it. [x; x, sin(x;) sin (%) sin (%) cos(x;) cos (xz—l) cos (x3_1)]

| rs |0 0019 2056 —0.151 0 0 0414 0 -0478] |
300 | LS [0010 —2.062 —0.150 0301 0.034] '

, | 300- LASSO [0.001 —-1976 0 0 0 0.008 0.067 0] 015
325 1 1S [0012 —2.212 0.058 —0.034 0] '
325- | WASSO [0 -1.941 0 0 0 0 0 0]

3 2.75
350. | LASSO [0 -1.953 0 0 0 0 0 0]

4 2.46

El sistema torna a entrar a I'etapa d’execucido en el segon 375, ja que lindicador
d’incertesa baixa per sota de 2.5. L’estimacié dels regressors i els parametres també
€s bona quan desactivem el camp magnétic del roto-magnet. Aixd es tradueix en que
'angle de la barra giratdria segueix correctament la trajectoria angular que li hem
indicat. El sistema es manté sense incidéncies en I'etapa d’execucio fins al segon 500,
que és quan s’acaba la simulacio.
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9. Pressupost

Aquest capitol presentara el cost total associat al desenvolupament d’aquest treball.
Els continguts del treball s6n majoritariament teorics. Aixi doncs, veurem que el cost és
bastant baix.

9.1 Activitats

L’execucio d’aquest treball ha requerit la realitzacio de les seglents tasques:

e Organitzacio del treball: aquesta tasca inclou totes les activitats relacionades
amb l'organitzacioé a l'inici del treball i les primeres reunions amb el tutor. El
temps estimat d’aquesta tasca és de 5 hores.

e Lecturade literatura técnica: per poder entendre la base teodrica sobre la qual
comengcar el treball vaig haver de llegir articles i documents introductoris a
'espai d’estats. Després vaig haver d’anar llegint articles de tematiques més
especialitzades. El temps estimat d’aquesta tasca és de 50 hores.

e Disseny de I'algorisme: aquesta tasca inclou la conceptualitzacio i el
desenvolupament (en un marc tedric) de I'algorisme proposat com a solucio.
Aquesta tasca també inclou les reunions setmanals amb el tutor. El temps
estimat dedicat a aquesta tasca és de 125 hores.

e Simulacions numeriques: per validar l'algorisme proposat ha estat necessari
dissenyar, executar i analitzar una serie de simulacions. El temps estimat
d’aquesta tasca és de 75 hores

e Redactat de la memoria: aquesta tasca inclou el redactat de la memoria i la
preparacio de les figures i taules fetes servir. El temps estimat d’aquesta tasca
és de 100 hores.

o Defensa del treball: aquesta tasca inclou la presentacio6 i la defensa del treball.
El temps estimat d’aquesta tasca és de 20 hores.

Aquestes tasques van ser realitzades per un estudiant d’ultim any de grau. Tenint en
compte que I'ajuda economica a un estudiant de grau que fa practiques esta al voltant
de 8 euros h, considerarem que cada hora dedicada al treball s’hauria de remunerar
a aguest cost. Tenint en compte aix0, veiem els costos de les diferents activitats a la
taula 7.
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Taula 7: activitats del projecte i els seus costos associats.

Element Cost unitari Unitats Cost total

Organitzacié del treball 8 euros h't 5h 40 euros
Lectura de literatura técnica 8 euros ht 50 h 400 euros
Disseny de l'algorisme 8 euros h't 125 h 1000 euros
Simulacions nhumeériques 8 euros h't 75h 600 euros
Redactat de la memoria 8 euros ht 100 h 800 euros
Defensa del treball 8 euros ht 20 h 160 euros
) i Cos_t total (sense 3000 euros

impostos)
- - IVA 21%

- - Cost total 3630 euros

9.2 Costos generics

Els uUnics costs considerats estan relacionats amb I'is d’un portatil, I'is del programari
Matlab, i altres costos generals com [electricitat consumida. Pels calculs de la
depreciacié de I'equip informatic i el programari, s’ha considerat que I'any 2021 té 251
dies laborables, i que cada dia té 8 hores de feina.

Els costos genérics del projecte soén:

e Ordinador portatil: la lectura de literatura tecnica, el disseny i validacié de
l'algorisme, i el redactat de la memoria han estat desenvolupats fent servir un
portatil de 700 euros. La vida atil del portatil ha estat aproximada a 4 anys, aixo
resulta en un depreciacié de 0.0865 euros h.

e Programari Matlab: la llicéncia d’aquest programa amb totes les funcions
associades té un cost de 800 euros, que s’ha d’actualitzar cada any, aixo
resulta en una depreciacié de 0.395 euros h.

e Altres: la resta de costos com el consum d’electricitat, material d’oficina, entre
d’altres, han estat agrupats en una suma total de 65 euros.

Els costos genérics del projecte estan resumits en la taula 8:

Taula 8: costos genérics del projecte.

Element Cost unitari Unitats Cost total
Portatil 0.0865 euros ht 375 h 32.45 euros
Programari Matlab 0.395 euros ht 75h 29.65 euros

Altres - - 65 euros
i i Cos_t total (sense 127 01 euros

impostos)
- - IVA 21%

- - Cost total 153.76 euros
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9.3 Cost final del projecte
El cost final del projecte esta resumit a la taula 9.
Taula 9: pressupost total del projecte.
Element Cost total
Activitats 3630 euros
Costos generics 153.76 euros
Cost total (amb IVA) 3783.76 euros
Cepeyy
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10. Impacte ambiental

L’'impacte ambiental d’aquest treball és molt dificil d’avaluar, ja que es tracta d’'un
treball de caire unicament tedric. Tota I'estona s’ha treballat en simulacions dels
sistemes, no s’ha fet servir cap sistema fisicament.

Un recurs que s’ha utilitzat que podria causar impacte ambiental seria I'ordinador
portatil, ja que té un cost ambiental el fet de fabricar-lo. No obstant, ja disposava
d’aquest portatil abans de comencar el treball, per tant no es pot considerar que el
portatil hagi generat un impacte ambiental.

El que si que ha generat un impacte ambiental és I'electricitat consumida per
I'ordinador portatil. Un portatil consumeix 200 W de mitjana, si tenim en compte que
hem fet servir el portatil 375 hores per aquest projecte, obtenim que I'energia eléctrica
consumida és:

0.2kW - 375 h = 75 kWh

Si tenim en compte que consumir 1 kWh, genera de mitjana 0.45 kg de CO,, podem
calcular quants kg de CO, hem generat:

75 kWh - 0.45Kg = 33,75 kg

L’impacte ambiental que ha generat la realitzacié del treball és de 33,75 kg de CO..
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11. Conclusions i treball futur

En aquest treball s’ha presentat un algorisme per implementar de controladors amb
estimacio de parametres, adaptativa i dispersa, enfocada a sistemes no lineals amb
incertesa i variants en el temps. Hem fet servir tecniques de control diferents a les
utilitzades amb els controladors PID tradicionals, en les quals s’ha de renunciar a
prestacions del controlador per cancel-lar els efectes de la no linealitat i la incertesa.

L’aproximacié que s’ha fet servir és la de cancel-lar la incertesa i les no linealitats a
través de l'accid de control que es realimenta a la planta. Per fer aquestes
cancel-lacions, hem hagut d’estimar les variables d’estat i la incertesa de la planta a
través d’un observador d’alt guany estés.

Veiem resumidament els diferents passos de l'algorisme proposat. Primer hem de fer
el disseny de I'observador i del controlador, en funcié de les especificacions del
sistema. Després es duu a terme el control en linia, en el que el sistema es pot trobar
en dues etapes. Si el sistema esta en I'etapa d’aprenentatge, “s’aprenen” les funcions
desconegudes de la planta paral-lelament al control del sistema. D’altra banda, si el
sistema esta en l'etapa d’execucid, vol dir que hi ha poca incertesa al sistema i
“s’executa” el control per complir uns objectius preestablerts. Perqué el sistema
discerneixi de forma autdbnoma si ha d’estar en una etapa o l'altre s’ha dissenyat un
indicador. Aquest indicador quantifica la incertesa que té el sistema, si l'indicador és alt
el sistema estara en aprenentatge, i si es baix estara el sistema estara en execucio.

Tot i aix0, els controladors de I'algorisme proposat no pretenen ser una substitucio dels
controladors PID. De fet, 'accié de control que s’ha fet servir en l'algorisme és un
controlador de tipus proporcional (P) acompanyat dels termes no lineals i d’incertesa
restant. Aixi doncs, la feina presentada el treball pretén ser un complement als
controladors PID tradicionals.

En resum, les aportacions principals del treball han estat:

e Combinar els observadors d’alt guany estés i I'estimacié de parametres i de
funcions per disminuir la incertesa d’'un sistema controlant el linia.

e Aplicar successivament els métode de LASSO i el métode dels minims
quadrats en cada iteracid de l'etapa d’aprenentatge. D’aquesta manera
aconseguim un bona estimacié dels regressors i dels seus coeficients que
apareixen en la funcié desconeguda de la planta.

¢ Dissenyar un indicador que quantifiqui la incertesa que hi ha en un sistema, a
partir del filtratge del soroll de I'estimacié de la incertesa. Amb aquest indicador
l'algorisme pot detectar autbonomament quan canvien les equacions de la planta
real.

e Verificar que I'algorisme dissenyat funciona correctament en una planta
sintética i en la planta real del roto-magnet.

No obstant, aquest treball presenta algunes limitacions que han de ser afrontades de
cara a futurs treballs.
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Des de un punt de vista teoric, hagués estat interessant trobar una manera
d’'implementar un observador d’alt guany estés en el qual el parametre ¢ s’ajustés en
funcié dels requeriments del sistema. Al treball, hem vist que aquest parametre és clau
a I'nora de determinar les prestacions del sistema. Si és massa petit s’amplifica
excessivament I'efecte del soroll i es genera molt fenomen de pic, i si €s massa gran la
dinamica de l'observador és molt lenta i la incertesa afecta molt al sistema.
Honestament, m’agradaria investigar de cara al futur qué puc fer per trobar aquest
punt d’equilibri del parametre ¢.

Des de un punt de vista practic, m’hagués agradat verificar experimentalment
I'algorisme en la planta fisica del roto-magnet.
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