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El problema d’Stefan és un problema d’equacions en derivades parcials amb frontera
mobil. S’usa aquest problema per tractar el fenomen fisic del canvi de fase d’un material,
tenint la coexisténcia de dues fases en el mateix domini. Al llarg d’aquest treball es recorda
el model “phase field”, i la seva interpretacié fisica. La dificultat d’aquest problema requereix
I'us de metodes numerics, és per aixo que s’implementa el metode d’elements finits i diversos
metodes d’integracio temporal per tal de resoldre i obtenir solucions en una dimensié d’aquest
problema. S’estudia també la capacitat del model de reproduir diversos processos fisics,
mitjancant experiments numerics.

Model “phase field”, problema d’Stefan, metodes numerics per EDPs, Metode d’elements finits
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1 Introduccio

El problema d’Stefan va ser introduit per Josef Stefan a [6] en el context de les capes de
gel polars, per modelitzar la transicié del canvi de fase per passar d’estat solid a liquid.
Es un problema d’equacions en derivades parcials i de frontera lliure, ja que es resol en un
domini desconegut delimitat per la posicié de la interficie, a priori desconeguda. Aixi doncs la
resolucié d’aquest problema descriu la posicié de la interficie I(t), que és el punt de contacte
entre els possibles estats d’un material, i la temperatura d’aquest material u(x,t) en qualsevol
punt de domini i en qualsevol instant de temps.

Al llarg d’aquest treball s’ha considerat un problema de dues fases: la coexistencia d’un
Unic material en estat solid i liquid. Un exemple d’aquest problema pot ser com es desfa un
glagd en un got d’aigua. Amb les condicions inicials i de contorn indicades pel problema, la
solucié mostra com es desfa el gel i la distribucié de la temperatura a tot el got a cada instant
de temps.

Per la resolucié d’aquest problema s’ha considerat el model “phase field” o model de camp
de fase, que s’usa per la modelitzacié de problemes amb transformacions de fase. Una de les
principals caracteristiques d’aquest model és la variable de fase ¢(z,t) que facilita el calcul de
la posicié de la interficie. Es tracta d’una variable definida a tot el domini que rep un valor
constant en cadascun dels estats en els que es troba el material i varia de manera abrupta
pero suau i continua entre cadascun dels estats. Aixi doncs, el canvi de fase i per tant la
posicié de la interficie es troba dintre d’aquesta regié on ¢ canvia entre els valors constants.
El gruix de la regi6 on ¢ canvia es pot regular mitjancant el parametre £&. Una propietat
molt important d’aquest model és que esta construit de manera que el seu limit, quan £ — 0,
sigui el model “sharp interface” o d’interficie nitida o marcada, en el qual la interficie és de
mesura nul-la. Ambdés models queden explicats amb més detall a la secci6 2.

En quant als metodes numerics usats per resoldre les EDPs, és necessari considerar
metodes per discretitzar les variables en el sentit espaial i en el sentit temporal. Per al
cas d’espai s’ha usat el metode d’elements finits, amb el que s’aconsegueix 'aproximacié de
les solucions d’equacions en derivades parcials a partir de la seva forma feble. Un dels princi-
pals avantatges d’aquest metode és la capacitat d’adaptar-se als dominis, ja que permet 'is
de malles no uniformes, caracteristica molt 1til en aquest cas, per la necessitat de capturar
amb precisio la variacié de la variable de fase ¢ alla on es produeix un canvi de fase, podent
adaptar la mida de la discretitzacié segons ho requereix la solucié.

Per tractar la variable temporalment s’utilitzen tres metodes diferents. L’objectiu és
poder comparar metodes explicits i metodes implicits per tal de poder veure les avantatges
i inconvenients de cadascun d’ells en aquest problema. En primer lloc els metodes explicits
tenen una implementacié més senzilla pero sén més restrictius ja que cal un pas de temps
petit, és a dir, una discretitzacio fina, per garantir I'estabilitat de la soluci6. En canvi els
implicits relaxen les restriccions pero tenen un cost computacional més elevat en cada pas.

Els principals objectius d’aquest treball sén comprendre la modelitzacié d’un fenomen
fisic, per tal de poder reproduir situacions realistes i estudiar 'eficiencia i aplicabilitat dels



metodes numerics considerats.

A la secci6 2 es desenvolupa 'explicacié del fenomen fisic i del model escollit. A partir
d’aquest model podem valorar els possibles metodes numerics, tant a nivell teoric com en la
seva implementacio, per tal de veure quin és el que millor s’adapta al model. Al llarg de les
seccions 3 i 5 es desenvolupen de manera teorica els metodes numerics escollits i es comprova
el funcionament de la seva implementacié. Finalment, amb la comprensié del model i la
implementacié dels metodes numerics, al llarg de les seccions 6 i 7 es presenten diferents
situacions fisiques i es reprodueix la seva solucié.

Al llarg del desenvolupament del treball han sorgit altres objectius com ’elaboracié d’un
criteri adaptatiu per decidir la discretitzacié en espai desenvolupat al llarg de la seccié 3.3 o
bé I’eleccié de la condicié inicial per la variable de fase, a la seccio 4.

La implementacié d’aquest treball ha estat realitzada amb MATLAB. Tant els codis amb
la implementacié dels diversos metodes numerics per resoldre el sistema proposat com tot el
material grafic inclos en aquest treball, amb figures i grafics de les solucions obtingudes.



2 Model pel problema d’Stefan

El fenomen fisic que es considera al llarg del treball és el problema de la fusié o solidificacié,
en el que hi ha una regié del domini en estat liquid, en contacte amb una regié en estat solid,
i separades per la interficie, on s’assoleix la temperatura de fusié per canviar d’un estat a
laltre.

Es considera el domini de longitud L, 2 = [0, L], on hi ha un material en estat liquid
en una certa regié del domini, £2;. A la resta del domini 25 el material es troba en estat
solid. Les regions de contacte entre entre 2; i {25 sén punts aillats, on hi ha la interficie per
cadascun dels canvis de fase. La posicié de la interficie I i les regions del domini €2; i €2,
varien amb el temps degut al transport de la calor.

Aquest problema es modelitza amb les anomenades equacions d’Stefan:

ou 0 ou
@t =5- (Kax> z € (1) (1)
ou 0 ou
ou ou
=Ko (2, 8)loyre) — Ko (@, )i (3)

, C : dl : : -
on u(x,t) és la temperatura a la posicié x i a temps ¢t i v = — és la velocitat de la interficie.

(1) i (2) sén les equacions de la calor, tant per la regié en estat solid com en estat liquid.
La velocitat v ve donada per la condici6é de salt o condici6 d’Stefan (3). K = Ks a Qg i
K =K;aQ on K,i K; sén les difusivitats termiques en l’estat solid i liquid respectivament,
que involucren la capacitat calorifica, la densitat i el coeficient de conduccié termica del
material en qiiestié. Al llarg del treball aquests coeficients s’han considerat constants tant
en posicié com en temps. Finalment, [ és la calor latent de solidificacié.

Sense perdua de generalitat podem suposar que la temperatura de fusié és zero i, per
tant, a la posicid de la interficie s’assoleix aquesta temperatura

wI(t),t)=0 Vvt

En el cas de considerar un domini termicament aillat, aleshores no hi ha flux de tem-
peratura al contorn del domini, en aquest cas als extrems x = 0 1 x = L. Aixo déna lloc a
condicions de Neumann homogenies

amba=00a=L.



També es pot considerar el fet de fixar la temperatura en algun dels extrems del domini,
tant de manera constant com variable en temps, donant lloc a condicions de Dirichlet

u(a,t) = ug(t).

Les equacions (1), (2) i (3), amb les condicions de contorn del domini i la condici6 per la
temperatura de la interficie donen el model al que ens referim com “sharp interface”. Una de
les principals dificultats d’aquest model és la discontinuitat de la derivada de la temperatura
a la interficie, ja que requereix una adaptacié constant de la malla adaptada a la posicié de
la interficie per tal de poder representar de manera acurada aquesta discontinuitat.

Per fer front a aquesta dificultat, el model “phase-field” introdueix una nova variable ¢,
que pren valors constants en cadascuna de les fases del material i que varia de forma continua
i suau entre les dues fases. En aquesta regié de transicié és on es troba la interficie per
cadascun dels canvis de fase. El model “phase-field” es construeix de manera que el seu limit
sigui el model “sharp interface”.

2.1 Model “phase-field”

El model “phase field” o camp de fase és un model que s’usa en problemes de transformacio
de fase. L’objectiu principal és determinar com evoluciona la posicid de la interficie, és a dir,
el punt, o punts, del domini on es produeix un canvi de fase.

Una de les caracteristiques del model “phase field” és 'tis de la variable de fase ¢(z,1),
que caracteritza la fase del material en cada punt z i temps t. Esta definida a tot el domini i
pren un valor constant, per cada fase que es considera per exemple -1 i 1, amb una variaci
suau, tot i que abrupta, entre els valors constants de cada fase. La variacié de ¢ es produeix
en la zona al voltant de la interficie. El gruix d’aquesta regié esta regulat amb un parametre
artificial £. Aixi doncs, la funcié de fase ¢ ve donada per

bz, 1) = 1 posicié x a temps t en estat liquid
-1 posicié x a temps t en estat solid

i la regi6 de la interficie doncs ve caracteritzada per —1 < ¢(x,t) < 1.

La figura 1 mostra un exemple on es pot veure la variacié suau de -1 a 1 en un entorn de
la interficie.

L’evolucié del fenomen ve descrit pel sistema d’equacions en derivades parcials acoblat

ou [ 0
5 = cAu — 2ot + fi
o oG
0‘525 — &2A¢ — i o z€(0,L) t € (0, Tinal) (4)

amb condicions inicials
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Figura 1: Variables u, ¢, 1(t)

u(z,0) =u’(z)  ¢(2,0) = ¢°(x)

i condicions de contorn apropiades a la frontera.

La primera equacié és ’equacié de la calor modificada pel terme de la variable de fase
assumint que la temperatura de fusié és 0, si cal amb una translacié de la temperatura u(x,t).
La segona equacié modela ’evolucié de la variable de fase.

En quant als parametres, ¢ és la difusivitat térmica, constant en aquest treball, [ és la
calor latent, o és un parametre de relaxacié temporal, £ és un parametre relacionat amb el
gruix de la regi6 de la interficie i G es la funcié del potencial d’energia, discutit a continuacié.

Les funcions f; i fs sén dues funcions auxiliars, utilitzades als exemples sintétics per tal de
construir exemples amb solucié analitica coneguda. Tret d’aquests exemples, f1 = 0, fo =0
per qualsevol dels problemes amb interpretacio fisica.

Els models més utilitzats sén els basats en el potencial de Caginalp i en el potencial de
Kobayashi. Per al potencial Caginalp es considera la funcié

1

Clu,0) = 4-(6” ~ 1 — Zou o)

El maxim i minim d’aquesta funcié estableixen els valors de les constants que ha de prendre
la variable ¢ en cadascuna de les fases. Per la influencia del parametre a, aquests valors estan
lleugerament desplacats dels 1 i -1 esperats. Per tant, s’ha d’escollir a suficientment petit
com per reduir aquest desplagament. També cal prendre un valor per a de manera que g—g
tingui tres arrels diferents al voltant de 0, 1 i -1. Caginalp [2] estableix la convergencia del
model “phase field” amb el potencial de Caginalp al model “sharp interface” quan & — 0 i
a — 0.

Per al potencial Kobayashi, en canvi, es considera la funcio



W e

T i (r2 — 1) (r + 2b(u))dr (6)

G(u, @)

on b(u) és una funcié de la temperatura monotona creixent que satisfa [b(u)| < 1. Seguint la
referencia de Wheeler [1] es considera una funcié lineal, b(u) = 6V%Su, que s’ha provat que és
adequada per al model “phase field”.

El maxim i minim de (6), en aquest cas si sén -1 1 1, i determinen altra vegada els valors
de les constants que pren la variable ¢ en cada fase.

Tot i que no hi ha cap resultat rigorés conegut per al potencial de Kobayashi quan £ — 0,
hi ha arguments fisics raonables aportats per Kobayashi [3] que suporten la convergencia del
model “phase field” amb el potencial Kobayashi cap a I’esperat model limit “sharp interface”.
A més, a [1] també es comprova la convergencia d’aquest model en una i en dues dimensions.

Al llarg del treball s’han considerat els segiients valors pels parametres: As = 4,a =

1,W = 8 i s’ha considerat la notacié F' = —%, F,= g—i, Fy = %—g. Aixi,
Fu,¢) = 55(¢ = ¢%) + Su

Fy(u, ¢) = 5,(1 —3¢%)
per Caginalp i
F(u,¢) = %(]ﬁ + %Asu — %¢3 — %Asgz@u
Fulu,6) = (30s — $Asg?) ®)

Filu, @) = (% — W2 — 3Asgu)
per Kobayashi.



3 Metodes numerics

Al llarg d’aquesta seccio es consideren diferents metodes numerics per tal d’obtenir una solucié
al problema d’Stefan plantejat.

Es discretitza el problema primer en espai, per tal d’obtenir un sistema d’EDOs a resoldre
en uns quants punts del domini i posteriorment en temps per tal de resoldre el sistema uns
certs instants de temps.

Aixi doncs es desenvolupa el metode d’elements finits per tal de tractar les variables en
el sentit espaial i posteriorment es consideren tres metodes per a la integracié temporal.

A D'dltima subseccié es consideren diferents malles per la discretitzacié en espai, per tal
d’optimitzar el cost computacional en cadascun dels exemples considerats.

3.1 Metode d’elements finits

El metode d’elements finits és un metode numeric per I'aproximacié de la solucié d’equacions
en derivades parcials a qualsevol domini a partir de la forma feble o forma integral del
problema.

Es considera una particié o discretitzacié del domini, generant n elements, que en el cas
d’una dimensié sén subintervals, separats per n+1 nodes {z; ?jll. S’han considerat tant
malles uniformes, amb h := z; — x;_1 constant, com malles adaptatives.

Es consideren les equacions (4), amb condicions de contorn de Dirichlet
ug = u(a,t) up = u(b, t)
¢a =o(a)t) & =o(b,1)
o bé amb condicions de contorn de Neumann homogenies

Pua,t) =0  F(b,t)

la,t)=0  92(b,t)

o alguna combinacié d’aquestes condicions de contorn.

Per obtenir la forma feble es procedeix de la segiient manera. Multiplicant cada equacio
per una funcié v, tal que v = 0 als nodes amb condicions de contorn de Dirichlet i integrant
en tot el domini (a,b) s’obtenen les segiients expressions

/vdaz—c/a vAuda:—/ vd:c+/bvf1d:c
a§2/ v—d:n— /GUAqf)dZE—F/a F(u ,¢)dw+/abvf2dx

Integrant per parts el primer terme de la dreta en les dues equacions s’obté



b Ou.y, dv Ou
c/a vAudx—cvax]a—c/a dmaxd
b Do dv a<z>
2 _ 2, 9P _ 2
§ /a vAGdr =& v@x]a ¢ /a dx 8x

Al llarg del treball s’usen condicions contorn de Dirichlet o bé de Neumann homogenies i
en ambdos casos, el primer terme que s’avalua a la frontera del domini és zero. En el primer
cas ja que s’imposa que v = 0 en els punts on hi ha condicions de contorn de Dirichlet. En el
segon cas ja que la condicié de contorn és % =0o0 % = ( alla on s’imposen condicions de
Neumann homogenies.

Aixi doncs, les equacions després d’integrar per parts son:

dv@u I [ 0¢ b
/vdm — /a daz&x _2/(1 U&dw+/a vfidz )

a§2/a vatdx:—§2/ Zzggbdx—k/ab (u,qb)dm—i—/abvfgdac

El domini (a, b) es discretitza en n intervals, és a dir, en n+1 nodes x;, i es considera una
base de funcions lineals IN; tal que N;(x;) = d;; per aproximar les funcions:

n+1 ou n+1 dus ou n+1
~ : ) ou i ou

J=1 J=1

n+1 n+1 n+1
- J9 < do; ¢
~ 221: ¢ (t)Nj(z) T E: fdtj N; e E :%

Les equacions (9) s’imposen per v = N;(x) obtenint el sistema

n+1 n+1 n+1 n+1
/NN] g :—cZ/NN’ujdx— /NN] dx—i—Z/ N;N; fidzx
n+1 n+1 n+1 n+1

a? Z/ N;N; @d gZ/NN’¢]dx+Z/ NiN;F(uj, ¢;) d:L‘+Z/ N;Nj fadx

Es a dir, s’obté el sistema d’EDOs

du do
M = —cKu —fMEJerl
ang 49

a®M—+ = —¢’K¢ + MF(u, ¢) + M f>

dt



on les matrius es defineixen com

b b
M@jZ/ Nide.fE K@j:/ N{NJ/dCE

El sistema es pot escriure en forma compacta com

d l
MG = La(u, @) — JMLi(u,@)
d
M(Tf = L1(u, 9) (10)
amb els operadors
£1(0,6) = 5 (~€K+ MF(u. 9) + M)
Lo(u, @) = —cKu+ Mfy (11)

3.2 Metodes d’integracié en temps

Al llarg d’aquesta seccié es consideren diferents metodes per tal d’integrar en temps el sistema
d’EDOs (10).

S’han considerat tres metodes diferents, un d’explicit, Euler endavant, i dos d’implicits,
Euler enrere i Crank Nicolson. Els métodes explicits sén menys costosos en CPU i memoria
en cada pas pero requereixen algunes condicions d’estabilitat que impliquen passos de temps
molt petits, que els poden fer inviables, per requerir massa iteracions. En canvi els implicits
solen ser menys restrictius pero tenen un cost computacional molt més elevat a cada pas. Tot
i aixo al llarg del treball només s’han utilitzat Euler endavant i Crank Nicolson, ja que Euler
enrere és implicit, com Crank Nicolson, pero d’ordre inferior. S’ha desenvolupat Euler enrere
com a pas intermedi entre els dos metodes utilitzats.

3.2.1 Euler

El metode d’Euler és un metode explicit de primer ordre, on s’usa ’aproximacio per la primera
dv n vn—l—l _

derivada 7 =T A +O(At). Cal tenir en compte que és condicionalment estable. En
aquest cas, per la part lineal del sistema s’ha de verificar r := %c < % Tot i aix0, veurem

que degut a la part no lineal del potencial aquesta condicié haura de ser més restrictiva.
Per tal que el metode sigui explicit, és a dir, que no calgui resoldre un sistema lineal a

cada pas, la matriu M que multiplica les derivades temporals es substitueix per la matriu

My, que és una matriu diagonal, on cada element és la suma dels termes d’aquella fila de



la matriu M del sistema. A més, 1'is d’aquesta matriu relaxa la condicié d’estabilitat del
sistema.
D’aquesta manera, el sistema (10) es converteix en

ML% = Lo(u, 9) — %MLﬁl(ua ?)
d
ML = £1(u, 9) (12)

Aplicant el metode d’Euler a aquest sistema s’obté 'esquema explicit per calcular u™+!

i "t a partir de u™ i P

u™tt = u - AtMp (Lo (u®, ¢7) — %MLﬁl(un, ®"))

"t = @™ + AIML Ly (u, ") (13)

3.2.2 Euler enrere

El metode d’Euler enrere és un metode implicit de primer ordre, on s’usa ’aproximacio per
n+1 vn—l—l — "

la primera derivada yr = —xr + O(At). Es un metode incondicionalment estable

per la part lineal del sistema.
Aplicant el metode d’Euler enrere a (10) s’obté el segiient sistema

utt —yn n+l ;n+1 ! n+l  n+1
M At :LZ(u a¢ )_EM‘Cl(u a¢ )
n+l  _n
MP T et g (14)

implicit ja que tots els termes s’avaluen a temps t"+1.

A diferencia d’Euler endavant, en aquest cas cal resoldre un sistema no lineal a cada pas
de temps, perque la funcié del potencial F(u, @) estd avaluada en les variables u®*! i "t
i per als dos potencials considerats és una funcié no lineal.

Per resoldre el sistema no lineal s’ha fet servir el metode de Newton Raphson. Es considera
. , o ur ] .
una nova variable que conté en forma de vector les dues incognites y = { o +1] i el residu

corresponent a les equacions (14),

r1 (Y) B Mun+1 — Mu"™ + At[ﬁg(unJrl, ¢n+1) _ %Mﬁl(u‘”l, ¢n+1)]
’ M¢n+1 — Mg" — Atﬁl(unH, d)n—l-l)

10



Calculant les primeres derivades respecte a cadascuna de les variables es defineix el jacobia
del residu
0 0.
Ji Jo GunT  GniT
J= J J = Ora Ora
3 4 duntI  ggn+l

l
= M + At[cK + — MF,(u™!, ¢+t
3y + Atfc T a2 (U™, ™)

amb les expressions

AN
J2 = Sae? [~&°K + MFy(u™*h, ¢t h)]
At n n
J3 = " 2ag? [MF,(u™, ™))
At 2 n+1 n+1
Ja= M = o K 4 ME, (", g7

Aix{ doncs, el metode de Newton Raphson consisteix en, donada I’aproximacié inicial y©
i una tolerancia ¢, repetir ’esquema

Yy = y* - T () (y5)
[l

fins que l'error T sigui més petit que 6.

Per calcular la solucié en linstant de temps t"*! s’usa com a primera aproximacié

0 u” ;
y = " que és conegut.

3.2.3 Crank Nicolson

El meétode de Crank Nicolson és un metode implicit de segon ordre, on s’usa l’aproximacio
”+% ol

per la primera derivada a = "A + O(A?). Es un métode incondicionalment

estable per la part lineal del sistema.
Aplicant el metode de Crank Nicolson al sistema d’EDOs (10), s’obté el sistema implicit

urtl —yt 1 n oy ! n n ntl nt1y n+l n+l
M= = S [La(u”, ¢") = SMLy(u”, ¢") + Lo(u™h, ™) — CMLy (™, )
n+l _ _n 1
M% = S[L1(u", @) + Ly (T, ™) (15)
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Es defineixen dues variables auxiliars més, una per cada equacié, amb tots els termes que
depenen de les variables u™ i ¢"

At l
vi = Mu® + 7[£g(un, ") — iM,Cl(u“, ")

At
ve = Mo" + 751(un, o")

Torna a ser necessari resoldre un sistema no lineal a cada pas de temps, a causa de la funcié
del potencial F(u,¢), que estd avaluada tant en les variables u®, @™ com en les u?1, ¢p™*1,
Es resol també fent servir el metode de Newton Raphson, ara amb el residu corresponent a
les equacions (15)

rl(y)] B [Mun—f—l _ %[ﬁg(un"’_l, ¢n+1) _ éMﬁl (un-i-l7 ¢n+1)] -

M¢n+1 _ %ﬁl(unJrl’ ¢n+1) — Vo

i les components del Jacobia

At AN
=M+ —cK MF, (u™t!, ¢pntt
J1 + 2 cK + 4@52 (u 7¢ )
IAt 9
= —&’K + MF,(u™tt ¢!
Jo 4&52 [ 3 + ¢(u N )]
At n+1 n+1
Jg = = s MFu(u", ™)
At 2 n+1 n+1
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3.3 Malla no uniforme

Al llarg del desenvolupament del treball s’han considerat diferents discretitzacions en espai.
En primer lloc s’ha considerat una discretitzacié no uniforme pero fixada en temps. Es con-
sidera la divisié del domini en dues parts, 2 = 1 U{)y. Per la necessitat d’una discretitzacio
molt fina al voltant de la interficie, és a dir, a la zona —1 < ¢(z,t) < 1, la mida dels elements
és molt petita i emprar la uniforme a tot el domini seria molt costés computacionalment.
Per aixo només es considera la discretitzacié més fina alla on és necessari, per tal de reduir
el temps de calcul. A la regi6 del domini §2; s’assumeix que no es produeix cap canvi de fase
en cap instant de temps. En aquesta regio es considera una mida d’element Ax; constant.
En segon lloc, 25 és la regié del domini on es mou la interficie, és per aixo que cal considerar
un Az << Az constant prou petit per captar la variacié de ¢.

A l'exemple de la figura 2, tal com s’ha fet en els exemples amb interpretacié fisica pero
sense refinament adaptatiu, es divideix el domini en dues meitats. La interficie es mou a la
regi6 del domini Q9 = (0,0.5) i es considera Azy = 0.005. Aquesta és la regié que necessita
una mida d’element més petita per tal de captar 'abrupta variacié de ¢. En canvi, a la regio
del domini ©; = (0.5,1), no es produeix cap canvi de fase, per tant es considera un tamany
d’element més gran, Az; = 0.05. Es manté aquesta discretitzacié per tots els instants de
temps. Es consideren doncs solucions amb 61 nodes.

Solucio U Solucié ¢
0.02 : 1.5
0 1
-0.02 0.5
> -0.04 < 0
-0.06 -0.5
-0.08 ¢ -1
-0.1 1.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 2: Soluci6 de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Kobayashi amb els parametres £ = Ax; =
0.005, Az = 0.05, Tfinar = 0.5, At = 6.25 x 107°

Finalment, per tal d’optimitzar encara més la mida del sistema, es considera també una
malla variable en temps, discutida a la segiient seccid.

3.3.1 Refinament adaptatiu

Al llarg d’aquesta seccié es desenvolupa un criteri una mica més acurat per decidir la dis-
cretitzacié en espai del domini. La motivacié d’aquesta estrategia és tractar de distingir
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aquelles parts del domini que necessiten una discretitzacié més o menys fina, per tal de poder
reproduir la solucié de manera prou acurada. L’objectiu és discretitzar unicament la regié
necessaria en cada instant de temps, per tal de reduir el nimero de nodes i per tant dismi-
nuir de manera drastica les dimensions de matrius i vectors. A la seccié 6.1 s’ha estudiat
la necessitat de tenir una discretitzacié prou fina en aquelles parts on la variable ¢ varia de
manera abrupta.

Per al refinament adaptatiu es considera una malla base de tot el domini (a, b), amb mida
d’element Az; constant. Usant els elements d’aquesta malla {E;} com a referéncia, per a
cada instant de temps cal mirar quins elements contenen la variacié abrupta de ¢. El criteri
per escollir aquests elements és

i 1 — tol.
min [¢(z)] <1-—to

En aquest treball s’usa una tolerancia tol = 0.01. Un cop escollits els elements, aquests
es refinen amb una discretitzacié més fina, amb tamany Azs << Ax;.

A la figura 3 es considera el mateix exemple que a la figura 2, és a dir usant el potencial
Kobayashi ara amb refinament adaptatiu amb tamany d’element base Az; = 0.1 i tamany
Azy = & = 0.005 als elements refinats. El pas de temps és At = 6.25 x 107 i amb temps
final T'fipq = 0.5.

Solucio U Solucié ¢
0.02 ‘ 1.5 ‘ : "

0

5 -0.04 1

Figura 3: Solucié de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Kobayashi amb refinament adaptatiu, amb
malla base h = 0.1 i nivell de refinament £ = ha = 0.005, Tfina = 0.5, At = 6.25 x 107

Per £ = 0.005, la variacié de ¢ es pot produir en un, dos o com a molt tres elements
simultaniament. Per tant, les dimensions del problema passen de ser de 61 nodes, per al cas
amb malla constant en temps a la figura 2, a 20, 29 o com a molt 38 nodes en cada instant
de temps, reduint a menys de la meitat en gairebé tots els instants.

D’altra banda, també cal mencionar que cada vegada que s’afegeix o elimina un dels
elements que requereixen discretitzacio fina, cal tornar a calcular les matrius del sistema, en
contrast amb el cas de malla constant, en que les matrius només s’han de calcular un cop.
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També cal tenir en compte que els elements que cal refinar poden variar en cada instant de
temps. Recordem que a I'hora de calcular la solucié en temps t" ! s’usa la solucié en temps
t". En cas que els elements que cal refinar no siguin els mateixos ens els dos instants de temps,
cal projectar la solucié en temps t" per a que les dues solucions tinguin la mateixa malla,
només per al calcul de la solucié a temps t"+1. Per tal d’adaptar els vectors, es consideren
dues situacions, refinament i desrefinament.

Per al refinament la situacié és la segiient: la solucié ¢™T! requereix el refinament de
Ielement E; amb Axs, en canvi, ¢" s’ha calculat sense refinar-lo. Per adaptar ¢™ es refina
'element E; amb una interpolacié lineal. Es a dir, si E; = (T4, 2it1), ¥i = OF 1 Yir1 = B},
es consideren les variables

X = (i, zi + Avg, 2 + 2422, ..., Tit1)
Y = g B (X )

LTi+1—T4

Per refinar I'element E;, al vector de valors nodals ¢ = (¢7,..., 8}, ¢} 1, ..., o), es
substitueixen els valors ¢;', ¢}, ;| pel vector Y.

Per al desrefinament la situacié és la segiient: la solucié ¢™"! no requereix el refinament
de l'element E;, en canvi, ¢ s’ha calculat amb aquest element refinat amb Axs, doncs

¢n ( 17 a¢ ¢n+17¢+27'°7¢?+17“'7¢7]7§[)

Per adaptar ¢" es desrefina ’element eliminant els valors nodals corresponents a nodes
interiors a ’element F; obtenint finalment

¢n ( 19 7¢za¢1+17"7¢7v)

Per tant, amb aquestes operacions es poden adaptar els vectors d’instants de temps an-
teriors per tal d’obtenir la solucié en elements refinats diferents.

A la secci6 6.3 es discuteix si aquesta discretitzacié en espai, tot i reduir el nombre de
nodes del sistema, déna els mateixos resultats, en quant a estabilitat dels metodes, que una
malla constant en temps.
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4 Condicio inicial ¢

Generalment es disposa, com a dada, de la temperatura inicial, perdo no del valor inicial
corresponent per la variable de fase ¢. Aixi, proposar una metodologia per definir una
condicié inicial per ¢ ha esdevingut un objectiu d’aquest treball, que es desenvolupa en
aquesta seccid.

L’estudi d’aquesta seccié s’ha fet utilitzant un exemple amb solucié analitica, detallat a
la seccid 6, per tant s’han pogut comparar els resultats amb la solucié esperada. Tot i aixo,
s’ha emprat la metodologia proposada a continuacié per calcular ¢? en tots els exemples amb
interpretacio fisica.

En un primer intent, seguint la metodologia emprada a [5], per la condicié inicial ¢° es
considera la solucié a cada punt de 'equacié F(u®, ¢°) = 0, amb la funcié F del potencial
que s’utilitzi.

Aquesta condicié inicial ¢° no és suau i degut a la forta variacié de la derivada de ¢ en la
posicio de la interficie, es genera una inestabilitat de la temperatura en els primers instants de
temps a la regi6 del canvi de fase. Aquesta inestabilitat es pot veure a la figura 4. Aix{ doncs,
amb aquesta condicié inicial, no s’han aconseguit els resultats esperats, tant en I'aproximacié
de les solucions u(t,z) i ¢(t,x), com en la convergencia dels meétodes utilitzats.

Soluciéo U Soluciéo U
0.02 _
0060060008 :
0 0.01 ! o
1 R
“;‘ﬁ%‘ife B s
-0.02 L
oF---------- jﬁ.& _________________________
S -0.04 S
-0.01
-0.06
-0.02
-0.08,
-0.03
-0.1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.3 0.4
X X

Figura 4: Inestabilitat de la temperatura amb la condicié inicial per ¢, F(u°,¢) = 0.

Per aquest motiu en aquest treball es proposa una condicié inicial per la variable ¢
diferent. ’Es tracta de resoldre la segona equaci6 (4), negligint el terme afz%‘f ~ 0 i prenent
u=u’. Es a dir, ¢ és solucié de equacié estacionaria

EAp+F(u,¢) =0

Les condicions de contorn que s’imposen per la variable ¢ poden variar segons ’exemple
que es consideri. Generalment s’han emprat condicions de Neumann homogenies en els dos
extrems del domini.
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A causa de la funcié F, que por ser tant la del potencial de Caginalp com de Kobayashi,
C%). S’usa

cal resoldre un sistema no lineal. Aquests sistema es resol amb el metode de Newton Raphson,
on en aquest cas, el residu és r(¢) = [~£2Keo + MF(u®, ¢)] = 0, i el jacobia J = (

com a primera aproximacié per ¢° la condicié inicial considerada a [5], és a dir, resolent
Solucié U

inestabilitat.
difusié i no apareix la inestabilitat de la temperatura en cap instant de temps.

F(u®,¢% =0.
Solucié U x10
0006000 55T
0 o
-0.02
S ¢ S -4 §
-0.04 1§ i
0.06 ! ° #
2 I
3 sl /
f//
-0.08 a0/
0.2 0.4 0.6 0.8 0.12 014 016 0.18
X X
Figura 5: Solucié de la temperatura amb la condicié inicial ¢°, solucié de —£2A¢ + F(u®,¢) = 0, sense
A la figura 5 es pot veure com la condicié inicial ¢° ara és suau gracies a l'efecte de la
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5 Exemple sintetic

En aquesta seccié es considera un exemple sintetic, usat per comprovar el funcionament del
codi per tots els metodes numerics que s’han considerat. Aixi doncs, es fa 1'is de les funci-
ons auxiliars f; i fo per tal d’adaptar les equacions a unes solucions analitiques conegudes.
L’objectiu d’aquest exemple és verificar el funcionament del codi, en cap cas es vol fer una
interpretacio fisica dels resultats obtinguts.

Es prenen les solucions

u(t,z) = e 2%2?  $(t,z) = e > sin(x)

i es deriven les expressions de les funcions auxiliars, per tal que les solucions verifiquin les
equacions del model “phase field” (4).
Per al potencial de Caginalp, les expressions de les funcions auxiliars sén

fi(z,t) = —ce 2 22% + 2 + Isin(z))]

fa(z,t) = e 2 [—2act? sin(z) + 2 sin(z) — %(sin(a:) — e sin(x)) — 227

en canvi, les expressions per al potencial Kobayashi sén

fi(z,t) = —ce 222% 4+ 2 + Isin(z)]
1 1
fo(z,t) = e 2 [—2act? sin(z) — 262 + 5674&1'6 + 3e 422 sin(z) — 5 sin(z) — 327
S’imposen condicions de contorn de Dirichlet en les dues variables
UOZU(O,t):O ¢0:¢(0,t):0
up =u(l,t) =e 2 ¢ = ¢(1,t) = e 2 sin(1)
i condicions inicials
u(r,0) =22  ¢(x,0) = sin(x).
Per tal de comprovar el funcionament dels metodes numerics es defineixen els errors

E, = Huh(‘quinal) - u(‘aninal))H E(j) = H(z)h(WTfmal) - ¢('7Tfinal)||

on u" i ¢" sén les solucions del metode dels elements finits, u i ¢ les solucions analitiques i
on || -] és la norma Ly de funcions.

Per la discretitzacié en espai s’ha considerat el metode d’elements finits amb una base
lineal, per tant el comportament esperat de 'error és O(Axz?).
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Per la discretitzacié en temps es consideren els tres metodes. Tant per Euler endavant
com per Euler enrere, el comportament esperat és O(At) ja que sén de primer ordre. En
canvi, Crank Nicolson és de segon ordre, per tant, el comportament esperat és O(At?).

A les segiients subseccions es discuteix per cadascun dels metodes, la convergencia tant
en temps com en espai.

5.1 Convergencia en espai

Pel metode d’elements finits s’espera una convergencia d’ordre O(AxP*!), on p és el grau
d’aproximacié. En aquest treball s’ha considerat una base lineal (p = 1), per tant s’espera
convergéncia amb errors d’ordre O(Ax?). Si el pas de temps és prou petit com per que I’error
d’integracié temporal sigui menyspreable, la convergencia en espai no depen del metode
d’integracio temporal, és per aixo que només es mostren els resultats amb el metode d’Euler
endavant.

La figura 6 mostra la convergeéncia en espai, amb Az = [0.1,0.05,0.025,0.0125] i At =
4 x 1076 fixe. Es pot veure que per les dues variables el grafic log(E) vs log(Az) és una recta
de pendent 2. Per tant, la convergencia en espai és ’esperada.

Convergéncia en ESPAI error U, At fix 35 Convergéncia en ESPAI error ¢, At fix
Linear: y =2.09*x - 1.74 D Linear: y =2.099*x - 1.806 D
-4 =
=3 S 45
5] -4.5 S
& 5 5
o o
2 5t =
8 8 55
-5.5 6
-6 -6.5
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1
Iogm(Ax) Iogm(Ax)

Figura 6: Convergencia en espai pel metode d’Euler endavant amb el potencial Caginalp de u (esquerra) i de
¢ (dreta), amb At =4 x 107% Tyina = 0.2,€ = 1 i Az = [0.1,0.05,0.025,0.0125]

5.2 Convergencia en temps

Per tal d’estudiar la convergencia en temps, es consideren els tres metodes d’integracié tem-
poral. Per cadascun d’ells s’espera una convergencia de ’error diferent.

5.2.1 Euler endavant

Considerant el metode d’Euler endavant, que és de primer ordre, s’espera O(At). Per tal
de veure la convergencia es consideren diferents valors At = [Atq, Atg, Ats, Aty] tal que

19



At; = %. Com que és un metode explicit, per Az molt petit el metode és inestable.
D’altra banda, si es fixa Ax no prou petit, domina ’error i no es veu la convergéncia en At.
Es per aixo que per observar la convergencia es fa decréixer At i Az alhora. Prenent Ax tal

que %;2 = C amb C prou gran, s’espera estabilitat i errors O(Az?) + O(At) = O(At).

4 Convergéncia en TEMPS error U 4 Convergéncia en TEMPS error ¢
Linear: y =1*x - 1.346 Linear: y =1*x - 1.333
-4.5 -4.5
5 <
5] -5 s -5
i i
o )
= -55 ~-55
8 2
-6 -6
[ [
-6.5 -6.5
-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -5 -4.5 -4 -3.5 -3
Iogm(At) Iogm(At)

Figura 7: Convergencia en temps pel metode d’Euler endavant amb el potencial Caginalp de u (esquerra)
i de ¢ (dreta), amb At = [6.25 x 107%,1.5625 x 107*,3.9063 x 107°,9.7656 x 107°], Tina = 0.2,€ = 1 i
Az = [0.1,0.05,0.025,0.0125]

A la figura 7 hi ha els grafics del log(E) vs log(At) per cadascuna de les variables. En els
dos casos el resultat es una recta amb pendent 1. Per tant, el metode d’Euler convergeix en
temps de la manera esperada al ser un metode d’ordre 1.

5.2.2 Euler enrere

Euler enrere és també de primer ordre, per tant s’espera la mateixa convergencia en temps.
En aquest cas pero, al ser implicit no cal considerar At tant petit amb relacié a la mida
d’element, per tant, es pot considerar Az constant perd prou petit perque error en Az sigui
menyspreable.

A la figura 8 es consideren els grafics de log(E) vs log(At) per les dues variables. En els
dos casos s’obté una recta de pendent 1, tal com s’espera per un metode de primer ordre.

5.2.3 Crank Nicolson

Crank Nicolson és un metode de segon ordre, aixi doncs, s’espera convergencia més rapida
que en els dos casos d’Euler.

Altra vegada és un metode implicit, aixi doncs no cal considerar un At tant petit com
per als metodes explicits. Es consideren doncs quatre valors per la discretitzacié en temps,
amb una mida d’element constant per tots ells.
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Convergéncia en TEMPS error U, Ax fix 36 Convergéncia en TEMPS error ¢, Ax fix

- = D
38 Linear: y =1.097*x - 0.7387 38 Linear: y =1.156*x - 0.62
> 4 T A4
S S
]  -4.2
5 -4.2 e
g 8 44
-4.4
-4.6
-4.6
-4.8
-3.6 -3.4 -3.2 -3 -2.8 -2.6 -3.6 -3.4 -3.2 -3 -2.8 -2.6
Iogm(At) Iogm(At)

Figura 8: Convergencia en temps pel meétode d’Euler enrere amb el potencial Caginalp de u (esquerra) i de ¢
(dreta), amb At = [0.025,0.013,6.25¢ — 04,3.125¢ — 04], Tinar = 0.2,€ = 11 Az = 0.05

5 Convergéncia en TEMPS error U, Ax fix 45 Convergéncia en TEMPS error ¢, Ax fix

Linear: y = 1.978*x - 1.505 L Linear: y =1.967*x - 1.56

Iog10(Error U)
&

-6.5 -6.5

-7 -7

-7.5 -7.5

-28 -26 -24 -22 -2 -1.8  -1.6 -28 -26 -24 -22 -2 -1.8  -1.6
Iogm(At) Iogm(At)

Figura 9: Convergencia en temps pel metode Crank Nicolson amb el potencial Caginalp de u (esquerra) i de
¢ (dreta), amb At = [0.025,0.013,6.25 x 107%,3.125 x 10™*], Tina = 0.2, = 11 Az = 0.05

A la figura 9 es presenten els grafics de convergencia en temps log(E) vs log(At). Els
resultats sén una recta de pendent 2 per les dues variables. Aixi doncs, els resultats sén els
esperats.

Es pot concloure doncs que la integracié en temps és la esperada pels tres métodes d’in-
tegracié temporal considerats, primer ordre per Euler endavant i enrere i segon ordre per
Crank Nicolson.

En endavant es descarta pero el metode d’Euler enrere per ser Crank Nicolson més precis
amb cost i estabilitat equivalent.
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6 Problema fisic amb solucio analitica

En aquesta seccid es considera I'exemple de la seccié 2.1.1 de [4] per veure el comportament
dels diferents metodes amb un problema amb sentit fisic i solucié analitica coneguda. Els
principals objectius d’aquesta seccié han estat els segiients:

e En primer lloc, a la seccié 6.1 s’estudia quin ha de ser el tamany d’element en funcid
de &, per tal de poder capturar la variacié abrupta de ¢ en un problema realista.

e En segon lloc, a la seccié 6.2 s’estudia 'estabilitat i precisié en temps. Per fer-ho, es
considera el metode explicit Euler endavant per tal de veure quin és el seu limit d’esta-
bilitat. Posteriorment es considera el metode implicit Crank Nicolson per valorar si tot
i tenir un cost computacional elevat per cada pas, permet augmentar At, disminuint el
temps de calcul.

e A la seccid 6.3 s’estudia la precisié de la malla adaptativa, per tal de veure si aquest
metode perd precisié en comparacié amb una malla constant en temps.

e Finalment, I'objectiu de la secci6 6.4 és veure la convergencia del model “phase-field”
al model “sharp interface”. S’espera que en el cas del potencial Caginalp, la solucié
numerica calculada amb el model “phase-field” tendeixi a la solucié analitica coneguda
pel model “sharp-interface” quan £ — 0ia — 0. En el cas del potencial de Kobayashi,
quan & — 0.

Les solucions analitiques conegudes pel model “sharp-interface” sén la temperatura u(z, t)
i la posici6 de la interficie () en el temps t:

erf(2) —erf(3ir)

1 (B < y(t)
R T —f(fz ) "
02 2 B 2Vt = ’V(t)
erfe(s)

v(t) = BVt +to (17)

Seguint l’exemple de [4], s’han resolt les equacions (4) en el domini = € [0,1] i els
parametres utilitzats sén

C1 = —0.085 Cy = —0.015
to = 0.1256 B = 0.396618

Es pot veure un exemple de la solucié obtinguda pels dos potencials que es consideren,
Caginalp (7) a la figura 10 i Kobayashi (8) a la figura 11. En els dos casos es consideren els
segiients parametres, temps final T';,q = 0.5, pas de temps At = 6.25 x 1076 i ¢ = 0.005.
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Es pot observar com amb el potencial de Kobayashi els valors extrems de ¢ sén -1 1 1,
mentre que amb Caginalp el valor a x = 0 arriba a ser menor que -1. En qualsevol cas, els
dos models capturen bé ’evolucié de la posicié de la interficie.

Solucio U Solucié ¢
0.02 : 1.5 ;

1

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 10: Solucié de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Caginalp amb els pardmetres £ = Az, =
0.005, Azz = 0.05, Tfinar = 0.5, At = 6.25 x 107°

Solucio U Solucié ¢
0.02 . - :

-0.02 ¢

> -0.04

-0.06

Figura 11: Solucié de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Kobayashi amb els parametres £ = Az =
0.005, Az = 0.05, Tfinar = 0.5, At = 6.25 x 107°

Per les figures 101 11, s’ha considerat una discretitzacié en espai no uniforme pero constant
en temps. Es necessaria una discretitzacié molt fina en espal per tal de captar la forta variacio
de ¢ en el punt de tall ¢ = 0, és a dir, a la regié del canvi de fase. Aixi doncs, com en cap
cas s’ha considerat un temps final més gran de T, = 0.5, és pot veure a les figures 101 11
que a partir del punt = 0.5 no és necessaria una discretitzacié tan fina.

Per tant, s’ha dividit l'interval (0, 1) en dues parts. En primer lloc (0, 0.5), que necessita
una discretitzacié fina, amb Axq constant al llarg de tot I'interval. En els segiients apartats
es discuteix quin és el Az; necessari. En segon lloc (0.5, 1), on es pot considerar una
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discretitzacié mes grollera. S’ha utilitzat Azo = 0.05 0 bé Axzs = 0.025.

Per la temperatura, la condicié inicial que es considera és u® = u(z, 0), on la funcié u(z, t)
és la solucié coneguda (16). En el contorn, es consideren condicions de Dirichlet en els dos
extrems, ug = u(0,t), i u; = u(1,t), també imposades amb la soluci6 analitica.

Per la variable ¢ es considera la condicié inicial ¢° proposada a la seccié 4 i amb condicions
de contorn de Dirichlet en els dos extrems, emprant el potencial F, (7) o bé (8). A I'extrem
x = 0, s'imposa F(ug,¢9) = 0 per trobar ¢¢. Similarment, a lextrem = = 1, s’imposa
F(u1,¢1) = 0 per trobar ¢;.

6.1 Precisio en espai

Tot i que es verifiquin les condicions d’estabilitat en temps de cada metode, per una £ fixada si
la discretitzacio en espai no és prou fina, també s’observen oscil-lacions numeriques. Es tracta
d’una inestabilitat no relacionada amb la integracié temporal, que s’observa en el metode
d’elements finits en problemes amb un front vertical que no es pot representar correctament
amb la malla considerada.

A les figures 12 i 13 hi ha la solucié amb At = 1 x 107° per ¢ = 0.01 i £ = 0.005
respectivament. En cada cas, a ’esquerra es mostra la solucié amb Ax; = 1—305 i ala dreta
amb Ax, = 2€.

Podem veure que és necessari un tamany d’element suficientment petit per tal d’obtenir
una solucié sense oscil-lacions numeriques.

Solucio u

0.02

-0.02
> -0.04

-0.06

-0.08)

-0.1 : -0.1

Figura 12: Solucié per la u amb el métode d’Euler amb & = 0.01, At =1 x 10_57Tfinal =0.11Az; =0.033
(esquerra), Azq = 0.02 (dreta) sense oscil-lacions

De manera empirica, s’ha pogut comprovar que donada &, cal verificar, a part de ’esta-
bilitat del metode d’integracié temporal, que el tamany de malla a la regié on evoluciona la
interficie és Axy < 2€, per evitar oscil-lacions.

Per tal de veure la convergencia en espai, s’ha fixat un At suficientment petit com per
assegurar que l'error en temps és menyspreable i no afecta als resultats. Tal com es veu
a la figura 14, s’han considerat tres valors diferents de £ i per cada cas, quatre valors de
Az = [2¢,€, %{, %é]. Podem veure que en els tres casos ’error es manté gairebé constant.
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Solucio U Solucié U

0.02

0,02}
5.004F ¢
-0.06

-0.08

Figura 13: Solucié per la u amb el métode d’Euler amb & = 0.005, At = 1 x 1075, Tfinq = 0.11 Azy = 0.01667
(esquerra), Az; = 0.01 (dreta) sense oscil-lacions

I"anic valor que s’allunya de la recta constant és Az = 2£. Aixi que podem concloure que per
Axy < £ Perror de discretitzacié en espai és també menyspreable i I’error que veiem és ’error
de model, és a dir, la diferencia entre la solucié del model “phase-field” i la solucié analitica
del model “sharp-interface”. Com era d’esperar, ’error de model es redueix en disminuir &.

Convergéncia en ESPAI Error U Convergéncia en ESPAI Error ¢

" -1.4
2.6 f|——xi=0.02 0—9—6\
—e—xi = 0.01 P
xi = 0.005
5 -28
S
3 d . e
o
s 3
o
32t 22
: ‘ -24 ‘
-3 -2.5 -2 -1.5 -3 -2.5 -2 -1.5
|og1O(Ax1) Iog1O(Ax1)

Figura 14: Convergencia de u (esquerra) i de ¢ (dreta) en espai pel meétode d’Euler amb el potencial Kobayashi
amb At =1 x 1077, Tina = 0.1, = [0.02,0.01,0.005] i Azy = [2€,&, 3&, 3¢

Aixi doncs, hem vist que amb Ax; = £ tenim una malla suficientment fina per obtenir
una solucié sense oscil-lacions numeriques, i que ja ens déna l’error de model. Tot i que es
refini la malla, no s’obtindra una solucié més acurada. Per aquest motiu, a partir d’ara es
considerara una malla amb Ax; = £ a on hi hagi variacié de ¢.
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6.2 Estabilitat i precisiéo en temps

L’objectiu d’aquesta seccié és determinar un pas de temps At per cadascun dels metodes
d’integracié temporal, per tal d’obtenir la solucié amb la maxima precisié possible, és a
dir, per tenir només error de model i no pas de precisié numerica. Es considera el tamany
d’element Az; = £ que, tal com s’ha discutit a la seccié anterior, és prou fi per assolir la
maxima precisié del model.

En primer lloc, considerem Aty tal que ﬁ—;%c = %. Es proposa aquest valor ja que es
1
pren de referencia AAIZC < %, condicié d’estabilitat del metode d’Euler per alguns dels termes
1
At 1

lineals de l'equaci6. Tot i aixo, amb =5c¢ = 5 la solucid no és estable, ja que els termes no
1

lineals del potencial fan més restrictiva la condicié d’estabilitat. EI valor % és el més gran
amb el qual s’obté una solucié estable.

La figura 15 mostra l'error per & = [0.02,0.01,0.005], amb Az; = £ i quatre valors per
At = [At, %Ato, %Ato, %Ato], amb Aty = %Am%. Excepte per al cas At = Atg, lerror és
constant perque ’error en temps és també menyspreable en comparacié amb ’error de model.
A més, el comportament és molt similar per als tres valors de £ considerats.

15 Convergeéncia en TEMPS Error U 12 Convergéncia en TEMPS Error ¢
| [Fe—xi= 002 | [e—xi=0.02
—e—xi = 0.01 -1.4 [ |—e—xi=0.01
-2 xi = 0.005 xi = 0.005
=Y < -16f
5 5
3 -25¢ 3 18
o o
> > o—o
kel S 2t
0—e,
3t
-2.2
-3.5 -24
-6.5 -6 -5.5 -5 -4.5 -4 -35 -6.5 -6 -5.5 -5 -4.5 -4 -35
Iogm(At) Iogm(At)

Figura 15: Convergéncia en temps pel meétode d’Euler amb el potencial Kobayashi de u (esquerra) i de ¢
(dreta), amb & = Az = [0.02,0.01,0.005], At = [Ato, 3 Ato, 2 Ato, 2Ato] on At = &> L i Thina = 0.1.

A la figura 16 es pot veure la solucié per als parametres Azy = § = 0.01, Tfjnq = 0.1 1
At = Aty = 4.3745 x 1075, és a dir, At = €2, el valor per al qual l'error s’allunya de la

16
recta constant que s’obté amb At més petits. Es pot veure que la solucié no és 'esperada.
Per aquest motiu es considera un segon cas on Aty tal que % = %. Tal com es veu a la
1

figura 17, s’han considerat els mateixos valors de £ = Az = [0.02,0.01,0.005] i quatre valors
per At = [Aty, %Ato, iAto, %Ato]. Tornem a veure en aquest cas que per cada valor de &
Perror és gairebé constant. Aixi, 'error que veiem és la diferéncia entre la solucié obtinguda
amb del model “phase-field” i la solucié analitica del model “sharp interface” que es redueix
amb £ — 0, i no del metode d’integraci6é o de la discretitzacié temporal. A la figura 11 es
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Soluciéo U Solucié ¢

R —O—0—0—60—60—0—6—0—06—9

-1 G

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ) 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 16: Solucié pel metode d’Euler amb el potencial Kobayashi de les variables u i ¢ per als parametres
Azy =& =0.01, Tinar = 0.1 i At = 4.3745 x 107°.

pot veure, per al cas £ = 0.005 com en aquest cas, per la discretitzacié en temps menys fina
2
que s’ha considerat, és a dir At = % = 6.2500 x 1079, la solucié obtinguda és 'esperada.
Veiem doncs que considerant un At tal que AA;% = % n’hi ha prou, ja que tot i que es
consideri una discretitzacié en temps més fina , no s’obté una solucié més acurada.

Convergéncia en TEMPS Error U Convergéncia en TEMPS Error ¢
—e—xi = 0.02
-2.7} |—e—xi=0.01
xi = 0.005
’é -2.8
e
8 -29 o—eo—o——o o—eo—o—o
=

g 3t

-3.1

-2.2
3.2t o~ :
-6 -5.5 -5 -4.5 -4 -6 -5.5 -5 -4.5 -4
Iogm(At) Iogm(At)

Figura 17: Convergéncia en temps pel métode d’Euler amb el potencial Kobayashi de u (esquerra) i de ¢
2
(dreta), amb Azy = ¢ = [0.02,0.01,0.005], Tfinar = 0.1, Ato = 25 i At = [Ato, 2o, Ao Alo),
Es considera també el metode implicit Crank Nicolson, per tal de veure si es pot tenir en
compte una discretitzacié en temps més grollera.

A la figura 18 es tornen a considerar tres valors diferents de £ = Az; = [0.02,0.01,0.005]

i quatre valors per At = [Aty, %, %, %] amb Aty = Tffg“l i Tfinar = 0.1. Tal com ha

passat en el cas anterior, 'error és constant per tots els At considerats, i decreix a mida que
decreix £. Doncs, es torna a veure ’error del model i no del metode d’integracié en temps o
)
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de la discretitzacié temporal.

25 Convergéncia en TEMPS Error U Convergéncia en TEMPS Error ¢
I -1.7 ¢ -
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Figura 18: Convergéncia en temps pel métode de Crank Nicolson amb el potencial Kobayashi de u (esquerra)
i de ¢ (dreta), Azy = € = [0.02,0.01,0.005], Tyinar = 0.1, Ato = Lnel § A¢ = [0.01,0.005,0.0025,0.00125]

També podem concloure que tot i que Crank Nicolson té un cost computacional més elevat
en cada pas que Euler endavant, pel fet de resoldre un sistema no lineal a cada iteracié, permet
utilitzar un At més gran, i per tant fer molts menys passos.

El At més gran que es considera és £&. No es considera At més gran ja que a la solucié de
la temperatura apareixen inestabilitats. A la figura 19 es considera el cas £ = Az = 0.005 i
At =0.02. A la figura de la dreta es veuen les oscil-lacions de la temperatura.

Solucio U Soluciéo U
0.02 e ;
-0.02 +
0
-0.025¢
-0.02 + 003"
5 -0.04 5 -0.035|
-0.06 -0.04 +
-0.045 ¢
-0.08 §
¢ -0.05+
-0.1 5 o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 005 01 015 02 025 03
X X

Figura 19: Solucié de la temperatura, amb oscil-lacions pel metode de Crank Nicolson amb el potencial
Kobayashi de u (esquerra) i un zoom de la solucié (dreta), amb els parametres £ = Az = 0.005, At = 0.02 i
Tfinal =05

A partir d’ara es considerara doncs, pel metode d’Euler At tal que AAJQ = i, és a dir, com
1

Axry =&, At = %. En canvi, pel métode de Crank Nicolson At = £. Amb aquests valors, la
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solucié ja és tant acurada com ho permet el model.

Per tant doncs, es pot concloure que per al metode explicit Euler endavant, hi ha ’avan-
tatge de que el cost computacional a cada pas de temps és baix, pero al ser explicit, li cal una
discretitzacio en temps molt fina. Per altra banda, el metode implicit Crank Nicolson permet
usar una discretitzacié en temps no tant fina, reduint drasticament el nombre d’iteracions
en temps, a canvi pero cada iteracidé té un cost computacional molt més elevat per haver de
resoldre a cada pas de temps un sistema no lineal.

En ambdés casos també es pot concloure que tant en la discretitzacié en espai com en la
discretitzacié en temps, quan és prou fina per ser estable i no tenir oscil-lacions numeriques,
aleshores ja és tant precisa com el model ho permet, fent que tot i que es discretitzi de manera
més fina no s’aconsegueixi una solucié més acurada.

6.3 Estabilitat refinament adaptatiu

Per tal de verificar I’estabilitat també amb refinament adaptatiu, es consideren els resultats
amb el metode de Crank Nicolson per tal de comparar els resultats obtinguts amb els de
malla constant en temps.

Per a la precisié en espai es confirma que per Axy = £ la solucié ja és tant acurada com
el metode permet.

A la figura 20 s’han considerat els mateixos parametres que a la figura 14: tres valors
diferents de & i per cada cas, quatre valors de nivell de refinament Axy = [2¢,&, %5, i&].
Podem veure que en els tres casos ’error es manté gairebé constant i que a mesura que & és
més petita, també ho és l'error. El resultat és molt similar al cas no adaptatiu.

24 Convergéncia en ESPAI error U 14 Convergéncia en ESPAI error ¢
—o—xi = 0.02
—o—xi =0.01 o__e—/"e/o 16+
287 xi = 0.005 N
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S g 1871
o -238 i
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= o———-e-—"'e/0 = 27
g g
-3
-2.2
320 2.4
-3 -2.5 -2 -1.5 -3 -25 -2 -1.5
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Figura 20: Convergéncia en espai pel metode Crank Nicolson amb el potencial Kobayashi de u (esquerra)
i de ¢ (dreta), amb refinament adaptatiu, malla base h = 0.1, nivell de refinament Azs = [2¢,¢, %{, %ﬂ,
At=1x 10*5,Tﬁml = 0.1, i tres valors £ = [0.02,0.01,0.005]
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Similarment per la estabilitat en temps de la figura 21, es consideren els mateixos parametres
que a la figura 18, amb els tres valors £ = [0.02,0.01,0.005], nivell de refinament Azg = £ i

T inal 3 4 : 4
At = [Aty, %, %, %] amb Aty = 55 i Tying = 0.1. Lerror és gairebé constant en els

tres casos, de manera similar al calcul no adaptatiu.

24 Convergéncia en TEMPS error U 16 Convergéncia en TEMPS error ¢
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Figura 21: Convergencia en temps pel metode de Crank Nicolson amb el potencial Kobayashi de u (es-
querra) i de ¢ (dreta) amb refinament adaptatiu, malla base h = 0.1, nivell de refinament Az, = & =
[0.02,0.01,0.005], Tfinat = 0.1, Atiniciar = % i At =[0.01,0.005,0.0025,0.00125]

Aixi doncs, en ambdés casos les conclusions sén les mateixes que en les seccions 6.1 1 6.2.
En primer lloc, amb aquest métode s’estalvien nodes i no es perd precisié. En segon lloc, tant
en temps com en espai, un cop es considera una discretitzacié prou fina com per reproduir la
solucid, aquesta ja mostra l'error del model i tot i que es discretitzi de manera més fina no
s’obté una solucié més acurada. Per tant, per tal d’obtenir una solucié més propera a la que
s’obté amb el model “sharp interface”, cal considerar £ menor.

6.4 Convergencia del model

Al llarg de les seccions 6.1 i 6.2 s’estudia la precisié i estabilitat tant en espai com en temps
dels métodes. S’ha pogut veure que un cop la discretitzacié és prou fina, Ierror es manté
constant. En tots els casos pero, també es veu que a mida que es consideren valors de £ més
petits, també decreix I'error. S’ha deduit doncs que I'error que es veu és error del model.

L’objectiu d’aquesta seccié és estudiar la convergencia del model “phase-field” a ’esperat
model limit “sharp interface” per & — 0.

La figura 22 mostra l’error de model en funcié de £, per £ = [0.02,0.01,0.005] amb Az = ¢
i At = Af%, que son els parametres discutits a les seccions anteriors amb el metode d’Euler
per tal d’obtenir estabilitat i absencia d’oscil-lacions numeriques i que 'error de discretitzacio
sigui menyspreable.
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Convergéncia de model, variable U

Linear: y = 0.9885*x - 0.9312

Iogm(errorU)
log,,(error¢)

-24 -2.2 -2 -1.8 -1.6
log, 5(¢)

Figura 22: Convergencia del model, amb el metode d’Euler i potencial Kobayashi.

2
Axy

[0.02,0.01,0.005], Az = £ i At = 22

Convergéncia de model, variable ¢

1.4

-1.6}

-1.8¢

Linear: y =0.9915*x + 0.03956

4 -2.2 2

log, 5(€)

-1.8 -1.6

Parametres £ =

Amb els resultats obtinguts, es pot concloure que la convergencia del model “phase-field”

al model “sharp interface” és lineal per £ — 0.
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7 Exemples amb interpretacio fisica

Un cop s’ha verificat el funcionament de cadascun dels metodes a la seccié 5 i la convergencia
del model “phase field” a la soluci6 esperada a la seccié 6, al llarg d’aquesta secci6 es consi-
deren diferents exemples amb interpretacié fisica. En cap dels segiients exemples es disposa
d’una solucié analitica del problema.

El principal objectiu d’aquesta seccié és estudiar el comportament del model “phase-
field” i dels meétodes numerics a 'hora de reproduir certs fenomens fisics. Al treball [5] es
troben algunes dificultats a I’hora de crear i destruir interficies i també en la coalescencia de
dues interficies. Es tracten tots aquests fenomens en diferents exemples per tal de veure el
comportament de cadascun dels metodes, usant parametres similars als de la seccié 6.

En tots els exemples es consideren els metodes d’Euler i Crank Nicolson amb refinament
adaptatiu.

7.1 Tub ple d’aigua, fred a un extrem

L’objectiu és obtenir el comportament per al cas fisic en que inicialment un tub és ple d’aigua
amb temperatura u’ > 0, i s’aplica en un dels extrems una temperatura prou baixa com per
tenir un canvi de fase. Es considera un tub o una barra de longitud L = 4, aixi doncs el
domini és [0, L] = [0,4]. Per tal d’obtenir un canvi de fase s’imposa que un dels extrems
tingui temperatura per sota de la temperatura de fusié.

Aixi doncs es considera la segiient condicié inicial per la temperatura,

u(z,0) =1 (18)

Per la variable de fase ¢, es calcula la condicié inicial discutida a la seccié 4.

Per a les condicions de contorn, en un extrem, per exemple I’esquerre, es fixa la tempe-
ratura. Es a dir, s’imposa condicié de Dirichlet a x = 0. En canvi a l'altre extrem s’imposa
que no hi hagi flux de temperatura. Es a dir, condicié de Neumann homogenia.

Les condicions per la temperatura sén doncs,

u(0,t) = —1
ou
T4 4) =

Per la variable de fase ¢ s’imposen condicions de Neumann homogenies als dos extrems
del domini
d¢ o¢
%(O,t) = %(4,75) =0 (19)
Tal com s’ha vist a la seccié 6.3, per al metode explicit és necessari un At suficientment
petit com per obtenir estabilitat, un cop s’aconsegueix, 1’error en temps és constant i per
tant, tot i que es consideri At més petit, s’obté la mateixa precisié. El métode implicit també
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requereix At prou petit per poder reproduir la solucid, pero per I'implicit el pas de temps
pot ser més gran que per ’explicit.

Amb aquest exemple s’ha pogut veure que per tal de crear una interficie és necessari un
At molt més petit amb els dos metodes, és a dir, en els primers instants de temps en que
ug < 0 s’ha de generar la interficie, amb ¢ < 0 per algun x. En aquests primers instants fins
generar la interficie cal un At prou petit. Tot i aix0 un cop la interficie esta creada es pot
seguir amb el At discutit amb anterioritat a les seccions d’estabilitat.

Els resultats es mostren a la figura 23.

Solucié ¢

Solucio U
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Figura 23: Solucié de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Kobayashi amb refinament adaptatiu, amb
malla base h = 0.1 i nivell de refinament ¢ = Azs = 0.01, Tjina = 5, At = 5 x 107° i métode de Crank

Nicolson

N . ;. N 2 _ . ,

Per al metode d’Euler, un cop la interficie esta creada, amb At = % = 2.5%x107° ja s'obté
maxima precisié, en canvi per crear interficie és necessari At d’ordre 10™® o incliis menor.
Per temes de capacitat computacional no s’ha pogut considerar At inferior a 5 x 1077 i no

s’ha pogut obtenir solucié.
En canvi, per al meétode Crank Nicolson amb At = £ = 0.01 ja s’assolia maxima precisio,

i en aquest cas ha estat necessari disminuir el pas de temps fins At = 5 x 107> a I'inici per

tal de poder generar interficie.
Tal com s’espera, amb la temperatura de l’extrem esquerre fixada, la regié de gel es va

fent cada vegada més gran avancant cap a la dreta.
Es conclou que tot i que existeix una discretitzacié temporal optima per I'evolucié de la

interficie, en cas de ser necessari crear una interficie és necessari disminuir el pas de temps

durant la generacio.
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7.2 Mig tub gel, mig aigua

L’objectiu en aquest cas és modelar el comportament per al cas fisic en que inicialment hi ha
mig tub congelat, amb temperatura u; < 0 constant, i mig tub amb aigua amb temperatura
ug > 0 també constant. Fixant la temperatura a 'extrem gelat, amb el pas del temps s’espera
que la part congelada sigui cada vegada més gran.

Es considera la segiient condicié inicial per la temperatura

-1 T <2
“(x’o)_{1 x> 2

per tal de tenir gel a 'esquerra i aigua a la dreta com es mostra a la figura 24.
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Figura 24: Condicié inicial discontinua

La condicié inicial de ¢, es calcula com es discuteix a la secci6 4.

Per les condicions de contorn, es fixa la temperatura a l'’extrem esquerre, és a dir la
temperatura a 'extrem gelat i a 'extrem x = 4 s’imposa que no hi hagi flux de temperatura.
Es a dir,

u(0,t) = —1
ou
244 =

Per la variable ¢ s’imposen condicions de Neumann homogenies als dos extrems del domini
(19).

Similarment al que hem vist a 'exemple de la seccié 7.1, podem veure que per la creacid
de la interficie a partir d’una condicié inicial discontinua, torna a ser necessari un At molt
més petit del que és necessari un cop la interficie ja esta creada.

En canvi, si es considera una condicié inicial continua com, per exemple, a la figura 25,
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-1 0<z <19
u(z,0) =< =1+ 10(z — 1.9) 1.9<zx <21
1 21<z <4

Condicid inicial

1.5

Figura 25: Condicié inicial continua

no és necessari un At tant petit a I’hora de generar la interficie.

També es pot veure que si la interficie arriba a un extrem del domini abans de T'q1, és
a dir, en un dels extrems s’ha de destruir la interficie, aleshores torna a ser necessari un At
més petit, com en el cas anterior.

Podem veure la situacié dels dos casos, creacié i destruccié de la interficie a la figura 26.
Inicialment, la temperatura és discontinua, aixi que a I’hora de crear la interficie cal un At
prou petit, per aquest exemple cal At = 2.5x107° per Euler i At = 10~ per Crank Nicolson.
Un cop esta creada, el metode funciona amb els mateixos At discutits a les seccions 6.2 1 6.3,
tant per al cas explicit com per 'implicit.

A temps tx = 10.4509, la temperatura u(4,tx) < 0, i aix{ u(z,t) < 0 Vz € [0,4],Vt > t*.
Aixi doncs, cal “destruir” la interficie. En aquest cas torna a ser necessari el mateix At de
la creacié de la interficie.

Podem concloure doncs que per la generacié i destruccié d’interficies és necessari un At
molt més petit que per a l’evolucié del problema. A més si s’ha de generar la interficie a
partir d’una temperatura discontinua cal disminuir també el pas de temps At.
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Figura 26: Solucié de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Kobayashi amb refinament adaptatiu, amb
malla base h = 0.1 i nivell de refinament £ = Axzs = 0.01,Tfinas = 15,At = 1 X 1074, meétode de Crank

Nicolson

7.3 Coalescencia

En aquest exemple es considera la situacié fisica en que la part central del domini és liquida
i els dos extrems sén gel. Fixant la temperatura en els dos extrems s’espera que el domini es

vagi congelant des dels extrems fins al centre.
Aquest exemple implica l'existéncia de dues interficies en el mateix domini. L’objectiu és

veure quin és el comportament de les interficies a I'hora de trobar-se i veure si és necessari
considerar At més petits com els considerats als exemples de les seccions 7.1 1 7.2, en els que
s’ha vist la necessitat de disminuir el pas de temps per tal de crear i destruir interficies.

Es considera un domini [0, 1] i com a condicié inicial la funcié discontinua de la figura 27

-2 0<z<0.3
u(xz,0) =4 2 0.3<x2<0.7
-2 0.7T<x<1

Per la condicié inicial de la variable ¢ es considera altra vegada la discutida a la seccié 4.
Per les condicions de contorn de la temperatura, es fixa el valor —2 als dos extrems. Es
a dir, condicions de Dirichlet,
u(0,t) = -2
u(l,t) = -2

En canvi per la variable ¢ s’imposen condicions de Neumann homogenies als dos extrems:

¢ 0
—(0,t) = —(1,t) =0
8x( ) 83:( )
De la mateixa manera que a I’exemple de la seccié 7.2, en aquest cas s’han de crear dues

interficies a partir d’una funcié discontinua. Aleshores, a l'inici és necessari considerar una
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Figura 27: Condicié inicial discontinua

discretitzacié en temps més fina del que s’ha discutit a les seccions 6.2 i 6.3. A més, quan
les dues interficies s’ajunten, també cal tenir en compte la destruccié d’aquestes interficies,
que tot i que no sigui en un extrem del domini, desapareixen. A la figura 28 es pot veure el
comportament de la temperatura i les interficies.

Solucio U i B Solucié ¢

Figura 28: Solucié de u (dreta) i ¢ (esquerra) usant el potencial Kobayashi amb refinament adaptatiu, amb
malla base A = 0.1 i nivell de refinament { = Azs = 0.01, Tfina = 0.1, At = 1.25 X 1075, metode d’Euler
endavant

Pel metode d’Euler ha estat necessari considerar una discretitzacié temporal amb At =
1.25 x 107°. Comparant amb 'exemple anterior, el de la seccié 7.2, en que es necessitava
At = 2.5 x 107°, podem veure que no ha estat necessari reduir gaire el pas de temps per al
cas de la coalescencia de dues interficies. Tot i aix0, com en tots els exemples considerats de
creaci6 i destruccié d’interficies, si és necessari disminuir el pas de temps en els instants en
que es produeixen aquests fets.

Per tant, en tots els exemples amb interpretacié fisica hem vist que per la creacio i
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destruccié d’interficies és necessari considerar At molt més petits dels discutits per I’evolucio
d’interficies existents. Es per aixo que és convenient usar un metode amb pas de temps
variable, per tal de disminuir el pas de temps només quan sigui necessari, és a dir, per la
creacié i destruccié d’interficies. Per la resta de temps, tal com es veu a les seccions 6.2 i1 6.3,
no cal pas de temps tant petit, ja que amb At = % per Euler i At = £ per Crank Nicolson
ja s’obté la maxima precisié del model.
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8 Conclusions i treball futur

Fent referéncia als principals objectius del treball, les conclusions es poden dividir en tres
seccions, del model, dels metodes numerics i la seva implementacio, i dels exemples amb
interpretacié fisica.

En relacié amb la comprensio del model escollit, al llarg de la seccié 2 s’elabora la construc-
ci6 del model “phase field”, per tal d’entendre no només les caracteristiques propies d’aquest
model siné també la interpretacio fisica de cadascun dels parametres i variables plantejades,
que ha permes elaborar i entendre els exemples amb interpretacié fisica de les seccions 6 i
7. Aixi s’han pogut veure els avantatges i limitacions que presenta aquest model, amb la
presencia de la variable de fase ¢, principal caracteristica i diferencia respecte del model
“sharp interface”, veient finalment a la seccié 6.4 la convergencia lineal del model “phase
field” al model limit “sharp interface” quan £ — 0.

En quant als metodes numerics per resoldre les EDPs del model, es pot diferenciar,
tal com s’ha fet al llarg de tot el treball, en dues parts. Per tractar la variable en sentit
espaial, ’eleccié del metode d’elements finits ha permes considerar diferents discretitzacions
en espai, adaptades per poder capturar la variable de fase ¢, elaborant finalment un metode
de refinament adaptatiu a la seccié 3.3.1. En referéncia també als parametres numerics, a
la seccié 6.1 es troba el limit d’estabilitat Ax = £, amb el qual s’assoleix també la maxima
precisio limitada pel model. Per tractar la variable en sentit temporal s’han considerat tres
metodes diferents. Aixo ha permeés comparar-los i veure les avantatges i inconvenients que
presenta cadascun d’ells. També s’ha trobat experimentalment el limit d’estabilitat per cada
metode a la seccid 6.2, assolint també maxima precisié. S’ha comprovat el funcionament dels
codis de tots aquests metodes al llarg de la seccié 5, obtenint els resultats i la convergencia
esperats en tots els casos.

Finalment, s’han pogut estudiar diferents exemples amb interpretacié fisica, que han
permes obtenir solucions realistes i comprendre millor els resultats obtinguts. A la seccié 7
es consideren tres exemples diferents amb els que s’ha pogut concloure que alguns fenomens,
com la creacié i destruccié d’interficies, requereixen un pas de temps més petit.

Respecte a les propostes de treball futur, una opcié interessant por ser la de considerar
parametres no constants. Al llarg d’aquest treball tots els parametres fisics del model s’han
considerat constants, sense 'opcié de diferenciar els parametres segons la fase del materi-
al. Es proposa doncs implementar la possibilitat que els parametres fisics variin segons la
temperatura o la fase en la que es troba el material en aquell punt.

Una altre proposta interessant, seguint les conclusions que s’han obtingut a la seccid 7,
és la implementacié d’un metode amb pas de temps variable. S’ha vist el limit d’estabilitat
temporal per cadascun dels metodes d’integracié temporal, amb el qual s’assoleix precisio
maxima quan la interficie evoluciona. Tot i aix0, és necessari reduir el pas de temps per
crear i destruir interficies. Per aixo pot ser interessant implementar un metode que permeti
adaptar el pas de temps segons ho requereixi el problema, sense assumir una discretitzacié
en temps massa fina alla on no és necessaria.
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Finalment, una altra proposta és la implementacié d’aquests métodes en dues o tres
dimensions, que permetria obtenir solucions més properes a situacions reals.
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