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lntegració de funcions reals d'una variable real 

l. a) Considereu el conjunt format per tots els nombres racionals de l'interval [a, b]. Formen una 
partició? 

b) Donat l'interval [a, b], construYu una partició que ens el divideixi en n subintervals de la 
mateixa longitud. 

2. Sigui f : [a, b] --. lR una funció creixent. Si Pn denota la partició de [a, b] en n subintervals de 
la mateixa longitud, demostreu que: 

b- a 
O::; S(Pn, f) - s(Pn,J) = -(f(b) - f(a)). 

n 

Integral de Riemann 

3. Esbrineu si és integrable a [O, 2] la funció definida per 

f(x) = { 1, si x =a+ bvÍ3 on a, b E Q, 
O, altrament. 

4. Demostreu que si PE és una partició que compleix que S(PE , f)- s(PE, f) ::; E on E és una constant 
positiva, llavors hi ha infinites particions complint la mateixa condició. 

5. Demostreu que la funció f(x) =(ex sinx)/x2 és integrable a l'interval [1 , 1T] i proveu la desigualtat 
següent : 

f, 1[ ex sinx 
O::; 

2 
dx::; e1[(1T - 1) . 

1 X 

Teorema Fonamental del Calcul 

6. Demostreu que si f és contínua, la funció g definida per g(x) 

derivable en lR i calculeu el valor de la seva derivada. 

¡~:ª f (t) dt (a > O) és 

7. Demostreu que si f és contínua i fax f (t) dt = ¡1 

f (t) dt pera tot x E [O , 1], aleshores f(x) =O, 

Vx E [O , l] . 

1 



8. Fent ús del Teorema Fonamental del Calcul, calculeu les derivades de les fundons : 

r2 
F(x) = Jo (sin t 2

) ln(l + t2
) dt; G(x) = 1sin2 

x cos(ln(2t2)) dt. 

9. Sigui f una fundó contfnua a JR , derivable al punt xo i tal que f (xo) =O. 

1: f (t) dt 
a) Calculeu lim ( 0 

) 2 . 
x ->xo x - x0 

2 
J;x tn J (t) dt 

b) Si xo =O, calculeu lim 0 
2 +4 en fundó de la derivada de f al punt O. 

X->0 X n 

10. Sigui f : (O , +oo) \ {1} _, JR. definida per f( x ) = t
2 

ldt . lx nt 

a) Proveu que f és estrictament creixent a (O , 1) i a (1, +oo). 

b) Proveu que f és concava a (O, 1) i a (1, +oo). 

x2 

11. Trobeu una fundó f definida en [O, +oo) tal que 1 (1 + t)f(t) dt = 6x4
. 

12. Trobeu la parabola que millor aproxima la fundó 

en un entorn del punt x = O. 

13. Sigui 

F(x) = jº sin t2 dt 
V1rx - x2 

a) Trobeu el domini D de F. 

b) Justifiqueu que F té extrems absoluts en Di trobeu-los. 

14. Siguin f i g dues fundons contínues en [a, b] tals que lb f( x) dx =lb g(x) dx. Demostreu que 

existeix e E [a, b] tal que f(c) = g(c). 
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15. Sigui f: [-a, a] ---+IR on a> O una funció integrable. Demostreu que: 

a) si f és una funció parella, ¡a f(x) dx = 2 r f(x) dx; 
1-a Jo 

b) si f és una funció imparella, ¡: f(x) dx =O. 

Calcul de primitives 

16. Calculeu les integrals immediates següents: 

17. Calculeu per parts: 

e) ¡ arcsin x d 
1 - x2 x; 

e) j-1
1
-dx; 

x nx 

g) j 1 - ~6x2 dx. 

a) j lnxdx; 

J x3 
b) -

4
-dx; 

X + 1 

d) J xvxdx; 

f) j x52
x

2 
dx; 

b) j e2
x sinx dx; 

) J 1 ( 1 - x) d d) j ln;;;xx dx·, e x n 1 + x x; yw 

e) j arcsinxdx; 

18. Calculeu les integrals racionals següents: 

J 2x + 3 d a x· 
) x2 - 5x + 6 ' 

e) j-1
- 3 dx; 

l-x 

J 3x2 + 1 
e) (x2 - 1)3 dx; 

g) j (x4 : 1)2 dx. 

f) j x sin 2x dx. 

b) j 3x
2 + 5x + 2 d . 
(x-1)3 X, 

d dx· J 1 
) (X + 1) 2 ( x 2 + 1) 1 

f) j-4-
1
- dx; 

X + 1 
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19. Calculeu les integrals següents fent servir canvis de variable: 

a) j x(5x2 
- 7) 1028 dx; 

e) jx- 1l 2 cot(y'X)dx; 

J 
ex 

e) ..) dx; 4 - e2x 

b) j-1
-dx; 

1 + eX 

J jX 
d) Vx - xl/3 dx; 

f)j cosx dx. 
Ji+ sin2 x 

20. Calculeu les integrals trigonometriques següents: 

a) j tan4 x dx; 

e) j sin2 x dx; 
1 - tanx 

) J cos3x d e x· 
9 + sin2 3x ' 

21. Calculeu les integrals irracionals següents: 

a) J7dx; 

J{ffiz+2 
e) 3 2

dx; 
X +x 

e dx· J 1 
) v4x2 - 1 , 

Calcul d'arees i volums 

b) j sin2 xcos6xdx; 

d) ¡ sin.x dx; 
1-smx 

J 
x2 

b) ..JX2=1 dx; 
x 2 -1 

d) j 3x - 6 dx· 
vx2 - 4x + 5 ' 

f) J X dx. 
J3-JX 

22. Trobeu l'area determinada per la parabola y= x 2 + 7 i la recta y = 10 . 

23. Trobeu l'area determinada per la intersecció dels cercles de centre (O, O) i radi 1 i de centre 
(1 , O) i també radi l. 

24. Trobeu l'area que determina la intersecció de la circumferencia x 2 + y2 

1 
3x 2 + -y2 =l. 

30 
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25. Considereu les paraboles y= x2 i y= x2 
- 4x + 6. 

a) Proveu que la recta y = x - 1/ 4 és tangent a totes dues . 

b) Calculeu l'area del recinte limitat per les dues paraboles i la recta y = x - 1/ 4. 

26. Trobeu el volum generat per la rotació de: 

a) la regió del primer quadrant limitada perla parabola y 2 = 8x i la recta x = 2 al voltant l 'eix 
d'abcises . 

b) la regió limitada perla parabola y2 = 8x i la recta x = 2 al voltant l'eix d'ordenades. 

c) la regió limitada per la parabola y 2 = 8x i la recta x = 2 al voltant de la recta x = 2. 

2 2 
27. Trobeu el volum de l'eHipsoide generat per la rotació de l'e1'lipse : 2 + t2 = 1 al voltant de 

l'eix d'abcises . 

28. Estudieu la convergencia de les integrals impropies següents: 

¡+oo a) 
0 

xe-x dx; ¡+oo 1 
b) - dx; 

1 X 

¡+00 
1 ¡l 1 

c) .¡x dx; d) -ydx; 
1 X X O X3 

¡+oo X 
e) - 2 dx; 

1 e X 

f) j+oo In: dx ; 1 X 

¡+00 
1 g) 2 dx; 1 X 

¡-2 1 h) 2 dx; -oo X 

¡-1 1 jº 1 i) -ydx; j) 2 dx; -oo X3 -1 X 

¡8 1 k) 1 dx ; 
o (x - 8)3 

¡l 1 
1) ~dx; 

o 1 - x2 
¡l ex ¡l dx 

m) ~dx; n) . 
o 1 - x2 0 x - sinx' 

o) 11 V 1 ~ x4 dx; 
¡00 

dx p) --
1 

dx; 
-oo X+ 
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29. Considereu la fundó definida per 

J,
l+x2 e-t 

F(x) = -dt. 
1 t 

a) Estudieu la continuitat i derivabilitat de F. 

J,
+oo e-t 

b) Digueu si la integral impropia - dt és convergent. 
1 t 

c) Calculeu lim F(~). 
X->Ü 3X 

¡+oo 
30. Si y = f(x) és una fundó monotona i la integral impropia Jo f(x) dx existeix, demostreu 

que lim xf(x) =O. 
X->00 

31. Demostreu, per inducdó, que per a tot n 2:: O es té n! = f0+
00 e-t tn dt. 

32. Sigui f: [O , +oo) ---+ lR la funció definida per f(x) = e-x sinx. 

a) Busqueu-ne els zeros i estudieu-ne el signe. 

b) Trobeu l'area delimitada per la grafica de la fundó i l'eix OX entre dos zeros consecutius 
qualssevol de f. 

c) Calculeu la suma de les n primeres arees i, si Sn és aquesta suma, calculeu el límit de la 
successió (Sn). 

d) Calculeu ¡+oo f(x) dx i compareu el resultat amb el límit de l'apartat c. Coinddeixen? Per 

que? 

¡X t4 - 1 
33. Es considera la funció f(x) = -

4
-- dt. 

o t + 1 

¡
+oo t4 - 1 

a) Demostreu la divergencia de la integral -
4
-- dt. 

o t + 1 

b) Observant el signe de l'integrand, demostreu que hi ha un nombre real positiu a tal que 
f(a) =O. 

c) Proveu que f és una fundó senar. 

d) Estudieu la fundó f i representeu-la graficament. Podeu utilitzar les dades següents: 
f(l) ':::'. -0.734, f (2.157) = O i el terme independent de l'asímptota de la funció per la 
dreta és - 2.221. 

34. Calculeu l 'esperarn;a i la variarn;a de la distri bu ció uniforme en l 'interval [a, b]. 

6 
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35. Calculeu l'esperanc;a i la varianc;a d'una variable amb distribució Normal(O,l). 

36. Feu ús les fórmules dels trapezis i de Simpson per avaluar les integrals següents amb un error 
més petit que 10-3 (compareu les dels quatre primers apartats amb el resultat exacte): 

a) fo~sinxdx; 

{2 1 

e) lo (1 + x4)2 dx ; 

~ 1 
g) 1 1 + sin x dx ; 

¡l 1 
i) -

1
--3 dx; 

o +x 

7 

b) fi 2

1nxdx; 

¡ l.6 1 
d) Vl+Xdx; 

o 1 +x 

f) r sinx dx ; 
lo X 

h) fo 1 

cosx2 dx; 



Successions de nombres reals 

l. Siguin an = -5n+ 10 i bn = n2 dues successions de nombres reals. Calculeu el terme general i els 
cinc primers termes de les successions ( an) + (bn), -2( an) - 5( an), (an) (bn) i 3(an)/ (bn). Justifiqueu 
perque és possible dividir per la successió bn . 

2. Demostreu que dir que la successió (an) té per límit el valor a és equivalent adir que per a tot 
m E N existeix un n0 tal que si n 2: no llavors lan - al ::; ! . 

3. Demostreu que si x, y E lR i lx - YI ::; ~ per a tot n EN, llavors x =y. Demostreu a partir de 
l'afirmació anterior que si una successió té límit aquest és únic. 

4. Proveu que lim an =O si, i només si, lim lanl =O. Doneu un exemple per demostrar que la 
n_,,.oo n-+oo 

convergencia de (lanl) no implica necessariament la de (an)· 

5. Sigui (an) una successió de reals tal que lim a;,= O. Convergira també a zero la successió (an)? 
n->oo 

6. Demostreu que les successions de terme general an = l/(3n + 1) i bn = l/n - l/(n + 1) 
convergeixen cap a zero. Trobeu a partir de quin terme la distancia al límit és més petita que E 

amb E= 5, 1, 0.03. 

7. Fent ús de la definició de límit, demostreu que: 

a) lim !:_ =O, on e-:/= O i p > O són dues constants; 
n->oo nJ> 

b) lim en = O si e és una constant que compleix lcl < l. 
n->oo 

8. Siguin (an) i (bn) dues successions de nombres reals. 

a) Suposant que (an + bn) és convergent, demostreu que no necessariament ho han d 'ésser les 
successions ( an) i (bn). 

b) El mateix que a l'apartat anterior en el casque (an · bn) sigui convergent. 

9. Siguin (an) i (bn) dues successions convergents cap a l E lR i (tn) una successió tal que 
O ::; tn ::; 1, per a tot n E N. Demostreu que 

lim n ~ oo (tnan + (1 - tn)bn) = l. 

8 
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10. Siguin (an) i (bn) dues successions creixents de nombres reals estrictament positius i (an - bn) 
una successió fitada. Demostreu que la successió ((an - bn)/(an + bn)) és convergent. 

11. Sigui (an) una successió de nombres reals tal que lim a2n = lim a2n+I = l E R Proveu que 
n---too n ---too 

lim an =l. 
n - HX! 

12. Sigui (an) una successió de nombres reals amb les parcials (a2n) , (a2n+1) i (a3n) convergents. 
Proveu que (an) és una successió convergent. 

13. Sigui (an) una successió de termes positius . Definim una nova successió (bn) de la manera 
següent: b2n-l = an, b2n =a; - 6, per a tot n ~ l. Demostreu que la convergencia de (bn) implica 
la de (an) i calculeu-ne els límits respectius. 

14. Doneu un exemple de successió divergent que compleixi lim (ªn+I) = l. El mateix per a 
n-->C>O an 

una successió convergent. 

1 
15. El mateix que en l'exercici anterior, pero ara amb lim (an);:;- = l. n-->oo 

16. Donada la successió (an), es defineix (o-n) com la successió formada perles seves mitjes arit-
, · ' d. ª1 + ª2 + · · · + an E t d. 1 t · d ( ) 1 · ' · · · 1 met1ques, es a ir , O-n = . s u 1eu a mono orna e O-n quan a success10 m1cia 

n 
és de termes positius i monotona. 

1 7. Calculeu els límits de les successions següents: 

6n3 + 4n + 1 b) n 2 
- 6n - 2. 

a) 2n 3n2 - 9n ' 

c) Jnjn-.¡ii; d) (y'n+l-Vn)ff-; 

an 
i)-· 

lnn!' 

k) sin n; 
n 

1 
1 1 ' :A - -n n 

,,..2 + 2 

j) (n2 + n + 1) ntl . 

n 2 - n + 1 ' 

9 
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18. Sigui (an) una successió creixent de nombres reals positius. Demostreu que 

lim \/'a!+···+ a~= lim an. 
n--+ oo n--+ oo 

19. Demostreu que la successió que té per terme general an = (2n - 7)/(3n + 2) és monótona 
creixent , esta fitada superiorment i inferiorment. Proveu també que (an) té límit finit. 

20. Sigui (an) la successió definida per a2n = n, a2n+l = n. Estudieu si són certes les afirmacions 
següents: 

a) ( an) és estrictament creixent; 

b) ( an) és creixent; 

e) (an) és decreixent; 

d) ( an) no creix ni decreix. 

21. Sigui a1 > 1 un nombre real donat. Definim an+l = 2 - 1/an pera tot n EN. Demostreu que 
(an) és monotona i fitada. Calculeu el seu límit . 

22. Demostreu que la successió de terme general 

1 1 1 
an = n + 1 + n + 2 + · · · + 2n , per a tot n 2'. 1, 

és convergent i doneu un interval de longitud menor o igual que 1/2 dins el qual es trobi el valor 
del límit. 

23. Considereu la successió definida per 

a 1 =1, an+l = -1+ijl+3an per a tot n 2'. l. 

a) Demostreu que els seus termes són estrictament positius. 

b) Comproveu que an = ªn+l + ª~+ 1 + ª~+ 1 /3 per tot n 2'. l. 

e) Demostreu que (an) és convergent i calculeu el seu límit. 

10 
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24. Calculeu els límits de les successions següents: 

( fn+T) G~ = ~) . 
a) V 2n+i , 

s(n + 1r+i . 
b) (3n2 + l)nn-1' 

(
lnna) lnn. 

e) ln nb ' 

1 2 3 n 
d) -+-+-+· · ·+-· n2 n2 n2 n2 ' 

(
n + 2)sin~ . 

e) 2n ' 

f) \/(n + l)(n + 2) ... (2n). 
n 

1 1 1 g) + + .. . + . 
Jn2 + 1 Jn2 + 2 J n 2 + n' 

( 

3 l) n 2
+ 1 

h) (s 2n+3) ~3 :n 
3n+4 

· 13n3 + 2n + 2 - · 13n3 - 2n - 1 i) V V 

Jn3 + n2 + 3n - Jn3 + n2 - 3n ' 

j) 1+2J2 + 3ij3 + · · · + nV'n . 
n2Jn ' 

/J¡+fi+fi+·· · +¡¡!fr 
k) Vn + 1 

1) y an +bn (O < a<b) ; 

J(n - 1)! 
m) (1 + Ji)( l + J2) · · · (1 +fo)· 

25. Demostreu que la successió definida perla recurrencia a 1 = ../k, an = Jk + an_ 1, amb k > O 
és com·eruent. 

26. igu in O < a 1 < b1 dos nombres reals fixats . Per a tot n ;::: 1, definim an+l = ./Jn i 
bn- l = ~ (an + bn)· Demostreu que pera tot n es compleix O < an < bn i que les dues successions 
conYergeixen cap al mateix límit. 

11 



27. Determineu per a quins naturals p la successió 

(2n + l)P - (1 - 2n)P 
an = nP-1+1 

és convergent i calculeu-ne el límit en cada cas. 

28. a) Demostreu que pera ti- O i n >O es compleix que 

sin t = 2n ( cos ~) ( cos ; 2 ) .. · ( cos 2tn) (sin 2~) 
b) Dedu'iu-ne que si ti- O in> O, aleshores 

( 
t ) ( t ) ( t ) sin t lim n ---t oo cos 2 cos 22 · · · cos 2n = -t- · 

29. Trobeu la relació entre a i b per tal que 

lim n ---too ~ = lim n ---too _n __ ( 
+ )an+b ( + b)2n+a 

n+2 n+l 

30. Calculeu . ve + v'e2 + V'e3 + ... + ven-
hm · 

n-->OO n 

31. Es diu que an = o(bn) si lim an = O, i que an rv bn si lim abn = l i- O. Demostreu: 
n-->oo bn n-->oo n 

b) an = o(n!), amb a> 1; 

e) nk = o(an), amb k > O, a> 1; 

d) ln n = o(nk), amb k >O; 

32. Calculeu lim n ---t 00 n an ' sabent que lim n ---t ooan+il an = k E JR+. 
y'a1a2 ... an 

12 
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33. La successió de Fibonacci (un) es defineix com Un+2 = Un+I +Un si n 2: 1 i u 1 = u2 = l. 

a) Busqueu els sis primers termes d'aquesta successió. 

an -bn 
b) Demostreu que l'enesim terme ve donat per Un= v'5 , on a= !(1 + VS) i b = !(1-v's). 

e) Si definim Vn = Un+I, demostreu que lim Vn = ~(1 + VS). 
Un n-+oo 

34. Sigui a un nombre positiu fixat. Triem a1 > O tal que ai >a i definim 

an+I = ~ (an+ a:) Vn 2: l. 

a) Proveu que (an) és monotona decreixent i que lim an =ya. 
n-+oo 

a2 - a E2 E2 

b) Si definim En = an - fa, demostreu que O< En< n i que En+l = _n_ < ~pera tot 
an 2an 2ya 

nE N. 

2 (
E21) zn e) Demostreu que, si a > 1, En+l < 

(
E )zn 

En+l < 2a 2~ per a tot n E N. 

13 
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Series de nombres reals 

l. Una serie de nombres reals :Z:::: an es diu telescopica si existeix una successió (bn) tal que 
an = bn - bn+l· Suposant que L an és telescopica, demostreu que: 

a) :Z:::: an és convergent {:::} (bn) és convergent. 

b) :Z:::: bn és convergent =? :Z:::: an és convergent. 

c) :Z:::: an és convergent -:fo :Z:::: bn és convergent . 

2. Sigui Ln>l an una serie convergent en la qual cada terme és igual a la suma de tots els termes 
que el segueGcen. Demostreu que Ln:;::i an és una serie geometrica i calculeu-ne la suma. 

3. Sigui (an) una successió monotona decreixent de nombres reals positius. Demostreu que :Z:::: an és 
convergent si, i només si, :Z:::: 2na2n és convergent ( criteri de condensació) . Fent ús d 'aquest criteri, 
estudieu el caracter de les series que tenen per terme general: 

) 
1 , b 1 b' . a an = (l ) , on a es un nom re rea ar 1tran; 

n nn °' 

1 
b) an = n(lnn)(ln(lnn))°'' on a és un nombre real arbitrari. 

4. Estudieu la convergencia de les series següents: 

g) L (V n + 1 - fa) ; 
n2: 1 

i) ¿ (n~ -1t; 
n2:1 

1 
b) L lnn; 

n2:2 

f) L (1n n + 1)°' (a E JR); 
n2:1 n 

h) ¿ (n1)2. 
n2: 1 (2n )! ' 

. '"' 1 J)~2lnn; 
n2:1 

14 
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) 
" 4 · 7 ... ( 3n + 1) . 

m L._., 1 ' n. 
n2':1 

1) LPnnp (p >O); 
n2':1 

n) L n°'an (a, a E JR); 
n:O::l 

5. Estudieu el caracter de la serie següent segons els valors del parametre a ;::: - 1: 

~ (a+ l)(a + 2) ... (a+ n) 
~ (n+3)! · 

6. Comproveu que la serie següent és convergent i trobeu-ne la suma: 

7. Es aplicable el teorema de Leibniz a la serie següent? 

1 1 1 1 1 1 
v'2-l -v'2+1 + v'3-l - v'3+1 + ... + yn-1 - yn+l + .. . 

8. Estudieu el caracter de les series alternades següents: 

1 
a) "(-ir ; L.,., 2n - 1 

n2':1 

d) ¿(-ir~· 
n2':1 n + 3 

9. Determineu quines de les series següents convergeixen absolutament, i quines ho fan condicio
nalment. 

1 1 1 ( )n+l 1 
a) 1 - 32 + 52 - 72 + ... -1 (2n - 1)2 + ... ; 

b) ~ - ~ _1:_ + ~ _1:_ - .. . + ( -1r+1 ~ _!_ + .... 
2 2 2'2 3 2~ n 2n 1 

1 1 1 n 1 
e) -

1 
- - -

1 
- + -

1 
- + ... + (-1) -

1 
- + ... ; 

n2 n3 n 4 nn 

15 



d) -1+~-~+ ... +(-lt~+ .... 
25 35 ns 

10. Demostreu que si ¿ an convergeix absolutament, també convergeixen les series ¿a; 
a2 

¿ l+na~· 

00 

11. Considereu la serie L an amb an = - In n +a ln(n + 1) + b ln(n + 2). 
n=l 

a) Comproveu que si a+ b > 1, la serie és divergent. 

b) Comproveu que si a = 2 i b = -1, la serie és convergent. (Indicació: compareu-la amb la 
serie harmonica generalitzada). 

e) En les condicions de l'apartat anterior, calculeu la suma de la serie. 

12. Demostreu que la serie 

t, In ( 1 + n2 ~ 1) 

és convergent i calculeu la seva suma, tot observant que és telescopica. 

13. Demostreu la convergencia de les series següents i calculeu-ne la suma. 

g) L 4+n2+1; 
2

n n 
n2 

.) ~ an(3n2 
- 4n + 5) 

l ~ ' ' n. 
n21 

16 

b) ~(-ir. 
~ 32n ' 
n2'.l 

d) ~ n2 +n+ l. 
~ 3n ' 
n2'.l 

f) ~ 1 . 
~ n( n + 1) ( n + 2) ' 
n2'.l 



JI -
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14. Sigui (an) la successió definida per an = yll + 2an-I - 1 si n 2: 1 i a0 =a > O. 

a) Proveu que la successió té límit i trobeu-lo. 

b) Trobeu la suma de la serie La;. 
n::?:l 

an . 
e) Trobeu lim -- i lim nan. 

n-->oo an-1 n-->oo 

d) Estudieu el caracter de la serie ¿ an. 

15. Calculeu el producte de convolució de una Poiss(>.) i una Poiss(µ) independents. Feu el mateix 
amb una Bin(n,p) i una Bin(m,p) independents. 

16. Calculeu l'esperanc;a i la varianc;a de les distribucions Poiss(>.), geometrica i hipergeometrica. 

17. Quants termes de les series següents hem de sumar a fi de poder assegurar un error menor que 
10-5 7 

1 1 1 ( )n+l 1 . 
a) 2 - 22 + 23 + ... + - 1 2n + .. ., 

b) ~-~+~-~+ ... +(-l)nl_+ ... ; 
2 3 4 5 n 

1 1 1 nl . 
e) 22 - 32 + 42 + ... +(-1) n2 + .. ., 

1 1 1 n 1 
d) 2 - 2-"3 + 2 · 3 · 4 + ... + (-l) n! + .... 

18. Calculeu les sumes de las series següents amb error més petit que el nombre E que es dóna en 
cada cas : 

a) " _l_ E = 10-3 • 
L._¿ nsn ' ) 
n::?:l 

e) '°' n , E = 10-2
; 

6 2nvn2 + 1 
n>I 

e) t n~ , E = 10-2; 
n n::?:l 

17 

b) " ~ E = 10- 2 
· 

L_..¿ n3' ' 
n>I 

d) ~-1- E= 10-3 · 
L._¿ 3n - 1' ' 
n::?:l 

f) '°' sinn E = 10_4 . 
6 n! , 
n::?:l 



Series de potencies 

+= 
1. Trobeu els radis de convergencia de les series de potencies L anxn essent: 

n=O 

n! 
a) an = nn+2; 

2. Trobeu els dominis de convergencia de les series de potencies següents: 

+= 1 2 

b) L ( 1 + - rn (X - 10 r. 
n=l n 

3. Trobeu els intervals de convergencia de les series de potencies següents: 

x x 2 xn 
a) 1 + 2 + 4 + ... + 2n + ... ; 

x2 x3 x4 xn 
b) X- 22 + 32 - 42 + ... +(-l)n+ln2 + .. . ; 

c) 3x + 34x4 + 39x9 + ... + 3n
2
xn

2 
+ .. . ; 

2k 3k nk 
d) x + 1 x2 + 1 x3 + ... + - 1 xn + .... 

2. 3. n. 

4 . La funció de Bessel d'ordre zero es defineix com la suma de la serie de potencies següent: 

a) Trobeu-ne l'interval de convergencia. 

b) Proveu la igualtat xJ~ (x) + J~(x) + xJo(x) =O, especificant en quins punts és valida. 

5. a) Calculeu el radi de convergencia de 

00 

"'""" 1 n+l 
~ n(n+ l)x 

i estudieu el caracter de la serie als extrems de l'interval de convergencia. 

18 
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b) Demostreu que pera tot x E [O , 1) es compleix 

In -- dt = ¡x ( 1 ) 
00 

xn+ 1 

0 1-t ~n(n+l)' 
Proveu, mitjarn;ant el calcul directe, que aquesta igualtat també és certa per a x = l. 

e) Determineu el domini de convergencia de la serie 

00 1 (1-x)n 
~ n(n + 1) 1 + x 

6. Donada la funció f(x) = -Vi+ x4 , calculeu J2º(o). 

1 
7. a) Desenvolupeu -- en serie de potencies de x. 

10 +x 
b) Desenvolupeu ex en serie de potencies de X - 2. 

c) Desenvolupeu e-x en serie de potencies de x. 

d) Desenvolupeu cosx en serie de potencies de x -.¡. 
En els quatre casos anteriors calculeu el radi de convergencia. 

8. Si el radi de convergencia de la serie de potencies :L an(x-cr és r, trobeu el radi de convergencia 
de les series :L a;(x - et , :L an(x - c) 2

n i :L a;(x - c) 2n. 

9. a) Determineu per quins valors reals de x convergeix la serie f (-lrxn 
n=l n + 1 

b) Calculeu f ( 1 
) , fent ús de la funció suma de la serie de l'apartat a). 

n=l 2n n + 1 

10. A partir del desenvolupament a l'entorn del zero de la funció ln(l + x) trobeu la suma de les 
series següents: 

+oo (-1rx2n+1 
c) L n 

n=l 

1 
11. A partir del desenvolupament a l'entorn del zero de les funcions ( ) 

1-x 
arctan x , trobeu 

la suma de les series: 
+oo 

a) L(n2 + 2n - 2)xn; 
n =O 

+= ( l)n 
c) '"""' - x2n . 
~ n(2n -1) 

19 



12. Calculeu les sumes de les series 
+oo 

a) L(n + 1) 2xn; 
n=O 

+oo 

L n b xn· 
) n=l (n + l)(n + 2) ' 

+oo 
c) LX5n+l. 

n=3 

13. Per derivació, trobeu el desenvolupament en serie de potencies de X de les funcions: 

ln(x + Vl + x2 ), 

Quin és el seu radi de convergencia? . 

ln {i+X 
V~ 

14. Integrant terme a terme el desenvolupament de la serie de (1 - x 2) 2
1

, obteniu el desenvolupa
ment en serie de la funció y= arcsinx. Preciseu-ne el domini de convergencia. 

15. Amb l'ajut de series de potencies , calculeu les sumes de les series numeriques següents: 

1 1 1 1 
a) 1 - 2 + 3 - 4 + 5 - · · · 

1 1 1 1 1 
c) + + + + + ... 

2 . 1 . 3 22 . 2 . 4 23 . 3 . 5 24 . 4 . 6 25 . 5 . 7 

23 24 25 26 27 
d) - 34 + 35 . 2 - 36 · 3 + 37 · 4 - 38 · 5 + ... 

rl 2 
16. Calculeu Jo e-x dx amb error més petit que 10-5 . 

17. Calculeu ~ amb error més petit que 10-3 fent ús del desenvolupament en serie de potencies 

de e-x. 

18. Es considera la integral I = J0
1 sinx2 dx. 

a) Calculeu el valor de I amb un error més petit que 10-5 mitjarn;ant la serie de Taylor. 

b) Amb un pas h = 0.25 avalueu I amb la fórmula dels trapezis i la de Simpson. 

20 
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Problemes de repas 

l. Trobeu les sumes inferior i superior de la funció f(x) = x2 a l'interval [-1 , 0] associades a la 

Partició P = {-1 -~ -~ o}. 
' 2' 4' 

2. Sigui f: [O, 1] ---+ lR tal que f(x) = O excepte en un nombre finit de punts, on pren el valor a> O, 
Demostreu que f és integrable Riemann. 

3. Proveu que 1ª f(x) dx = 1ª f(a - x) dx. 

4. Calculeu la integral definida, fo 1 

(!xi + l3x + 11) dx. 

5. Sigui f (x) = x3 +l. Calculeu 19 

(f- 1)"(x) dx. 

6. Si f és contínua i 11 

f (xt) dt =O pera tot x E JR, proveu que f ==O. 

1. Sigui f : lR ---+ lR contínua en tot punt de R Definim: 

F(x) = { 2~ Í~x f(t) dt , 
f(O), 

a) ProYeu que F és contínua a tot R 

X iO, 
X =0; 

b Demostreu que F té derivada contínua en lR \{O} i doneu l'expressió de F'. 

e Pro ·eu que !'existencia de f'(O) implica !'existencia de F'(O). 

¡x2 +1 

:::. ::e'.~ i Fr x ) = e-t
2 

dt. Calculeu lim F(x). Indicació: 
x2 x.---:¡.oo 

Apliqueu el teorema del valor mitja 

e:- a i tegrals. 
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9. Feu un estudi, amb la seva representació grafica, de les funcions següents: 

{2x 
a) f(x) = f, ln2 tdt; 

X X 

e) h(x) =Je tlntdt. 

{2x 
b)g(x)= lo sin2 tdt; 

10. Siguin f, g : [a, b] __,IR dues funcions contínues. Proveu que existeix e E (a, b) tal que 

J(c) 1b g(x) dx = g(c) 1c J(x) dx. 

Indica.ció: Apliqueu el teorema de Rolle a la funció F(x) = 1x J(t) dt · ¡b g(t) dt. 

11. Trobeu l'area de la regió limitada per la grafica de la funció 

x2 
J (x) = VXZTI' 

l'eix d'abscisses i les rectes x =O i x = l. 

12. Calculeu l'area limitada per les corbes y = x2 /2 , y = x 2 
- 2x + 5 i l'eix d'ordenades. 

13. Calculeu l'area limitada per la corba y = lx 2 
- 4x + 31 i les rectes x = O, x = 4 i y =O. 

2 2 

14. Considereu l'el-lipse d 'equació : 2 + ~2 = 1, amb a> b >O. Quan s'obté un volum més gran: 

en fer-la girar al voltant de l'eix OX o en fer-la girar al voltant de l'eix OY? 

l 8x 
15. Calculeu el volum del cos generat en girar respecte l'eix d 'abcisses la corba y= -

9 2 . 
+x 

16. Estudieu la convergencia de les integrals impropies següents: 

¡00 ln x 
a) - 3 dx; 

1 X 

¡+oo sinx 2 

e) -- dx; 
1 X 

r12 
e) lo ln sinxdx; 

j l 1 
b) dx; 

-2 Jx 3 -3x+2 

¡l 1 
d) v 3 dx; 

O X - X 

f) ¡+00 

arctanx d . 
- 1 (2+x)3 x , 

22 
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1 1 1 1 } 17. Sigui fn(x) = min r,;;> -, 2 , · · · , - , pera tot x >O, i 

yX X X xn 

a) Proveu que M 1 és una integral impropia divergent. 

b) Proveu que Mn amb n :2: 2 és una integral impropia convergent i Mn = 2 - -
1
-. 

n-1 

18. Trobeu el terme general de la successió 

1 1 3 1 7 1 15 1 
2' 2' 4' 4' 8' 8' 16' 16' ... 

i proveu que no té límit. 

19. Sigui a E IR'. amb O < lal < 1 i { an} una successió de nombres reals definida per 
ªº = 1, an = (1 + a)(l + a2) ... (1 + a2n), pera tot n :2: l. 

a) Demostreu que pera tot n :2: 1 es compleix que (1 - a)an = 1 - azn+i. 

b) Calculeu el límit d'aquesta successió. 

20. Siguin { an} i {bn} dues successions creixents de nombres reals estrictament positius i { an - bn} 
és una successió fitada. Demostreu que la successió { ( an - bn) / ( an + bn)} és convergent. 

21. Sigui {an} una successió de termes positius que satisfa la condició an+I :2: kan pera tot n EN. 
Si k > 1, proveu que la successió {an} tendeix cap a +oo. 

22. Sigui {bn} una successió acotada que compleix la desigualtat 

Demostreu que la successió {bn+I - bn} és convergent. 

23 . igui {an} la successió definida per a1 = k, an+l = Jk + an, V n :2: 1, on k EN. 

a Per a k > 2 , demostreu que { an} és decreixent i esta acotada inferiorment. Calculeu el seu 
límit. 

b) Per a 
ímit. 

l. demostreu que { an} és creixent i esta acotada superiorment. Calculeu el seu 

24. 'Cna successió no constant, pot tenir una subsuccessió constant? 

23 



25. Sigui {an} la successió definida per ao =O, a1 = 1 i an+I = %an - ~ªn-l Vn > l. 

1 
a) Proveu que an - an- 1 = --1 . 2n-

b) Proveu que lim an = 2. 
n-->oo 

26. Sigui { an} una successió acotada. Proveu que la successió bn 
convergen t . 

sup{an,an+l, ... } és 

27. Proveu que la successió {an} definida per a1 >O i an = l/(neªn- 1 ) sin 2:: 2 és convergent . 
Calculeu el seu límit. 

28. Calculeu: 

) l
. (1 + Vl)(l + J2) ... (1 +fa) 

a im · 
n-->oo yiñT ' 

. al/n + a2/n + ... + an/n 
b) hm , a> O; 

n->oo n 

e) lim (tan-
1
- +tan -

1
- + ··· +tan 

1 
) · 

n-->oo n 2 + 1 n2 + 2 n 2 + n ' 

el/n - esin l /n 
d) lim n ; 

n-->oo 1 - n sin 1/n 

e) lim \1 ( n + 1) ( n + 2) ... ( n + n) , 
n-->oo n 

f) lim - + + . 1 ( 1 1 1 ) 
n-->oo vn 1 + J2 J2 + J3 vn=I + vn 

29. Sigui { an} una successió de nombres reals estrictament positius i k un nombre real. Proveu 
que 

l. (ª~/k + 2a~/k + .. . + na;/k) k (k)k l. 
lm = - lm Ün· n-->oo n(n+l) 2 n-->oo 

k 

30. Es divideix el catet d 'un triangle rectangle en n parts iguals. Cadascuna d'aquestes parts és la 
base d'un rectangle inscrit al triangle. Si Sn és la suma de les asees d 'aquests rectangles, calculeu 
lim Sn. Interpreteu el resultat. 

n-->oo 
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31. Donades les series 

~ ../n2 + n + 1 - ../n2 - n + 1 
L_,¿ n ' 
n=l 

a) determineu el seu caracter; 

b) trobeu-ne la suma, si és possible. 

32. Demostreu que la serie 
(X) 3 

L 9n2 + 3n-2 
n = O 

és convergent i trobeu-ne la suma. 

33. Demostreu que la serie següent és convergent i trobeu-ne la suma: 

34. Estudieu el caracter de la serie 

segons quins siguin els valors de a E R 

35. Estudieu el caracter de la serie 

00 • 1 
"""' s lll n(ñ+ij 
L_,¿ 1 l' 
n=l COS n COS n+l 

00 2 

L an+a-n ' 
n=O 

~tann (a+~), 
segons quins siguin els valors de a, b E R 

36. Acoteu l'error que es comet en substituir la suma de la serie 

00 1 

L2nn! 
n =l 

per la suma deis seus N primers termes. 

37. Sigui la funció 
oo ( l)n 

f (x) = """'---(x + ir. 
L_,¿ n2n 
n=l 

a) Trobeu el domini de f , és a dir , l'interval de convergencia de la serie (estudieu també la 
convergencia als extrems de l'interval). 

bl Calculeu ¡ (4l (-l) i f0

1 
f(t)dt. 

25 



38. Calculeu el radi i l'interval de convergencia de la serie de potencies f l:n xn. 
n =2 

39. Donada la funció f (x) = coshx. Trobeu el seu desenvolupament en serie de potencies en un 
entorn de l'origen i calculeu el radi de convergencia d'aquesta serie. 

40. Donada la serie de potencies t, 2~~n~ ~:). 
a) Determineu tots els valors de x E IR pels quals la serie és convergent. 

b) Comproveu que el desenvolupament en serie de potencies centrada en x = - 2 de la funció 

00 1 
e) Calculeu L ( ) . 

n = 2 nn +1 

J(x) = { -~ln(-~) + xi 2
, -4 :::=; x <O, 

1, X = Ü. 

26 
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Calcul de primitives 

l. CONCEPTES BASICS 

Donada una funció f : lR ---+ lR, direm que la funció 9 : IR ---+ lR és una primitiva de f sí i 
només si 9'(x) = f(x) pera tot x del domini de la funció f, i ho escriurem: 

9(x) = j f(x) dx. 

Ta.mbé direm que 9 és una integral de f. A més, es compleixen les propietats següents: 

a) Si 91 i 92 són dues primitives de f aleshores existeix un valor K E IR tal que 91 = 92 + K. 

b) La integral d 'una funció que esta multiplicada per una constant és igual al producte 
d 'aquesta constant per la integral de la funció . 

e) La integral de la suma de dues funcions és igual a la suma de les integrals de cada una 
de les funcions. 

2. I~TEGRALS IMMEDIATES 

igui u una funció derivable qualsevol i K un nombre real arbitrari, aleshores es compleix: 

5. j u' cos u dx = sin u + K 

J u' u 
7. - .-dx= ln ltan -l +K 

smu 2 

J u' 
9. -.-2 -dx = -cot u + K 

sm u 

J u' 1 u 
11. ? 

2 
dx = - arctan - + K 

a~+ u a a 

J u' u 
:3 . dx = argsinh- + K 

.Ju2 + a2 a 

27 

Ju' 
2. -;¡ dx = ln lu l + K 

4. ju' eu dx = eu + K 

6. ju' sin u dx = - cos u + K 

J u' 
8. --2-dx = tan u + K 

cos u 

10. dx = arcsin- + K J u' u 
.Jaz -1t2 a 

J u' u 
12. .J dx = arg cosh - + K 

u2 - a2 a 

J ~ 1 u 
14. 2 2 dx = -argtanh - + K 

a - u a a 



----- ----

3. INTEGRALS PER CANVI DE VARIABLES 

Donada una fundó u, sempre podem establir la igualtat següent: 

j u(x)dx = j u(v(t))d(v(t)) = j u(v(t))v'(t)dt , 

on x = v(t) i v és una fundó contínua i derivable. 

4. INTEGRALS PER PARTS 

Si u i v són dues funcions derivables , aleshores es compleix: 

ju dv = uv - j v du. 

5. INTEGRALS RACIONALS 

En aquesta secció estudiarem integrals de la forma 

J P(x) 
Q(x) dx , 

on P(x) i Q(x) són polinomis a coeficients reals Obsevem que si grauP(x) 2 grauQ(x), 
efectuant la divisió P(x) = P1(x)Q(x)+R(x) amb grauR(x) < grauQ(x), la integral racional 
queda 

J P(x) j j R(x) 
Q(x) dx = P1(x) dx + Q(x) dx. 

Per tant només cal considerar el casque grauP(x) < grauQ(x). En aquesta situació podem 
distingir quatre casos: 

5.1 Arrels reals simples: Q(x) = (x - a)(x - b) .... Aleshores 

P(x) A B 
(x - a)(x - b) .. . = x - a+ x - b + · · · 

5.2 Arrels reals múltiples: Q(x) = (x - ar(x - b)m ... , aleshores 

P(x) A1 A2 An 
(x - a)n(x - b)m. .. (x - a) + (x - a) 2 + ... + (x - ar + 

B1 B2 Bm 
+ (x - b) + (x - b)2 + · · · + (x - b)m + · · · 

5.3 Arrels complexes simples: Q(x) = ((x - a1) 2 + bi)((x - a2 ) 2 + b~) .. . , aleshores 

P(x) 
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5.4 Arrels complexes múltiples: Q(x) = ((x-a1 ) 2 +bi)m1 ((x - a2 ) 2 +b~)m2 • •• , aleshores 

P(x) 

En tots aquests casos, les constants es troben mitjanc;ant el metode deis coeficients 
indeterminats, ésa dir, primer es fa comti denominador al segon membre (llavors tenim 
el mateix denominador que en el primer membre) i després s'igualen els numeradors de 
forma que els coeficients deis termes de mateix grau siguin iguals. 

Un metode alternatiu , una vegada s' han igualat els numeradors, és donar valors a la 
incognita de forma que alguns termes s'anul·lin. 

Si les arrels del denominador són complexes múltiples , és més convenient fer servir el 
metode d'Hermite : 

o.o Metode d 'Hermite 

Considerem la descomposició següent: 

J P(x) dx = P1(x) + ¡ P2(x) dx (*) 
Q(x) Q1 (x) Q2(x) 

on Q1(x) = m.c.d.(Q(x), Q'(x)) i Q2(x) = Q(x)/Q1(x) . P1(x) i P2(x) són polinomis amb 
coeficients indeterminats i d 'un grau menor que el del seu denominador. Fer determinar 
els coefi cients deis polinomis P1(x) i P2(x) , derivarem la igualtat (*). 

J dx 
Exemple: Calculem I = (x3 _ l) 2 . 

Si descomponem el denominador Q(x), obtenim. 

(x3 - 1)2 = (x - 1)2(x2 + x + 1)2. 

Així el denominador Q(x) admet una arre! complexa amb multiplicitat dos. La derivada 
del denominador és Q'(x) = 6x2 (x3 - 1) i, per tant 

m.c.d.(Q(x) ,Q'(x)) = Q1(x) = x3 
- 1, Q2(x) = x3 

- l. 

D'aquesta manera tindrem que 

I = J dx = Ax
2 

+ Ex + C + J Dx
2 

+ Ex+ F dx. 
(x3 -1)2 x3 - 1 x3 -1 

Derirnn obtindrem, 

1 (2 Ax + E) (x3 - 1) - 3x2(Ax2 +Ex+ C) Dx 2 +Ex + F 
(x3 - 1)2 = (x3 - 1)2 + x3 - 1 . 

Pe_ :ant. 

1 = (2Ax + E)(x3 
- 1) - 3x2(Ax2 + Ex + C) + (Dx 2 +Ex + F)(x3 

- 1) , 
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o bé, 

1 = -Dx 5 +(-A+ E)x4 + (-2B + F)x3 + (-3C - D)x2 + (-2A- E)x + (-B - F). 

Així, 
D=O 

Sumant la 2a. amb la 5a., obtindrem -3A =O, 
-A+E=O 

És a dir: A = O i, aplicant la 2a., E = A = O. 
-2B+F=O 

-3C +D =O 
Sumant la 3a. ambla 6a., obtindrem -3B = 1, 

I, per tant, de la 3a.: F = 2B = -2/3. 
-2A-E =O 

De la la. i la 4a., en dedu'im D = C =O. 
-B-F = 1 

En consequencia, 

J = J dx =-~-X-_~ j--5!?._ 
( x3 - 1) 2 3 x3 - 1 3 x3 - 1 · 

Fixem-nos que el metode d'Hermite ens ha permes passar d'una integral, on el denomi
nador tenia arrels complexes amb multiplicitat superior a 1, a una altra integral, on les 
arrels complexes són de multiplicitat 1, com les estudiades en els casos anteriors. 

6. INTEGRALS TRIGONOMETRIQUES 

En aquesta secció estudiarem integrals del tipus 

j F(sinx,cosx)dx, 

on F és una funció racional. Distingim els casos seguents: 

6.1 Si F(- sinx, cos x) = -F(sinx, cos x), fem el canvi t = cos xi aleshores tindrem 

dt = -sinxdx, cosx = t, sinx = ./l=t2. 

6.2 Si F(sinx,-cosx) = -F(sinx,cosx), fem el canvi t = sinx i aleshores tindrem 

dt = cosxdx, sinx = t, cosx = ./l=t2. 

6.3 Si F(-sinx,-cosx) = F(sinx,cosx), fem el canvi t = tanx i aleshores t indrem 

. t 1 
dt = (1 + t 2

) dx, Slll X = ~' 
vl + t2 

COS X = JT+t2. 

6.4 Si F no es troba en cap dels tres casos anteriors, fem el canvi t = tan (x/2) i aleshores 
tindrem: 

1 . 2t 1 - t 2 

dt= 2(1+t
2
)dx, smx= l+t2 , cosx = l+t2 . 

6.5 En algun d'aquests casos es pot reduir el grau de F fent ús de les fórmules: 

. 2 1 - cos 2x 
sm x = 

2 
, 2 1+cos2x 

COS X= 
2 
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6.6 Integrals de funcions trigonometriques d'altres tipus com 

j sin ax cos bx dx, j sin ax sin bx dx, j cos ax cos bx dx 

es transformen en integrals immediates mitjarn;ant les fórmules: 

2 sin A sin B = cos(A - B) - cos(A + B) 

2 cos A cos B = cos(A - B) + cos(A + B) 

2sinAcos B = sin(A - B) + sin(A + B) 

7. INTEGRALS IRRACIONALS 

El cas general no esta resolt. Aquí només veurem els casos més senzills. 

7 .1 Les integrals del ti pus 

J F ( ax + b) q¡ (ax + b) qk d 
( 

n Th) 
x, ex + d ' · · · ' ex + d x, 

on F és una funció racional i zg., ... , ~ són fraccions irreductibles, es transformen en 

integrals racionals mitjangant el canvi yn = ~:$~ amb n = m.c.m.(q1, ... , qk)· 

7.2 Les integrals del tipus 

7.3 

j F(x, J a2 - x2 ) dx, 

on F és una funció racional, es transformen amb el canvi x = a sin t o bé fent servir el 
canvi hiperbolic x = atagh t. 

Les integrals del tipus: 

j F(x, J x2 - a2 ) dx, 

on F és una funció racional es transformen fent ús dels can vis x = a cosh t o x = a sec t. 

7.4 Les integrals del tipus 

j F(x, Jx 2 + a2 ) dx, 

on F és una funció racional es modifiquen mitjangant els canvis x = asinh to x =a tan t. 
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Examen parcial 

l. Siguin a> O i f(x) = lx +o:[ - lx[. Calculeu ¡: f(x) dx. 

2. Donada la funció F(x) = Jx
3 

~ dt . 

a) Proveu que F és creixent a l'interval [1 , +oo). 
¡+oo et 

b) Proveu que la integral Ji Vt dt és divergent. 

e) Calculeu lim F(~). 
X-++oo eX 

01.04.97 

3. Trobeu l'area del recinte limitat perla corba y = (x 2 
- x)e- x i el semieix positiu d'abcises. 

32 



Examen final 

l. Calculeu 
. X Íox et2 dt 

hm rx 2 . 
x---->O Jo et sin t dt 

2. Sigui a > O. Calculeu l'area limitada per la corba f(x) 
d'abcises. 

21.05.97 

a2 xe- ax el semieix positiu 

3. Sigui ( an) una successió de termes positius convergent cap a un nombre real a i= O. 

00 

a) Proveu que la serie L anlO-n és convergent. 
n=l 

00 

b) Pera quins valors de a i= 10 la serie L a~10-n és convergent? 
n=l 

4. Donada la funció 

f(x) = X ' 
{ 

sinx 

1, 

si X E (0, l], 
si X= Ü. 

a) Proveu que f és Riemann-integrable en [O, l]. 

b) Fent ús del desenvolupament de Taylor pera la funció sinx, calculeu fo 1 

f(x) dx amb 

un error menor que 10- 3 . 

00 ( ir n 
5. Donada la serie de potencies L (: + l~en : 

n=O 

a) Calculeu el seu domini de convergencia. 

b) Calculeu la seva suma. 
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Examen de recuperació 10.07.97 

l. Calculeu el volum del cos generat en girar la carba y 
d 'abcises positives. 

18/(9 + x2) respecte el semieix 

2. a) Sigui f : [O , 1] __, lR una funció contínua que compleix 

1x f(t) dt = ¡1 

f(t) dt, V x E [O , l]. 

Proveu que f(x) =Opera tot x E [O, l]. 

b) Sigui f una funció derivable i monotona i G una primitiva de ¡-1. Comproveu que la 
funció F(x) = xf(x) - (G o!) (x) és una primitiva de f . 

3. Raoneu la certesa o falsedat de les afirmacions següents: 

a) Si ¿ an és una serie divergent de termes positius aleshores la serie ¿ an/n2 és també 
divergent. 

b) Si (an) és una successió acotada aleshores la serie¿ an/ n2 és convergent . 

4. Proveu la igualtat 

12-5x =~(1 (-ir) n 
6 - 5x - x 2 ~ + 6n X ' 

n=O 

pera tot x E (-1, 1). 

5. a) Calculeu el radi de convergencia de la serie de potencies 

b) Calculeu 

~(n+l)(n+2) n 
~ 1 X. 
n=O n. 

f (n + l)~n + 2). 
n. n=O 
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Examen parcial 31.03.98 

1 Sigui f una funció contínua a lR i periüdica amb període T. 

r+T 
a) Demostreu que F(x) = Íx f(t) dt és una funció constant . 

b) Sigui g(x) = f (x) - ~ lT f(t) dt. Proveu que 

G(x) = lx g(t) dt 

és periodica de període T. 

2 Calculeu el volum del cos generat quan la regió limitada per x =O, x = 2 i la corba y= 1/(x-1)2 

gira al voltant de l'eix d'abcises. 

3 a) Demostreu que la successió definida per an 

su bsuccessió convergent? 

b) Calculeu 

. (7rn) sm 2 no és convergent. 

ln l + ln 1 + · · · + ln !3: lim n n n 
n-+oo n 
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Examen final 02.06.98 

l. Sigui J : IR __, IR contínua tal que fox
2 

f (t) dt 

f (O) = j(l) = O. 

¡1 

f(t) dt, Vx E R Proveu que 

2. Calculeu, si existeix, ¡+= 1 dx. 
) 0 3ex + e-x 

3. Sigui f : [1 , +oo] __, IR una funció decreixent i positiva. Definim 

n {n 
an = L f(i) - Ji f(x) dx . 

i=l 1 

a) Proveu que la successió (an) és decreixent. 

b) Proveu que la successió (an) és convergent i que el seu límit esta a l'interval [ü,f(l)]. 

c) Si f(x) = 1/2x, calculeu lim an . 
n->co 

4. Estudi'eu , segons el valor del parametre a E IR, la convergencia de la serie 

~ln(2 + nª). 
L.,¡ 1 + nª 
n=l 

Indicació: Compareu-la amb l'harmonica generalitzada. 

co 4n-l 

5. Donada la serie de potencies """_
4
x __ 

L.,¡ n-1 
n =l 

a) Calculeu el seu domini de convergencia. 
, 1 l+x 1 

b) Proveu que la seva suma es - ln -- - - arctan x. 
4 1 - X 2 

Indicació: Feu ús deis desenvolupaments següents: 

co n+l 

ln(l + x) = °L(-lt-x - , 
n=O n + 1 

co x2n+l 

arctan x = """(-1r---
L..,¡ 2n + 1 
n=O 
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Examen de recuperació 

l. Sigui f : IR __, IR contínua i definim 

F(x) = { 2~ ¡: f (t) dt, 

f(O), 

Proveu que F és contínua a tot R 

( 
sin (l/n) )n2 

2. Calculeu lim 1 - ---'--"'-
n - HX> n 

si X i- 0, 

si x =O; 

3. Sigui {an} una successió tal que a1 = -2/3 i 3an+I = 2 + a~ si n 2: l. 

a) Proveu que - 2 :S: an :S: 1, pera tot n 2: l. 

b) Proveu que {an} és creixent. 

e) Proveu que {an} és convergent i calculeu el seu límit. 

4. Sigui { an} una successió de termes positius tal que 

an+I an + b 
-- = --, per a tot n 2: 1, 

an an +e 

07.07.98 

on a, b, e són nombres reals estrictament positius i a + b - e .¡. O. Estudieu el caracter de la 
00 

serie ¿ ªn segons e1s valors de a, b, c. 
n=l 

5. a) Proveu que per a tot n 2: O es compleix que 

11 n (- l)n+ l 
(- x) lnxdx=( )2 . 

o n+ 1 

b) Fent ús de la serie de potencies de la funció g(x) = 1/(1 + x), proveu que 

11 lnx oo 11 
--dx = L (- xtlnxdx. 

O 1 +X n=O O 

e) \_; eu els dos apartats anteriors per provar que la integral impropia 

rl lnx dx 
} 0 1 +x 

é~ convergent i calculeu el seu valor amb un error menor que 10- 2 . 
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Examen parcial 23.03. 99 

l. a) Enuncieu el teorema fonamental del calcul. 

b) Siguin F(x) = ¡x+a arctan t 2 dt i G(x) = fº arctan t 2 dt. Calculeu el valor del 
Jo la-x 

parametre real a per tal que F' ( x) = G' ( x) per a tot x E JR. 

2. Sigui In(x) = f x 2nsinxdx, proveu que 

In(x) = -x2ncosx + 2nx2
n-l sinx - 2n(2n - l)In-1(x). 

3. Es defineixen les funcions sinus i cosinus hiperbolic de la manera següent: 

eX - e- X 
sinhx = 

2 
, 

Calculeu l'area de la regió del primer quadrant limitada per l'eix OY i les cor bes y = sinh x, 
y=coshx. 
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Examen final 03.06.99 

l. Si f(x) 2: O, V x E [1, +oo] i lim xf(x) =FO, dedu'iu que la integral j+oo f (x) dx és divergent. 
X ->00 1 

2. Calculeu el volum del cos de revolució obtingut en girar al voltant de l'eix OX la corba 
y = ex sin x entre x = O i x = 21T . 

3. Siguin { an} i {bn} dues successions tals que {bn} és acotada i 

Calculeu lim an. n->oo 

1 

bn 1 
1 + 4an - -1 :S - sin n, 

n n 

4. Siguin a i b dos nombres reals. Demostreu que la serie 

00 

( a b ) ~ 2n - l - 2n 

convergeix si i només si a = b. 

1 
5. Sigui an = n(ln n) 9 . 

00 

VnE N. 

a) Proveu que la serie L an és convergent i calculeu fins a quin terme cal sumar per tal 
n=2 

que la diferencia amb la suma exacta sigui inferior a 10-3 . 

00 

b) El mateix pera la serie L(-l)nan 
n=2 

6. Considereu la serie de potencies f ( n; 2) xn. 
n=l 

a) Trobeu tots els valors x E JR tals que la serie és convergent. 

, 
00 2n(n + 2) 

b) Tro beu la se va funcio suma i calculeu '°""' . L.,¿ 3n 
n =l 
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Examen de recuperació 08.07.99 

l. Calculeu Farea de la regió del primer quadrant limitada per la parabola y = x2 + 2x - 2, la 
corba y= 1/x2 i l'eix d'abcises. 

2. Calculeu el valor de a E lR sabent que 

l
. (ln (n + a) )nlnn 
1m = 2. 

n->oo ln n 

3. Estudieu la convergencia de la serie 

00 a( a + 1) · .. (a + n) 
"'n=l b(b + 1) .. · (b + n)' 

segons quin siguin els valors de a, b E JR+ \{O} . 

oo ( 2)n 
4. Donada la serie de potencies ~ ~ ~ ) : L.; 2n n - n 

n=2 

a) Trobeu el radi de convergencia. 

b) Determineu l'interval de convergencia. 

oo ( + 2)n 
c) Si f(x) = ~ ~ 2 ) , calculeu j(-4) amb un error menor que 10-2

. 
L.; 2n n - n 
n=2 
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Examen parcial 27.03.00 

l. Sigui F(x) = ¡: t2 et
2 

dt. 

a) Proveu que F és imparella i F' és parella. 

b) Estudieu la concavitat de F. 

2. Considereu l'eHipse d'equació :: + t: = 1, amb a > b > O. Quan s'obté un volum més gran: 

en fer-la girar al voltant de l'eix d'ordenades o fer-la girar al voltant de l'eix d'abcisses? 

3. a) Enuncieu el criteri de comparació per pas al límit per a integrals impropies del tipus 

¡+oo f(x) dx. 

b) Apliqueu aquest criteri per provar la convergencia de 

J+oo arctan x + e-x 
3 dx. 

1 X 
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Examen final 07.06.00 

l. Calculeu, justificant tots els passos , 

2. a) Proveu que ¡2 

lnxdx = -1 + ln4. 

b) Raoneu la validesa de la igualtat següent: 

J~IIJo ~ (In ( 1 + ~) + In ( 1 + ~) + · · · + In ( 1 + ; ) ) = ¡2 

In x dx. 

e) Fent ús deis dos apartats anteriors, proveu que 

l
. ((n+l)(n+2) .. ·2n)l/n _1 im = 4e . n->oo nn 

3. Sigui {an} la successió definida per a1 = k > 2, an+I = Jk + an, n 2:: l. Proveu que {an} 
és convergent i calculeu el seu límit. 

4. Estudieu, segons el valor del parametre a E JR , el caracter de la serie 

~ vn+2 - yn::-2. 
L._¿ no: 
n=l 

oo (n2 + l)an oo an 
5. a) Calculeu la suma de la serie L 

1 
, sabent que eª = 2=-,. 

n=O n. n=On. 

00 1 
b) Proveu que !'error que es comet en substituir la suma de la serie """-

1 
- per la suma 

L._¿ n . 2n 
n=l 

deis seus N primers termes és menor que 1/2N. 

6. Considereu la serie de potencies 
oo ( l)n 
"""---(x + 1r. 
L._¿ n2n 
n=l 

oo (-l)n 
Trobeu tots els valors x E lR.n tals que la serie és convegent i calculeu """ --. 

L._¿ n 2n 
n=l 
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Examen de recupera ció 

l. Calculeu les integrals següents: 

¡In2 

J 
0 

y'eX=-1 dx, ¡+= 1 - lnx 
2 dx. 

O X 

2. Enuncieu el Teorema Fonamental del Calcul. 

3. Sigui { an} una successió convergent cap a un cert valor a E R Proveu que: 

lim - + -- + ... + -- + an = 2a. ( ªº a1 ªn-1 ) 
n-->CX> 2n 2n- l 2 

2n 
4. Sigui an = --

1
, per a tot n E N. 

nn n. 
(X) 

a) Proveu que L an és convergent. 
n=l 

05.07.00 

b) Trobeu la suma de la serie de l'apartat anterior amb un error inferior a 10-2
. Indic: 

5. 

Abans proveu que an :S (l/2)n, si n 2': 4. 

Trobeu el domini de convergencia i la funció suma de la serie de potencies 

~(-ir xsn+2 
~ 2n+l · 
n=O 
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Examen parcial 26.03.01 

Considereu la funció f ( x) = vTrlX definida a l'interval [1, oo). 
X 

l. Proveu que la integral impropia ¡00 

f(x) dx és divergent. 

2. Calculeu el volum generat per la rotació al voltant de l'eix d 'abcisses de la regió del primer 
quadrant limitada per la grafica de f(x), la recta x = 1 i l'eix d'abcisses. Indicació: Per 
resoldre la integral feu ús de la integració per parts. 

3. Calculeu tots els zeros de la derivada de la funció 

F(x) = 1~x4 - i f( Vt) dt , 

a l'interval (1, oo). (Justifiqueu tots els calculs) 
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Examen final 01.06.01 

l. Trobeu l'area de la regió del primer quadrant limitada per l'eix d 'abcisses, la recta x = 1 i la 
grafica de la funció 

1 
f(x) = x2v'X2+1· 

Indicació: Per resoldre la integral, feu ús del canvi x = tan t i recordeu que amb aquest 
canvi sint = x/vl +x2 i cost = l/Vl +x2 . 

2. Sigui f: [O, 1] --+ lR una funció contínua tal que f(x) E (O, 1) pera tot x E [O, l]. Definim ara 
la funció g : [O, 1] --+ lR com 

g(x) = 2x - fax J(t) dt - l. 

a) Proveu que g(O) < O i g(l) > O. 

b) Proveu que g és estrictament creixent a [O, l ]. 

c) Fent ús dels dos apartats anteriors, proveu que existeix un únic x E (O, 1) tal que 
g(x) =o. 

3. Calculeu 
. 1! + 2! + · · · + n! 

hm 
1 

• 
n->oo n. 

4. Sigui {an} una successió de nombres reals tals que a0, a 1 E (O, 1) són valors donats 
ª ·n+2 = an(l - an), pera tot n EN. 

a) Proveu que O< an < 1, pera tot n EN. 

b) Proveu que les successions parcials { a2n} i { a2n+ 1} són decreixents. 

c) Fent ús dels dos apartats anteriors , proveu que les successions { a2n} { a2n+i} són 
convergents. Calculeu també els seus límits. 

::>. a) Estudieu el caracter de la serie ~ (~~ + 3);
2 

2 • 
L.,¿ 2n n + 1 n 
n=l 

oo n2 

b 1 D iscu t i u, segons el valor del parametre a E JR, el caracter de la serie ~ ( ~~: ~) 

00 

rnlors x E lR tals que la serie de potencies L(2n - 1) xn+2 és convergent i 
n=l 
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Examen de recuperació 10.07.01 

l. a) Sigui f una funció contínua. Proveu que pera tot x i= O es compleix 

¡ l 1 ¡X 
f(xt) dt = - f(u) du. 

O X O 

b) Demostreu que l'area d'un dels recintes del primer quadrant limitat per les corbes 
y= tanx, y= cotx i l'eix d'abcisses val ln2. 

2. a) Calculeu 
_l_+_l_+ .. ·+ 1 

l. VI+v'2 v'2+v'3 vn=-r+vn 
im r.::n 

n->oo y'" 

b) Sigui a1 >1 un nombre real donat. Definim an+l = 2-1/an pera tot n EN. Demostreu 
que {an} és una successió convergent i calculeu el seu límit. 

00 5 
3. Considereu la serie '""' 2 2

. 
~ 9n +3n-
n=l 

a) Proveu que aquesta serie és convergent. 

b) Calculeu la seva suma, tot observant que és telescopica. 

4. a) Proveu, justificant tots els passos, que pera tot x E IR tal que !xi < --Y2 la suma de la serie 
geometrica 

00 3n-2 

LX2n 
n=l 

val x/(2 - x3
) . 

b) Si f(x) = x/(2 - x3) , calculeu ¡C5)(0) i ¡C7l(o). 
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