














9. Fent s de la propietat arquimediana, proveu que el suprem del conjunt definit per {(n —1)/2n :

és 1/2.

10. Donats dos subconjunts A i B de R definim:

A+B={z+ylz e d,yec B}
Demostreu:

a) sup(A U B) = max{sup 4,sup B}

b) sup(A N B) < min{sup 4, sup B}

(
) sup(
¢) sup(A+ B) =supA +sup B
d) sup(A

sup(AB) # sup A -sup B

AB ={sy|z € Ay € B}

11. Escriviu les expressions segiients prescindint dels valors absoluts:

a) |z —y| - |zl;

c) [le| - 1];

12. Trobeu els nombres z tals que:

b) |z — |z

2[;

d) z — |z + |z]].

2) o -3 =2 b) o — 1| +]o+3| = 4
o) |z +1| <4 d) |z +1]+]z+2] <2
e) |20 4+ 7| > 3; f) lz = 1|+ |z + 1| = 0;
g) |z — 1|z +2| = 3; h) lz+ 1|z — 2| = —(z + 1)(z — 2).
13. Demostreu que:
a) |l —yl—ly—zl|<|o—~2l Vs,y zeR
b —b
b) max {a,b} = i——gl——' Va, b e R;
b—la—b
¢) min {a,b} = Lz-m——l Va,beR
14. Resoleu les inequacions segiients:
20 — 2 2 — 5546
b)l1 < |——m— 2;
a)|:1:+4| )1<] z+2 <2
c) |3z — 5| — |2z + 3| > 0; d) |z% - 5z| > |2?| — |5z|.

n € N}






3b - 2ar

T3 sigui real i de modul 1.

23. Determineu a i b de forma que

24. Descriviu geomeétricament el conjunt dels nombres complexos z que satisfan cadascuna de les
condicions segiients:

D=2 bld<y  dld<y

d)z4+7Z=1; e z—-z=14 f)Z+z=|z%

25. Esbrineu l'error del raonament segiient:

1=vV1=/(=1)(-1) =vV-1/=1=4¢ = -1.

26. Si 21 1 29 s6n nombres complexos, proveu:
a) |21 — 20| < (L+ |21%) + (1 + [22[?);

b) si 21 és no nul, llavors

2
|21 + 29| = |21 + |22 &= z—iés real i no negatiu.

27. Demostreu la formula de De Moivre, que diu que si 7 és un nombre enter, llavors

(cosa + isina)™ = cos(na) + isin(na).

n
28. Resoleu 'equacié H (coska +isinkea) = 1.
k=1

29. Calculeu les arrels setenes de la unitat.

30. a) Una de les arrels clibiques d’un nombre complex és 3i. Calculeu aquest nombre i les seves
altres arrels ciibiques.

b) Sabent que 3: és una arrel n-ésima d’un nombre complex, calculeu aquest nombre i les seves
altres arrels n-ésimes.

31. Demostreu que la suma de les arrels clibiques de qualsevol nombre complex és zero.
32. Trobeu totes les arrels de equacié 28 — 223 +2 =0.

33. Resoleu a C les equacions segiients:









1 2
8. Sigui la funcié f(z) = =(z + =) definida en [1,+00). Demostreu que és una contraccio, és a
T
dir, existeix K € (0,1) tal que |f(z1) — f(z2)| < K |z1 — z2| per a tot z1, 19 € [1,+00).
2

9. Tent servir la definicié de limit, demostreu que lim z2 = 2.
T—a

10. Fent 1s de la definici6 de limit, proveu que:
. .1
a) lim zsin — = 0;
z—0 T
1

R i

11. Calculeu els limits segiients:

4, .3 STz
2) i & +z° 4+ b) lim\/1+x V1 a:;

=0 72 —-9¢ '’ z—0 T

1_
VirF1-vo+t3d d) lim(1 + 52)%;

c) lim
)m—)l\/5$+3——\/3$+5, o0
) 3z 4+ 2\% )
e) :z:ll)ngo <3x—1> ; f) il_)mo(cotm—cot%),
2 41
-1 1 1+bz)—1
T + 2z ; h) lim V(1 + az)(1 + bz) ;
c—(—2) z4+3 z—0 T
.. sin?z + sinz — 2 o T
i) lim — 1o +3; ) ll}m :
z—Z sin“z — 4sinz = e+ ot E
2 2 1
.z —(a+1)z+a . T3 —2r3+1
RO R L Py o
m_ 1 n_,n
m) lim ———; n) lim =—2.
z—=1 z—1 Ty T —y

o (S5E) 0w (VervE- oo vR)

12. Demostreu la continuitat de les funcions segiients a partir de la definicié:

a) f(z) = 322 + 5z; b) f(z) = |z| + 10.

in?(2z)1 2
13. Estudieu la continuitat de la funcié f(z) = sin( x3)+n1:2v i |
23+ z
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22. BEstudieu la continuitat de les funcions segiients:

sinz 1
si z #0; ez, siz F#0;
f@)={ = 770 o(2) = #0;
0, altrament; 0, altrament;
c+sinl, siz#0 L siz#0;
€ax sin = S1T ) ’ i
h(z) = { @’ | , m(z) =< 1 —ez
0, altrament; 0, altrament.
S E a
ez@-1  sig > 1; 5
-1
q(z) = Qe3?, siz <1
0, =0

23. Traceu les grafiques i trobeu els punts de discontinuitat de les funcions:

f(@) = [z]; f(z) = [2sinz];

f(z) =z —[z]; f(m)=sin—[—g—];

f(z) =[] = [-];

on [r] indica la part entera del nombre 7, és a dir, el nombre enter immediatament més petit o igual
que 7.

24. Trobeu quant ha de valer la funci6 segiient en el punt 2 per tal que sigui continua en tot R:

_4:1:2—7:1:—2

flz) = 26 six # 2.

25. Digueu per a quins valors de a és continua la funcié

z+1, siz <1,
) =
/@) {3 —a’z%, siz> 1

26. Busqueu i classifiqueu els punts de discontinuitat de les funcions segiients:

z—3 22 -3z +2
f(x)_.’L‘2—.’E—6’ g(w)—$3+3$2+2$,
1, siz<l;
hz)=¢2, siz=1;
2z, siz > 1.
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37. Trobeu les solucions de les equacions segiients amb error més petit que 0.01:

a) z3 =3z - 3; b) z = €® — 2;

¢) 2z — Inz = 4; d) 2z = 1422 — 142 + 1.

38. Trobeu les assimptotes de les funcions segiients:

a) f(z) = ze'/%; b) f(z) = In(z® + 3z +2);

x
— —1 . d — .
) J(e) = cosz ~n(cosz); ) J(2) = g
73
e) flz) ==
el/m
39. Considereu la funcié f(z) = T per a ¢ # 0. Es pot estendre per continuitat a ’origen?
e
40. Donada la funcié
. . s
—3sinz, six < ——,
f(z) =< asinz +b, si —-—73<:13<Z,
2 - 2
Cos T, siz> 7

escolliu a 1 b per tal que f sigui continua en tots els punts de R.

41. Siguin f:[0,1] — R continua i g : R — R la funcié definida per
g(z) =2"f(z — n), sin<z<n+1, neZ.

a) Estudieu la continuitat de g i doneu una condicié sobre f necessaria i suficient per tal que g
sigui continua.

b) Si f(z) = az + b, digueu com han de ser a i b per tal que g sigui continua.

42. Siguin fi(a) i f2(a) les dues arrels de ’equacié az? + £ — 2 = 0. Sén aquestes dues funcions
continues respecte el parametre a?

43. Demostreu que l'equacié 2z* — 1422 + 14z — 1 = 0 té quatre arrels reals.
44. a) Sigui f una funcié continua a tot R i periddica de periode p. Proveu que existeix o € R

tal que f(zg) = f (:1:0 + g)

b) Fent ts de 'apartat anterior, proveu que un instant donat, hi ha dos punts oposats a 1’equador
de la Terra que tenen la mateixa temperatura.

14
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45. Podem assegurar que la funcié f(z) = o ~sinmz + 3 pren el valor 2.5 a l'interval tancat

[~2,2]?

46. Calculeu els limits seqtients:

. sindz . zsinz
a) lim ; b) lim ————;
=0 z=01 —cosz
. sinz —sina . Yr-1
¢} lim ———; d) lim i——;
e T —a a1 Yr—1
tanz —sinz sin (z — a)
lim ————; lim ———%;
) 20 x3 ’ 7) 25 72— g2

1
g) lim (z*+ 2% In(1 +-).

T——+00

47. Quines de les funcions segiients son fitades? Quins sén els valors maxim i minim que prenen?

1
f(z) = T2 *€ [0, 5];
_ 3 3 2.
g(.’l?) - ma T e [— y ]7

h(z) =z +[z], ze[-2,2].

48. Considereu les funcions segiients:

_ [ z+1Inz, siz>1, __ | sinz/z, siz >0,
fl=)= { z2, siz <1. 9(z) = { er, siz <0.

a) Proveu que f i g sén continues a tot R.

)
b) Esta go f acotada a l'interval [-1, 2]?
¢) Proveu que existeixen dos punts z,y € (1,€?) tals que f(z) = n/2 i f(y) = 37/2.
)

d) Fent ts de 'apartat anterior, proveu que existeix z € (1, e?) tal que (g o f)(2) = 0.
49. Sigui f : R — R una funcid periddica de periode T i continua a l'interval tancat [0,T].
Aleshores:

a) Proveu que existeix un zg € R tal que f(zo) = f(zo + 2T).

b) Proveu que f estd acotada a tot R.

50. Estudieu a R la continuitat de la funcié:

) = tan (¢ Tti)_mi (t+1)

15



51. Estudieu la continuitat de la funcio

r+3

z+2’
f(z) = 1+2z—2% si —2<z<3;

346377 si3<az.

six < —2;

52. Sigui f(z) = (2 sin2 $)1/Cos2a:

punt z = 7 /47

, Yz € [0,7/2] \ {w/4}. Es pot estendre f per continuitat al

53. Tot raonant les respostes, digueu quines de les afirmacions segiients sén certes:

a) Si f és una funcié continua, llavors existeix un real M tal que f(z) < M, per a tot z que
pertany al domini de f.

b) Si f és una funcié contjnua en |a, b}, lavors existeix un ¢ € [a,b] tal que f(z) < f(c), per a
tot z € [a, b].

c) Si ml_l_)rgof(x) > 0, Navors f(zg) > 0.

16



Funcions reals de variable real. Derivabilitat

1. Calculeu, utilitzant la definicid, la derivada de la funcié f(z) = sinz en el punt z = a.

2. Sigui f: R —» R. Demostreu que si |f(z)] < |z|® per a tot z € R amb o > 1, Nlavors f és
derivable en zero, mentre que si f satisfa la condicié | f(z)| > |z|? amb 0 < 8 < 1i f(0) = 0, llavors
f no és derivable en zero.

3. Sigui f la funcié definida per
) .
z siz <2
fl)y=14" :
ax+b, siz>2.

Determineu els valors de les constants a i b per tal que f sigui derivable en el punt z = 2.

4. Demostreu que si f és derivable en el punt z = a llavors també ho és la funcié |f|, sempre que
f(a) # 0. Doneu un contraexemple pel cas que f(a) = 0.

5. Demostreu que si f és una funcié continua en z = q, aleshores la funcié F(z) = (z —a) f(z) és
derivable en £ = a. Quant val F'(a)?

6. Sigui g una funcié continua en lorigen. Proveu que la funcié f definida per f(z) = zg(z) és
derivable en lorigen i trobeu f/(0) en termes de g.

7. Trobeu f’ en termes de g’ en els casos segiients:

a) f(z) =g(z+g(a));  b) f(&)=g(z-g(a));
c) f(z) =g(z+9g(z));  d) fl&)=g(z) (& —a);
e) f(z) =g(a) - (z —a).

8. Siguin f1, f2, g1 i go quatre funcions derivables en l'interval (a,b). Mitjangant el determinant
segiient, definim en (a,b) una nova funcié F:

fi(z)  faolx)
F(z) = .
g(z) ga(z)

Proveu que F/(z) existeix per a tot = € (a,b) i que

fi=) fi@)] |filz) fale)
F'(z) = + -
n(z) g(z)| |n@) g

17



9. Calculeu i simplifiqueu les derivades de les funcions segiients:

z? -1
a) Yy = In m, b) Yy = sin(lnx);
11—z 1
c) y = arctan 1o )y arcsmﬁ,
e) y= lenz; f) y = esin((?:z:)?]{);
tan T - a
9 an — +tan — 1 2 1
g)y=—In % g; h)y:ln\/w2+w+1——arctan s
Sina tan o —tan g V3 V3

10. Sigui f(z) =z(x ~ 1)(z — 2)... (z — 1000). Trobeu f'(0).

11. Trobeu els valors de a, b, ¢ per als quals les grafiques de f(z) =22 +ar +big(z) =23 —ces

tallen al punt (1,2) i tenen la mateixa tangent en aquest punt.

12. Demostreu que per a tot m € R, la funcié polindmica f,,(z) = 23 — 3z 4+ m no té dues arrels
en [0,1].

13. Sigui f : [0,1] — [0, 1] una funcié continua i derivable tal que f'(z) # 1 per a tot z € [0,1].
Demostreu que existeix un tnic g € [0, 1] tal que f(zo) = zo.

14. Si f és una funcié que posseeix tercera derivada finita en [a, b] 1 si

fa) = f(b) = f'(a) = f'(b) =0,

demostreu que la tercera derivada també s’anulla en un punt de l'interval (a, b).

15. Demostreu que si f i g sén continues en [a,b] i derivables en (a,b) i ¢'(z) # 0 per a tot = de
(a,b), llavors existeix algun z de (a,b) amb

16. Suposeu que f és derivable en [a,b]. Demostreu que si el minim de f sobre [a,b] estd en a
Navors f/(a) > 0 i que si estd en b lavors f/(b) < 0.

17. Sigui f derivable tal que lim zf'(z) = 0. Proveu que lim (f(3z +2) — f(z)) = 0.
T—H0

=0

18



18. Demostreu que tota funcié f definida en un cert interval [a, b] i derivable en (a, b) que compleixi

|f(@1) — f(22)] < klzy — 2™

per a qualssevol x1, 29 i per a una certa constant m > 1 és una funcid constant.
19. Sigui f : [a,b] — R una funcié continua a I'interval [a, b] i derivable a I’obert (a, b). Demostreu
que existeix t € (a,b) tal que

1

a—b

f®) fla) = f(t) + tfl(t)'
20. Demostreu les desigualtats segiients
a) arctan >—2 iz >0;
AT = !
b) In(1 + 22) < 22, pera tot z;
)1-2<mZ

z .
<—-=-1, si0<a<uz.
z a a

V3

21. Demostreu que si « i 3 s6n dos nombres diferents de 'interval [§, 5] aleshores
sina — sin
b =

<1
cos 3 — cos a

22. Calculeu, utilitzant la regla de ’Hépital, els limits de les funcions segiients:

T
- . Inz
a) lim —; b) lim —;
T00 g0 /T
: tan 1 . 1
¢) lim z""=; d) lim z%.
z—00

T—00

per algun altre metode:

23. Raoneu perque els limits segilents no es poden calcular per la regla de I’'Hépital i calculeu-los

. . T+sing
- ; b) lim —————.
sinz z—o0 I — Sin T

24. Estudieu si la funcié segiient és derivable a 'origen

o) = { z?sinl/z,

si z #0,
0,

si z=0.
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25. Estudieu si la funcié segiient és derivable a l'origen

(@) ={ :g?sinl/a:,

si ¢ #0,
si z=0.

26. Resoleu pel métode de Newton les equacions segiients obtenint el resultat amb error més petit

que 1078:

a) z —cosz = 0;

c) 12 — 1 =sinz;

e) bsinz =z + —;
z

g) € = 5z + 10,

i) 2x2—10x+10+cos§=0;

27, SiguikeRi

z2 sin% + kx,

r@={4

a) Estudieu la derivabilitat de f.

b) Estudieu la continuitat de f’.

28. Es considera la funcio

0

fz) =
1

bl

B
az?® + bz? + cx + d,

b) 10 = 6z + 30;

d) z% = 10;
f) ze® = 1;
1
h) lnz =1+ —;
T

)zt —z-3=0.

si z # 0;
si x = 0.

si z<0;
si0<x<]
siz>1.

Determineu a, b, ¢ i d per tal que f sigui continua i derivable a R. Es f dues vegades derivable a

R?

29. Sigui f una funcié continua al punt 0 tal que lin% f(z)/z? = 2, i sigui ¢ una funcié fitada.
—r

Demostreu que fg és derivable al punt 0 i calculeu (fg)'(0).

30. Siguin f,g i A tres funcions derivables a tot R, calculeu la funcié derivada de f (g (h2(:1: + 1)))

31. Proveu que I'equacié e* = 1 + z té exactament una solucié real.
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El polinomi de Taylor i aplicacions

1. Trobeu l'equacié de la parabola que aproxima millor en el punt (0,0) a la corba f(z) =
e® In(z + 1).

2. Quants termes s’han de prendre en el desenvolupament de Taylor de la funcié f(z) = In(1 — x)
per obtenir el valor de In0.75 amb error més petit que 1073 ?

2 3
. ¢z
3. Per a quins valors de £ podem calcular 1 + 2 + — + =7 en lloc de e” cometent un error menor

21 3l
que 10747
4. Trobeu el desenvolupament de Taylor d’ordre 3 de la funcié f(z) = % en z = 0.

5. Fent ts de la férmula de Taylor, desenvolupeu el polinomi 23 — 222 4+ 52 — 7 en poteéncies de
(z — 1). Feu el mateix per un altre meétode.

6. Trobeu el polinomi de Taylor de grau dos en 0 de la funcié f(z) = (¢ + :1:)%, per ac # 0, i fiteu
Perror comés en 'aproximacié enelcas ¢ > 01z > 0.

2

7. Fent s dels polinomis de Taylor corresponents, calculeu sin1, sin% i e amb un error més

petit que 1073,

8. Calculeu els limits segiients:

t [e—
a) lim M; b) lim (1 —cos .’.z)zarctanx;
=30 bo z—0 Tsin“zx
1
¢) lim (22% — 3z + 1) tan(rz); d) lim ——;
:c—;% z—0 T
hz — 1) In(1 + ) — & 1 _
e) lim (cos 2 ) In( .a:) . f) lim n(l+2)—z
z—0 z(sinz — arcsinz) =0 1—cos%

9. Sigui f una funcié continua sobre I'interval [0, 1] tal que f(0) =0 i f’(z) és finita i creixent en
l'interval z € (0,1). Proveu que si f és creixent en (0,1) llavors també ho és la funcié g definida

per g(a) = L&)
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10. Determineu els intervals de creixement i decreixement de cada una de les funcions segiients i
trobeu els seus extrems (en el cas que existeixin) en els dominis de definici:

a) f(z) =log(z?-9), |z|>3;
b) f(z)=z34+ax+b zcR;

¢) fz)=z3(z~1)% 0<z<l

11. Trobeu el maxim i el minim de les funcions segiients en els intervals corresponents:

a) f(z) =5z? — 4z + 2 en [0, 3];

.’L‘2

) J(@) = o en [-4,2]
z? -3

D) ) = == en [10,3

12. Sigui f: R — R una funcié dues vegades derivable en R que satisfa: f(1) = 3,f(0) = 2 i
|f"(z)| < 2 per atot z € (0,1). Demostreu que f és estrictament creixent en un entorn de l'origen.
Indicacié: Utilitzeu la férmula de Taylor de grau 1 de la funcié f al voltant de l'origen.

13. Estudieu i representeu graficament les funcions segiients:

a)y=(w—1)2<£—+—2>3; b)y=(m—3

2 m+1)2;
1 1 1 T
=— - _ d) y=—
y=—--—7+—% )y peR
z(z —1) T
— . f —
ey 2417 ) (x —1)(z —3)’
g) y = ¢e'* — &% h) y = 2%~
i)y = (%)% j) y=In(z’ - 3z +2);
k) y=sinz + sm22m; )y = sin(z + 1) — 1.
T
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26. Calculeu els limits segiients:

. e* —cosaw . coszln(z —a)
lim —m—+ Im ————~~
zl—r)% efr — cos Bz’ (8#0), :vl—r)I:m In (e% — e?)
27. Donada la funcié f(z) = vz + 1:

a) Calculeu el polinomi de grau 4 de la funcié f al voltant de P’origen.

b) Fent s del polinomi de Taylor de grau dos, calculeu un valor aproximat de +/1.02 i doneu
una estimaci6 de l’error comes.

28. Sense fer us de la calculadora, digueu quin d’aquests dos nombres és més gran: 1000199 o
1001%%. Indicacié: Utilitzeu la funcié f(z) = (1000 4 )'000-=,

29. Calculeu els extrems relatius de les funcions segiients:
a) f(z) =Inv2z3 4 3z%;
b) g(z) =1/ 22 — 8z + 17.

30. Calculeu els extrems absoluts de la funcié f(z) = |sinz| 4+ x a l'interval [0, 27].

31. Dibuixeu la grafica de la funcié f(z) = &/z%(1 — z).

32. Trobeu el nombre d’arrels reals del polinomi P(z) = z* — 423 — 202 4+ 121 4 b, segons els valors
del parametre b. Indicacié: Estudieu la grafica de la funcid.

33. Sigui g(z) una funcié dues vegades derivable i estrictament positiva a R. Definim la funcié
f(z) = (14 z —23)g(x). Es demana:

a) Estudiar el nombre d’arrels de f(z).

(=) _ gz

b) Trobar els nombres reals tals que =

flz)  glx)

c¢) Demostrar que dins I'interval (—1,1) existeixen com a minim dos punts amb f'(z) = ¢'(z), i
com a minim un amb f’(z) = ¢"(z)

1+ sinz)|

- 1
34. Siguig(z) = [In( per a tot z # 0.

i

a) Pot definir-se g al punt = = 0 de manera que sigui continua?

b) Representeu graficament la funcié f(z) = In(1 + sinz) i, a partir d’ella, representeu
h(z) = [In(1 + sinz)|.

¢) Calculeu el polinomi de Taylor de grau 5 de la funcié f en un entorn del punt zy = 0.
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d) Calculeu de tres maneres diferents el limit segiient:

i In(1 4+ sin a:)
z—0 5

e) Demostreu que 1+ sinz < e® per a tot z € [0, 7/2].

35. A les dues de la tarda un cotxe passa pel punt kilometric 400 de I'autopista A-7 a una velocitat
de 70 Km/h. Deu minuts més tard passa pel punt kilomeétric 425 d’aquesta mateixa autopista a
una velocitat de 80 Km/h.

a) Proveu matematicament que en algun instant la velocitat del cotxe és de 72 Km/h.
b) Fent 1s del teorema del valor mitja sobre la funcié que mesura ’espai recorregut, proveu que
en algun instant aquest cotxe ha superat la velocitat maxima permesa (120 Km/h.)
36. Raoneu la certesa o falsedat de l'afirmacié segiient:
Sigui f : R = R una funcié continua amb f(0) = —11i f(z) > z? si [z| > 3. Aleshores

existeixen a,b € R, a # b que compleixen f(a) = f(b) = 0.

37. Calculeu el polinomi de Taylor de grau n en el punt z = 0 de la funcié

f(x)zln‘/ijz.

38. Dos pobles A i B estan situats a diferents ribes d’un riu:

3 Km

0.5 Km

Un noi que viu a A té una amiga en el poble B i vol anar a veure-la en un temps minim. Trobeu
el cami 6ptim, sabent que el noi neda en linea recta a una velocitat uniforme de 3 Km/h., camina
a una velocitat també uniforme de 5 Km/h. i surt del poble A sempre nedant.

39. Estudieu si el punt z = 0 és un extrem relatiu de les funcions segiients:

2 .
e"1/7° siz £0,

0, siz=0.

a) f(z) = z%sinz, b)g(z) = {
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40. Sigui A(t) l'area del segment circular segiient:

a) Proveu que A(t) = 3 (t —sint). Indicacié: L’area d'un sector circular d’angle ¢ i radi r és

igual a tr?/2.

b) Fent ds del polinomi de Taylor per a la funcié sint, calculeu A(0.1) amb un error més petit
que 1073,

41. Trobeu el valor de X € [0, 1] tal que la distancia AX B sigui minima.
B
A
0 X 1

42. Trobeu els valors reals de a i b pels quals la funcié f(z) = alnz + bz? + z té extrems en z = 1
i z = 2. De quin tipus sén?

43. Fent ts dels polinomis de Taylor de les funcions sinz, cosz 1 €, calculeu a,b,¢,d € R per tal
que
. acosz+bsinz+ce® +d
lim 3 =
z—0 T

1.
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Examen final 19.1.99

1. Quins nombres naturals n satisfan (1 +4)" + (1 —1)" = 0?
. 1
2. Avalueu In (1.1) amb tres decimals exactes. (i.e.: error < 510"3),

3. Sigui f : [-1,1] = [~1,1] definida per f(z) = z%/3.

a) Enuncieu el Teorema de Rolle.
b) Feu un esquema de la grafica de la funcié. Proveu que f(-1) = f(1).

c¢) Existeix ¢ € (—1,1) tal que f'(c) = 0?7 Per qué no contradiu el teorema de Rolle?

4. La funcié H(p) definida per

H(p) = —plnp— (1 —p)In(1l - p), 0<p<l,

mesura el contingut en informacié o entropia d’una font binaria en qué els valors de la font
passen amb probabilitats p i 1 — p. (p.e.: el telégraf que transmet punts i ratlles).

Proveu que el maxim fluxe d’informacié per unitat de temps s’obté quan els valors pi 1 —p
tenen la mateixa proporcié. (i.e.: H(p) té un maxim en p = 1/2).

5. Estudieu la continuitat i la derivabilitat en z = 0 de la funcié

fz) = {2"2’2, si z # 0,

1, siz=0.

30






Examen parcial 3.11.99

1. Determineu els reals dels conjunts segiients:
S;={z|zeR, 22 +z<6} i So={z|zeR, 2¥<1}.

Sén fitats els conjunts S; i Se? Existeixen el suprem, 'infim, el mixim i el minim d’aquests
conjunts? En cas afirmatiu, calculeu-los.

2. Calculeu

2+ 2% \?  |@+4)°
4z

1/5
Lra)y 143 :
514 3= 1 +iv3 |’ ( “‘/g)

3. Sigui f : R — R definida per

91 + 22 .
_ZL'Q——I—”, s1 IIEI > 1;

fle) = I, lz| = 1;

1+vV1-22, |z| <l

a) Calculeu lim f(z) 1 lim f(z).
T—1 T——1
b) Calculeu zgrfoo f(z) i a}BIEIOO ().

¢) Qué podeu concloure de la continuitat d’aquesta funcié? Classifiqueu els punts de
discontinuitat.
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Examen de recuperacio 5.7.2000

1. Resoleu a C lequacié 2% — v/2(8 — 8i)z = 0.

2. Calculeu .
. T —sing
lim ——.
=40 T 4 SInz

En aquest cas no podeu fer Gs de la regla d’'Hopital, expliqueu perque.

3. Sigui f :[~1,5] = R una funci6 continua. Si f(—1) <0 i

a) f(5) > 0, demostreu que la funcié g(z) = f(z) + 5z té almenys un zero a (—1,5).
b) f(5) =7, demostreu que la funcié g(z) = f(z) — 5 té almenys un zero a (-1, 5).
¢) f(5) > 0, podeu afirmar amb seguretat que la funci6 g(z) = f(z) — 5 s’anulla (—1,5)?

4. Determineu i classifiqueu el punts critics de la funcié

f(.’L‘) =e 8z—a(x’+16)
segons els valors del parametre a (a € R). Té asimptotes? Calculeu-les en funcié de a.

5. Valoreu I'error en la formula

mitjangant la férmula de Taylor de €® en el punt zp = 0.
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