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/ntroducció lll 

Introd ucció 

Es present.a en aquest llibre una col·lecció de problemes. la rnajor part d'ells resolts, d'lnves
tigació Operativa Determinista . El problemes s 'han dividit en quatre apartats: problemes de 
modelització, problemes de programació lineal, problemes de programació lineal entera i pro
blemes de programació no lineal. Aquests problemes han eslat elaborats. o adaptats d 'altres 
textes, al llarg deis set anys de docencia de !'autor a les assignatures d'Optimització (Llicenci
atura d'lnformática , ami en dia inexistent), Mcdels Deterministes de la lnvestigació Operativa 
(Enginyeria Informática) i lnvestigació Operativa Determinista (Diplomatura d 'Estadística) . ta
tes elles assignatures de la Universitat Politecnica de Catalunya. Una part importan! d 'aquests 
problemes han aparegut als enunciats d'examens d'aquestes tres assignatures. El símbol "*" al 
costat. del nom del problema indica que es pot. trobar resolt arnb detall, mentre que el simbo! 
"t" indica que s 1ha in el os la se va solució. 

Barcelona. febrer de 1908. 
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1 Problemes de modelhzació 1 

1 Problemes de modelització. 

l. Línies Aeries Condor· . 

La companyia aéria "Línies Aeries Cimdor" (LAC) es dedica a la dist ribució de mercaderies 
amb la sern fl ota d 'avions. Aquesta flota esta formada per 8 avions del tipus 1, 15 avions del 
tipus 2 i 11 avions del t ipus 3. La capacitat, en milers de tones (Kt), deis tres tipus d'avions és 
de 45 per a cada av ió tipus 1, 7 per a cada avió tipus 2 i 5 pe] tipus 3. El programa de vols del 
día d'arni indica que s 'han d 'enviar 20 Kt a la ciutat A i 28 Kt a la ciutat B. Tenint en compte 
la distancia entre la base de LAC i les dues ciutats, cada avió pot fer només un vol diari. 

Els costos (en milers de pessetes) de vol d 'un avió a cada ciut.at són: 

Tipus 1 Tipus 2 Tipus 3 

Ciutat A 230 150 20 

Ciutat B 580 200 38 

Aquests costos no varien si )'avió assignat no transporta la seva ca.pacitat m3.xima. 
La torre de control de l'aeródrom base de la companyia LAC té una capacitat de control 

de transit aeri li mitada. El temps total que la t.orre té reserYat a LAC permet comrolar 
l'enlairament i at.erratge d 'un maxim de 5 avions tipus l. El temps de control d 'un avió tipus 
2 és la meitat del d 'un avió tipus I , i el temps de control d 'un avió tipus 3 és de 1/3 el d"un 
avió tipus l . 

Formuleu el (PLE) que permet obtenir el nombre d'avions de cada t ipus a enviar a cada 
ciutat que minimitza els costos de vol. 

2. Balan~ racial~. 

La ciutat de Middletown té tres escales de secundaria, dos d'elles amb majoria d'estudiants de 
rao;a blanca i una amb majoria d'estudiants de ra<;a negra. La coordinadora d 'escoles d 'aquesta 
ciutat ha decidit modificar l 'assignació d'estudiants a escoles per tal de recluir l'alllament racial 
existent. L'ajuntament disposa de la següent informació sobre els deu districtes en que es 
divideix la ciutat: 

• Per a cada districte, i = 1, ... , 10: 
• n¡': nombre d 'alumnes de ra<;a negra al barrí i. 
• nf: nombre d 'alumnes de ra<;a blanca al barrí i. 

• dj , j = 1, 2, 3: distancia des de cada barrí als tres instituts. 
• Per a cada institut , j = 1, 2, 3: 

• c1 : capacitat escolar de cada institut. 
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La reassignació d'estudiants a escoles es vol fer de forma que la suma de les d istancies a 
recórrer per cada alumne sigui el més petita possible. L ·ajuntament. su posa que el nombre 
<l'estudiants blanc i negres del barrí i assignats a l 'institu t j guarda la proporció de races 
exist.ent al barri d'origen. La nova assignació ha de satisfer un cert balan<; racial que pron1ogui 

la convivencia entre els alumnes de les dues races a la mateixa escala. Per tal d 'aconseguir-ho es 
decideix que la fracció d 'estudiants d 1una ra~a qualsevol a cada escola es mantingui entre certs 
lími ts. Es considera ideal una proporció de 1/2 per a cada ra<;a a cada escola, pero es permet 
una certa desviació B respecte d'aquesta proporció ideal Així dones. s'exigeix que la nova 
<listribució sigui tal que la fracció d 'estudiant.s d 'una ra1a donada a cada escola est.igui entre 
1/2 + B i 1/2 - B. Formuleu aquest problema com un problema de programació matematica. 

3. Industries Alden • 

Les Industries Alelen fabriquen dos productes. Cada producte pot ser fabricat a la máquina 1 
o a la máquina 2. El temps de fab ricació que necessita cada producte en función de la máquina 
on es fabriqui es mostra a la següent taula: 

MAQUINA 1 MAQUINA 2 

PRODUCTE 1 
PRODUCTE 2 

4 h 
7 h 

3 h 
4h 

Cada mes es disposa de 500h de cadascuna de les maquines. S'est.ima que el mercat. pot 
absorbir qualsevol quantitat de producte 1 i 2 fins a un cert. Jímit (demanda maxima) , per sobre 
del qual es perd la producció. Els valors de la demanda maxima i el preu de venda de cada 
pro<lucte, per als proxims dos messos, s'indica en la següent taula: 

DEMANDA MÁXIMA PREU 
(unitats) ( centenars ptas) 

Mes 1 Mes 2 \ les 1 Mes 2 

Producte 1 100 190 55 12 
Producte 2 140 130 65 ~2 

L'object iu de les Industries Alden és maximitzar el benefici obtingut per Ja venda deis dos 
prpoductes durant els próxims dos mesos. Formuleu un programa lineal que permeti resoldre 
aquest. problema. 

4. Estació de bombers 

L'Ajuntament de Barcelona té prevista la construcció d'una nova estació de bombers que 
cubreixi els districtes d 'Horta-Guinardó, St. Andreu i Gracia. L 'Ajuntament disposa deis 
valors del temps de resposta (en minuts) a una alarma produida en un d'aquests tres districtes 
en funció de la ubicació final de l'estació de bombers, i del valor esperat del nombre d 'alarmes 
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1 Problemes d e modelització 3 

diaries a cada districte. Aquestes dades es mostren a la següent taula: 

Alarma a 

Harta Guin. St. Andreu Grácia 

Estació a 
Harta Guin . 5 12 30 
St. Andreu 15 ~ 15 
GrB.c ia 20 20 6 

Promig alarmes : 2 1 3 

Els técnics de l'Ajuntament han de decidir a quin districte construir l'estació de bombers de 
forma que el valor esperat del temps de resposta a totes les alarmes diaries dels tres districtes 
sigui mínim. Formuleu el problema de programació matemática que permet resoldre aquest 
problema. 

5, Pla ntilla companyia Hinder nis• 

La companyia Hindernis dona feina a tres tipus diferents de treballadors, segons la seva 
qualificació: treballadors de classe A, B i C. L'activitat d'aquesta empresa consisteix en la 
reali tzac ió de dos tasques, la tasca tipus 1 i la tipus II . 

Cada treballador esta assignat a un únic tipus de tasca. La tasca tipus 1 pot ser reali tzada 
només per treballadors de cla.sse A, treballant sois. o per equips constitu"its per un treballador 
de classe A i dos treballadors de la classe B. La tasca II pot ser realitzada per treballador 
de la classe A. t reballant sois, de la classe B, treballant sois, o per equips constitu"its per un 
t reballador de la classe B i tres treballadors de la classe C. 

Els treballadors de les classes A, B i C cobren 1000. 500 i 200 ptas/hora respectivament. 
Per tal de cubrir les seves quotes de producció la companyia necessita assegurar cada setmana 

1000 hores de producció assignades a la tasca 1 i 2000 hores de producció assignades a la tasca 11. 
Tots els treballadors treballen 40 hores setmanals, pero en termes de producció, un treballador 
de classe A equiYal a 40 hores de producció setmanals, un de classe B a 30 hores de producció 
setmanals i un de classe e a 20 hores. 

Per restriccions sindicals, es pot contractar un maxim de 30 treballadors de classe A i 40 de 
classe B. A més. els treballadors de la classe C no poden representar més d'un 25% del total de 
t reballadors contractats . 

La companyia Hindernis vol saber quants t reballadors de cada classe ha de constracta r de 
forma que s'assegurin les hores de producció de les tasques 1 i II, es satisfacin les condicions 
sindicals i es minimitzin els costos de la nomina de la plantilla. Formuleu un problema de 
programació matemática que permeti resoldre aquest problema. 

6 . P lantilla companyia de correus· 

Una ofi cina de correus necessita un nombre diferent d 'empleats a temps complet (8h) cada 
dia de la setmana. El nombre d 'empleats a temps complet necessaris cada dia es mostra en la 
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següent taula : 
billuns JI 
Dimarts !'' .) 

Dimecres 1) 

Dijous 19 
Divendres ] .] 

Dissabte lG 
Diumenge 11 

L'oficina de correus pot satisfer la seva demand a diaria de treballadors amb t reballadors a temps 
complet. (TTC) o a temps parcial (TTP). Les normativos laborals est.ableixen el segiient 

1.- Cada treballador (ja sigui TTC o TTP ) ha de t reballar durant cinc dies consecu tius i 
descansar els dos dies següents. AixO Yol dir que . per exemple, un empleat. que treballi 

:..~ de dissabte a dimecres ha de descansar dijous i di,·endres. Un treballador fa sempre 
el mateix torn) és adir. si una setmana comew;a a treballar el dimart s , cada setn1ana 
comen~ara el dimarts. 

2. - Els TTC fan una jornada de vuit hores di aries mentre que els TTP fan una jornada de 
quatre hores diaries. 

3. - Només un 25% del total d 'hores treballades durant. la set.mana poden ser cobertes amb 
TTP. 

4.- Els sous són de 1500 pts/hora pels TTC i 1000 pts/ hora pels TTP. 
Formuleu un problema de programació lineal per t rabar 1 'estratégia de contractació que 

mini-mitzi els costos laborals setmanals de l 'oficina de correus satisfent les seves necessitats 
!abarais di aries d 'acord amb les normatives laborals. 

7. Composició de disolvents• 

Quat.re diso}vents han de ser combinats pera obtenir cert compost c¡uímic. Cada litre d'aquest 
compost ha de contenir , coma mínim, 90ml de clor i el seu contingut en amoníac no pot excedir 
els 4m l. E1 continugut en clor i amoníac de cada disolvent. així com el cost. es most.ren en la 

següent. taula: 
disolvents 

1 2 3 ~ 

Clor (mi/!) 180 120 90 60 
Amoníac (mi/!) 3 2 6 5 

Cost (ptas/l) 16 12 10 11 

Formuleu un problema de programació matematica la sol u ció del qua! proporcioni les propor
cions en que s 'han de mesclar els quatre disolvents per tal d·aconsseguir el compost químic de 
cost mínim que cumpleixi les condicions de contingut en clor i amoníac indicades a l'enunciat . 

8. P aper reciclat• 

Una planta de reciclat de paper transforma paper residual en paper reciclat. El paper residual 
pot consistir en caixes de cartró, paper seda, paper contznu i paper de /libres. La palpa produºida 
s'usa en la fabricació de t res tipus de paper reciclat, dit.s de classe 1,classe 2 i classe 3. Els 
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1 P roblemes de modelització 

preus per tona i el contingut en polpa deis quatre tipus de paper residual són : 

Caixes cartró 
Paper seda 
Paper continu 
Paper llibres 

pts/ Tm 

500 
600 
800 
1000 

Contingut 
en polpa 

15'7c 
20'7c 
30'7c 
40'7c 

5 

El paper residual es pot reciclar mitjani;ant dos processos diferents. dits destintat i dispersió 
d 'asfalt . Les característ iques deis dos processos sindiquen an la següent taula , on la columna 
Polpa p erduda indica la proporció de la polpa continguda al paper residual que es perd durant 
el procés, i el preu per tona processada és el mateix per a qualsernl tipus de paper residual : 

pts/Tm Palpa Capacitat procés 
paper pracessat perduda (Tm/ m es) 

Destintat 2000 10% . 3000 
Dispersió d 'asfalt 1500 15% 3000 

Les pulpes obtingudes a partir deis diferents tipus de paper residual només són aptes per produ'ir 
certes classes de paper reciclat. El tipus de paper residual apte per a cada classe de paper 
reciclat s indica en la següent taula, junt amb la quantitat mensual de polpa apte necessária 
per a satisfer la demanda de cada classe de paper reciclat : 

Caixes Paper Paper Paper D emanda 
Cartró Seda continu llibres (Tm palpa/mes) 

Classe 1 Apte Apte 500 
Classe 2 Apte Apte Apte 500 
C lasse 3 Apte 600 

Formuleu un programa lineal per tal d 'assolir la demanda mensual de paper reciclat minimitzant 
els costos de producció . 

9. Plantilla mobilº 

CSL és una cadena de botigues de servei técnic d 'ordinadors. La previsió de demanda de 
serveis de reparació pels cinc primers mesas de l 'any, mesurada en hores de treball de tecnic 
qualificats, s'indica en la següent taula : 

G en er 1 Febrer 1 Mar~ Abril Maig 

D em anda (h) 6000 1 7000 1 8000 9500 11 000 

( Previsió demanda reparacions ) 

Al comern;ament de febrer treballen a CSL 50 técnics qualificats. Cada técnic qualificat pot 
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treballar fins a 160 hores per mes. Per tal de satisfer la demanda futura s'han de formar nous 
técnics qualificats. El periode de formació d'un nou tecnic qualificat. és de dos mesos, i requereix 
que els técnics qualificats dediquin un cert nombre d 'hores a la supen·isió d 'aquesta formació. 
Durant el prin1er mes cada tecnic en formació ha d'estar supervisat durant 50 hores per tec nics 
qualificats. mentre que el segon mes el nombre d'hores de supervisió és de !Oh. 

Cada técnic qualificat cobra 200000pts/mes. tant si treballa el total de 160h com si no. 
Durant el més de formació, els aspirants a tecnics cobren JOOOOOpts/mes. 

Al final de cada mes un 5% deis técnics qualificats de CSL marxen de !'empresa per anar a 
treballar a d'altres empreses de serveis informatics. 

Formuleu un programa lineal quina solució permeti a CSL minimitzar els costos de personal 
satisfent la demanda de serveis deis próxims cinc mesos. 

10. Silvco• . 

Silicon Valley Corporation (Silvco) fabrica transistors. Una fase molt important de la fabri 
cació de transistors és la mescla deis elements de germani al forn. Malhauradament, els procés 
de mescla proporciona germani amb un grau de qualitat molt variable. Els possibles graus de 
qualitat del germani es classifiquen en Gl (menor qualitat) i G2 (majar qualitat) . 

Existeixen dos métodes que poden ser usats en la mescla del germani de cada transis
tor. El métode 1 té un cost de 5000pts/transsistor mentre que el cost del métode 2 és de 
7000pts/transistor. El percentatge de transistors amb germani de cada grau de qualitat obtin
guts per tots dos métodes es mostra a Ja següent taula: 

QUALITAT 

Defectuós 
Gl 
G2 

Métode 1 Métode 2 

30% 
40% 
30% 

15% 
35% 
50o/c 

Silvco té l'opció de refinar el germani obtingut per mescla de tots o part. deis transistors 
per a intentar millorar la qualitat: El cost de refinar el gemani mesclat d'un transistor és de 
2500pts/transistor. El resultat del procés de refinat es mostra en la següent taula, on s'indica 
el percentatge de transistors de cada grau de qualitat obtingut refinan! els diferents tipus de 
germani producte de la mescla: 

RESULTAT 
REFINAT 

Defectuós 
G l 
G2 

TIPUS DE GERMANI 
REFINAT 

Defectuós 

65% 
30% 
5% 

Gl 

60% 
40% 

El forn de Silvco té capacitat suficient per a mesclar o refinar el germani necessari per a 
20000 transistors al mes. La demanda mensual que ha de satisfer Silvco és de 3000 transistors 
de qualitat Gl i de 2000 transistors de qualitat G2. Formuleu el problema d 'optimització que 
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1 Problemes de modelitzaóó 7 

ha de resoldre Silvco per a minimitzar el cost de producció deis transistors. 

11. Nau industria l" . 

En una nau industrial es vol instal·lar un taller pera fabricar tres tipus diferents de peces de 
planxa rnetal· lica. A. B i C. Les dades de que es disposen són: 

Cost Producció (peces/ h) Maxim Preu 

Pe,a planxa (pts) Premsa Soldadura diari venda (pts/ pe,a) 

A 150 500 15 10000 250 

B 300 1800 80 5000 350 

c 200 150 30 12000 300 

La primera columna conté el cost de la planxa a usar per pe,a acabada. Les produccions 
de les columnes 2 i 3 són per cada maquina, i cada pe~a ha de passar per una pren1sa i una 
soldadura. El máxim diari és un límit que no es desitja passar per raons comercials. Finalment, 
la da.rrera columna indíca el preu de venda de cada pe~a, tenint en compte que el mercat 
absorbeix qualsevol quantitat per sota del maxim diari. 

Cada premsa , un cop instal·lada, ocupa una superficie de 10m2 i necessita per a funcionar 
un premsista i 1/ 4 d 'aprenent (és a dir, un aprenent dona servei a quatre premses). Cada 
instal·lació de soldadura ocupa 12m2 i necessita un soldador i un aprenent. Els aprenents són 
intercanviables entre premses i soldadures. 

El taller , un cop instal·lat, fara cada dia el mat.eix nombre d 'unitats de cada pe,a, i treballara 
amb un únic torn de 8h diaries. 

El cost d'una hora de premsista és de 550pts, el d'una hora de soldador 6.50pts i una hora 
d'aprenent costa 360pts. Per raons laborals no poden treballar al taller més de 400 obrers en 
total. 

La superficie de la nau és de 10.000m2, pero l'espai necessari per passadissos i per magat.zem 
és tal que Ja superficie destinada a maquines no pot ser superior a la quarta part de J'espai 
total. 

Formuleu un problema de programació matematica que permeti determinar la configuració 
del taller que maximitzaels beneficis obtinguts per !'empresa. S'entén per configuració del ta ller 
el conjunt de dades següents: nombre de maquines de cada tipus a instal·lar, nombre d 'obrers 
de cada cat.egoria i producció diaria per a cada tipus de pe,a. 

12. Problema d e fluxos en xarxa de cost mínim 

Consideren el següent problema de programació lineal: 

min 3x12 + 2x13 + 5x14 + 2x23 + Xz4 + 2x34 + 6X43 

s .a . . X12 + X¡3 + X¡4 $ 10 

X23 + Xz4 - X12 = Ü 

X34 - X¡3 - X23 $ -5 

- X43 + X¡ 4 + X21 + X34 ;::: 3 

Xij ;::: 0 \f(i,j) 

a) Reformuleu-lo com a problema de fluxos en xarxes de cost mínim. 
b) Representeu la xarxa associada al problema. 

~ 



8 CoHecció de problemes resolis d'ln\·estigació Operatfra Determinista. 

13. Problema de fluxos en xarxa de cost mínim• 

Formuleu el següent problema de programació lineal com a problema de ftuxos en xarxes 
de cost tnínim : 

(P) min z= 3x12 + 4x13 + 3x23 + 5.r,, + x 41 + 7 .r,3 

s.a.: X¡2 + X¡3 X41 1 

-X12 + X23 + X24 2'. -3 
- X24 + X4¡ + .Z:43 o 
- X 13 X23 X43 2'. -4 

V(i, j) 

14. Problema de fiuxos en xarxa• 

El maxim nombre de vehicles 'que poden viatjar entre qualsernl de les quatre ciutats 1.2,3 
i 4 és de 300 vehicles/hora. Es vol calcular el nombre maxim de vehicles que poden viatjar 
durant un periode de dues hores des de la ciutat 1 fins a la ciutat 4. 

a) A quin ti pus de problema de ftuxos en xarxes correspon aquest enunciat? 
b) Representeu la xarxa associada a aquest problema. 
c) Formuleu el problema de ftuxos en xarxes de cost mínim que resol el problema plantejat. 

15. Equacions de xarxa• 

Expresseu les següents constri'ccions en forma d 'equacions de xarxa i representeu la xarxa 
associada: 

( i' 
1 o o o 

jJ (!)] 
:S 

(~) o -1 1 

-1 1 -1 o :S 
o o o -1 :S 

o ::; x;:S3 i =l. .. . , 6 

16. Models d e fluxos en xarxes. 

L'empresa Machineco disposa de quatre maquines per a realitzar quatre trebal!s. Cada 
maquina ha de ser assignada a un treball. El temps que necessita cada maquina pera completar 
cada treball s'indica a la següent taula: 

Trab.l Trab.2 Trab.3 Trab.4 

Maq.l 14h 5h Bh 7h 
Maq.2 2h 12h 6h 5h 
Maq.3 7h Bh 3h 9h 
Maq.4 2h 4h 6h IOh 

1 Probj~~ 

~la,:..:-=.=== 

Formul=·- ~- : -:o;:
assoc1a¿~ ~ 2......~ 

1 7. \lod~ ::."" = 
L ·e:::;:--""' : 

Denver. _.; -·~--.... 

Den,·e: ::~ :. - • 
de Los A=f "-"" 
les ofer;,,, ~ ·
alguns ie~5.::::~ 

destí fine.~ ~ 

Tasco-.: . - • 
en x arxa q:..-t : -

quin tipus ::~ ;-:: 

18. i\lod~ .:,-, E 

La e:::::;:..::_ J 

d'estab!ir ~=·=<; _ 
escala ;n=7: :. 3' 
les pistes. .:: a.- ~=r. 
s'indica z :=.. 5!'_:; ::_ 

xió Cra::S ~::=-~ 
Represe=;~. • 

19. \!ocE.E ::=::. 
Cna ~:-:: : _ _:-

pel·licL~e;; =~--: :s 
decidi r-!:~;:=~ 
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1 Problemes de modelitzadó 9 

Machineco vol minimitzar el temps total necessari per a completar els quatre treballs. 
Formuleu el programa lineal que perrnet resoldre el problema plantejat. Representeu la xarxa 
associada a aquest problema. De quina mena de problema es tracta? 

17. Models de fluxos en xarxes. 

L 'empresa Tasco fabrica telescopis a dues factories , una situada a Memphis i l'altre a 
Denver. La factoria de Memphis pot produir fins a 150 telescopis cada mes i la factoria de 
Denver fins a 200 telescopis mensuals. Els telescopis es traslladen per via aéria als consumidors 
de Los Angeles i Boston. El consum a cada ciutat és de 130 telescopis cada mes. Degut a 
les ofertes existents de tarifes reduides, Tasco pensa que pot ser rnés barat transportar primer 
alguns telescopis fent. que passin per Nova York o Chicago (o ambdós) i enviar-los deprés al seu 
destí final. El cost d'enviar un telescopi es mostra a la següent taula: 

Memphis Den ver N.Y. Chicago L.A. Boston 

Memphis o 8 13 25 28 
Den ver - o 15 12 26 25 

N.Y - - o 6 16 17 

Chicago - - 6 o 14 16 
L.A. - - - - o 

Boston - - - - o 
Tasco vol minimitzar el cost de transport deis telescopis. Formuleu un problema de ftuxos 

en xarxa que permeti resoldre el problema. Dibuixeu la xarxa associada a aquest problema. A 
quin tipus de problema de ftuxos en xarxa correspon? 

18. Models de fluxos en xarxes. 

La companyia de aerolínies "Fly-By-Night" (FBN) ha de decidir quants vols diaris ha 
d'establir entre Juneau (Alaska) i Dallas (Texas). Els vols que surten de Juneau han de fer 
escala primer a Seattle i després a Los Angeles o Denver. Degut a la capacitat limitada de 
les pistes d 'aterratge deis diferents aeroports FBN té limitat en nombre de vols diaris, segons 
s'indica a la següent taula: 

Vols 

J uneau - Seattle 

Seattle - L.A. 2 

Seattle - Denver 3 

L.A. - Dallas 

Denver - Dallas 2 

Formuleu un problema de fluxos en xarxes que maximitzi el nombre de vols de conne
xió diaris entre Juneau i Dallas. A quin tipus de problema de fluxos en xarxes correspon? 
Representeu la xarxa associada i trobeu una solució "by inspection" (a ull). 

19. Models de fluxos en xarxes. 

U na productora de Hollywood ha de seleccionar els protagonistes masculí i femení de cinc 
pel·licules. Disposa de cinc actors i cinc actrius pero no saben com aparellar-los. Per tal de 
decidir-ho pregunta a cadascú d'ells amb quin actor del sexe contrari estaria disposat a actuar. 
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La següent tau la mostra el resultat de l'enquesta (Sindica que ambdós actors estarien disposats 
a actuar junts) : 

Loni Meryl Katharine Linda Victoria 

Anderson Streep Hepburn Evans Principal 

Kevin Costner s 
Burt Reynolds s 

Tom Selleck s s 
Michael Douglas s s s 

Tom Cruise s s s 
Formuleu un problema de fluxos en xarxes que permeti maximitzar el nombre de parelles 

compatibles formades. Dibuixeu la xarxa associada. De quín tipus de problema de fluxos en 
xarxes es tracta? 

20. Models de fluxos en xarxes. 

Hem comprat un cotxe nou per 1.2 milions de pessetes. El cost de manteniment durant un 
cert any depén de l 'edat del cotxe al principi de l 'any, tal com indica la següent taula: 

Edad Cost Pre u 

(Anys) Manteniment Venda 

o 200.000 

1 400.000 700.000 

2 500.000 600.000 

3 900.000 200.000 

4 1, 200.000 100.000 

5 o 
Per a evitar els elevats costos de manteniment associats a un cotxe vell podem vendre el cotxe 
vell i comprar un de nou. El preu que ens pagarien pel cotxe vell depén de l'edat del cotxe en 
el moment de la venda, i está indicat a la taula anterior. Suposem que el preu que haurem de 
pagar pel cotxe nou , si decidim canviar de cotxe, és de 1.2 milions de pessetes, independentment 
de l'any en que es compri. Formuleu un problema de fluxos en xarxes que permeti minimitzar 
el cost net (preu de compra deis cotxes nous + el preu de manteniment - preu de venda deis 
cotxes vells) deis proxims cinc anys. Representeu la xarxa associada. A quín ti pus de problema 
de flux os en xarxes corres pon? 

21. Models de fluxos en xarxes. 

Actualment, el laboratori de cálcul de la Universitat de Namur pot emmagatzemar 200 
fitxers en disc dur, 100 fitxers en memoriai 300 fitxers en cinta. Els usuaris d 'aquesta universitat 
han d 'emmagatzemar 300 fitxers de text, 100 fitxers executables i 100 fitxers de dad es. Cada 
fitxer de text és llegit pel conjunt total d'usuaris 8 vegades al mes en promig, un fitxer executable 
4 vegades i un fitxer de dades 2 vegades. Considerem que el temps de lectura d'un fitxer depen 
només del ti pus de fitxer i del mitjá d 'emmagatzemament, tal com indica a la següent tau la: 

ti pus de p:=: =- ~ 
22. Modeh ~.,. 

23. J'\!odels Cf' 

Degc: ~ .<X'!: 

algunes es:o._ : 

3). El m ::.:.; : 
B). La le(:s=="" 
contam1:.e:....:.: . .!.. 
traben re<C.::.....-25 

Formuleu = -
amb un c.a>C -

24. M odeh & l 

A l ·es-;;~ .. 
els estudia:::.. - • 
programa.o:: ' -
a comple= ~ ~ 

• Cale:.: 



~~ 
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) 
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1 Problemes de modelització 11 

Temps de lectura (minuts) 

Text Exec. Dades 

Disc 5 4 4 

Memoria 2 1 1 

Cinta 10 8 6 

L 'objectiu del laboratori de calcul és averiguar quina és la distribució de fitxers que mi
nimitza els temps gastat al mes, en promig, pe! conjunt total d 'usuaris de la universitat en 
la lectura deis seus fi txers. Formuleu un problema de !luxas en xarxes que es pugui usar per 
determinar on guardar cada fitxer . Representeu la xarxa ass~ciada a aquest problema. Quín 
tipus de problem a de !luxas en xarxes és? 

22. Models d e programació lineal entera, 

Un fabricant pot vendre un cert producte A amb un benefi ci unitari de 200pts, i un producte 
B amb un benefici uni tari de 500pts. La fabricació d'una unitat de producte A requereix de 
tres unitats de materia primera, i la fabricació d'una unitat de producte B necessita sis unitats 
de materia primera. La quantitat total de materia primera disponible és de 12 unitats. El cost 
fix per fabricació de producte A és de lOOOpts , i el cost fix per fabricació del producte B és de 
2000pts. Formuleu un programa lineal enter que permeti maximitzar els beneficis. 

23. M odels de programació lineal entera, 

Degut a l'excessiva contaminació del riu Miskatonic, l'est at de Arkham planeja construir 
algunes estacions de control de poi u ció. Es pren en consideració tres possibles ubicacions ( 1, 2 i 
3). El municipi d 'Arkham está interessat en el control del nivel! de dos agents contaminants (A i 
B) . La legislació estatal imposa que, coma mínim, siguin eliminades del riu 80000 tones d 'agent 
contaminant A, i un mínim de 50000 tones de l'agent B. Les dades que disposa l'ajuntament es 
traben recollides a la següent taula: 

Quantitat eliminada per 
Cost de Coste de trat. Tm d 'aigua tractada. 

construcció ! Tm aigua Agent A Agent B 

Situació 1 10 mili. 2000 pts. 0.40Tm 0.30Tm 
Situació 2 6 mili . 3000 pts. 0.25Tm 0.20Tm 
Situació 3 4 mili . 4000 pts. 0.20Tm 0.25Tm 

Formuleu un problema de programació lineal entera que permeti satisfer la legislació vigent 
amb un cost mínim. 

24, Models de programació lineal entera, 

A l'especialitat d 'Investigació Operativa de la futura Llicenciatura-d'.Estadística de la UPC, 
els estudiants hauran de completar, coma mínim, dos cursos de ma tematiques, dos cursos de 
programació i dos cursos d 'lnvestigació Operativa. Algunes assignatures poden ser usades per 
a completar més d'una materia, ta) com s'indica a continuació: 

• Cálcul : matemátiques. 
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• 1.0. · rnaternatiques y 1.0. 

• Estructures de Dades : programació i matematiques. 

• Estadistica : matematiques i 1.0. 

• Simulació: 1.0. i programació. 

Programació : programació. 

• Optirnizació : 1.0. i rnaternatiques. 
Forrnuleu un problema de prograrnació lineal entera que minirnitzi el nombre d 'assignatures 

necessaries per a obtenir l'especialitat. 

25. Models de programació lineal entera. 

Una empresa esta considerant la possibilitat d'obrir magatzems a quatre ciutats Nova 
York , Los Angeles, Chicago i Atlanta. Cada magatzem té una capacitat de 100 unitats. El 
cost fix setmanal de mantenir cada magatzem obert és de 40000pts pera N.Y., 50000pts pera 
L.A. , 30000pts pera Chicago i 15000pts pera Atlanta. La regió 1 del país necessita 80 unitats 
setmanals de producte, la regió 2 70 unitats i la regió 3 40 unitats. El cost unitari Cij (que 
inclou la producció i el transport) de distribució desde el magatzem de la ciutat i fins a la regió 
j és: 

Reg 1 Reg. 2 Reg. 3 
N.Y. 2000 4000 5000 

L.A. 4800 1500 2600 

Chicago 2600 3500 1800 

Atlanta 2400 5000 3500 

Formuleu un problema de prograrnació entera que pugui ser usat per a satisfer la demanda tot 
minimitzant els costos setmanals. 

26. Models d e programació lineal ent er a . 

El tecnic de sistemes del Laboratori de Calcul de la F~lE vol accedir a cinc fitxers diferents. 
Hi ha copia d 'aquests fitxers a diverses cintes de backup tal com rnostra la següent taula: 

Cl:"ITES 
3 4 .) 6 7 8 9 10 

Fitxer 1 X X X X X X X 

Fitxer 2 X X 

Fitxer 3 X X X X 

Fitxer 4 X X X 

Fitxer 5 X X X X X X X 

Tarnany (Mb) 30 50 10 20 10 40 30 10 20 20 

Per tal de recuperar els fitxers primer s'ha de fer un volcat de les cintes a clise dur. Aquest 
volcat ha de ser de la cinta completa, no podent-se copiar només una part de la cinta . Formuleu 
un problema de prograrnació lineal entera que determini el conjunt de cintes a volcar de forma 
que s'ocupi el mínim espai en clise i es poguin recuperar tots els fitxers. 

2 Pro bleme5 ~- :r.:::I!= 

2 Prob E 

27. R esol u ció 

a) Troh~ ~--

b) Trobec ;::•" 
e) Trob(- e , -

infac: :=-= 

28. R esoluch5 



=C"'"~.-==st.a-

.~:: .. :e: 

- :'"~~:.:E _ 

: -=-= _.1~ ~~ es:t 

-~ .?=.:=':;eu 
! . .:::;¡,,,: =--~ :"::=la 

2 Problemes de programació Jjneal 

2 Problemes de programació lineal. 

27. Resolució grafica de problemes (PL)" 

Considereu el següent problema de programació lineal (PL): 

(PL}r 
z:::: c'x 

-X¡ +3x2::::: 6 
X¡+ X2 :'.'. J 

2x¡ - X2 ::::'. 10 

x:'.'.0 

a) Trobeu graficarnent la solució de (PL) per e'= [ -3 1 J. Classifiqueu el problema. 
1 ). Classifiqueu el problema. b) Trobeu graficarnent la solució de (PL) per e'= [-2 

13 

e) Trobeu el valor del terme independent de la segona constricció a partir del qua! (PL) seria 
infactible. 

28. Resolució grafica de problemes (PL)' 

Considereu el següent problema de programació lineal (PL): 

(PL}r 
z = c1x 1 +xz 

-X¡+ 3x2 ::::: 6 

X¡+ X2 :'.'. J 

2X¡ - X2 ::::'. JQ 

X:'.'. Ü 

/ 

Trobeu graficament la solució del problema (PL) per als diferentes valors possibles de c1 . 
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29. Transformació a la forma estimdar' . 

Tr¡msformeu el següent problema lineal a la forma eslandar: 

X¡ - 3x2 = -5 

6 S x 1 + x2 - 5x4 '.S 7 
3x , +(X? > 4 ----:rx;- -

x 1 lliure . x2 ? O, X3 S O 

30. Solucions basiques· 

Considereu el següent problema de programació lineal : l mm z = 5x¡ + 3x2 + X3 

s a 

(PL) X¡+ x2 + 3x3 S 6 
5x 1 + 3x2 + 3x3 S 15 

x;::-o 

a) Trobeu tetes les soluciones basiques factibles de (PL). 
b) Trobeu totes les solucions basiques no factibles de (PL). 

31. Solucions basiques' 

Trobeu totes les solucions basiques factibles deis següents problemes: 

a) 

(PL) 1 m~na. :x~ :x~2-=x: 
X¡+ X2 '.S 4 

X¡+ 2X2 '.S 5 

x?O 

32. Fase I' 

b) 

(PL) 

min z = -4x1 + x2 
s.a.: 

3X¡ + Xz = 6 
- X¡+ 2Xz $ 4 

X¡+ 2xz '.S 5 

x ?O 

Considereu un cert problema d 'optimització amb una regió factible definida per les cons
triccions : 

2 Problemes :;_!' -

Calcule:_ : 

33. Simplex _ . ::=.i 

Sigui el - :-: - ~ 

a) Resoleu P :. 
incial fac:. - ~ := 

b) Conside:ó_ ~ :

de la :o:::=:-.. 

fase 1 y:=::""' 
34. Simplex p= 

Resoleu ic. ~-

( P _ 

35. Anhlisi de -- -

Certa i nri~ --:!. ~ 

con su meixen C:e · 
demanda D no c.:~ 
són , respectiva::::.:s. _ 



=~~-:::w:us !a. 

) 

~~ cons-

2 Problemes de programa.ció lineal 

X¡ + 3/ 2x2 $ J2 
4x1 + 2x2 $ 8 

X¡ + X 2 2: 5 

X¡ , X 2 2: 0 

Calculeu , si existeix. una solució factible d 'aquest problema. 

33. Simplex primal en forma matricial i fase r 

Sigui el problema (PL) següent: 

(PL) x::'. ¡ max Z = X¡ + 2x2 

2x1 + x 2 :::; 3 
X¡+ X2 $ 2 

X 2: 0 

15 

a) Resoleu (PL) aplicant l'algorisme del simplex primal en forma matricial a partir de la base 
incial factible Bº = {! , 2) . 

b) Considereu el problema (PL) que s 'obté a partir de (PL) substi tuint la desigualtat "$"' 

de la primera constricció per "2:" . Calculeu una base inicial factible de (PL) aplicant la 
fase 1 del símplex primal en forma tabular. 

34. Simplex primal en forma matricial• 

Resoleu el següent problema amb l'algorisme del simplex primal en forma matricial: 

max z = 14x1 + 12x2 + 3x3 

subj .a : ~X¡ + X 2 + jx3 $ 1125 

(PL) { 
X¡ :::; 1000 

X 2 $ 500 

X3 $ 1500 

X¡ Xz X3 2: o 

35. Anhlisi de solucions • 

Certa indústria fabrica els productes A, B i C. En la fabricació d 'aquests tres productes es 
consumeixen dos tipus de recursos, Rl i R2. A més, !'empresa s'ha compromes a satisfer una 
demanda D no inferior a 15 unitats. Els costos de fabricació d 'una unitat de producte A, By C 
són , respectivament, 10, 2 i 3 milions de pessetes. El problema lineal (PL) que permet calcular 
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les quantitats de producte A (x 1 ), B (x2) i C (x3 ) que minimitzen els costos de producció és: 

min z= l0x 1 + 2x2 + 3x3 

subj.a: 3x 1 + 2.r2 + .t3 ::; 20 RI 
(PL) X¡ + X7 + Zx3 ::; 40 RZ 

X¡ + x, + X3 ::'.'. 15 D 

X¡ x, X3 ::'.'. o 
a) Sense realitzar cap iteració del metode del simplex. comproveu que la producció óptima 

correspón a la base B = {2, 3, 5) , sent x 5 la folga de la restricció R2. La inversa de la base 
és: 

3- 1 = [~1 ~ ~1 ] 
1 -3 

b) Formuleu el dual de (PL). Calculeu el ,·alor de les variables duals i comproveu que el seu 
signe coincideix amb el que apareix en la formulació del problema dual. 

c) Suposseu que, per problemas economics, hem de reduir les despesses de fabricació en 10 mi
lions de pessetes. Si la disponibilitat deis recursos no pot ser modificada, Quina repercussió 
té aquesta mesura en la demanda que podem satisfer? 

d) Quant hauria de disminuir el cost de fabricació del producte A per tal que íos convenient 
la seva producció?. 

e) Formuleu el tableau optim de (PL) sense realitzar cap iteració del simplex. 
f) Suposeu que hem aconseguit reduir els costos de producció de A fins a un valor c1 = 1/2. 

A partir de la solució optima de (PL) , reoptimitzeu per al nou valor de C¡ 

36. Anhlisi de solucions • 

Una certa industria fabrica els productes A, B , C i D. En la fabricació d'aquests tres 
productes es consumeixen tres ti pus de recursos , Rl, R2 i R3. El benefici unitari deis productes 
A , B, C i D és, respectivament , de 200 , 400. 100 i 100 pessetes. El problema lineal (PL) 
que permet calcular les quantitats optimes deis productes A (x¡) B (x2), C (x 3 ) i D (x 4 ) que 
maximitzen els beneficis és: 

min z= 2x1 4x 2 X3 X4 

subj.a: X¡ + 3x2 + X4 ::; 8 Rl 

(PL) 2x1 + x, ::; 6 R2 
x, + 4x3 + X4 ::; 6 R3 

X¡ x2 X3 X4 ::'.'. o 

2 Problemes e~~ 

La base opt:;:;:" - ' 

a) 

b) 

Cons trul:.:-:.• =-
c) Dins de q,_:, - J 

base s· e~ ? :_ 
d ) L'em presc"' ~ 1 

variable = s ::-
recursos ;:--e-: -
a 8 = [10 - ~~ 

E? 

37. Analis i dE ;._ 

En el pee:.~ 

r 
(P:. 

el valor a r o;::.;;:¡ =-~ 
a) Quines va.:¿_: _.,, 

b) Qui ns vC.:c,.; : : l 
c) Si a les e"'=> -

una col~i ..:e
l'Op tim e=:: - _:l'~ 

38. Carboas 

Certes =::-~ 1 

mescla pu h·== 
es dedi ca a la ;:-=•.:
Hulla , Antrcc: : 
so/re 1 mesu::- a: ~ 
per tona de e.a: :·: 
següent taula 
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PL) 
qt:e 

\ 

2 Problemes de programació lineal 

La base óptima d 'aquest problema és s· = { 1, 3, 2}, i la inversa de la matriu basica és: 

[
-1/5 

B·- 1 = - 1/ 10 

2/ 5 

3/5 
1/20 

- 1/5 +J 
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a) Enuncieu el teorema de la folga complementária. Useu aquest teorema per a demostrar la 
optimalitat de la base s·. 

b) Considereu un nou problema lineal (PL) exactament igual al problema (PL) pero amb 
totes les constriccions formulades coma constriccions d 'igualtat. Formuleu (sense resoldre) 
el problema art.ificial (PLa) que permet obtenir una solució basica factible inicial de (PL) . 
Constru'iu-ne el tableau del simplex inicial de (PL0 ) 

c) Dins de quin m arge de valors de b2 (disponibili tat del recurs R2) cont inua sent óptima la 
base B' de (PL)? Quina és la solució óptima si b2 = 20. 

d) L'empresa es plantej a la possibilitat de produir un nou producte E, que associarem a la 
variable xg . El benefici unitari per venda d'aquest producte és de 800ptas . El consum de 
recursos per unitat de producte produi't depén d 'un cert parámetre e i ve donat pe! vector 
as = [ 10- 28 20- 8 1 - 58]'. A partir de quin valor del parametre 8 interessa produir 
E? 

37. Analisi de solucions • 

En el problem a de programació lineal: 

min z= 2x1 + c2x2 + 4x3 + C4 X4 

subj .a : X¡ - 2x2 ::; g 

(PL) ~ 3x 1 + 2x2 - X3 + 6x4 '.S 2 

X¡ + Xz + X3 + X4 = 6 

X¡ Xz X3 X 4 2'. o 
el valor a l'óptim de les variables és xj = 2, x2 = O. xj = 4, x4 = O. 

a) Quines variables formen part de la solució basica optima de (PL), i quin és el seu valor? 
b) Qui ns valors poden tenir c2 i c4 per tal que la sol u ció indicada sigui optima? 
e) Si a les constriccions i funció objectiu hi hagués una nova variable x 5 de cost c5 = 3 i amb 

una columna de coefi cients a5 = [ 8 O 1 ]', determineu si aquesta variable seria basica a 
l 'optim del nou problema plantejat . 

38. Carbons d'Espanya S.A.• 

Certes centrals term iques de producció d'energia electrica usen com a combustible una 
mescla pulveritzada de diferents classes de carbons. L'empresa Carbons d 'Espanya S.A. (CESA) 
es dedica a la producció de carbons mesclats a part ir de quat.re tipus de carbons basics, Lignit , 
Hulla , Antracita i Torba . Les característiques principals d 'aquests carbons són el contingut en 
so/re , mesurat en t ant per cent de la massa, i la capacitat energetica , mesurada en quilotérmies 
per tona de carbó. Les caracteristiques deis quatre carbons basics. i el seu preu s 'indiquen a la 
següent taula : 
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Contingut Capacitat Pre u 

Tipus de Sofre energ€tica compra 

Carbó (%) (Kth/ Tru) (10·1pts/Tm) 

Lignit 2.0 4 o 25 

Hulla 3 o 2.0 30 

Antracita 05 0.8 20 

Torba 7.5 0.5 10 

( Característiques deis carbons basics ) 
Les característiques exigides al carbó de mescla <lepen de les normatives de cada est at . Fer 

a la Comunitat Económica Europea (CEE) , Estats l" nits (EUA), i Japó són les següents 

Contingut Capacitat 

Sofre energ€tica 

Estat (%) (Kth/ Tm) 

CEE ::; 1.5 2'. 2 o 
EUA ::; 1.1 2'. 1.5 
Japó < 2.0 > 2.5 

( Normatives estatals del carbó de mescla) 
El mercat de CESA es restringeix de moment a la CEE. EL programa lineal plantejat 

pel departament d'lnvestigació Operativa d'aquesta empresa per trobar la proporció de mescla 
óptima és : 

mm z= 25x 1 + 30x2 + 20x3 + l0x4 

subj .a : 2x 1 + 3x2 + 0.5x3 + 7.5x4 ::; 1.5 

(PL) 4x1 + 2x2 + 0.8x3 + 0.5X4 2'. 2 
X¡ + X2 + X3 + X4 

x, Xz X3 X4 2'. o 
a) Actualment, les proporcions de mescla que CESA fa servir són x, = 0.290323, x2 

0.225806, x3 = 0.483871 , x4 =O. Demostreu als responsables de producció que aquesta no 
és la millor proporció possible. La inversa de la base 8 = { 3, 1, 2} és: 

[
-032258 

-0.1935 

0.5161 

- 0.16129 

0.40322 

-0.24193 

1.29032 ] 
-0.22580 

- 0.06451 

b) Usant un paquet de programació lineal heu resolt el problema (PL). obtenint el següent 
tableau óptim : 

sent la ;;:-.7--::l. 

A paru : ::~ 1. 5-

sírn plex 

pagarien :::: :-;:: -
internac:::=.=-. -=' 
ha u ria c ·ex; :- !.: 

39. Indust rial ::.: -

Industria, :.• ' 
formatge u~-~=·
de cabra i de :,.: - :::.< 

t.aula: 

Llet cabra 

Llet º'·ella 

A més . pe 1 ~ 

a mínim. sba.:: :. ~ 
la producció e~- - ' 
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X¡ Xo - X3 X4 - X5 X6 

o 0.328 1 o -0.153 0.24 1 0.558 
r· = 1 0.400 o o 0.013 -0.306 0.381 

o 0.271 o 1 0. 140 o 066 0.061 

o 10.711 o o 1.335 2.188 -21.291 

se11t la inversa de la base optima B· - 1 = 0.01312 0.30634 - 0.25164 [
- 0. 15317 -0.24070 1.26914 ] 

0.14004 - O 06564 - 0.01750 
A partir de la solució de l'apartat a) arribeu a aquesta solució iterant amb l'algorisme del 
símplex. 

e) Cenyint.-nos a la producció pera la CEE, si CESA tingués l'opció de comprar a 150000 
pts/Tm un nou tipus de carbó basic amb un 1% de contingut en sofre i l Kth/Tm, interes
saria canviar la proporció de mescla Optima corresponent a T* per incloure aquest nou 
carbó? J ust.ifiqueu la resposta. 

d) CESA vol ampliar el seu mercat i es planteja exportar als EUA i al Japó, acomodant 
les característiques del carbó de mescla a la legislació d 'aquest estats. Tots dos paissos 
pagarien a CESA el mateix preu per tona de carbó de mescla. Si , per raons d'estrat.égia 
internacional, només es vol exportar a un d'aquests dos pa!ssos, a quin deis dos pa.issos 
hauria d 'exportar CESA? Justifiqueu la resposta. 

39. Industria l d e Formatges S.A.• 

industrial de Formatges S.A. (IFSA) és una empresa que es dedica a elaborar tres tipus de 
formatge uti llitzant llet de cabra i d 'ovella. Per al proxim mes es disposa de 850 litres de llet 
de cabra i de 900 de !!et d 'ovella. Els coeficients tecnologics i els costos s'indiquen a la següent 
taula: 

Formatge 1 (x¡) Formatge 2 (x2) Formatge 3 (x3) 

Quant. Cost Quant. Cost Quant. Cost 

Pts./ litre (l. /formatge) (Pts) (1./formatge) (Pts) (1. / formatge) (Pts) 

Llet cabra 20 5 100 2 40 1 20 

Llet ovella 10 1 10 2 20 4 40 

Altres costos 50 50 100 

Total costos unit. 160 110 160 

Preu venda unit. 190 170 180 

Benefi ci unitari 30 60 20 

A més, per a garantir els !loes de treball que té !'empresa , la direcció ha decidit que, com 
a mínim , s 'han d 'elaborar un total de 400 formatges. El programa lineal que permet calcular 
la producció optima és: 
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min z= 30x1 60,-, 20.r3 

subj.a: 5x 1 + 21·~ + X3 ::; 850 
(PL) X¡ + 2r:,i + 4x3 ::; 900 

X¡ + J.':_¡ + X3 2: 400 

"1 ,., X3 2: o 
La resolució de (P L) proporciona la planificació de producció óptima que es dedueix de la 

següent taula: 

X¡ x2 X3 X4 X5 J.' I) 

3/ 2 o -1/2 1/2 o 1 25 
-4 o 3 -1 1 o 50 

5/2 1 1/2 1/2 o o 425 

120 o 10 30 o o 25500 

a) Ens ofereixen la possibilitat de comprar llet de cabra per sobre deis 8501 inicials a 60 
pts/li tre. Estariem disposats a comprar?. Quin és el preu m3.xim que estarien1 disposats a 
pagar per un litre addicional de llet de éabra? 

b) Es modificaria d 'alguna forma la planificació de la producció si no es t ingués en compte la 
tercera constricció? Raoneu la vostra resposta. 

e) Si el preu de venda del formatge 1 passes a ser de 320pts, quina seria la nova planificació 
de producció óptima? 

d) Sota quina circumstancia es podria obtenir una planificació óptima on es produissin con
juntament el formatge de tipus 2 i el de tipus 3 sense que es modifiques el benefici total de 
la solució actual? 

40. Cornpanyia petrolífera ASPEC. • 

Una companyia petrolífera ASPEC ha de determinar la producció óptima diaria, en dm3 / di a, 
de petroli cru (xi), fue! de qüalitat baixa (x2) i fue! de qüalitat alta (x3 ) . Per a obtenir els 
valors óptims de X¡ , x2 i x3, el departament d 'lnvestigació Operativa d'ASPEC ha formulat i 
definit dins del programa LINDO el següent programa lineal: 

MIN - O. 5 XI - 2. 5 X2 - 3 X3 
SUBJECT TO 

END 

REF.) 

EMB.) 

DEM.) XI+ 

0 . 75 X2 + X3 <= 
12 -+- 1.5 X3 <= 
X2 + X3 = 

20 

10 

on REF . té en compte la capacitat maxima diaria de la planta de refinat de la companyia , en 
hores/dia, EMB . indica la capacitat, també en hores/dia, de la planta d'embassat deis productes. 
Finalment, DEM. indica la demanda diaria conjunta deis tres productes. El valor de la funció 
objectiu representa els beneficis diaris de ASPEC, canviats de signe, en milions de pt.s. 

La solució que proporciona LINDO a aquest problema és: 

2 Problemes é~ ~ 

LP 

x; 
~' :rJ.: 

'"'' 
e~.., 

NO. r:~~ :::::i:::" 

THE. H.3:.....;.J. 7 

RO'ri '~~ 
1 .t.:.: 

REF . ~ 

EM3 . o:..I l 
DEM . 

a) ASPEC "' ; ,_ 
ref\!,at 0" :i 

seva -ca;:a:..~ · = 

de pes:..¿; ::; ::_ E: 

fu e! pro;~:: -- -
refinat ~ : :. .: ~ 
10 dm3 ::...>. -

41. Formulacié :::.: 

Formule_=.. -

a) 

42. Fase I i ,~- -

Conside._~- .,.. ""1 
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2 Problemes de programació lineal 

LP OPT!MUM FOUND AT STEP 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) -28 000000 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xl . 000000 . 500000 
X2 4. 000000 . 000000 
X3 6. 000000 . 000000 

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
REF. ) . 000000 2 . 000000 
EMB.) 7 . 000000 . 000000 
DEM.) . 000000 1. 000000 

NO. ITERATIONS• 

i el tableau associat a aquesta solució és: 

THE TABLEAU 

ROW (BASIS) Xl X2 X3 SLK 2 SLK 3 
1 ART . 500 .000 .00 0 2 .000 .000 

REF. X3 -3 000 . 000 1. 000 4 000 .000 
EMB. SLK 3 .soo .000 .000 -2 000 1. 000 
DEM. X2 4.000 1.000 .000 -4 000 ·ººº 

28. 000 
6.000 

7 000 
4 .000 

21 

a) ASPEC es planteja la possibilitat d 'invertir en millores en una de les dues plantes, la de 
refinat (REF.) o la d 'embassat (EMB.). L'ampliació de la planta de refinat augmentaria la 
seva capacitat del valor actual 9 h/dia a 9.5 h/dia i necessitaria una inversió de 1.5 milions 
de pessetes. L'ampliació de la planta d 'embassat també requereix 1.5 milions de pessetes 
i augmentaria la seva capacitat del valor actual 20 h/ dia a 22 h/ dia. Indiqueu a quina 
planta interessa realitzar la rnillora i per quina raó. 

b) ASPEC es planteja la producció d 'un nou fuel de molt alta qüalitat. La venda d 'aquest 
fuel proporcionaria uns beneficis de 6 milions de pessetes per dm 3 venut, necessitant 2h de 
refinat i 1.5 d'embassat. La demanda conjunta deis quatre productes continuaria sent de 
JO dm3 /dia. Interessa la producció d 'aquest nou fuel? 

41. Formulació de problemes dualsº. 

Formuleu el problema dual deis primals següenls: 

a) 

(PL) ¡ ~':. 
z = 2x1 + x2 

X¡+ X2 = 2 

2x1 - X2 2'. 3 
X¡ - X2 '.:Ó J 

X1 2'. Ü 

b) 

(PL) 

42. Fase I i simplex primal i dualº 

mm 

s.a.: 
z = 2x1 + 4x2 + 6x3 

X¡+ X2 + X3 2'. 2 

X¡ - X3 2'. J 

X2 + X3 = J 

2X¡ + X2 '.:Ó 3 

Xz , X3 ~ Ü 

Considereu el següent problema de programació lineal : 
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(PL) 1 ~:: 
z= 28x¡ + 67x2 + 12x3 + 35x4 

X¡ + 2x2 + X4 2'. 17 

2x 1 + 5x2 + X3 + 2x4 2'. 36 
X¡ + x2 + 3x4 2'. 8 

X; 2'. Ü 'Vi 

a) Comproveu si la base Bº = {1.3 , 7) és optima. Si no ho és , calculeu l'optim de (PL) 

::::::::º::::::e~;, 15::t~:~º-~:b[J~~gor~smr]el simplex. x; correspón a J'escreix de Ja 

1 o -1 
b) Formuleu el problema artificial associat a Ja fase 1 de l'algorisme del simplex. Constru'iu el 

tableau inicial de la fase l. 

matr~::e::c:u:'.~~=e[o~:im~ie (f L])• :::r::p5::ü:n:o:~:::a~· = {J, 2, 7), amb inversa de la 

3 -1 - 1 
e) Considereu la modificació de (PL) consistent en un canvi del terme independent de Ja 

tercera constricció, que passa del valor actual b3 = 8 al nou valor b3 = 16. Continua sent 
optima la bases·= {1, 2, 7}?. Justifiqueu Ja vostra resposta. En cas de resposta negativa, 
reoptimitzeu a partir de s·. 

43. Teorema de la dualitat i anhlisi post-optima· 

Considereu el següent problema lineal : 

min z= -3X¡ + 2x2 X3 

subj.a: - X¡ + 2xz X3 ::; 4 

(PL) X¡ + X2 + X3 ::; 9 
2x 1 x2 X3 ::; 5 

X¡ X2 X3 2'. o 
Sabem que el valor de les variables a l'optim és x1 = 14/ 3 , x2 = O i x3 = 13/3. Anomenaren 

x• a aquesta solució. 
a) Enuncieu del teorema de la folga complementária. Calculeu el valor de les variables duals 

a 1 'optim usant el teorema de la folga complementária. 
b) Enuncieu del teorema de la dua!itat forta. Comproveu que Ja sol u ció primal x• i la dual 

trabada a l'apartat a) satisfan aquest teorema. 
c) Suposeu que, una vegada trobat x• s'introdueix una nova variable X7 al problema original 

(PL) amb cost c7 = -1 i amb una columna donada per l'expressió : 

2 Problemes a~ - -

\ 

c.l ) s . -~- .. 
en::-=:.::.~ 

c.2 ) Se::.___, '•: = 
d"ac:_,,,;-~ 

44. Fase I i e=-

? 

( 

a) Ca lcule:; _:,,_ :-
b) For mu le:..=..::_· 

Si form~.=-- -
seria el seg.Je:.: 

amb : x2 ;:;.::-"-'-'

artificia l de la;:-
e) 

d) La soluci~ =~- -¡_ 
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a;= o [: ] 

c. !) Si reoptimitzessim a partir de x · , per qui ns valors del parametre " la variable x ; 
entraria a la base. 

c.2) Sense fer cap iteració del simplex, formeu la taula óptima corresponent a x ·. A partir 
d'aquesta \aula, reoptimitzeu pe! caso= 1/3. 

44. Fase I i dualitat" 

Considereu el següent problema lineal : 

max z = 4x1 X2 

subj .a: 4x1 + 3x2 2'. 6 
(PL) ~ X¡ + 2x2 ::; 3 

3x1 + X2 = 3 

X ¡ x 2 2'. o 
a) Calculeu una solució básica factible inicial aplicant la fase 1 del simplex. 
b) Formuleu el problema dual associat a (PL) . 

Si form ulessim (PL) com un problema de minimització, el tableau ópt.im que obtindriem 
seria el següent : 

X J X2 X 3 X 4 X5 X 5 

o 1 o 3/5 o -1/5 6/5 
1 o o -1 / 5 o 2/5 3/.) 

o o 1 1 -1 1 o 
o o o 1/ 5 o -7 /5 -18/5 

amb : X 3 escreix de la primera constricció ; x4 folga de la segona constricció ; x 5 variable 
artificial de la primera constricció ; x s variable artificial de la tercera constricció . 

c) Calculeu el va lor de les variables duals de (PL) a partir de la informació continguda a 
!'anterior tableau óptim . No es permet calcular inverses de matrius. 
Sustitu'im ara (PL) pe! següent problema lineal: 

max z= 4x1 - X 2 - X3 

subj .a : 4x1 + 3x2 + X3 2'. 
(PL) X¡ + 2x2 + X3 :S 3 

3x1 + X 2 + X3 = 3 

X¡ X2 X 3 2'. o 
d) La solució óptima de (PL} continua sent óptima per (PL)? 
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3 Problemes de programació lineal entera. 

45. Arbre d'exploració del Branch & Bound. 

Considereu el següent problema de programació lineal entera: 

r" 
z= - 6 X¡ - 5 X2 

s.a . : X¡ + 2 X2 ::; 6 

(PLE) 8 X¡ + 3 x2 ::; 24 

18 X¡ + 14 X2 ::; 63 

X¡ x2 2: o 1 enteras 

L'arbre d 'ex ploració complet de la resolució de (PLE) amb l'algorisme del Branch & Bound 
és: 

.11 , ~] 

~~.:., :·l li 5 

~ \, \~3 

8 
~.:.. =. f(I l.:.,: ·15 

1. , : 1 · ·"'º 
1, = I • ,= 3 

, .. ,::.. 

PEI 
' ·.:. , " 21.Afll ll 

~ ~2 

A~
PE3 '~,"·2126 

1 ~ ~2 

a 
,.,~ V . -

8 Q · ~· ·" 
- ~ 

z,:.,. . 17 
,., .. 2 

i ,:l 

1.• .. l:... 

1.;,.2-\ll ., .. ) 

J.,:O 

,• .. z:,,. 

Les regles de generació de l'arbre han estat: explorar primer la branca de !'esquerra i 
seleccionar subproblemes segons el criteri LIFO. Expliqueu els criteris d'eliminació a cada node 
i dieu quina és la solució optima. 

46. Resolució grafica del les relaxacions lineals. 

Resoleu els següents problemes de programació lineal entera amb el metode del B&B, 
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resolent els subproblemes relaxats gráficament: r .. z = 5 X¡ + 2 X? 

(PLEl) s.a.: 3 X¡ + X? ::; 12 

X¡ + x2 ::; 5 
X¡ X2 2'. o . enteras 

{'"'" 
z= 4 X¡ + X2 

(PLE2) s.a.: X¡ + 4 x2 2'. 5 

3 X¡ + 2 X2 2'. 
X¡ X2 2'. o . enteras 

47. Resolució amb arbre d'exploració incomplet . 

La següent figura mostra un problema de programació lineal entera i el seu r arbre d'exploració 
incomplet: 

(PLE) ¡ ,m:". 
z= 

PE2 

z• = -16 

X~) x.=4 

X2=2 Xs=Ü 

4 X¡ + 
3 X¡ + 

X¡ + 
3 X¡ + 

X¡ 

5 X2 

.r2 2'. 2 

4 X2 2'. ,5 

2 X2 2'. 
X2 2'. o enteras 

z~, =-112/ 10 

El tableau optim de la relaxació lineal del subproblema (PE3) obtingut amb LINDO és: 

3 Problemes de p..-=~ 

R:. -
?. 
P.3 -
?.4 ... 

?.O-• ::J 
- =--P. : --

?.2 - -
P.3 - --
?.4 

on E4 és la ,·ar.~=-=:~ 
blema comple:a!".: - :.:-·
del simplex. Qua:: ~ 

48. Arbre d'ex;:: :c . 

Considereu =· '-= ~ 

(PE 

L'arbre d·explc:?..:: 

a) DescriYiu 

< -l_ -

é-=c --

que s 1ha re.a:_:=:!.: 

b) Durant 1 ·ex~ =~ 

driem asse _:::;_.: -

és ja la soh:: : :"O 

e) Resol e u el p:-c::. 
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THE TABLEAU 
ROW (BASIS) Xl X2 El E2 E3 

ART .000 . 000 . 000 1 . 250 .000 
Rl E1 . 000 .000 1.000 - . 250 . 000 
R2 X2 .000 1. 000 .000 - . 250 . 000 
R3 E3 . 000 . 000 .000 -. 500 1 . 000 
R4 X1 1.000 . 000 .000 .000 .000 

RO\/ E4 
1 2.750 -11 . 750 

R1 -2.750 4. 750 
R2 .250 . 750 
R3 -2 500 .500 
R4 - 1. 000 2.000 

on E4 és la variable d 'excés de la constricció R4 associada a la branca X ¡ 2'. 2. Resoleu el pro
blema completant l"arbre d"exploració, resolent els subproblemes relaxats aplicant l'algorisme 
del simplex. Quan seleccioneu la variable de ramificació, doneu prioritat a les variables reals. 

48. Arbre d 'exploració incomple t • 

Considereu el següent problema de programació lineal entera: ¡ """ z= - X¡ X2 - X3 

(PLE) subj .a: ~XI X2 ::S 
~X2 + X3 ::S 4 

X¡ x, X3 2'. O , enteres 

L'arbre d'exploració incomplet corresponent a aquest problema és: 

X, $ 11 _¡;;F;-¡ z* = - 14 
~'\:/ "' 

x:,.,= ( 34/3 . 8/3 . O\' 

X::~ 2 

W z' =-1375 • -( JI 25 025)' V PIU • XPIC.~- ' .•. 

' ~~3 

PE4 ) zi:,= ~ 1 3 9 
x:,.,= ( 10. 2. 1 )" 
z"' = zl.i_. 

K..,= )15 

a) Descriviu detalladament les iteracions de l"algorisme del ·Branch & Bound mitjan~ant les 
que s'ha realitzat l'exploració de la branca x1 ::S 11. 

b) Durant l'exploració de la branca x 1 ::S 11 s 'ha trobat una incumbent en el node (PE4). Po
driem assegurar. sense necessitat de completar l'arbre d 'exploració, que aquesta incumbent 
és ja la solució optima? Per que? 

c) Resoleu el problema (PLE) completant l'arbre d'exploració. El tableau optim de la rela-
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xació lineal (PEl) és: 

49. Resolució grilfica• 

1 

o 
o 

4/3 2 

1 2/3 o 
o 2 

4/3 34/ 3 

2/3 8/ 3 

2 14 

Considereu el seguent problema de programació lineal entera: 

Trobeu la solució de (PLE), resolent els subproblemes relaxats graficament, i explorant 
primer la branca a.ssociada a la fit.a x¡ ::S l xi J. Feu dues resolucions alternatives, amb dos 
criteris diferents de ramificació: 

a) Ramificant primer en z 1 . 

b) Ramificant primer en zz . 

50. R esolució amb el simplex dual • 

Resoleu el següent problema de programació entera : 

r 
- Z¡ + x2 

sa 2x 1 + Xz :::; 5 

(PLE) 
,., + X2 :::; 15 
X ¡ + 3x2 :::; 3 

X¡ 2: Ü X 2 2: Ü enteres 

El tableau optim de la relaxació lineal de (PLE) és : 

X ¡ Xz X 3 X4 X5 

1 1/2 1/2 o o 5/2 
Tj,m = o 1/2 -1/2 1 o 25/2 

o 7 /2 1/2 o 1 11/2 
o 3/2 1/2 o o 5/2 

Escolliu com a variable de ramificació les variables reals abans que les folgues. Resoleu les 
relaxacions lineals amb l'algorisme del símplex dual. 

3 Prob/emes <!~ ;:~ 

51. R esol u ció "---'..:'. -

(PL E. 

Resoleu e. ~ :: -

52. Resolució --'- 5 

Resoleu ~: ~~"" 

El tablea:. ::- - .:. 

Escolliu e::::- ' = 
Resoleu les r~:ax' 
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51. Resolnció amb el simplex dual • 

Considereu el següent problema de programació entera: ¡ mi" 
z= - X¡ - Xz X 3 

(PLE) subj .a: ~XJ x2 ~ 

~X2 + X3 ~ 

X¡ X2 • X3 2'. O . enteras 

Resoleu el problema (PE). El tableau ópt im de la rel axació lineal de (PE) és: 

X¡ X 2 X3 J.'.1 X 5 

1 o 4/ 3 2 4/3 34/ 3 
o J 2/ 3 o 2/3 8/ 3 

o o J 2 2 14 

52. Resolució amb el simplex dual • 

Resoleu el següent problema de programació entera : 

min X¡ x , 

s.a. : X¡ + X2 ~ 5 

(PLE) { 
5x1 + x2 ~ 15 

X¡ + X2 ~ 3 

X¡ 2: Ü Xz 2: Ü enteres 

El tableau óptim de la relaxació lineal de (PLE) és : 

X1 X "> X3 X4 X5 ~ 

o 1 5/ 4 - 1/4 o 5/2 

T?RI 1 o - 1/ 4 1/4 o 5/ 2 

o o - 3/2 1/2 1 3 

o o 1 o o 5 

Escolliu com a variable de ramificació la variable real amb valor no ent er d'índex menor. 
Resoleu les relaxacions lineals amb l 'algorisme del símplex dual. 
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4 Problemes de programació no lineal. 

53. Mínim analític• 

Trobeu analíticament la solució deis següents problemes d'optimització sense constriccions. 
lndiqueu si existeix sol u ció, si aquesta és única, i el seu carácter {minim local, global, estricte, ... ): 

a) minf(x) = xi+ X~+ X~ - X¡X2 + X2X3 - X¡X3 
b) minf(l:) = e.ri-.ri + er2 -r1 + e.ri + x5 
c) minf(x) = e•i -r, + e•2-r1 

d) minf(x) = e•,-r, + e•1 +•0 

54. Direccions de descen s 

Considereu el problema d'optimització no lineal amb constriccions següent : 

{PNL) min f( x1 , x2) = x1 x2+{x1-x2)3 

s.a: x 1 2: O, x 2 2: O 

Dieu si les direccions d1 = [ -1 1 ]' , d2 = [ 1 2 ]', d3 = [ 3/2 2 ]' són factib les i de descens 
a partir del punt xº = [O 1 ]' pe! problema {PNL) . Justifiqueu la vostra resposta. 

55. Direccio n s d e descens• 

Considereu el problema d 'optimització no lineal amb constriccions següent : 

{PNL) min f{x1 , x2) = {x¡ - 1)2x2 + (x2 - x¡)2 

s.a : x 1 2: O, x2 2: O 

Dieu si les direccions d1 = [2 ü]', d2 = [-2 !]', d3 = [2 2]' . són factibles i de descens 
a partir del punt xº = [ 1 O]' pe! problema (PN2). Justifiqueu la vostra resposta. 

56 . M etode d el gradient i exploració lineal de Fibonacci 

Reali tzeu la primera iteració del métode del gradient aplicat a la resolució del problema: 

{PNL) min f (x¡ , x 2, X3) =xi+ X~ - X~+ X¡X 2X3 
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Preneu coma punt inicial x0 = [~],coma tolerancia de detecció d'optim e= 0.1 i feu 

exploració lineal aproximada per Fibonacci amb N = 4 i interval d'incertessa inicial [0,1]. 

57. Metode del gradient i exploració lineal de Fibonacci' 

Realitzeu la primera iteració del métode del gradient aplicat a la resolució del problema: 

(PNL) min f(x) =xi+ x~ - (xz - x3)3 + x 1x2r3 

Preneu com a punt inicial x 0 = [ ~:] , com a tolerancia de det.ecció d 'optim < = 0.1 i feu 

exploració lineal aproximada per Fibonacci amb N = 4 a l'interval inicial d'incertessa [0,0 .. 5]. 

58. Metode del gradient i exploració lineal de Fibonacci 

Considereu el següent problema d 'optimització no lineal sense constriccions : 

(PNL) min f(x1.x2) = X¡X2 + (x¡ - X2)3 

Feu la primera iteració de 1 'algorisme del gradient aplicat sobre el problema ( PNL) , pre
nent com a punt inicial xº = [ 1 1 ]', com a tolerancia de detecció d'optim < = 0.5 i feu 
exploració lineal aproximada per Fibonacci amb N = 3 i interval inicial d'incert.esa (0,3]. 

59. Metode del gradient i exploració lineal de Fibonaccil 

Considereu el següent problema d 'optimització no lineal sense constriccions : 

(PNL) min f(x¡ , x2) = (x¡ - 1}2x2 + (x2 - x1)2 

Feu la primera iteració de l'algorisme del gradient aplicat sobre el problema (PNL), pre
nent com a punt inicial x 0 = [ 1 2]', com a tolerancia de detecció d 'optim < = 0.5 i feu 
exploració lineal aproximada per Fibonacci amb N = 3 i interval inicial d'incertesa (0,1/2] . 

60. Metode del gradient i exploració lineal exacta i per Fibonacci• 

Donat el següent problema d 'optimització no lineal sense constriccins: 

(PNL) min f( x) =xi+ ~x~ + 2x1x2 - 2x1 - 2x2 

a) Efectueu una passa completa del metode del gradient, partint de x 0 = [ -1 O]' , amb 
tolerancia de detecció d'optim e= 0.5 i fent exploració lineal exacta. 

b) Feu exploració lineal de fibonacci a partir del punt x = ( - 1 O]' en la direcció d = [ 4 4 ]' 
amb N=4. 

61. Metode del gradient i taxa de convergencia! 

Considereu el problema (PNL) consistent en la minimització de la funció f(x) = 2xi -

4 Problemes ~ 

xi+ r ¡ r 3 - 3=:\ =• 
a) Efectuec _:¿ - ' 

li neal ex,,.:;.;.. 
b) Consiée:~- C

con\·e:-s-e
és la 

c) Calcule~ 

(P. ºLJ 

62. Corbes <!!.::.. 

Conside: ~- i 

objectiu f :r = ? = J 

diferencia ble ~~ -- - -
a) A quin ;:_::.; =~ 

b) Calculec ~ 

c) A la vio:"-=~ 

63. Formulaci · - -<' 

Form ! e _ .~ 

d'optimitza:i: ::_: 

amb f : :=:' - E 

64. Condicions Cr 
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a) 
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x; + X1X3 - 3x'> + X3. 

~) Efectueu u-na passa del métode del gradient a partir de x0 = [ 1 1 1 ]' amb exploració 
lineal exacta. 

b) Considereu que l 'aplicació del métode del gradient en Ja resolució de (PNL) a parti r de x 0 

convergeix a un punt extrem x· . És x· la solució del problema (PNL)? Per que? Quina 
és la solució del problem a (PNL)? 

c) Calculeu la lita superior a la taxa de convergencia (3 del métode del gradient aplicat sobre 
(PNL). 

62. Corbes d iferenciables'. 

Considereu la constricció no lineal d 'igualtat h(x~ = O amb h(x ) = xi - x2 i la funció 
objectiu f(x) = ex,¡r,+ll. Sigui S la superficie de IR.- definida per h(x) =O i x(I) la corba 
diferenciable de S que té x 1 (t) =t. 

a) A quín punt de IR.2 correspon x(O)? 
d 

b) Calculeu el valor de dtf(x(t)) pera t =O. 

{ 
rnin f(x) 

e) A la vista del resultat anterior , pot ser x(O) un punt estacionari del problema ? 
s. a: h(x) = O 

63. Formulació d e les condicions de Kuhn i Tucker' 

Formuleu les condicions necessáries de primer ordre de mínim local del següent problema 
d 'optimització no lineal : 

minf(x1, x z) 

s.a . :9¡ (x¡, x2) S b1 

9z(x1, x2);::: b, 

X¡,Xz;::: Ü 

amb f : IR.2 - IR, 91 : IR.2 ~ IR i 9 2: IR.2 ~IR 

64. Condicions de Kuhn i Tucker' 

Considereu el següent problema de programació no lineal: 

r" 
f(x) = (x1 - 1)2 + (x2 - 2)2 

(PNL) subj .a: - X¡ + X2 

X¡ + Xz 

X¡ x , 

;::: - 1 

::; 2 

;::: o 
a) Suposem que s 'ha trobat una solució factible (PNL) que satisfa les condicions necessáries 

de primer ordre (condicions de Kuhn i Tucker). Que podem dir sobre el carácter de m ínim 
local o globa l d'aquesta solució? Justifiqueu la vostra resposta. 

b) Formuleu les condicions de Khun i Tucker del problema (PNL ) . 
c) Resoleu el problema (PNL) usant les condicions de Kuhn i Tucker , sabent que a l 'optim 
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es satisfá que x 1 > O i x 2 > O. 

65 . Condicions de Kuhn i Tuéker• 

Considereu el següent problema de programació no lineal: 

{ 
min 

(PNL) s.a: 
f(x ) = (X ¡X2 - 3)2 - 4x1X2 + 2(X ¡ X3 - 1)3 - lfx2 + 5 x3 

6x1 - 3x2x3 - x5 - 5 '.S O 

x1 + 1x2 + .r~ - 4 :S O 

a) Formuleu Is condicions de Khun i Tucker pe! problema (PNL). 
b) Comproveu si el vector x' =[O -2 l] pot ser un mínirn local del problema (PNL). 

66. Condicions de Kuhn i Tucker 

Considereu el següent problema de programació no lineal arnb constriccions : 

(PNL) min f( X ¡, x2) = X¡X2 + (x ¡ - X2)3 

s.a : (x1 +l)(x2+ l ):S3 

X¡ :'.'. Ü, X 2 :'.'. Ü 

a) Comproveu , a partir de les condicions de Kuhn-Tucker si el punt xº = [ 1 1/ 2 ]' és un 
rnínim local del problema (PNL). 

b) Tenint en compte la regió factible de (PNL), podem dir que es tracta d 'un problema de 
programació convexa? J ustifiqueu la vostra resposta. 

67. Condicions de Kuhn i Tucker i programació convexa· 

Considereu el següent problema de programació no lineal amb constriccions : 

J min 

(PNL) l s .a: 

/(x1 ,x2) = (x , - lfx2 + (x2 - x, )2 

(x1 + J)(x2 + !) + 2xf + 2x~ :S 4 

X¡ :'.'. Ü, X2 :'.'. Ü 

a) Formuleu les condicions de Kuhn-Tucker pel problema (PNL). 
b) Comproveu, a partir de les condicions de Kuhn-Tucker si el punt x 0 = [O 1 ]' és un mínim 

local del problema (PNL). 
c) És (PNL) un problema de programació convexa? Justifiqueu la vostra resposta. 

68. Condicions de Kuhn i Tucker i pla tangent• 

Considereu el problema d 'optimització no lineal següent : 

min 

s.a. 

f(x) = e'•(r,+1) 

xi - X 2 $ -Q 

2xf - 2xf - x2 + 1 '.S O 

Prnblemes d!' ,;::.-:::~ 

a) 

Consider!:' _ : 

VA P.: ~ ~:2 .. 
~-

b) Usant la:.::::::-
és un :=:.::: .: -.:..... -

e) Trobeu u.::~ :.>...""' • -

69. Condicio ::i~ ::.= '°" 
Conside-ce~ =· : 

70. Con dicioru O:;; - -

Co nsidere:.. !:'. ~f 

La solució =· 
grange associa: ,I' 

71. Assu mpció e<= 

?' 

Considereu e. "'T'"' 
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a) Formuleu les condidicions necessaries de primer ordre de (PNL). lndiqueu el procediment 
que s'hauria de seguir si es volgués resoldre (PNL) a partir d 'aquestes condicions. Quina 
seria la dificultat més rellevant d'aquest procés? 
Considereu que GINO mostra la següent informació associada al punt i: 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

1) . 529462 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
Xl -.455418 .000000 
X2 .396285 -.000007 

RO\I SLACK OR SURPLUS ?RICE 
2) .188880 .000000 
3) -.000009 -.241119 

b) Usant la informació proporcionada per GINO, indiqueu si el punt i = [ -.455418 .396285 ]' 
és un mínim local de (PNL). 

c) Trobeu una base del subespai tangent de les constriccions actives sobre i. 

69. Condicions de segon ordre" 

Considereu el problema d'optimització no lineal següent : 

(PNL) s.a. ¡ mm J(x) = e'''''+lJ 

xi - xz ~O 

2xy - 2xi - x2 + 1 2: O 

Comproveu si el punt x· = [-1/2 1/4] és solució del problema (PNL) . 

70. Condicions de segon ordre· 

Considereu el segent problema d 'optimització amb constriccions: 

(PNL) { 
min 

xElR. 3 

subj. a; 

j(x) = X¡X2 

x3+ 1 

h(x) =xi+ xl- X3 - 1 =O 

La sol u ció x· = [ 1 1 1 ]' és un punt estacionari de (PNL) amb multiplicador de La
grange associat >,• = [-1/4]. Comproveu si x• és maxim. mínimo punt de sella de (PNL). 

71. Assumpció de complementarietat estricte 

Considereu el següent problema d'optimització no lineal de dos variables: 

(PNL} { 
mm 

.rER 2 

subj. a: 

1 ? ? 
f(x) = 2(x¡ - x2) 

x2 ~O 
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Comproveu que x .. = (O O]' i µ .. = O satisfan les condicions suficients de segon ordre de n1inim 
local, excepte l 'assumpció de complementarietat estricte. És x• un minim local de (PNL)? 

72. Gradient redult generalitzat' 

Considereu el següent problema d'optimització amb constriccions: 

nlm 

subj. a: 
(PNL) 

? 
X1X--T- x,xs + 3x, - 6x2 - 4x3 - 4x• 

xi 
-f + X2 - X3 + 2X4X5 - X5 = - 2 

3xT 3x~ 7 2 + X2X3 - 2 x 2 + 2 + X5 = 2 

0$X$ [4 4 4 4]' 

Efectueu un pas complet del métode del gradient reduit generalitzat a partir del punt X 0 = 
[ 1 O 3 1 1/2]', t robant: el gradient reduit, la direcció d'exploració, la passa máxima i, 
prenent coma passa optima la meitat de la passa máxima, un nou punt. A cont inuació efectueu 
una passa de projecció del nou punt sobre al hipersuperfície de les constriccions, segons el 
procediment del metode. Comproveu que la direcció d 'exploració obtinguda és de descens. 

73. Gradient redult generalitzat. 

Considereu el següent problema d'optimització no lineal: 

i la sol u ció factible x 0 = [ 1 1 ]'. 

j(x ) = X¡X2 
X3 - 1 

xi+ X~ - X3 = 1 

3x1 + ~ < 5 
2x3 -

a) Comproveu si el punt X 0 pot ser un optim local de (PNL}. 
b) Calculeu la direcció de descens a partir de Xo segons el métode del Gradient lleduú Ge

neralitzat (GRG). 
c) Si s 'itera a partir de x 0 segons el metode del GRG prenent a· = ó/2 sºobté el punt 

x 1 = (15/4 15/8 1/2]'. Realitzeu una passa del procés de projecció de x1 sobre la 
hipersuperficie de les constriccions que aplica el metode GRG. 

74. Gradient redult generalitzat. 

Considereu el següent problema d'optimització no lineal: 

f(x) = X¡Xz 
X3 +] 

xi+ X~ - X3 = 1 

3x1 + ~ < 5 
2x3 -

4 Probleme.s de ;:--.:~ 

a) Enuncieu .a -:.. 
veu aques:~ .:_ 

b) Si s ·aplica - - '
longi t ud::~-:=..:. 

Efect uec 
vari ables :~:~ -
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4 Problemes de programació no lineal 

a) Enuncieu la cond ició d'aturada de l 'algorisme del Gradient Reduú Generalitzat. 
veu aquesta condició pe! problema (PNL) sobre la solució factible x• = [ 1 1 

b) Si s 'aplica una passa del metode del GRG a partir del punt factible x• = [O 2 
longitud de pas o• = 2 s'obté el punt itera\: 

x 1+1 "" [ - 0.11419 1.98611 2.94444]' 

37 

Compro-
! ]' 

3]' amb 

Efectueu una i1eració del procés de retorn a la regió factible a partir de 3x . El vector de 
variables dependents a xk és yk = [ x 1 k x/ ] 
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5 Solucions deis problemes de modelització. 

Solució del problema l. 

• Variables: 
• xl.4: quantitat d·aYions tipus 1 que vols a la ciutat A. 
• 2· 1a: quantitat d·a,·ions tipus 1 que vols a la ciutat B. 
• xzA: quantitat d·a,·ions tipus 2 que vols a la ciutat A. 
• 2·2a: quantitat d·avions tipus 2 que vols a la ciutat B. 
• x3A: quantitat d'aYions tipus 3 que vols a la ciutat A. 
• x3a: quantitat d·aYions tipus 3 que vols a la ciutat B. 

• Funció objectiu: : = 23x1.• + 58x1b + ... + 38x3a 

Constriccions: 

* Nom bre mcixim d'avio 11 s: 

* Demanda: 

X¡A + X¡B $ 8 

xu + xza :S 15 

X3A + X3B $ 11 

45x1A + 7xz.< + 5x3A :::>: 20 
45x 1a + 7x2B + 5x3a :::>: 28 

1 1 1 1 
* Capacitat torre de control: XJA + X!B + 3x2A + 3x2a + 3x3A + 3x3a :S 5 

• Formulació final: 

(P) 

mm z = 23x1A + 58x1b + ... + 38x3a 

s.a.: 

X¡A + X¡B $ 8 

XzA + X2B $ 15 

X3A + X3B $ IJ 

45x1A + 7X2A + 5x3.4 :::>: 20 

4-5x1a + 7xza + 5x3a :::>: 28 
1 1 1 1 

X¡ A + X¡a + 3x2A + 3x2B + 3X3A + 3x3B ::; 5 

X1A , XlB 1X2A,X2B·X3A 1 XJB ~ Q enteres 

39 
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Solució del problema 2. 

• Variables: x;;: nre. d 'alurnnes del districte i assignat.s al centre j (x;; ~ O, enteres). 
No cal distingir entre estudiants blancs i negres ja que. segons l'enunciat. es mantenen les 
rnateixes proporcions que existeixen als district.es. Si es defineixen dues variables diferents 
pera distingir entre races (x1; i x?;) aleshores cal imposar la constricció: 

xi; ni [ ( ni ) l b - ,---n = -.,--b - l - -.,--b .I¡j -
xij + xij n¡ + n.1 n¡ + n¡ 

10 3 

• Funció objectiu: min z = L L d¡ jXij 

i=I j=l 

• Constriccions 
3 

* Escolarització de tots els alumnes: L X¡j = nf +ni 
J=l 

10 

* Capacitat de les escales: L Xij ~ Cj j=l.2,3 
j=l 

--71-'- x'-1. - O ( 
b ) 

n7 + n~ 'J -

i = 1,2 ... , 10 

• Bala119 racial: la proporció d'alumnes blancs i negres al centre j és: 

f(~)Xij 
!~ _ t;;l n¡ + n¡ 

) - 10 

~(-n? )x·· 2i ni+ n~ fJ !;" = ~~-1-0 ___ _ 

LXij 
i=l 

Les constriccions de balan<; racial imposen: 

1 b 1 ) --O<J <-+O 2 - } - 2 

!-e<J"<!+e 2 - } - 2 

j = 1,2,3 (1) 

Donat que s 'ha de satisfer que JJ + f;" = l, el conjunt de constriccions (1) és redundant , 
Ja que: 

! - B < J' => J' < ! + B ) 2 - } } - 2 
1 1 j = 1, 2, 3 
--O<T"=>J'<-+B 2 _Jj J-2 

Així dones, nornés cal imposar les prirneres desigualtats de les constriccions (1 ). Tal 
com s)han expressat aquestes constriccions són no lineals. Cal expressar-les com a 

5 Solucio:rJ 3-~ 

• Form t:.!..a -..: 

So lució del :;:-

• Variableo -
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11) 
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Tal 
55il.:-~ cam a 

5 Solucions deis problemes de modelhzació 

constriccions lineals: 

1 l O ( 1 b ) l - - B < ¡b :;. L - - B - _n_;_ .r · <O 
2 - J i-l 2 n? + nr 1) -

~o l;/j 

J D ! " ~ (1 ni ) -- o < · =ó> ¿ -- B- --- x ·<O 
2 - J i =l 2 n? + nt IJ -

• Formulació final : 

10 3 

min = = LLd¡jXfj 
i=l j=l 

s.a. : LX¡;= n~ +ni 
j=l 

i = 1,2 . .. , 10 
(P) 

2:::}~ 1 Xij $ Cj ) 

10 1 - B - nb x ; . < O . -Lo:1(2 n;'~nf ) J- J-1 ,2,3 

10 ( 1 n · ) o 
L.=1 2 - O - n;' ~ nf X;j $ 

Solució del problem a 3. 

• Variables de decisió: 
* X 11 Quantitat de producte 1 produÜ eJ mes J a Ja maquina J. 
* x 12 : Quantitat de producte 1 prodult el mes 1 a la máquina 2. 
• x2 1 Quantitat de producte 1 prodult el mes 2 a la máquina l. 
* x22 : Quantitat de producte 1 prodult el mes 2 a la máquina 2. 
* y11 Quantitat de producte 2 produi't el mes 1 a la máquina l. 
* Y12 Quantitat de producte 2 prodult el mes 1 a la máquina 2 
* Yn Quantitat de producte 2 produ"it el mes 2 a la máquina l. 
* Yn Quantit at de product.e 2 produ'it el mes 2 a la máquina 2. 

Totes són no negatives. 
• Con striccio n s de disponibilitat d e maquines: 

Máquina 1, mes 1 : 4 X11 + 7 Y11 $ .500 (1 ) 
* Máquina 1, mes 2: 4 X21 + 7 Y21 $ 500 (2) 

* Máquina 2, mes 1 : 3 X1 2 + 4 Y12 $ -500 (3) 
• Maquina 2, mes 2 : 3 xn + 4 Y22 $ 500 (4) 

Constriccions de demanda m.3.xima 
* Producte 1, mes 1 : x11 + X¡ z $ 100 (5) 

* Producte 1, mes 2 : x 21 + x22 $ 190 (6) 
• Producte 2, mes 1 : Y11 + Y12 $ 140 (7) 

• Prod ucte 2, mes 2 : Y11 + Y12 $ 130 (8) 
• Funció objetiu: 

41 
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= = 55(x¡ ¡ + X¡o) + 12(x21 + Xoo) + 65(y11 + Y12) + 32(Y21 + Y22) 

Forn1ulació: ¡ max 

(P) s.a.: 
(1) , .... (8) 

X;j , y ;j 2: 0 , i = l. 2, j = 1, 2 

Solució del problema 5. 

• Variables de decisió: 
• x A treballadors classe A dedicats a la tasca J. 

• XAB grups (1A+2B) dedicats a Is tasca l. 
• YA treballadors classe A dedicats a la tasca II. 
• YB treballadors classe B dedicats a la tasca 11. 
• YBc : grups (IB+3C)ll dedicats a la tasca II. 

Totes les variables són no negatives i enteres. 
• Funció objectiu: minz = lOOOxA + 2000xAB + lOOOy_. + 500y3 + 1100y3c 
• Constriccions: 

• Sindicals: 

" Treballadors classe A: x.4 + XAB +YA :S 30 
t> Treballadors classe B: 2XAB + YB + YBC :S 40 

Trblld 1 C 3 < xA+3XAB+YA+YB+4YBC 
" e a a ors c asse : YBC _ 4 

• H ores de producció: 
" Tasca!: 40xA + IOOXAB 2: 1000 
t> Tasca 11: 40yA + 30y3 + 90YBC 2: 2000 

Forrnulació final: 

min z =l000xA + 2000xAB + IOOOyA + 500y3 + 1 IOOYBc 

suj. a: 

XA +xAB +YA :S 30 

2XAB + YB + YBC :S 40 

(P) XA + 3xAB +YA+ YB - 8y3c 2: o 
40XA + J00XAB 2: J000 

40yA + 30y3 + 90YBC 2: 2000 

enteres 

Solució del problema 6 .. 

• Variables de decisió: 

So/uoo::! .::~ _ 

Ce•·.< 

- =· -

.: = - J 

- J 

El ::~a- : -

El H .. :: ~ 
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• x; nombre de TTC que comencen el seu torn el dia i. sent l'índex 1 l'associat al 
dilluns, el 2 al dimarts, etc. 

• Yi nombre de TTP que comencen el seu torn el dia j. 
Totes les variables són enteres i no negatives . 

• F\mció objectiu 

• Cost se/mana/ deis TTC: 1500 (~) 8 (cfta) 5 ( .pft) L~= l x; (TTC) 

• Cost setmanal dfis TTP: 1000 (~) 4 (cfta) 5 ( fTF) 'LJ=1 YJ (TTP) 

• Funció objectiu : z = 60000 'L;=l x; + 20000 'LJ=1 Yi 
• Constriccions: 

• Necessitats /abarais diaries: Sigui b; , i = 1, .. , i el nombre de TTC necessaris 
cada dia de la setmana. Aixó equival a dir que el dia i-essim a !'oficina de correus 
necessita cobrir 8b; hores de treball. Aquestes hores han de ser cobertes amb els TTC 
i TTP que treballin aquest dia. Fixem-nos en el dilluns, per exemple. Els treballadors 
actius el di lluns seran tots els que no hagin comern;at a treballar en el torn del dimarts 
(descansen diumenge i dilluns) o dimecres (descansen dilluns i dimarts). Així dones, 
la constricció de associada al dilluns és : 

8 x ( T~C) x (TTC dilluns) + 4 x ( T~P) x (TTP dilluns) = 

= [8(x1 + x 4 + x5 + x 6 + x7)]h + [4(y1 +Y• +Ys +Ys+y,)]h?: 8 ( T~c) li(TTC) 

treient les unitats i formulant les equacions de la resta de dies tenim : 

8(x1 +x.+xs+xs+x;) +4(y¡ +y4+Ys+Ys+Y1)?:136 
8(x1+x2 +xs+xs+x1) + 4(y1+Y2 +Ys+Y6+Y1)?:104 
8(x1 +x2+x3 +xs+x1) + 4(y¡ +yz+Y3 +Ys+Y1)?:120 
8(x1 +xz+xJ+x4 +x1) + 4(y1 +Yz+Y3+Y4 +Y1)?:152 
8(x1+xz+x3+x4+xs ) +4(y1+Y2+y3+Y•+Ys )?:112 
8( +x2+x3+x4+xs+xs ) + 4( +yz+y3+y.+ys+Ys )?:128 
8( +x3+x4+xs+xs+x1) + 4( +y3+y~+Ys+Y6+Y1 )?: 88 

• Límit de TTP: El total d'hores treballades per TTP al llarg de la setmana és : 

HTTP = 4 (~) x 5 ( dies ) x nº TTP 
d1a TTP 

El total d 'hores treballades per TTC al llarg de la setmana és : 

( h ) ( dies ) HTTC = 8 día x 5 TTC x nº TTC 

El valor de HTTP no pot excedir el 25% del total d 'hores treballades a la setmana : 

HTTP ::; 0.25(HTTP + HTTC) ~HTTP - !HTTC < O 
4 4 -

Su bstitu!nt per les variables de decisió i simplificant : 
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- 2{x¡ + X2 + xa + X4 + X5 + X6 + X7) + 3(y¡ + Y2 +Ya+ Y•+ Ys + Y6 + Y7 ) :S o 
Formulació final 

min z = 60000(x¡ + X2 + Xa + X4 + X5 + X6 + l' ; ) + 20000(y¡ + Y2 +Ya + Y• + Ys + Y6 + Yr ) 

subj. a : -2(x1 +x2+xa+x.+xs+x6+xr) + 3(y1+Y2+Ya+y,+ys+Y6+Y7 ):S0 
8(x1 +x4+xs+x6+x7) + 4( y¡ +y4 +Ys+Yo+Y7 )2'. 136 
S(x1+x2 +xs+x6+x1) +4(y1+Y2 +YdY6+Yr)2'.104 
8(1;1 +,-2+,.a +x6+x7) + 4(y¡ +Y2+Ya +y6+Y1 )2'.120 
8(1;1 +x2+xa+x. +xr) + 4(y1 +u2+va+Y• +y, )2'.152 
8(r1+x2+xa+x,+xs ) +4(y1+Y2+Ya+Y1+Ys )2'. 112 
8( +x2+x3+x4+xs+x6 ) + 4( +y2+Ya+y,+ys+Y6 )2'.128 
8( +xa+x4+xs+xs+x1) + 4( +va+y,+ys+Ys+y; )2'. 88 

Yt , Y2 . Y3 1 Y4 , Ys , Y6 , y¡ ~O , enteres 

Sol u ció del problema 7. 

• Variables: 
x; 2'. O, i = 1, 2, 3, 4 : proporció en que intervenen els quatre disolvents 

• Funció Objectiu: modelitza el cost per litre del cornpost químic: 

z = 16x1 + l2x2 + 10.ra + l lx4 

• Constriccions: 
• Contingut mínim de clor: 180x1 + 120x2 + 90x3 + 60x4 2'. 90 
• Contingut maxim de amoníac: 3x1 + 2x2 + 6xa + 5x4 :S 4 

• Constrició de rnescla: x 1 + x 2 + Xa + X4 = 1 
• Formulació final: 

j 
min z =16x1 + l2x2 + 10.ra + 1 l x 4 

s.a.: 180x1 + l20x2 + 90.ra + 6Üx4 ~ 90 

(P) 3x1 + 2x2 + 6xa + 5.r4 :S 4 

X¡ + X2 + Xa + X4 = 1 

X ¡, X2, X3 1X4 ? Ü 

Solució del problema 8. 

Variables de decisió 
• x1 ,2: Tm/mes de caixes de cartró destinades a PR classe 2 que es reciclen per destint.at 
• Y1 ,2 : idem, per dispersió d'asfalt. 
• x2,2: Tm/mes de paper seda destinades a PR classe 2 que es reciclen per destintat 
• y2,i: ídem, per dispersió d 'asfalt. 
• xa,1: Tm/mes de paper continu destinades a PR classe 1 que es reciclen per destintat 
• Ya,1: ídem , per dispersió d 'asfalt . 

s Solu,....,~ .:.tCS 

~-

:;.....;: 

res:-= - ~-:::.:: 

- :' .. 

• Form · 

So lució del ;.:-

• Variabl 

i = l.. 

• Funció O __ _ 

• Consc :cc:icx 
• C.aC':. - -



~~~:.a-

- 1- ~ -

- ~" -'- y; -Y6 +Y•) 

~~e=-e:s 

::~ :~rintat 

.,.., .:~ ~~:1:itat 

:-=:: :~rintat 
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• X3,3: Tm/mes de paper continu destinades a PR classe 3 que es reciclen per destintat 
• Y3,3: idem, per dispersió d 'asfalt. 
• X4,1 · Tm/ mes de paper de llibres destinades a PR classe 1 que es reciclen per destintat 
• Y4,l: idern . per dispersió d'asfalt. 
• X4,2: T m/mes de paper de llibres destinades a PR classe 2 que es reciclen per destintat 
• Y4.2' idem . per dispersió d 'asfalt. 

Definim el conjunt de parells d 'indexos corresponents a combinacions aptes de paper 
residual-paper recicla\ : A = { ( 1, 2), (2, 2), (3, 1 ), (3, 3) , (4 , 1), ( 4, 2)) 
Tates les variables són no negatives i continues : x;,;, Yi,j ~ O \f(i, j) E A 

• Funció objectiu: Definim el vector p de preus de paper residual p = [ 500 600 800 1000 ]' . 
L'objectiu del programa lineal sera la minimització de la següent funció de costos de compra 
i processat : = = Lr;,; IEA ( (2000 + pi)x ;,; + ( 1500 + p;)y;,;) 

• Constriccions: 
Constriccio11s de capacita/ del procés: L x 1 ,j :S 3000 L Yi ,j :S 3000 

(i,j )E A (i ,j)EA 

• Constriccions de dem anda: les constriccions de demanda es poden expressar com 
de ~ o de = , puig la funció objectiu pretén minirnitzar una funció de costos. 

0.9(0 .3x3,1 + 0.4x4,¡) + 0.85(0.3y3,1 + 0.4y4,¡) ~ 500 Classe 1 

0.9(0.15x1.2 + 0.2x2,2 + 0.4x4,2) + 0.85(0.15y1,2 + 0.2y2,2 + 0.4y4,2) ~ 500 Classe 2 

0.9(0.3x3,3) + 0.85(0.3y3,3) ~ 600 Classe 3 

• Formulació final : 

min : = L(i,j)EA ((2000 + p;)Xi,j + (1500 + p;)y; ,j) 

s.a.: 

L (i,j)EA Xi,j :$ 3000 

L(i,j )EA Yi,j :$ 3000 
0.27x3,1 + 0.36x4,1 + 0.255y3,1 + 0.34y4,1 ~ 500 

0.135x1,2 + O.l8x2.2 + 0.36x4,2 + 0.1275Y1,2 + 0.17y2,2 + 0.34y4 ,2 ~ 500 

0.27x3.3 + 0.255Y3,3 ~ 600 

Solució del problema 9, 

• Variables de decisió : 

{ 
x; ~ O nre. de técnics qualificats al comen<;ament del mes i . 

i = 1, - - . , 5 y; ~ O nre. de técnics ler mes de formació al comenc;ament del mes i . 

z; ~ O nre. de técnics 2on mes de formació al cornenc;ament del mes ; _ 
x , , Yi , Zi enteres 

• Funció Obje ctiu: Costos laborals: z = L~;l 200000x; + lOOOO(y; + z;) 
• Constriccions: 

• Cada mes els técnis qualificats han de fer frontales hores de demandad; i a la formació 
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de nous tecnics: 

160x; 2: d; + 50y; + !Oz; 

160x; - 50y; - !Oz; 2: d; 
i = !, ... ,5 
i = !, ... ,5 

• Les variables X;, y; i z; han de coordinar-se: 

• Formulació final: 

(P) 

X;= 0.95(x;_¡ + Z¡_¡) X¡= 50 

Z¡ = Yi - 1 

5 

min z = L 200000x; + IOOOO(y; + z;) 
l=l 

s.a 

160x; - 50y; - !Oz; 2: d; ) 

x; - 0.95x;_. ¡ + 0 .. 95:;.-1 =_O 
i = 1, . .. ,5 

Z1 - Y1 - 1 -0 

x¡,y¡ ,Z1 ;::: O, enteres 

X¡= 5Q Z¡ = 0 

Solució del problema 10. 

Variables: 

• x 1 : t.ransist.ors que seran tract.ats pel metode 1 cada mes. 
• x 2 : transistors que seran tractats pel metode 2 cada mes. 

(1) 

(2) 

(3) 

• y0 : transistors de qualidad defectuosa, producte del mét.ode 1 o 2, que es refinen cada 
mes. 

• y1 : transistors de qualidad GI, producte del métode 1 o 2, que es refinen cada mes. 
Tates les variables són no negatives i enteres. 

• Funció objetiu: min z = 5000x¡ + 7000x2 + 2500yo + 2500y1 

• Constriccions: 
• De demanda: 

~ Demanda transistors qualitat G 1 

0.4x1 + 0.35xz + ..___.,_____, 
resultat de Ja mesc!a 

0.3yo ,__,_.., 
refinats D-G 1 

~ Demanda transistors qualitat G2 : 

0.3x1 + 0.5x2 + 
~ 

resultat de Ja mesc!a 

0.05yo 
'-,,,-" 

refinats D-G2 

• Capacita! del forn : x 1 + xz + Yo + y1 $ 20000 

0.4y¡ ,__,_.., 
refinats GI-G2 

+ 0.4y¡ ,__,_.., 
refinats GI-G2 

2: 3000 

2: 2000 

• Hem d'assegurar que no refinem una quantitat de transistors major que la produida 

5 SoluCJGr3 - ::r:: 

Form 

Solució del ¡::; . _-

• Variable. 
• Z_..; : 

.. 1-:- ;. ~ 

t.Oles !~ r.:-- ~ 

• funcióo'"" -~.::: 

• C o n stric · _ 

.. Li-:: :• 

• ¡ ,--,:;, ' • 
• [1-..;..,_ 

'"' Li-.::J.._ 
( " - -- .. -
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(1) 

(2) 

(3) 

~~~....::::.=:::cada 

~~ca..:_~ mes. 

? :;.:::~ 

~ ~=·={! 

_ ~ h produida 
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per la mescla: 

yo $ 0.3x, + 0.15x2 y¡ $ 0.4.r¡ + 0.35x2 

• Formulació final 

(P) 

Solució del problema 11. 

• Variables: 

min z =5000x1 + 7000x2 + 2500yo + 2500y, 

s . a: 

0.4x¡ + 0.35.r2 + 0.30yo -; 0.4y¡ ? 3000 

0.3x1 + 0.50x2 + 0.05yo + 0.4y¡ ? 2000 

.t· 1 + .r2 + Yo + Y1 $ 20000 

0.3x1 + O.J5x2 -yo$ O 

0.4x¡ + 0.35x2 - y1 $O 

x1 , x2,Yo , Y1 ~O enteras 

* :t'A. 1 XB, xc: nre. de peces diarias a fabricar. 
* X p, X 3 : nre. de premses j maquines de soldar a insta}.}ar. 
* Yp· y,, Ya: nre d 'obrers de cada categoria. 

t.otes les variables són enteres i no negatives. 
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• Funció objectiu: max : = (250 - 150)xA + (350 - 300).rB + (300 - 200)xc - 8(550yp + 650y, + 360ya ) 
• Constriccions: 

* Limit de venda: XA $ 10000, XB $ 5000, xc $ 12000 
• Límit d 'espai: lOxp + 12x, $ 10000/ 4 = 2500 
• Limita ció de la producció: 

XA XB XC 

500 + 1800 + 150 $ Bxp 
XA XB XC 
15 + 8iJ + 30 $ Bx .• 

• Limitació del nombre d 'obrers: Yp ? Xp y, ? x, y0 ? xp/ 4+x, Yp + y, + Yo $ 400 
(no seria correcte Ya= xp/4 + x, dones Ya és entera). 
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• Formulació final: 

max 

s.a.: 

(P) 

Solució del problema 13. 

CoHecció de problemes resolts d'lnvesligació Operativa Determinista. 

: = IOOxA + 50xa + IOOxc - 4400yr - 5200y, - 2880y. 

10.rr + 12.i:, :S 2500 

5un + mu+ ffu :::: s.rl' 

TI-+ M + %- :::: s.r, 
Yr;::: xi' 

YJ ~ .r .• 

Ya ;::: Xr / 4+ x .• 

Yr +Y.• +Ya :S 400 

0 :S XA :S 10000 

0 :S X B :S :j000 

o :S xc :S 12000 

J..'p1X" , yp, y,,.!Ja ~ Ü 

XA , xs, .te, x1,, x" , yJ' , Y.• , Ya ent eres 

S'introdueixen els escreixos x 52 i x53 i una constricció addicional associada al nus que 
equilibra la xarxa · 

min z= 3x12 + 4x13 + 3.r23 + 5x24 + :t41 + 7x43 

s.a. : X12 + a·1 3 X4¡ 1 

- X12 + J_' :'.!3 + X24 .r .:i2 - 3 

(P) 
-X24 + X4¡ + X43 o 
- X¡3 r 23 X.13 .l.' 53 -4 

X52 + .r53 6 

Xij ;::: Ü 'v'(i , j) EA 

Solució del problema 14. 

a) Problema de flux máxim. 

b) Xarxa e) Formulació : 

5 Soluc10~ ::;)e..:! 

Solució d8 -~ 

S'han ~ ,:,,.,,_

ar t ifi cial 'l-" - = 

nus l 

nus 2 

nus 3 

nus 4 

nus 5 ,a::= 

La xarxa 35$: - .li..:.i. 

on s 'indica e:: -a 
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-··:t 

_?. ::?..! ;:: _s que 
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X41 

min X4¡ 

s.a. : X4¡ + X J? + X ¡3 + X¡4 = o 
X1:? + J.'24 - o 
X¡3 + X34 = o 
X4¡ X24 X34 X14 - o 

0 '.S X;j '.S 300 , \1( i, j ) op { ( J. 4 ), ( 4, 1)} 

X 14~ 600 0 '.S X¡4 '.S 600 ; 0 '.S X4¡ 

Solució del problema 15. 

S'han d 'afegir variables de folga i incorporar una nova cons1ricció, corresponent a un nus 
artificiaL que sigui suma de totes les constriccions, amb signe can,·iat: 

folgues 

nus 1 1 1 o o o o 1 o o 
nus 2 -1 o - 1 1 1 o o o o 
nus 3 o - 1 1 - 1 o 1 o 1 o 
nus 4 o o o o -1 - 1 o o 

nus 5 (art ificia l) o o o o o o -1 - 1 - 1 

La xarxa associada a les equacions de xarxa (1 ) és: 

,., 

·3 \ • • 
- -;8- - - - -..... { s .. ---... 2 ,, ... 

- - -·':r:g 

on s 'indica en línea puntejada els ares i nus ficticis . 

X¡ 

X2 

X3 

X4 

X5 

X6 

X7 

xs 
X g 

10 

o 
-3 
-5 

- 2 

( 1) 
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6 Solucions deis problemes de programació lineal. 

Solució del problema 27. 

Representem gráficament la regió factible Kpc: 
X, 

'1 

~ X¡ 

JO 

a) La solució es troba al vertex determinat per la intersecció de les rectes r 1 i r3: 

r1 . 

r3: 
-xi.+ 3x.; = 6} r,,. = [36/5). 

2x¡ - X2 = 10 I" 22/5 

El problema és factible amb solució única. 
b) En aquest cas, !'ares ta del polítop associada a la recta r3 és una aresta optima: 

[36/5] [5] X"={xEKPclx=a 2215 +(1-a) O , 1foE [O , I]} 

(PL) és un problema factible amb optims alternatius. 

51 

c) Hem de trobar el valor del terme independent b2 que fa que la recta rz passi pe! punt 
intersecció X de les rectes r1 i r3: 

r2 : X¡ + X2 ::::::: bi lb2 =~+~= ~I 
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Solució del problema 28. 

Representem graficament la regió factible KPL: 

'2 

• C¡ < O: problema jJ.Jimitat: x· = 0 
• C¡ = O: l'aresta associada a la constricció X¡ ;::: o és optima. És un problema amb optims 

alternatius: 

Ü < C¡ < 2: x • = [20 ). 
• C¡ = 2 J'aresta associada a Ja recta r1 és Optima (optims a}ternatius): 

X-= {x 1 x =o[~]+ (1 - o) [~] , 'fo[O, !]} 

H¡ > 2 x• = [~] 

Solució d el problema 29. 

Primer transformarem les constriccions. La primera constricció té el terme independent 
negatiu: es canvia el signe del dos membres: 

-X¡+ 3x2 = 5 

La segona constricció está doblement afilada. Aquesta constricció es pot transformar en 
una constricció d'igualtat afegint una folga x 5 amb fita superior: 

6 s X 1 + Xz - 5x4 s 7 ._. X¡ + X 2 - 5x4 + X5 = 7 Ü '.Ó X5 '.Ó 7 - 6 = J 

La forma estandar no considera fites superiors a les variables: x5 S 1 es t ransforma en una 

6 Soluaac:s ===::.!!I 

constric ~= .: _ 
La ;..e: :=:-.i. 

d 'igualta' 

3=: - - =: 
3: , 

El~:-::::.~ 

L ·ere.: , - - -
de I3 ir:: ::: - -

Ara elim'::.""- :~ 
3x2 - 5 -~ 

D'aques"-Z ::-:=...?. 
constant .:,..: ;. 
formulacé ::- ::5 

X3 =-=3i =_ = 
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~=· Optims 

endent 
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:= 
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constricció d 'igualtat: 
X5 :::; 1 - J'5 + Xó = 1 X6 2: Ü 

La tercera const ricció, no lineal. es pa t. trasformar facilment en un a constricció lineal 
d'igualtat: 

3x , +íx2 _ -3:;:;-- 2: 4 ~ 3x1 + 1x, - 12.r3 $O - 3x 1 + 1x, - 12x3 + x; = O 

El problema que tenim fins ara , passant la funció objectiu de min a max, és: 

(PL) 

min : = -6x1 - 5x, - 3x4 

s.a: 

- X¡+ 3x2 = 5 

X¡ + Xz - 5X4 + X5 = 7 

X5 +x6 = ) 

3x1+7x,- l 2x3+x; =O 

X2 , X4,X5,X6 , Xi ~ Ü 

x 111iure, X3 $O 

X; 2: Ü 

L 'únic que queda per fer és tractar les variables x 1 i X3 . P rimer canviem el signe de la ti ta 
de X3 introduint el canvi de variable i3 = - x3: 

(PL) 

mm z = -6x1 - 5 x2 - 3x4 

s .a.: 

-X¡ + 3x2 = 5 

X¡+ X¡ - 5X4 + X5 = 7 

X5 + X5 = ) 
3x, + 7x2 + l2x3+x1 = O 

2.'21.i3, X4 , 1'5 1 X s 1 X ¡ 2:: Ü 

x 1lliure 

Ara eliminem de la formulació la variable lliure x 1 . De la primera constricció tenim que X¡ 

3x2 - 5. Substituim x 1 per aquesta expressió a tot el problem a: ¡ m in 

s.a .: 

(PL) 

: = -23x2 - 3x4 

4X¡ - 5X4 + X5 = J 2 
X5 + X5 = 1 

l6x2 + ]2x3 + X;= ]5 

X2 , i3,X4,X5 ,X6, X i 2:: Ü 

D 'aquesta forma obtenim un problem a amb una variable i constricció de m enys. Noti's que la 
constant 30 provinent de la substitució x 1 = 3x2 - 5 a la fun ció objectiu s 'ha elimina\ de la 
formu lació, dones no afect a a l result.at . Un cap resolt el problema anterior les transformacions 
x3 = - x3 i x 1 = 3x2 - 5 ens proporcionaran el valor óptim de les variables originals . 
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Solució del problema 30. 

Representem graficament la regió factible Kp i els vértexs associats a les solucions basiques: 
X3 

xJ o solució bilsica factible. 

e so{ució basica infactible. 

Introduim les varibles de folga x4 i Xs: 

(PL} 

a) Solucions básiques factibles: 

s.a. l min 

X 1 + Xz + 3x3 + X4 = 6 

5x¡ + 3J:2 + 3x3 + .rs = 15 

X 2': Ü 

* x~ B = {1.4} .r~ = [::] = B- 1& = [~ ~r [165] [!] :1 = 15 

x;: 8={2,4} x; = [::] =B- 1b= [~ ~r [165] = ¡n :2 = 15 

•x1: B = {2,3} x1=.(:: ] = B- 1 b = [~ !r [1
6
5] [ ~] z3 = 10 

* x!: B = {3,5} .r! = [:: ] = s- 1b = [! ~r L65] [ ~ ] =4 = 2 

*X~ B = {1 ,3} X~ =[::]= s-1b = [~ !r L65] [ 5~3 ] z5 = 20/3 

•x~ : B={4,.5} x~= [x•]=B- 1 b= [ 1 º]- 1
[

6 ]=[ 6 ] z6= 0 
X 5 Ü 1 15 15 

Veiem com ens trobern devant d'un cas d\ma solució amb Optims alternatius: e l conjunt 
solució .r és el segment de recta definit per les solucions basiques x~ i x~, és a dir : . 

. r = {x E IR3 1 x = ox~ + (1 - o )x~, Vo. E [O, I]} 

6 Soluciocs ::.:.e:5 -

b) Sob:.:::..; : ~ 

5= 

5 = 

5 = 

Solu ció de ;:. 

on •: ~ 
cons:::: .J:- -
les fo!~-5 :¿ 

és el oe~~-

-= 5= 

-- : = 

b) Repr~:."-



A~.--minist a . 

:c.: b~iques: 

~ .j 

].) 

.:. .: = ? 

:º = 20/3 

='=o 
~· :--l conj unt 

~.· ~ :=.Gn : 

6 Solucions dels problemes de programació lineal 55 

b) Solucions básiques infactibles: 

*X~ B = {2,5} x~ = [ :: ] = B - 1b = [ 1 º)- l [ 6 ] = [ 6 ] 
3 1 15 -3 l. o 

*X~ B = {3,4} x~ = [ ::] = B -l b = [3 1)-l [6] [ 2.5] 
6 o 15 = -1.5 l. o 

• x~: B= {1,5} x~ = [ : :] = B- 1b = [~ ~r [165) = l-~5 ] 'f.O 

Solució del problema 31. 

a) Representem gráficament la regió fact ible Kp : 

Xl 

X ¡ 

r¡ r2 r3 

on r1 és la recta associada a la primera constriccó, r2 la recta associada a la segona 
constricció i r3 la recta associada a la tercera constricció. Les variables x3 i x4 representaran 
les folgues de la segona i tercera constricció respectivament. En aquest cas, el polítop Kp 
és el segment de recta entre els dos únic punts extrems x1 i x~ : 

* x~: 8 = {1,2,3} , X I -s - r::J [2 1 º]-! [6] 
= B- 1 b = : ~ ~ : [

1/3] 
4/3 , z1 = 31/ 3 
1/3 

* x~ : [X¡ ] [2 Ü º] -! [6] [3] 
B = { l , 3,4),x~= :: =B- 1 b = : ~ ~ : = ~ , z1 = 15 

b) Representem gráficament la regió factible Kp : 
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X1 

r¡ 

r¡ 

r3 

on r· 1 és la recta associada a la primera constriccó. 1·2 la recta associada a la segona cons
t.ricció i r3 la recta associada a la tercera constricció. Les variables X3 i x4 repressent.aran, 
respectivament , les folgues de la segona i tercera constricció. En aquest cas es produeix 
degeneració sobre el v€rtex situat a !'origen de coordenades: n'hi ha tres solucions b3siques 
(x1ª ,x1b i x~c) associades a aquest vertex: 

*X1ª B = {3 , 2}, x1ª = [::] = B- 1& = [~ ~r [~] [~] . z1ª =O 

•x1bB={3,1},x1b=[::J=B- 1 &=[~ :S 1 [~] [~] ,z'b =o 

* x1': B= {3,4}, x1'= [::] =B- 1b= [~ ~r [~] = [~] , z1'=0 

* x~: 8 = {1 ,4} , x~ = [::] = B- 1& = [ :l ~l-I [~] [~] . z" = -8 
*X~ B={l,2},x~= [::] =B- 1 b= [:1 ~r [~] = [ 162/:J ' =3=-6 

Solució del problema 32. 

Per calcular una sol u ció factible apliquem la fase 1 del simplex. Passem a la forma estandar, 
introdu.im una variable artificial a la tercera constricció i iterem amb una funció objectiu z = x 6 , 

on x 6 és la variable artificial : 

X1 -
1 3/2 1 o o o 12 o 1 1 -1/4 o o 10 

Tº -a - GJ 2 o 1 o o 8 T1-ª - 1 [illJ o 1/4 o o 2 
1 1 o o -1 1 8 o 1/2 o -1/4 -1 1 3 

-1 -1 o o 1 o -8 o -1/2 o 1/4 1 o -3 

6 Soluc1oru ~ 

Dona: ~--:: - , ~ 

l'optim de·':-'-"'.' 
solució fac .. :: .:: 

Solució dE:~ ;:. 

a) Pass e::: =· : 

Es re c.. .. :.:==. 

• Primer-a~: 

J.. Detecc;:ó o== 
2.- Selecc1ó ce r. 

3.- Detecc1 ¿ ;::- · l 

4.. Selecc1ó ce · '" 
Yr o = -~ ! 
Yp q i=::.: . J 
da. 

5.- Can "i de º-'-"" 



ri .=~-:.e:-m1nist a. 

:1 ~;::.2. cons
:"!"::~-e::;.a ran. 

-·?_¿ ~ : :--::dueix 
- :e:.: ::~!ques 

= -! 

,2 =s;andar , 
--:·~=··~.::: = l' 6, 

J. = ~ 

1 
Hl 

2 

3 

f3 

6 Solucions dels problem es de programació lineal 57 

J'¡ X2 ;J.:3 X4 X5 X6 -

-2 o 1 -3/4 o o 6 

T>. 2 1 o 1/2 o o 4 

-1 o o -1/2 -1 1 1 

1 o o 1/ 2 1 o -1 

Donat que rN 2 O, T;I és el tableau óptim del problema artifi cial de la fase l. Hem assolit 
l 'óptim de la fase 1 sense eliminar les infactibilitats (x6 continua sent bii.sica) ~no existeix ca p 
solució factible. 

Solució del problema 33. 

a) Passem el problema a Ja forma estánda r introduú1t les variables de folga X3 i X4 : ¡ min z = x 1 + x, 

s .a 

(PL) 2x1 + x2 + x3 = 3 

X ¡ + X2 + X4 = 2 

x20 

Es realitzen els cálculs previs a l'aplicació de l 'algorisme del simplex : 

[ 2 l l [ 1 - 1 i Bº = {l.2) ~ B= 1 1 ; s - '= - 1 2 

r·~ = c~ - c~B- 1 .N = [O 0) - [-1 -2 J [~l -21 ][~ ~] = [ - 1 3) 

x 8 = B - 1b= [ ~J -n [~] = [:] =YO 
Primera iteració: 

J.- Detecció d 'óptim: rN = [-1 3 ] "f. O ~ no óptim. 
2. - Selecció de la variable d'entrada: 1·3 = - 1 ~ x3 v.n .b. d 'entrada. 

3- Detecc1ó prob. illin11tat.y3 = B- 1a3= [~1 ~1 ] [ ~ ] = [~ 1 ] f O 

4- - Selecció de Ja variable de sortida: 
Ypo . { Yio I } . { / } Y10 - = . m;n - y ;q > O = mm 1 1 = 1 = - ~ p = 1 , B p = 1 ~ x 1 v.b. 
Ypq i =l, - ,3 ,4 Yi q Y 13 

da. 
5.- Canvi de base: B - {3, 2} N - {1,4} 

B = [ 1 l l . s- i = [ 1 - 1] o 1 • o 1 

r~ = [ - 1 O] - [O -2] [~ ~l][ ~ ~ ] = [ ! 2] 

X B = s- t b = [ ~ l 

de sorti-
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• Segona iteració: 
J.- Detecció d'optim: rN = [ 1 2] 2: O=:. loptiml: 

8"={3,2) X ·,, -- [21] 

b) El problema (PL) és 

(PL) ¡ ~~~ :X~ :1

x: :
2 

3 - forma estandar - (PL) s.a.: ¡ min 

X¡+ X2 $ 2 

X 2: Ü 

El problema artificial associat a (PL) és: 

(PLa) s.a.: 

· ¡ min 
Z = X5 

2X¡ + X2 - X3 + X5 = 3 

X¡+ X2 + X4 = 2 

X 2: Ü 

Resolució de (PL0 ) amb el simplex tabular: 

X¡ X2 X3 X4 X5 X¡ X:? X3 

rn -1 o 1 1/2 -1/2 
t~ = o 1 o t.:= o 1/2 1/2 

-2 -1 o o -3 o o 

= = J.'1 + J>2 

2X¡ + X2 - X3 = 3 

XJ + X2 + .t'.:¡ = 2 

X 2: Ü 

J.'4 X5 

o 1/2 3/2 
1 -1/2 1/2 
o o 

r N 2: O =:.opt.im 

La base optima de (PL.), 8~ = {1 , 4}, no conté la variable artificial x 5 =:. 8 = {1 , 4} és 
una base factible pera (PL). El tableau inicial f 0 corresponent a aquesta base es calcula 
a partir de T1: 

X¡ X2 

fO = 
1 1/2 
o 1/2 

o -1/2 

Solució del problema 34. 

Forma estandar: 

X3 

-1/2 
1/2 

1/2 

X4 

o 
1 

o 

3/2 
1/2 

-3/2 

6 Solunóe.3 =.es 

(PL ) 

P rime..-a --

l .- De:;;.::_: -

2.-

3. -

Segona ¡¡_ 

1.- Dete-::=-r-

2. - Selec=-~ 

3.- Derec:,:;: -



~urminista. 

r -=--: 

~ =: - : 3 = 3 

=- - :, = 2 

2 

2 

f ¡ 4) és 

- !.....~ es calcula 

6 So/ucions deis problemes de programaóó lineal 59 

rnin z= - l4x 1 l2xz - 3xa 

subj.a : ~l'¡ + X2 + ~ X3 + X4 :':'. 

(PL) { 
X¡ + X5 :':'. 

Xz + X6 :':'. 
X3 + x, :':'. 

X¡ Xz X3 X4 X5 X6 X7 ~ 

Primera iteració : soluc ió basica inicial factible : B = { 4, 5, 6, 7}, B = J. }/ = { 1, 2. 3} 

1.- Detecció d'optim: ,.'., = [-4 -12 -3] 'f. O ="no óptim 

2. - Selecció variable d 'entrada: 1'¡ = -12 <O=" x2variable d 'entrada. 

3.- Detecció pb. il.limitat : 

" " s-•.," [¡] 'o '' ffi d«<O" ,h. iLlimi•>< 

[
1125] [1] 4-- Selecció de Ja variable de sortida :yo = B- 1 b = 1
5°0°0° ; y2 = ~ 
1500 o 

Ypo . {y'º¡ } . {1125 500} O b d .d - = . mm - Yiq >O =mm -- 1 - = 5 O~ X6 v .. e sorti a 
Ypq •=l.2 ,3,4 Yiq 1 1 

5.- Canvi de base : 

[

l o -1 

8={4,.5 , 2, 7} B-1:= O 1 O o o 1 

o o o !l 
Segona iteració: B= {4 , 5, 2,7}}/= {l , 3,6} 

1.- Detecció d'optim: r~ = [-4 -3 12] l O ="no óptim 

2. - Selecció variable d 'entrada : r 1 = -4 < O=" x 1 variable d'entrada. 

3.- Detecció pb. il.limit.at: 
1 

" • S-'o, • [¡] <O oo ffi d""" 'b iLlimi>>< 

1125 

1000 

500 
1500 

o 
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4- [ 
625 l [ ~ l -1 1000 1 

Selecció de la variable de sortida :yo = B b = 500 ; Y1 = 0 

1500 o 
Yro . { YiO . { 625 1000) 
- = . m;n -/y;q >O} = mm - 1. ,-- = 1000=> 
Ypq •=!.. ,3.4 Yiq 1 2 1 

X5 v.b. de sortida 

5.- Canvi de base : 

B= {4,l , 2, 7) B- 1 [ ~ -]~ ~ ~ i ¡~ ~ ~l 
0010 001 

0001 000 
!l ¡¡ 

Tercera itera ció : B = { 4, 1, 2, 7)N = {3, 5, 6) 

1.- Detecció d 'optim: r;, = [ -3 4 12 ] l O =>no ópt.im 

2.- Selecció variable d 'entrada: r3 = - 3 < O=> x3 variable d 'entrada. 

.J. - Detecció pb. il.limitat : 
1 

~ = B-'•• = [ ! ] <O "ºo '"'°'"b ;Jbrni<•C 

4. - Selecció de la variable de sortida :yo= B- 1b = ¡l;:O;l ; Y3 = [ ~ ] 
1500 1 

-1 

o 
1 

o 

Yro = . m.in { Y;o /y;q > O} = min{ 12
1

5 , l 500) = 375 => X4 v .b. de sortida 
Ypq •=l ,2,3,4 Yiq 1 3 1 

5.- Canvi de base : 

B = {3, ! , 2, 7) B - 1 . - [ ~ O ~ ~i [ ~ 
~3 ~ ~ ~ ~ 

- ~ -1 

1 o 
o 
o o 

Quarta iteració : B = {3, 1, 2, 7)N = {4, 5, 6) 

1.- Detecció d 'optim: r;, = (9 -~ 3] l O =>no óptim 

2.- Selecció variable d'entrada: r 5 = -~ < O=> x 5 variable d 'entrada . 

. J.- Detecció pb. iJ.Jimitat: 

!l 

6 Solucio.:.s~ 

5. -

Qwn":..a r:;_ 

Solució d el ;:-

a ) r na ~-=- - --

r , = _: ... 
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..... ~::.1¿.a 

!l 

-.... ::a 

-,3 ¡¡ 

6 Soluóons dels problemes de progra.mació lineal 61 

4 -

[ -~] Ys = B- 1as = i '{O no es de1ec1a pb. il.limitat 

375 

Selecció de Ja variable de sortida :yo= s- 1b = [1
5°0ºi] : Ys = 
1125 

¡-¡l] 
Ypo . Yio . 1000 1125 
- = . mm {-/y;9 >O} = mm{--. - 1- ) = 750:; 
Yrq •=1 ,2,3 ,< Yiq l 3 2 

x 7 v.b. de sortida 

5.- Canvi de base : 

[
l o o l 1 [ 3 

B={3, l , 2,5} s - 1 := ~ ~ ~ - 01 ~ 
o o o ~ - 3 

-~ -3 
1 

o 
3 
2' 

o 
1 

3 
~] = [ ~ 
1 -2 

o o 1 l - 2 - ~ 
o 1 o 

2 2 
'3 

Quinta iteració: B = {3, 1, 2, 5)N = {4, 6. i} 

l .- Detecció d 'optim: r'.y = [8 4 j J 2'. O :; optim 

Xa= B - 1b = [x3 X¡ x 2 xs J'=[1500 250 500 750]' 

Solució d el p roblema 35. 

a ) Una solució basica és optima si és factible primal i dual. 
Factibilit.at primal: la solució basica X= [xs 1 o]' amb Xs = s- 1b satisfa Ax = b 
per const.rucció. Sera factible primal si x a 2'. O 

[ 
1 o - 1 ] [ 20] [ 5 ] x 8 = B- 1b = - 1 O 2 40 = 10 Xa 2'. O:; factible primal. 
l 1 - 3 15 15 

Factibilit.at dual: x = [ x s O]' sera factible dual si r N 2'. O : 

[ 1 o -1] 
<=c~ ->.'N >.'=c~B- 1 = [ 2 3 O] -1 O 2 =[-1 O 4) 

1 l - 3 

[
3 1 o ] 

r~ = [IO O O ) - ( - 1 O 4) 1 O O = [9 1 4 ) 2'.0:; factible Dual 

1 o - 1 
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b) 
max Z¡o) = 20>.1 
' 

+ 40>.2 + 15,),3 

subj.a: 3>.1 + >.2 + >.3 :S 10 

(D) 
2>. 1 + >.2 + >.3 :S 2 

>.1 + 2>.2 + >.3 :S 3 

>.1 >.2 :S o 
>.3 2: o 

El valor de les variables duals ), ja ha estat calculat a l'apartat anterior: 

{ >.1 = -1 < O correcto 

),' = [-1 o 4] >.2 = O :S O correcto 

A3 = 4 2: O correcto 

c) Desitgem provocar una disminució deis costos de 10 unitats, és a dir . .él. : = - 10. El 
valor de la fun ció objectiu pot ser modificat a t.ravés de variacions del vector de termes 
independents. No es permet de modificar les dues primeres components, la qua! cosa obliga 
a disminuir el valor de la funció objectiu modificant b3: 

~z = ),' ~b = [ -1 4][ ~ ]=42.b3=-10 => ~b3=-2.5 
ilb3 

La disminució de z repercuteix en la demanda que es por satisfer , fent que disminueixi fins 
a un valor de b3 = b3 + ~b3 = 12.5. Aquest nou valor de b3 conserva la fact.ibilitat prim al: 

2: O => factible Primal 

d) La modificació de c1 només pot afectar al cost reduü de la variable X¡. donat que no és 
basica. Convé produir x 1 a partir del valor de c1 que provoqui un cost reduit negatiu: 

r¡ =c1 - >.'a1= c1 -[ - l O 4]UJ = c1 - l < O C¡ < ] 

c1 haura de disminuir per sota de c1 = 1 per tal que convingui la seva fabricació. 

e) El ta bleau del simplex associat a la base B és: 

T = 

o r'.v =e~ - A' N - zo 

6 Soluoo=s - lle9 

En e.--~~• 

}" = 

' r ., 

f) Dona: : - - = 
El ce,--;;-,.:: -

J .. 

2.· 

3.-

Com ~-' - . • 
sim;; ~e.x ;-

11: = ~-

4.- Se!e-cc.é ~---

!:r-:-: 
-

5. - Cann ;;, .::"-"' 

Segona ÍI.=. 

1.- Detec=' : = 



:Je.terminista. 

~ = - 10. El 
~-=i de termes 
:-,:i.. : o<..<1 obliga 

-~ j 

~::::meix i fins 
;.-at pri mal: 

~ ?:-_-nal 

.a: que no és 
... :if-6ar iu: 

6 Solucions dels problemes de programa.óó lineal 63 

En el nostre cas: 

[ 1 o -1] [3 
y= -1 o 2 1 o 

1 1 -3 1 o 
~ ] = [--21 ~1 ~2] 

- 1 1 1 3 
Yo = Xe = [;j~J 

h 

r'.-, = [9 4] -.:o ::::: -C~Xa::::: - 40 

Xt X2 X3 X4 X5 X6 

2 1 o 1 o 1 5 

T= -1 o 1 -1 o -2 10 

1 o o 1 1 3 15 

9 o o 1 o 4 -40 

f) Donat que x 1 és variable no biisica, un canvi de c1 només pot afectar al seu cost redult. 
El cost redult r 1 associat al valor C¡ = 1/2 és : 

r1= c1 -.X'a1 =1 /2 - [- 1 O 4][:J= l/2 - l =-l/ 2 

Com que r 1 < O, es perd Ja factibilitat primal, sent necessari reoptimitzar aplicant el 
simplex primal: 

Primera iteració : 

1.- Detecció d 'optim: 1·'.-, = [- 1/2 4] "1. o =} no optim 

2.- Selecció variable d'entrada: r 1 = -1/2 < O=:. x1variable d'entrada. 

3.- Detecció pb. il .Jimitat : 

y¡ = s - 1a¡ = [ ~1] f. o no il.limitat 

4.- Selecció \'ariable de sortida X e = [ t~ J ; y¡ = [ ~1] 
Yro . { y;o / } . { 5 15} 5 . -= . mm - y;,>0 =mm -, -=-=:. x2v.b . desort1da 
Ypq •=l,2,3 y;, 2 1 2 

[ 
1/2 o 1/2 ] 

5.- Canvi de base : E= {l,3,5} s - 1 = - 1/ 2 1 -3/2 

1/ 2 o 5/2 

Segona iteració : 

1.- Detecció d'optim : r'.-, = e'.-, - c~B- 1 N = [ t ~ lf ] ?: O =:. optim 

x 8 = B - 1b =[x¡ X3 ;z:5J'=[5/ 2 25/2 25/2]' 
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Solució del problema 36. 

[
-1/5 

a) LasolucióbasicaassociadaalabaseE"és: x~=B"- 1 b = -1 /10 

2/5 
La solució dual associada ax~ és : 

3/5 
1/20 
-1 / 5 

[
-1/5 

-4] - 1/10 

2/5 

3/5 
1/ 20 
- 1/5 

+J = [- 11/ 10 -9/20 

Comprovem ara el teorema de la folga complementaria: 
x;(c; -A'aj) =O i = l , ... , m 

X¡= 2 => C¡-A'O¡ = 0 -2-lx(=rb1)-2x (~)-Ox(f) = -2+2 = O=> 

x2 = 2 => C2-A'a2 = 0 

x3=l=>c3-A'a3=0 , 

A; (bj - aix) =O 

-4-3 X ( =rb1 )-1 X( ~) -1 X (f) = - 4+4 = 0 => 

-l-Ox(=rb1)-0 x (~) -4 x (.::;¡l) = - 1+1 =O => 

A1 = - 11/10 => x s = b¡ - a 1x =O: Xs no básica=> correcte. 
A2 = -9/20 => X6 = b2 - a2x =O: X6 no básica=> correcte. 
A3 = -1/4 => x 7 = b3 - a 3 x = O: x 7 no básica=> correcte. 

b) La formulació del problema artificial {PL0 ) és: 

r·" 
Za= X5 + X6 + X7 

(PLa) subj.a: X¡ + 3x2 + 
2x1 + x2 

x 2 + 4x3 + 
X¡ , X2 , X3, X4 , X5 , X6, 

i el tablau del simplex incial per a (PL0 ) és: 

1 3 o 1 1 o o 
2 1 o o o 1 o 
o 1 4 1 o o l 

-3 -5 -4 -2 o o o 

c) Calcul de l 'interval d 'estabilitat de b2: 

X4 + X5 

X 6 

X4 + X 7 

X7, 2: 

8 

6 

6 

-20 

- 1/4] 

corree te 

corree te 

corree te 

8 Rl 

6 R2 

6 R3 

o 

x8 = 3• - 1 [b82 ] = r~~; ~b~l 2: O interval d 'estabilitat : ~ < b2 < 16 3 - -
6 16 .b,¡ 

O - D 

b2 = 20 > 16 => es perd la factibilitat primal. En una iteració del simplex dual s 'obté el 

6 Solucio.iu ¿e!5 _- -

nou Opt im 

X¡ ,., I3 

l o o 
o o 1 

o 1 o 
o o o 

Sol ució 0~:1::-=. º 

d ) l nteressa ;;:-:: :.__: : 

r 8 = e - ; .::!. = - -

lnteres.sa F~--= : . ._ 

Solució del pro .~ : -

a) La base eo::..:=. ::-;-~ 
són no nu~es . ::=.:.-_ 
les folgues: 

* .l' 5 = g - :: . - -=-- = 
• .r..; = -: - -= - -=-- -

Si rores dce:s :: "-"" 
bAsica 6. ~i~:.. ~ :.:r 

La matriu h~.3. 

b) Si x~ = [ :: _ ~ s: -



.p::c ·:"?C"atil·a Determinista. 

o 

1~4 ] [:J = [~] 
- .. ::;. 

·- ~; 20 -1 / 4] 

= -: - ·2 = O =;> correcte 

= ~ -~ =O =;- correcte 

=- - : - : = O =:. correcte 

·- ~ :; = 8 Rl 

Zs = 6 R2 

-~ - - = 6 R3 

2'. o 

~ 

8 
:.ic -~·¿· : 3 $ b2 $ 16 

: ::"'- o::_-.:plex dual s'obté el 

6 Solucions dels problemes de programació lineal 

nou Opt.im: 

X¡ !''l .l.'3 X4 X5 X5 x - X ¡ Xo X3 X4 - - - - - -
1 o o -1/ 5 -1 /5 3/5 o 52/5 1 3 o 1 

o o l 3/20 -1/10 1/20 1/4 17/ 10 o 1/ 4 1 1/4 

o 1 o 2/5 2/5 R75l o -4/ 5 o -5 o -2 

o o o 7/20 11/10 9/20 1/ 4 193/ 10 o 9/ 4 o 5/4 

Solució optima associada a b2 = 20 : X~ = [X¡ X3 X5 ]' = [ 8 3/ 2 4 ]' 
d) lnteressa produir x8 si el seu cost reduü és negatiu: 

r8 =es - >.'as= -8 - [ ~ - 9 
-w- [

10 - 28] 
.:¡f. ] 20 - B = ~ _ 78 

1 - 5B 4 We <O 

Jnteressa produir Xg a partir de B = w 
Solució del problema 37. 

X•. -
1 

o 
-2 

2 

:} 

65 

X5 - X7 

o o 
o 1/ 4 
1 o 
o 1/ 4 

B > 245 
78 

a) La base estará formada per tres variables. De les variables del nostre problema la X¡ i la X3 

són no nules i, conseqüentment, basiques. La tercera variable ba.sica s)ha de buscar entre 
les folgues: 

* x 5 = 9 - .r1 - 2x2 = 9 - 2 = 7 > O =:. bilsica. 
* >'6 = 2 - 3x1 - 2x2 + X3 - 6x4 = O=:. no bilsica . 

Si toles dues folgues haguessin estat nul ·les la solució bilsica seria degenerada. La solució 
bilsica opt.ima és dones: 

X~ = [::J = [ ~ ] 
La matriu bii.sica i la seva inversa són: 

[ 1 o 1] 
B" = 3 - 1 O 

1 1 o 
[
o 1/4 

s- - 1 = o - 1/ 4 
1 - 1/4 

1/ 4 ] 
3/ 4 

- 1/ 4 

b) Si x~ = [ :: ] és solució optima, llavors els vector de costos reduüs és no negatiu : r 2 2: O 

8 

3/ 2 
4 

35/ 2 



66 CoHecció de problemes resolts d'lnvestigaóó Operativa Determinista. 

i , .• 2: O: 

>.' =c~B- 1 = [2 4 O][~ !{;4 ~j! ] = [O -1/2 7/2] 
. 1 -1/4 -1/4 

r2 = c2 ->.'a2 = c2- [O -1/2 7/2] [~2 ] = c2-5/2 2: O =:- h 2: )/2[ 

1·4 =c. - >.'a4 = C4 - (0 -1/2 7/2] [~] = C4 - 1/2 2: 0 ::O lc4 2: 1/ 2[ 

e) La nova variable x5 (no confondre-la ambla folga de la primera constricció) sera basica si 
el seu cost reduit associat és negatiu (r5 < O) i si és possible fer la pivotació amb alguna 
variable básica (Ys = w-1a5 i O): 

rs=cs->.'as=3-[0 - 1/2 7/2] [~] = -1/2 < 0 

[o 1/4 1/4 ] [8] [ 1/4 ] 
Ys =B"-1as .= O -1/4 3/4 O = 3/4 i_Q 

1 -1/4 -1 / 4 1 31/4 

Així dones, x5 esdevindra varible básica al nou óptim . 

Solució del problema 38. 

a) Pera demostrar que una solució no és la millor possible s'han de comprovar les condicions 
d'optimalitat. Donat que x 1 :f O, x 2 :f O i x3 :f O, aquestes s'han de prendre coma variables 
básiques. L'enunciat ens dona la inversa de la matriu básica corresponent a l'ordenació 
B = {3, 1, 2} 

[
-032258 -0.16129 1.29032 ] 

B- 1 = -0.1935 0.40322 -0.22580 

0.5161 -0.24193 - 0.06451 

• Factibilitat primal: es comprova la condició de factibilitat primal x 8 2: O: 

[
- 032258 - 0.16129 1.29032] [1.5] [ 0.4830 ] 

x 8 = B- 1b = -0.1935 0.40322 -0.22580 2 = 0.2903 2: O=:- [factible primal[ 

0.5161 -0.24193 -0.06451 1 0.2258 

• Factibilitat dual: es comprova la condició de factibilitat dual r' = e~ - c~B- 1 N 2: O. 
Es calcula previament el vector >. = c~B- 1 : 

[
-032258 

>.' = c~B- 1 = [20 25 30] - 0.1935 

0.5161 

-0.16129 1.29032 ] 
0.40322 - 0.22580 = [4.193 -0.4032 

- 0.24193 - 0.06451 
18.2258] 

6 So!uov:--5 -

- .. = 

b ) s = •J - -

Prim era=- = 

1.- Dei~::.:' : _ 

2.- Sele.::::ó .: 

6- : 
T" 

e) lnteressa .;.- _: 

;~ = ::; -

Si x5 e::: :--::s .::.. i.. 

a la base 

Aixi don::s · ~ 



2 ~terminista. 

~ 
~ 

,_ .:.e:?. ba.sica si 
-.: a....-:--:b alguna 

: L~ :;:ndicions 
.. ~a \-ariables 

.:; • :::denació 

>'" . - . 

?: : = !factible prima!I 

-~,3-: .\"?: 0 . 

- 0.4032 18.2258 J 

6 Solucions deis problemes de programació lineal 

i, seguidament, els costos reduú.s: 

r;,= c;, -A'N= [IO O 0] -[4193 -0.4032 [
7.5 1 

18 2258 ] 0.5 o 
1 o 

67 

~I] = 

= [-39.4758 -4.193 - 0.4032] l O=} linfactible dua!I 

b) B = {3, 1,2} ,N = {4, 5,6} 

Primera iteració : 

J .• Detecció d 'opt.im :i·;, = [ -39.4758 -4 .193 -0.4032] l O =}no optim 

2.· Selecció variable d'entrada :i·, = minje.d''i } = 1·4 = - 39.475 =} x4 variable d 'entrada 

3.- Detecció pb. il.Jimit.at : 

[
- 1.2096] 

Y• = s - 1a, = -1 .4758 f. O 

3.6854 

no il.limitat 

[
04830] [-1.2096] 

4.- Selecció variable de sortida : x 8 = 0.2903 ; y4 = -1.4758 

0.2258 3.6854 

Ypo . { y;o I } . { 0.2258) Y3o . - = . mm -:- y;, >O = mm 3 68_ = - =} x 83 = x2 v.b. de sort1da 
Yr4 i = t ,2,3 y,4 . ;:>4 Y34 

5.- Gam•i de base : pivotació x4 - .r2 : 

B - B\ {2} U { 4) = {3, 1, 4}: aquesta base ja correspón a la sol u ció optima del tableau 
T " : 

[x3] [ 0558] 
X~ = X1 = 0.381 

X4 0.061 

[ 
10.711] 

1·~ = 1.335 

2.188 

z" = 21.291 

e) lnteressa introduir el nou carbó a la mescla optima si el seu cost redu"it és negatiu : 

r 5 = c5 - A' [ ~] = 15 - 19.7702 = -4 .7702 < O=} lmillora la fu nció objectiu 1 

Si x 5 entrés a la base milloraria la funció objectiu . Cal comprovar pero que Xs pot entrar 
a la base: 

[ 
0.8753] 

y5 = B" _, a 5 = 0.0678 i O =} jpot entrar a la base ! 

0.0569 

Així dones, interessa canviar Ja proporció de mescla introdu"int el nou carbó. 

d) Comprovem si les normatives deis EUA i Japó fan variar J'optimalitat de B" = {3,2,4 ) : 
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• EUA: [
O.í396] 
0.2223 ? O ~les conserva la factibilitat primaJI. 

0.3807 

[
2.0] [0.3610] 

• Japó: i: 8 = B"- 1& = B"- 1 2.5 = 0.5405 ? O ~les conserva la factibilitat primaJI. 

1 0.0985 

Calculem ara la variació en la funció objectiu deguda a l'adequació de les proporcions 
optimes a la legislació de cada pais. Haurem de fer ús del preus ombra >,: 

),' = c8 ° B"- 1 = [-1.335 2.1882 18.9168] 

* EUA: t..:=>.' t..b = [-1.335 2.1882 [-O 4] 
18.9168] -~.5 - 0.5602 < O ~ millora 

els costos de producció. 

• J apó: Áz = ),' Ab = [ - l_.335 [
0.5] 

2.1882 18.9168] 0~5 = 0.4267 > O ~ millora els 

costos de producció. 

Decidim exportar als EUA, dones la seva legislació admet unes proporcions optimes amb 
uns costos de producció més baixos (20.7308·104pts/Tm) que al Japó (21.íl i7·104pts/ Tm ). 

Solució del problema 39. 

a) S'analitza la variació de la funció objectiu per increment del terme independent b1 (llet de 
cabra): Áz = >. 1 Ab1 . De la taula optima s 'obté >. 1 = -r4 = -30~ un litre addicional de 
llet de cabra provoca un incrementen el benefici total de t..z = 30pts~ el preu maxim que 
estariem disposats a pagar per un litre addicional de llet de cabra searia !'original (20pts ) 
més Áz = 30 : j50pts/II~ lno comprariem a 60pts/Ii. 

b) La tercera constricció no és activa, com mostra el fet que la seva variable d'excés x6 sigui 
básica. Així dones , si s'eliminés no afectaria la planificació optima. 

e) Si el preu venda del formatge 1 passes de 190pts a 320pts llavors el cost c1 passaria 
de c1 = -30 a c1 = -160. Calculem els cost reduú de la variable x 1 : r 1 = -160 -

[-30 O O] [:J = -10 < O~ perdua de la factibilitat dual: es reoptimitza amb el 

simplex primal: 

X¡ 

@El o -1/2 1/2 o 1 25 

-4 o 3 -1 1 o 50 

5/2 1 1/2 1/2 o o 425 

-10 o 10 30 o o 25500 

6 So/uc1om c::..:f = 

d ) 

Si C3 = -
qu e le. :·_ - - -
Yo = : :: 
min{ ~ : 

Solu ció del p. -

a ) P ri me: .,, -:- : 
perd :-e ; :;- -, 

• 6 ' = l - -



~Ie-nninista. 

:...::-=•ltt at prima l!. 

,.;::=•flia t primal[. 

~ ;. ~oporcions 

1. __ < _ =:i- millora 

= mill ora els 

,:·~ =?:imes amb 
·- ~ - • J ' pts/ Tm ). 

_ : o=: b, (llet de 
:= ,_.:iic ional de 

,.. ;.~.: ::i 3-x.i m que 
=,:::_::- - a l (20pts) 

:... : ~=és xs sigui 

~ -=~- e: passaria 
:: · - = - 160 -

__ =!:za amb el 

6 Solucions deJs prob/emes de programació lineal 69 

X1 X:! J'3 X4 ..Z:5 J.' Q 

1 o -1/3 1/3 o 2/6 50/:l 

o o 5/3 1/3 1 8/ 6 350 / 3 

o 1 4/3 -1 /3 o -5/ 3 1150¡:3 

o o 20/3 12/3 o 20/3 77000/:l 

Nova planificaci6 óptima: lx~ = [x 1 X5 x,J' = [50/3 350/3 1150/3J'I 

d) Per tal que els formatges 1 i 2 entressin a formar part conjuntament de la planificació 
optima haurien d 'entrar a la base. Per tal que aquest can,·i de base no afectés al benefici 
total caldria que es produís una situació on t.ant la base actual 6 = {6, 5, 2} com la nova 
base. amb x3 com a variabl e básica fossin solucions óptimes alternatives. Aixó es pot 
aconsseguir portant. el coeficient c3 fins a un deis seus extrems del seu interval d'estabilitat: 

• lnterval d'estabilitat de c3: r3 = C3-)/a3 = c3- [-30 O O][~] = c3 + 30 2'. O. 
L'interval d'estabilitat de C3 és h > -301. 

Si C3 = -30 s 'obté r3 = O=:> opt.ims alternatius. Podem entrar X3 a la base sense 
que la funció objectiu augmenti. De la taula óptima sobté y3 = [ -1 /2 3 1/2]' i 
Yo = [25 50 425]'. La variable de sortida correspon al min15;53{~ly;3 > O} = 
min{40/3 , 2 x 425} = 40/3 => x 5 variable básica de sortida =>nova base: B = {6, 3, 2} 

Solució del problema 40. 

a) Primer es comprova si les modificacions introdu.ides al vector de termes independents fan 
perdre l"optimalitat de la base: 

* s· = {3 , 5, 2}. s·- 1 es pot obtenir de les columnes del tableau optim associades a les 

dues folgues SLK 2 i SLK 3 i a la variable Xt, dones aquesta variable té columna [ ~] 
al tableau inicial: 

SLK 2 

s·-1 = [ ~2 
-4 

[
1/2] 

* fi.bR = ~ 

[4 o -3] [9 5] 
XB = B°- 1 (b+flbR) = -2 1 1/ 2 20 

-4 o 4 10 

SLK 3 

o 
1 
o 

i·¡ 

-3] 1~2 

[ ~] 2'. O => [es conserva l 'optimalitat de s· [ 



70 CoHecció de problemes resolts d'lm'esügació Operativa Determinista. 

* AbE = [ º~] 
x8 =B·- 1(b+AbE) = [~!O ~~] [f~] [~] 2:0::;.les conserval 'optimalitatde B"I 

Es calculen ara els costos marginals o preus ombra >. : 

-3] 1~2 =[-2 o -1 ] 

Ampliació planta de refiuat: ll: = >. 1Ab1 = -2 x 1/2 = -1 milions. S'obté un 
increment de beneficis d 'un milió de pessetes amb una inversió de 1.5 milions: no interessa . 
Ampliació de la planta d 'embassat: la constricció d 'embassat no és activa. Aixó 
implica que un canvi de b2 que conservi la factibilitat primal de s· no afectará mai al valor 
de la funció objectiu (els preus ombra de les constriccions inactives són sernpre nuls). Així 
dones, tampoc interessa invertir en aquesta planta. 

b) Addició de x 6 amb c6 = -6, a6 = [2 1.5 1 ]'. Hem de comprovar la conservació de la 
fectibilitat dual: 

1·6 = c6 - >.'a6 = - 6 - [-2 O -1] [ 1:5] = -1 < O::;. linteressa produir x61 

Solució d el problema 41. 

a) 

(PL) 

min . 

s.a .: 

(D) s. a.: r 

2x1 

X ¡ 

2 x ¡ 

X ¡ 

X¡ 2: Ü 

JJ. 
a\..\ 2: C¡ 

2,\¡ 

..1, 

..1 , 

+x2 =2 ::;. ..11 lliure 

-X2 2:3 ::;> ..\2 so 
- x 2 s 1 ::;> ,.\3 2: o 

JJ. 
a;A = c2 

3..12 ,.\3 

2..12 ,.\3 2: 2 
-..\2 -..\3 = 1 

..12 S O, ,.\3 2: o 

6 Sol~- .... 

b) 

: 

Solució del ;:-- -

a) B8 = ·: 

:.::: .. 

T"~ - -

r', = :: 

Prirne=:2. -

J. - 0<-;e': •• :i! 

2. - Sel~= ::: 

3. - De:e-::. - -



Determinista. 

:;;;,.. ~ '"optimalitat de s· ¡ 

:"' S'obté un 
:e;::: :-~o interessa. 

~ E:::ti \'a. Aixó 
o:-;;~ mai al valor 
=;:e nuls). Així 

==.:_~r·;ació de la 

;:::;=:_ir x 6 I 

6 Solucions deis problemes de programació lineal 71 

b) 
min 2x1 +4x2 +6x3 

s.a.: 

X1 +x2 + x3 22 ~ ..\1 2 O 
X1 - X3 2 1 ~ ..\2 2 o 

(PL) { x2 + x3 = 1 ~ ..\3 lliure 
2x1 +x2 $ 3 ~ ,\4 $O 

X2 2 Ü, X3 2 Ü 

JJ JJ JJ 
a~). = Ct a~>.$ c2 a~,\ $ C3 

(D) ¡ ':•:. 2..\1 + ..\2 +..\3 +3..\4 

..\1 +..\2 +2,\4 =2 

..\1 +..\3 + ..\4 $4 

..\1 -..\2 +..\3 $6 
..\1 2 O, ..\2 2 O, ,\4 $o 

Solució del problema 42. 

a) Bº = {l,3,7} 

[ 1 o o] [17] [17] 
• Factibilitat primal: x~ = ~2 ~ ~] 3

8
6 = ~ 2 O~ factible primal 

* Factibilitat dual : 

r~ 1 =c~ - >.. 1N ,\' = c~(B0 )- 1 = (28 [ 
1 o o ] 

12 O) - 2 1 O =[4 12 O) 

1 o - 1 

~l ] = [ - 1 7 4 12) l. O ~ jinfactible Duall [
2 1 -] 

1·~=[67 35 O 0]-[4 12 O) 5 2 O 

1 3 o 
Algorisme del simplex primal : 

Primera iteració : 

1.- Detecció de optim: r~ = [ - 1 7 4 12) l. O ~no optim 

2.- Selecció variable d'entrada: r2 = - 1 <O~ x2variable d'entrada. 

3. - Detecció pb. il.Jimitat : y2 = 3- 1a2 = [2 1 1 ]' l. O no il.limitat 

4 - Selecció variable de sortida : x 8 = [Ji] ; Y2 = [ :J 
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Ypo = . min { YiD /Yiq >O}= min{ .'...?., ~. ~} = ~ => .r3 v.b. de salida 
Ypq •=1,2,3 Yiq 2 1 1 l 

5.- Canvidebase:l3={1 , 2,7) s- 1 =[~2 -2 ~] 
3 -1 -1 

Segona iteració: 

6. - Detecció d 'optim : r~ = e~ - e~ s- 1 N = [ 1 7 6 11 J 2: O => optim 

x~=B- 1 b=[x1 x2 x7J'=[13 2 7]' 
b) Problema artificial de Ja fase 1 : x., x6 i x1 són els escreixos de la forma estándar i x8 i x 9 

les variables artificials de la fase l. 

min Xg + Xg 

s.a.: X1 + 2x2 + X4 X5 + Xg 2: 17 

2x1 + 5x2 + X3 + 2x4 X5 2: 36 

X1 + x2 + 3x4 X7 + Xg 2: 8 

x; 2: O Vi 

X1 Xz X3 X4 X5 X6 X; Xg Xg 

1 2 o 1 -1 o o 1 o 17 
Tº -a - 2 5 1 2 o -1 o o o 36 

1 1 o 3 o o -1 o 1 8 

-2 -3 o -4 1 o 1 o o -25 

C) X8 = s•-lb = [13 2 -1]' => perdua de la factibiJitat primal de {3" => reüptimitzacÍÓ 
amb l'algorisme del simplex dual : 

1 o -2 1 -5 2 o 13 

T' = o 1 1 o 2 -1 o 2 

o o ~ -2 -3 1 1 -1 

o o 1 7 6 11 o -498 

Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7 

1 o o 5 o -2 15 
t1= o 1 o -2 -1 o 

o o 1 2 3 -1 -1 

o o o 5 3 12 -499 

6 Solua-~.::,ds-

Solució e~ ;:. 

a ) La':;•? 

b) 

e l ) ;e::··~ 

y; = s - =- = -"' 

c.2) 



A :.e.-minista . 

-"" .s;:__..~a 

~::a: i .ra i X9 

:::·! ? JI 

? 36 

-. ? 8 

~ ~ :-=c;:.:i.mització 

6 So/uóons dels problemes de programació lineal 

Solució del problema 43. 

a) La folga de la primera const ricció és bilsi ca =:. l.\1 = ül. 

b) 

X3 # Ü :} .\2 - .\3 = C3 

J'.l # Q :} .\2 + 2.\3 = C1 

{ 
-1.\-, -= --~5/~3 I 

.\0 -.\3=-l :} 

.1, + 2.\3 = - 3 1.\3 = -2/31 

T 14 13 55 
Z¡ p¡ = C :r = C1J'.1 + C3 l'.3 = - 33 - 3 = -3 

T 5 2" 55 
Z¡D) = .\ b = .\2b2 +.\3b3 = -39- 3v= - 3 

c.!) :r; entrará. a la base si 1) r¡ <O i 2) 3 i t.q. y;¡ > O. 

1'7 = C7 - .\ T Q7 = - 1 - Q [ Ü 

1 
,., = 3Q - 1 <o 

x7 entrara a la base ~ 3 it.q. y1; > O : 

5 
-3 -~ l [:] 

3 
=:.a < 7 

í 
= -1 + 3ª 

73 

Y1 = B- 1a1 = B- 1 = [ ~ 
1/3 
2/3 1/3 ] [Q] [ 2Cl'/3] -¿3 : = ic,3 =:.Va>O y71> 0 i=l , 2, 3 

lo<ª :di 
c.2) 

r - 1 
-1 

~] [º 1/3 1/ 3 ] 
B= 1 1 B-1 = O 2/3 -¿3 

2 -1 1 1 

[º 1/ 3 1/3 2/9 ] 
Y =B- 1N = 1 2/3 -1/3 1/9 

. 3 1 o 2/3 

,.,. = CN - ), T N = [ 3 5/3 2/3 - 2/9 ] 

z = c8 B- 1b = - 55/3 
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X5 
X1 x2 X3 X4 X5 X6 X7 

1 o o o 1/3 1/3 14/ 3 
Tº = o 1 o 2/3 -1/3 13/3 TI = 

o 3 1 13 

o o 55/3 

1 -1 o -1 / 3 o 1/3 
o 1/2 1 -1 / 6 1/ 2 -1 /3 
o 9/2 o 3/ 2 3/ 2 o 
o 4 o 1/ 3 2 2/3 

¡,."' > O =;.opt.iml 

Solució d el problema 44. 

• Formulació del problema a resoldre a la fase l. lntroducció de \'aria bles de folga (x4 ) , escreix 
(x3) i artificials (xs,x6) : 

min ZJ = X5 + X6 

subj .a: 4x1 + 3x2 X3 + X 5 

(PLa) x, + 2x2 + X4 

3x1 + Xz + X6 

x, 
• Fase 1 : 

X¡ 

4 3 -1 o 1 o 6 o [ill] -1 o 1 -4/3 2 
T'-ª - 1 2 o 1 o o 3 T2_ 

a - o [ill] o 1 o -1 / 3 2 

@] 1 o o o 1 3 1 1/3 o o o 1/ 3 1 

-7 -4 1 o o o -9 o -5/3 1 o o 7/ 3 -2 

• S 'ha de notar que en Ja segona iteració es produeix empat entre x 5 (artificial) i x 4 ( folga) . És 
logic treure de la base la variable artificial , donat que busquem una solució sense variables 
artificials a la base. El tableau resultant de la pivotació X2 ~ Xs és l 'indicat a Ja taula 3a, 
i el de la pivotació x 2 - x4 a la taula 3b. 

X¡ Xz X3 X4 X5 X6 

o -3/5 o 3/5 -4/5 6/5 o o -1 -1 1 o 
y3a _ o o 1 -1 1 o y3b -

a - 1 o 1/5 o -1/ 5 3/5 3/5 
a -

o 1 o 3/5 o 6/5 
1 o o -1/5 o 3/5 

o o o o 1 o o o 1 1 o o 

o 
o 
l 

o 

optim de (PL0 ) , s .b.f. de (PL) óptim de (PL0 ) . NO s.b.f. de (PL) 

1/3 
13/6 
39/ 2 

68/ 3 

6 Solumx:s - ... 

• La :.a :. ~:-
surr:a: ~1:1 

b ) 

c) 

Aque;:.s ~ -
ció. E~ ., 

ma.xi:::..:: ~ -: • 

d) Cale u~= ~ =-



:;e;...e...·rnin ista. 

_ , .!:6 ;t'¡ 

1/ 3 
., -1 / 3 

l ~ o 
'.' 2/ 3 
-= :-::.rr. 

:..;. escreix 

6 
3 

-· - 3 

-· 2: o 

-~ 

[ ~ 3 2 

~- .;, 3 2 

~ ! j j. l 

~ ;:3 -2 

o 
o 
1 

o 

.:. • . :º::;!ga). És 
~"' •-ariables 

; ,3. ¡aula 30 1 

= ;; !'5 

o 
5 

3/5 

-: 1 o 
Jot '..de (PL) 

1/3 
13/6 

39/2 

68/3 

6 Solucions dels problemes de programació lineal 75 

• La taula r;• és optima (r 2: O) i conté 
suma d 'infactibi li tats és zero (:a =O). 
amb valors : 

a solució basica factibl e de (PL), donat que la 
a base esta formada per les variables x2 , x 4 i x 1 , 

b) 

xa=[x2, / • , xi]' =[6/.5, O. 3/ 5]' 

El t ableau r;b, tot i ser optim (1·~ O) i t.enir suma d'infactibilitatsnul. la (=a = O) no conti 
una solució basica fa ctible de (PL) donat que a la base hi resta una variable artificial , x 5 . 

Per tal d 'obtenir una s.b.f. a partir de la tau la 3b caldria pivotar X5 amb X4, recuperant 
així la taula 3a . 

mm Z(D ) = 6..\ 1 + 3..\¡ + 3..\3 

subj .a : 4..\¡ + >-2 + 3),3 2: -4 

(D) i 3),¡ + 2>-2 + ),3 2: - 1 

>. , $ o ..\2 2: o 

e) El valor de les variables duals del problema (PL) expressat coma problema de minimització 
(5.) pot ser llegit direct ament del tableau optim a partir deis costos redu!ts de les variables 
de folga, escreix o artificials amb un event ual canvi de signe ; 

~¡ = 1'3 =o ~2 = - r4 = -1/5 , >.3 = - r6 = 7 / 5 

Aquests valors corresponen al problema (PL) expressat com a problema de minimitza
ció. Els valors de les variables duals pe! problema (PL) expressat com a problema de 
maximització , ..\ , s 'obté canviant de signe el vector >. : ),' = -5.' 

d) Calculem el cost redu'it. de X 3 : 

r3 = C3 - 5.'a3 = 1 - [O, - 1/5, 7/5 ] [i] = - 1/5 < O=:> Jno es conserva l'optimalitat\. 
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7 Solucions dels problemes de p~ogramació lineal entera. 

Solució del problema 48. 

a) 
• Inicialització L :={(PE!)} 
• Primera iteració es processa (PE!) 

• Relaxació Es resol (PRl) : x¡,Rl = (34/3, 8/3 , O)', z¡,Rl = -14 
* Eliminació no es pot eliminar. 
* Se paració es selecciona com a variable de ramificació x 1 i es crean els subproblen1es 

(PE2) (x 1 :":: 11) i (PE3) (x 1 2'. 11): L = {(PE2), (PE3)} 
• Segona iteració s 'explora la branca x 1 :":: 11 (PE2) 

• Relaxacíó Es resol (PR2) · xj,R2 = (11, 5/2, 11/4)', zj,R2 = -13.75. 
* Eliminació no es pot eliminar 
• Separació es selecciona com a variable de ramificació X2 i es crean els subproblemes 

(PE4) (x2 :":: 2) i (PE5) (x2 2'. 3). L = {(PE4), (P E5), (P E3)}. 
• Tercera iteració s 'explora la branca x2 :":: 2 (PE4) 

• Relaxació es resol (PR4) : xj,R4 = (10, 2, l)', zj,R4 = -13. 
* Elím inació xj,R4 entera=? solució de (PE4). Hem obtingut la primera incumbent. 

z" := zj,R4, x· := x¡,R4. S'elimina (PE4) de la llista: L = {(PE5), (P E3)). 
• Quarta iteració s 'explora la branca X2 2'. 3 (PE5) 

• Re/axació es resol (PR5) : problema infactible. 
• Eliminació (PR5) no factible=? s'elimina (PE5). L = {(P E3)) 

b) Cap solució factible del problema (PE) pot tenir un valor de funció objectiu menor que 
la fita inferior proporcionada per z¡,Rl = -14. Tampoc és possible igualar aquest valor , 
donat que (PRl) no té optims alternatius que puguin correspondre a solucions enteres. El 
vector de costos és en ter , la qua! cosa indica que z adoptara valors enters per a tota sol u ció 
entera. De tot aixó es dedueix que el menor valor possible de z sera -13, el que demostra 
que la solució associada a la incumben! trabada a (PE4) .és optima. 

c) 

J .• L={(PE3)}¡t0 
2.- Seleccionem (PE3). 
3.- Resolució de la relaxació lineal (PR3). 

Afegim a (PRI) la constricció x 1 2'. 12 =? -x 1 + f 1 = -12, on f¡ és variable basica de 

valor negatiu f¡ = f. El tableau del simplex s'obtindra a partir del tableau optim de 
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la relaxació lineal de (PE!) ambla inclusió cl"una nova fila, corresponent a la constricció 
afegida: 

X¡ Xo X5 j, 

1 o 4/3 2 4/3 o :3~ / 3 

o 1 2/3 o 2/3 o 8/ 3 

o o 4/3 2 4/3 1 -2 / 3 

o o 1 2 2 o 14 
La solució associada a aquest tableau és factible dual peró no es factible primal , havent
se de reoptimitzar usant el simplex dual , Tanmateix, en intentar trobar una variable 
no básica per a pivotar amb f 1 no es troba cap candidata. donat que y3i 2'. O Vj 
fet que indica que (PR3) és infactible. 

4.- (PR3) és infactible ~ s'elimina de la !lista : L := 0 
1. - L = 0 => la sol u ció Optima és 'associada a la incurnbent : 

1] 

Solució del problema 49. 

a) Criteris de ramificació: !) ramificar prin eren x 1 , 2) explorar primer la branca x; :S [xjj. 
• Primera iteració L :={(PE!)}, z• = +oo. Es processa (PE!) 

* Relaxació: Es resol graficament (P 1 ). Observant la regió factible de (PRI) KPR• i 
l'orientació del vector de costos e (Fig. ) es determina que la solució x¡,Rl és el vertex 
associat a la intersecció ehtre les rectes 1 i r2: 

* E/iminació: 

Separació: 

[ 2.842] 
XpRJ = 2.210 

X l 

'z 
Figura 1 Resolució grafica ramificant primer en 
X¡. 

Kpm f 0, x¡,Rl f x¡,E1 ~no es pot eliminar. 
. . {X¡ < 2 (PE2) 

variable de ramificac1ó x 1 = 2.842 ~ - ) ; L = {(P E2), (P E3)} 
X¡ 2'. 3 (PE3 

7 Sol<KX>C> -

s: -

• T ercer-"' : 

• Quana :,_ 

b) Cri1e:-.s ~-. ~ 

• P rimEia ~:rn 

• Segona i>ec • 

• Rt:=.: !.:
de ??_ 



:=n.ernúnisra. 

1. U :::::stricció 

;~- havent.
a.: -=.=...;. variable 

: ~ o 'lj 

---;a :, :::: l.riJ· 

::e :OiU¡ KPR• i 
~:: L ::sel v€rtex 

:>::-"'>).(PE3)} 

\ 
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• Segona iteració L = {(PE2),(PE3)) ,z• = +oo. Es processa (PE2) 
• Relaxació: Es resol graficament (PR2). Observant la Fig. 1) es determina que la 

solució xp R 2 és: 

xPR2 = [~] 
* Eliminació: 

<> ¡,·PR2 f. 0, 
t> xpR'.'.! = xpe2 =>es pot eliminar. 
<> lnicialització de la incumbent : z• := zj,E2 = - 4, x· := x¡,E2 = [ 2 2 ]' 
<> Actualització de la llista : L := {(PE3)) 

Tercera iteració L = {(PE3) ) , z • = - 4. Es processa (PE3) 
* Relaxació: Es resol graficament. (PR3). Observant la Fig. ! ) es determina que la 

solució xj,R3 és: 

XpR2 = [~] 
* Elimin.ació: 

<> KPR3 f. 0, 
<> x¡,R3 = xf>E3 ~ es pot. eliminar. 
t> lnicialització de la incumbent : z* := min{ z* , zj,E3 } 

x· := x¡,E3 = [3 2]' 
<> Act.ualització de la llista : L := 0 

• Quarta iteració L = 0. L'optim és: 

lx· = [ ~ ] , z• = -51 

zpE3 -5 ' 

b) Criteris de ramificació: ! ) ramificar primer en x 2, 2) explorar primer la branca x; ::; [xjj. 
• Primera iteració L :={(PE!)). z• = + oo. Es processa (PEl) 

• Relaxació: mateixa solució que a !'anterior apartat (Fig. 2) 

• [2.842 ] 
XpRJ = 2.210 'ZpRJ = -5.052 ~ ZpE ~ - 5 = ÚE 

• Eliminació: l\p RJ :f 0, x¡,RI f. xf>Ei ~no es pot eliminar. 

• Separació: variable de ramificació x1 = 2.842 ~ { x2 :O: 2 ((PE2) ; L = { (P E2) , (P E3)) 
X2 ~ 3 PE3) 

• Segona iteració L = {(PE2),(PE3)). Es processa (PE2) 
* Relaxació: la Fig. 2 mostra que l'optim de la funció objectiu sobre la regió factible 

de (PR2) KPR' s'obté sobre el punt: 

XpR2 = [ ~ ] 
* Eliminació: 

<> KPR2 f. 0, 
t> xpR'.'.! = xpE2 =>es pot el iminar. 
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Xz 

r2 

Figura 2 Resolució grafica ramificant primer en 
x2 . 

t> lnicialització de la incumbent : :· := zj,E2 = -5, x· := x¡,E2 = [ 3 2 ]' 
t> Actualització de la !lista: L := {(P E3)} 

Hem trobat una incumbent amb el mateix valor que la fita inferior fPE · Aixo implica que 
xj,E2 és la solució del problema, i ja no caldria continuar explorant. Si procesessim el node 
que queda obtindriem el següent 

• Tercera iteració L = {(P E3)}, z• = -5. Es processa (PE3) 
• Relaxació: en afegir la constricció z2 2'. 3 s'obté un problema infactible (vegi 's Ja 

Fig. 2). 
• Eliminació: 

t> l<pn3 = 0 => s'elimina (PE3) 
t> Actualització de la llista : L := 0 

• Quarta iteració L = 0. L'optim és: 

Solució del problema 50. 

Inicialització: L := {(PEl)} 
Primera iteració : es processa (PEl) 
Re laxa ció : Es resol (PRl) : 

1 1/2 1/2 

Tj,RI = O 1/2 -1/2 

o 7/2 1/2 

X4 

o 
1 
o 
o 

X5 

o 5/2 
o 25/2 

11/2 

o 5/2 o 3/2 1/2 

XpRJ=[5/2 ü]' ZpRJ = - 5/2 

Eliminació : l<pRJ # 0, xj,RI # xj,E1 =>no es pot eliminar. 

Solucioc:s ~ 

Segona ~:e .X 
Rtla: ::. · :::... 

de Tf>R: 

Elim'":"· 
• A"pP.: = 
• .rp_:c ::::: =;E:'! 

• An:..=-.. · -$ = 
Tercera i~ 
Rtlazo c-:: :::... 

de Tf>R: 

Proo ~-· 
Ehmrnc:1; 

• h"p?::= = 
Quar ra it 

Soluc.ió de-J. ~ .... 

• Inicia!i: 
• p ri_m__ L;..e 



.L~st a . 

==-'=.o: = ) 2]' 

=_:_:x: :.:;-;plica que 
--=-.,, el nade 

~ .. -.: . - = vegi 1s la 
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, . . . .. . • {x1$2 (PE2) 
:,eparac10: variable de ram1ficac10 x 1 = 2.:) :=:> ); L = {(PE2) ,(PE3)) 

X¡ ?. 3 (PE3 
Segona iteració: s'explora la branca x 1 $ 2 (PE2) 
Relarnció: Es resol (PR2) : s'afegeix la restricció x¡ $ 2 a (PE!) i es reoptimitza a partir 

de T¡,RI 

X¡ Xo X3 X4 X5 /¡ X1 X2 X3 X4 X5 /i 
1 1/2 1/2 o o o 5/2 1 o o 

T~R2 = 
o 1/2 -1/2 1 o o 25/2 

o 7/2 1/2 o 1 o 11 /2 
Tj,R2 = o 1 o 

o 3 o 
o -1/2 -1 /2 o o 1 -1/2 o 1 1 

o 3/2 1/2 o o o 5/2 o 1 o 
XpR,=[2 ü]' ZpR' = -2 

Eliminació : 

• J{pR2 # 0, 
• xpR2 = xpE 2 :::} es pot eliminar: 

• lnicialització de la incumbent : z" := z¡,E, = -2, x· := xf>E2 = (2, O)' 
• Actualització de la llista: L := {(PE3)} 

Tercera iteració: s'explora la branca x 1 ?. 3 (PE3) 

o o 1 

1 o -1 

o 1 1 

o o -2 

o o 1 

Relaxació : Es resol (PR3) : s'afegeix la restricció x 1 ?. 3 a (PE!) i es reoptimitza a partir 
de T¡,RI 

X1 X2 X3 -
1 1/2 1/2 

T~R3 = 
o 1/2 -1 /2 

o 7 /2 1/2 

o 1/2 1/2 

o 3/2 1/2 

Problema (D) il.limitat :=;. (PR3) infactible 
Eliminació: 

• KPR3 = 0,=:. s'elimina (PE3) : L := 0 

X4 X5 /¡ 

o o o 5/2 

1 o o 25/2 

o 1 o 11/2 

o o 1 -1 /2 

o o o 5/2 

Quarta iteració: L = 0 :=;. la solució óptima és l'associada a la incumbent : 

lxPE := ;~ = [2 ü]' 'PE := z• = -21 
Solució del problema 51. 

• Inicialització: L := {(P El)} 
• Primera iteració: es processa (PE!) 

2 

13 

5 

1 

2 
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• Relaxació: Es resol (PRI) : 

XJ X2 X3 X4 X5 

Tj,Rl = 
1 o 4/3 2 4/3 34/3 
o 2/3 o 2/3 8/3 
o o 1 2 2 14 

xj,Rl = [ 34/3 8/3 o]' ZpRl = -J4 

• Eliminació: KPR1 # 0.x¡,Rl # x¡,EI =} no es pot eliminar. 
* Separació: es selecciona coma variable de ramificació x 1 , creant-se els subproblemes 

(PE2) (x 1 :::; 11) y (PE3) (.r 1 2:11): L = {(PE2), (PE3)) 
• Segona iteració: s'explora la branca i:1 :=:;JI (PE2) 

• Relaxació: Es resol (PR2) : s'introdueix la constricció x 1 :::: 11 i es reoptimitza a 
partir de T¡,Rl aplicant l'algorisme del simplex dual. 

X¡ X2 X3 X4 X5 Ít X1 X2 X3 X4 X5 f ¡ 
1 
o 
o 
o 

o 4/3 2 4/3 o 34/3 1 o o o o 1 11 
1 2/3 o 2/3 o 8/3 TPR2 = o 1 o -1 o 1/2 5/2 
o R731 -2 -4/3 1 -1/3 o o 1 3/2 1 - 3/4 1/4 
o 1 2 2 o 14 o o o 1/2 o 3/ 4 55/4 

xj,R2 = [11 .)/2 11/4]' ZpRZ = -13.75 

Eliminació: no es pot eliminar. 
• Separació: es selecciona coma variable de ramificació x2, creant-se els subproblemes 

(PE4) (x2 :::; 2) y (PE5) (x2 2: 3). L = {(P E4), (P E5), (P E3)}. 
• Tercera iteració: s'explora la branca r2:::; 2 (PE4) 

• Relaxació: Es resol (PR4) : s'introdueix la constricció Xz :=:; 2 i es reoptimitza a 
partir de T¡,R2 aplicant l'algorisme del simplex dual. 

f¡ h 
1 o o o o 1 o JI 1 o o 2 o o 2 10 
o 1 o -1 o 1/2 o 5/2 o 1 o o o o 1 2 
o o 1 3/2 1 - 3/4 o 1/4 o o 1 o 1 o -3/ 2 1 
o o o 1 o 8721 1 -1/2 o o o -2 o 1 -2 1 
o o o 1/2 o 3/4 o 55/4 o o o 2 o o 3/ 2 13 

xj,R4=[10 2 !]' 

• Eliminació: xj,R4 entera=} solució de (PE4). Hem obtingut la primera incumbent. 
z• := zj,R4, x• := x¡,R4. S'elimina (PE4) de la !lista: L = {(P E5) , (P E3)}. 

• Quarta iteració: s 'explora la branca r2 2: 3 (PE5) 
• Relaxació: Es resol (PR5) : s'introdueix la constricció Xz 2: 3 i es reoptimitza a 

partir de T¡,R2 aplicant l'algorisme del simplex dual. 

Soluooc:.s -

Sol u ció dél - -

• Iniciali:..:i 
• P rim E:'d. - ;e 



=~uminista. 

>-'.:;:>ooblemes 

~ ~;aimitza a 

11 
5/ 2 
1/ 4 

55/ 4 

~ oo': ;:iroblemes 

'!S :-=c·;:H imitza a 

h 
2 10 
1 2 

- 3/ 2 1 
- 2 1 

3/2 13 

·~ ~ rn cumbent. 
:: .=:-3 .}. 

~ ~?timitza a 
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X¡ X2 X3 X4 X5 f¡ h . . ·-
1 o o o o 1 o JI 
o 1 o -1 o 1/2 o 5/ 2 
o o 1 3/2 1 -3/4 o 1/ 4 
o o o -1 o 1/2 1 -1 / 2 
o o o 1/2 o 3/4 o 5.)/ 4 

Variable basica de sortida XB, = h Y<i :'.'. O \fj E N =} dual il.limitat. primal 
infactible : f{PR5 = 0 

• Eliminació: (PR5) no factible=} s 'elimina (PE5). L = {(PE3)} 
• Quinta iteració: s'explora Ja branca x 1 :'.'. 12 (PE3) 

• Relaxació: Es resol (PR3) s 'introdueix Ja constricció x 2 :'.'. 12 i es reoptimitza a 
partir de Tj,RI aplicant ]'algoritmo del simplex dual. 

X¡ X2 X3 

1 o 473 
o 1 2/3 
o o 4/3 
o o 1 

X4 X5 /¡ 
2413 o 
o 2/3 o 
2 4/3 1 
2 2 o 

34/ 3 
8/ 3 

-2/3 
14 

Variable basica de sortida · xB, f¡. Y3i :'.'. O \fj E N =} dual il.limitat. primal 
infactible: /{PR3 = 0 

• Eliminació: (PR3) no factible=} s 'elimina (PE3). L = 0 
• Sisena iteració: L = 0 =>la solució Optima és l'associada a la incumbent : 

lx?E =x"=[lO 2 1J'I lz?E - z" = -13 1 

L 'arbre d 'exploració d 'aquest problema és: 

x, ~ 12 

S z;.,= -1 3.75 x:.,=( 11,2.5,0.25)' 

x 2 ~2/ \~3 

PE4) z,:_,= -13 § 

@ 
K~, = ¡zj 

x:,,= ( 10, 2, 1 )' K~, = ¡zj 
z* = Z~, 

Solució del problema 52. 

• Inicialització L :={(PE!)} 
• Primera iteració es processa (PE!) 
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• Re laxa ció: Es resol (PRl) : 

X¡ ;r.., -

o 1 5/ 4 -1 /4 o 5/2 
l o -1/ 4 1/4 o 5/2 
o o - 3/2 1/2 l 3 

o o l o o 5 

xj,Rl = [ 5/2 5/2 o]' =?m = -5 

• Eliminació: I<pm # 0, xj,Rl # x¡,El =:>no es pot eliminar. 
. . .. _ {.r1<2 (PE2) 

• Separació: variablederam1ficac1ox1=2.15 =:> - ); L = {( P E2) ,(PE3)) 
X¡ 2'. 3 (PE3 

• Segona iteració s 'explora la branca x 1 $ 2 (PE2) 
• Relaxació: Es resol (PR2) : s'afegeix la restricció x 1 $ 2 a (PE!) i es reoptimitza a 

partir de Tj,Rl 

X5 f¡ 

o 1 5/4 -1/4 o o 5/2 

1J.n2 = 
1 o -1/ 4 1/4 o o 5/2 

o o - 3/2 1/2 1 o 3 

o o 1/ 4 1-1741 o 1 -1/2 

o o 1 o o o 5 

o 1 1 o o - 1 3 

T],R2 = 
1 o o o o 1 2 

o o - 1 o l - 2 2 

o o -1 l o - 4 2 

o o l o o o 5 

xj,R2=[2 3 ]' 

• Eliminació: 

!> l<pR2 # 0, 
t> x¡,R2 = xj,E2 =:> es pot eliminar. 
t> Inicialització de la incumben! : z º := z¡,E2 = -5, x• := x¡,E2 = [2 3]' 
t> Actualit.zació de la !lista : L := { ( P E3)} 

( ATEN CIÓ : z¡,E2 = Zpni , i sabem que z¡,Rl és una fita inferior de z'j,E. Així dones, 
podem assegurar que x¡,E = xj,E2 i no caldria explorar el nus (PE3)). 

• Tercera iteració s 'explora la branca x 1 2'. 3 (PE3) 
• R elaxació: Es resol (PR3): s'afegeix la restricció x 1 2'. 3 a (PEJ) i es reoptimitza a 

5oJL~~ 



~_.;nis ta. 

?E"2).( PE3)) 

~ ~-=;.:lllitza a 

= =":;-: = [:2 3]' 

:; =- .:....Ji dones, 

~ ~;ümitza a 
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part.ir de T;,Rl 

X¡ X"I - X3 - X4 l'5 f¡ --
o 1 5/ 4 -1/4 o o 5/ 2 

T~R3 = 
1 o -1/ 4 1/4 o o 5/2 

o o - 3/2 1/2 1 o 3 

o o l-i74l 1/4 o 1 - 1/2 

o o 1 o o o 5 

X ¡ X 2 X3 X4 X5 f¡ 

o 1 o 1 o 5 o 

Tj,R3 = 
1 o o o o -1 3 

o o o - 1 1 -6 6 

o o 1 -1 o -4 2 

o o o 1 o 4 3 

XpR3 =[ 0 3]' ZpR2 = -3 

* Eliminació: 
C> l\pR3 # 0. 
<> xf>R3 = xf>E3 =:>es pot eliminar . 
C> Actualització de la incumben\: z'PE3 = -3 f z• = - 5 =:>no s 'actualitza. 
e> Actualització de la llista : L := 0. 

• Sisena iteració L = 0 => la solució óptima és l'associada a la incumbent : 

[xf>E := x· = [2 3]' 
L 'arbre d 'exploració és : 

x1 ~2 

PE2) z~,=-5 

X ,= 2 

x,= 3 
z* = z* =-5 

l'<1 

z¡,E := z• = - 5] 

Z!1 =-5 

x1 ~3 

§z~,=-3 
X,= Ü 

x,= 3 

Z.::C,= -3 



~ 
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8 Solucions dels problemes de programació no lineal. 

Solució de l proble ma 53. 

a) Calcularem primer els punts estacionaris: 

[ 2x ¡ - X2 - X3 ] 
[ 2 

-1 
-1] [xi ] [º] \if(x)= -x1+2x2 + xa \f(x") = [O] -1 2 
~ :~ = ~ -x1 + x2 + 2xa -1 1 

[ 2 
-1 

~¡] #o=} x" = m únic punt estacionari . det -1 2 

-1 1 

Estudiem ara la convexitat de f(x) sobre el punt trobat: 

[ 2 -1 -1] 
\1 2 f(x)= -1 2 1 

-1 1 2 

la matriu Hessiana és constan\: es tracta d'una funció quadratica. Comprovem la definició 
de 1 'Hessiana: 

.Ó.¡ = 2 >o [ 2 -1 i , -"'2=det _ 1 2 =3>0 , .ó.3 =detv·f(x)=4>0 

.Ó.k > O, k = 1, 2, 3 =} v 2 f(x) def + 'lx E IR3 

l'Hessiana és definida positiva arreu (f(x) estri ctament convexa): el punt x• = [~] és un 

mínim global estric te de f(x). 
b) Punts estacionaris de f(x): 

[ 

er¡ -X i _ er~ - I¡ + 2xer 2 

\lf(x)= - e'' - ''+e'>-'> ] 

2xa 



88 CoHecció de prnblemes resolts d 'Investigació Operativa Determinista. 

Comprovem la definició de la .Hessiana sobre x·: 
'} 2 2 

0 
[er1-.r2 + er2-r1 + 4XjCx 1 + 2er 1 -ex 1-x2 _ ex 2-:r 1 

v-/(J:) = -[X¡-X;'l _ e.r:;¡-X¡ fr¡-X2 + eX2-X¡ 

o o ~] 
ti. 1 > O dones és suma de termes positius 

il:i = (ex1 -r2 +er2-.r1 )2+(er 1 -r2+er2-r1 )(ex1 -r2 +er2-x1 +4xie.r i +2exi )-(er 1 -x :i +t.r 2-r 1 )2 = 
= (eX¡ -r2 + fX2-X1 )(é.t'¡ -.r 2 + EX:¡-X¡ + 4xieri + 2exi) > Q 

Ll.3 = 2Ci.2 >o 
ti.k >0, k= 1,2 ,3 =:>\1 2/(x) def+VxEIR3 

b) l'Hessiana és definida positia arreu (f(x) estrictament convexa): el punt x· = [~] és un 

mínim global estricte de f(x). 
e) Es calculen els punts estacionaris de /(x): 

En aquest cas ens trobem amb un conjunt de punts estacionaris .Y" determina\ pels punts 
de IR2 amb x 1 = x 2 . Comprovem ara la definició de la matriu Hessiana: 

[ 
ex1 -x2 + ez-2-r1 

V 2 f(x) = -e.t"J -X2 _ eX2-X¡ 

il1 = eX¡ -xz + ex;i-x¡ > \lx E IR.2 

.ó. 2 = (ex 1 -x 2 + er2-r1 )2 _ (ex1 -r2 + ex:i-x 1 )2 = O 

Ci.1 >O , Ci.2 =O=> \12 f(x) semidef + \lx E IR2 

La matriu Hessiana és semidefinida positiva arreu (f(x) és convexa): el conjunt de punt 
.:r· són mínims global febles. La següent figura mostra la respresentació grafica de la funció 
f(x) i del conjunt .r: 

8 Soluooo. ~ 

d ) Cá.:c... -~ 

= 

[ :l G~-~ _.:-.. 

no r.é s.: - : 
í n::.: : ::~ ~=--- ... 

Sol u ció ceo :;:. - -

• d: = 

::::::..~ -~ . 

Du:•-



.:"!'.:~minis ta. 

: = ='.= o¡ 

f:-:. - =: - tJ"2- .r1 )2:::::::: 

:~,:¡ - 2, ';) > o 

-o 
- - O 1 és un 

-º 

:· = z;¡ 

- -~• pels punts 

-~-...;:¡de punt 
_,.::w ::e la func ió 
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x, X 2 

d) Calcul de punts estacionaris: 

V f( x ·) =[O]:} 

\lf(x) = [ ~,~~:~º+ e'•+r, l 
e · +ex 1 -x':! 

{ 

ex1 +r2 = eX 1- :r:i • XJ + .l'? = XJ - l'?. X?= -X?:::;, 

e x 1 - x2 :::::::: - er1 +x2 } :::;. tri :::::::: - ex i :::;. l ,llx " 1 

X2 = Ü 

89 

lx2 = ül 

En aquest cas no existeixen punts estacionaris, i el conjunt solució x· és buit (el problema 
no té solució). La funció f(x) no esta afitada inferiorment: pera un valor donat de x2 , la 
funció objectiu decreix a mida que ho fa x1 . 

Solució del problema 55. 

oc11 = [ ~ ] La representació grafica d'aquest primer cas és: 

x, 

x º d 1 

x, 

Vj(x? 

• Factibilitat: Els punts a partir de x0 al llarg de d1 es representen per: 

x(o)=xº+od¡= ¡1+020] 
donat que x(o) ;::: Opera tot o:'.'. O la direcció és factible . 

• Descens: Fem el producte escalar amb el vector gradient: 

\lf(x0 )d1 = [2 -2 ] [~] = 4 > O 

donat que V f(xº )d1 > O, la direcció no és de descens. 

oc12= [~2] . 
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" 

J' 

Vfix? 

• Factíbilitat: x(a) = xº +ad' = [ 1 -a 20 ]. Per a qualssevol valor de a entre zero i 

a= 1/2 es satisfa x(a);::: O, sent dones d1 factible. 

• Descens: Vf(xº)d2 = [2 -2] ¡-12] = -6 <O . d2 és de descens. 

d3 = [~] 

Vfl.t 9 

* Factibilitat: x(a) = [ 1 ;:a] ;::: O\lo >O, sent dones factible. 

• Descens: V f(xº)d' = [2 -2] [~] =O. En aquest cas, per tal de saber si d3 és de 

deseens hem d'estudiar les segones derivades de f(x) al llarg de d3 : 

V 2 f(xº) = [ 2 -2] 
-2 2 

La corbatura de f(x) al llarg de d3 , g"(a) ens pot indicar, si la direcció és de descens 
(g"(a) <O) o d'ascens (g'.'(a) >O). En el nostre cas és: 

g"(a) = d3'Vf(xº)d3 = [2 2) [ ~2 ~2 ] [~]=O 
Així dones, l'estudi de la eorbatura tampoc ens permet dir si la direcció és de descens. 

Solució del problema 57. 

Calcul de la direcció de decens:: 
Es calcula en primer !loe la direcció de moviment del metode del gradient: 

8 Sol :.a:;c:s 

Dire:: .: :;:; -: 

Els va.::-5: :::-- ~ 

i les i:e:;,:.:::.: 

• Pri=~-~ _ .... -

~- = 

.::: = ... 

• Se 0 ona ::e::ac 

!)1 = :::t: -



~,-:¡, Jeterminísta. 

'-e :t ent re zero i 

--:r si d3 és de 

~ _ e:s- de descens 

:::.::. ~ de descens . 
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f(x) =xi+ X~ - (x2 - X3)3 + X¡ X2 X3 

[ 
2X¡ + X2X3 ] 

V' f(x )' = 2x2 - 3(x2 - ~3)2 + X ¡ X3 

3(x2 - X3) - + X¡X2 

xº = [ ~:] 
vf(x0

) = [~d 

Direcció de moviment del metode del gradient: Idº = -v f(x º ) = [ ~3 ] 
Exploració lineal: : 

91 

A continuació es realitza exploració lineal per Fibonacci amb N = 4 i interval d 'incertessa 
[O, 0.1], de londitud inicial d1 = 0.1. La funció univaluada sobre la que s'aplicara Fibonacci és: 

g(o) =f(x0 +od0 ) = J(-3o+ l,3o - J,o - l) 

g(o) = - 170 3 + 33o 2 - 190 + 3 

Els valors deis números de Fibonacci que s'usaran són: 

F0 = F1 = 1 

i les iteracions del procés són: 
• Prin1era iteració : 

F2 = 2 F3 = 3 

* O¡ = 0 + &d¡ = ~0.5 = 0.3 g(0.5) = - 0.189 Fs ·) 

• 02 = 0.5 - Psd¡ = 0.5 - 0.3 = 0.2 g(0.2) = 0.384 

F4 = 5 

• g(0 .2) > g(0.5) : es descarta [O, 0.2[. El nou interval d'incertessa és [0.2, 0 .5] . 

g(<J) 

0.384 

0.3 

(J .2 
a 

.5 
-'ó.189 

• Segona i teració: 

• 03 =(}o+ !;;Ld, = 0.4 g(0.4) = -0.408 - r s 
* g(0.4) < g(0.5): es descarta [0.2, 0.3[. El nou interval d 'incertessa és [0 .3, 0 .5] 
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gfCI 

0.3 0.4 
~~~-+-~1---+-~-+-~~~~a 

0.2 • 0.5 
-0.189 

-0.4()11 

• Tercera iteració: 
• 04 = ª' + f;d, + 0.001 = 0.41 g(0.41) = - 0.414 

• g(0.4) > g(0.41): es descarta (0.3, 0.4(. L'interval final d'incertessa és (0.4. 0.5]. 
glCI 

0.4 0.41 

-0.414 

Es pot prendre coma longitud de pas el punt mig la0 = 0.451. 
Actualització de les variables: 

[
- O 35 ] 
0.35 

-0.35 

Test d'optimalitat: 

!l'V /(x1Jll2 =11 (- 0.89250 -0.23250 2.30750] !12 '°" 2.485 > ' = 0.1 ~ x' i x· 

Solució del problema 59. 

2. - Condició d'optim: ll'V(xº)ll2 = 2\1"2 f. ' = 0.5 

3.- Direcció de moviment: <Í' = [ ~2 ] 
4.· Exploració lineal per Fibonacci: a 0 = 1/6 

5.- Actualització de variables: x 1 = x0 + a 0 d0 = [ 4/ 3 ) 
5/3 

Solució :!-=- ~- _ 

a ) == = 

t .- _, --

.'J . :J; - -

1. - _.!.:_:-; 

b) = ..; 

J .. ?.-..:=..-n. 

2.. -

; ::_ -
In:~. -,_ ~- -

ext:e-= :~ _ ... 

Solució CS ;- -

a) 

b) 

..!. . 

e) . .\ tés ~ -• .,_ .,.,
ca~:::_-3 .:. : -

Sol u ció del ;:. _ = 
a) l'na :..:::;. - -

les \G: .~ ::s: = 
COH'es; :~=- :a. 

per 

h( z : 



..:}e terminis ta. 

1 !: 1.; ~· . 5J . 
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Solució del problema 60. 

a) x0 = ( ~l) \/ f(x) = ( 2x1 + 2x2 - 2 3x2 + 2x1 - 2 )' \/ f(xº) = ( -4 -4 )' 

J .• Condició d 'at urada: ll'V f(x º Jll2I = v'f6+T6 = J32 = 5.6568 > < = 0.5 

2.- Direcció de descens : dº = -\/ f(x º) = ( 4 4 )1 

3.- Exploració lineal: g(o) = f(xº + odº) = f(-1+4o,4a) = 72o2 - 320 + 3 g(o)' = 
1440 - 32 ; g(o")' = 1440" - 32 = O ; o· = 32/144"" 0.2 

4.- Actualització: x 1 = xº + a·d0 = ( - 1/ 9 8/9)' 

b) N = 4 : Fo = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, g(o) = 72o2 - 320 + 3, o 0 =O lnterval 
d'incert.essa inicial: g(O) = 3, g(l) = 43 > g(O) => Iº =(O, 1) 

1.- Primera iteració: d2 = F3/ F4 d1 = 3/5 = 0.6; o 1 = O+ 0.6 = 0.6, o 2 = 1 - 0.6 = 0.4 

g(o1) = 9.72 > g{o2) = 1.72 =>es descarta (0.6, l]: !2 =[O, 0.6] 

2.- Segona iteració : d3 = F2 / F4 d1 = 2/ 5 = 0.4 : 03 = 0.6 - 0.4 = 0.2 

g(o3) = -0.52 < g(o2) = 1.72 =>es descarta [0.4 , 0.6]: !3 =[O, 0.4] 

3. - Tercera iteració : d4 = F1/F4d1 =1/ 5 = 0.2; o 4 = 0+0.2+0.01 = 0.21 

g(o4 ) = -0.54.· < g(o3) = - 0.52 => es descarta [O, 0.2]: ! 4 = (0.2, 0.4] 

lnterval final d 'incertessa: lr4 = [0.2, 0.4JI. Es pren coma longitud de pas optima el millor 
extrem de !4 : lo·= 0.21 

Solució del problema 61. 

a) x 1 = [ -2.8571 4.8571 -0.5928] 
b) Si es calcula la definició de la matriu Hessiana (constant, dones f(x ) és quadratica), s 'obté 

que és indefinida. Així dones, el problema (PNL) no té solució, dones no n 'hi ha cap punt 
de JR3 que satisfaci les condicions necessáries de segon ordre (\/ J( x) = [O] i \/2 J( x) semidef 
+). 

e) Atés que el problema no té solució, no té sentit calcular la taxa de convergencia. Si es 
calculés s'obtindria f3 = 7.77 > 1, que no té sentit. 

Solució del problema 62. 

a) Una corba diferenciable sobre una superficie S s'expressa com una parametrització de 
les variables x; en funció del parametre t . L'enunciat ens dona l 'expressió parametrica 
corresponent a la primera variable: hem de trobat l'expressió paramétrica de x2 i substituir 
per t = O: 

X1(t) =t} 2 [t] 1 [ 
h(x(t)) = xj(t) - x2 (t) = O t - x2(t) = O' x2(t) = 12 => x(t) = t 2 ,x(O) = ~ ] 1 
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b) 

~f(x(t)t0 =Y'f(x(O)) ~x(tt0 = [1 O ][~]= l 
V f(x) = [ (x2 + l)ex,(x,+l) x,ex.lx,+l)] , V f(x(O)) = [ 1 O] 

.:!..x t -[ftx,(t)]-[ 1 ] .:!..xtl -[ 1) 
dt ( ) - ft x2(t) - 2t ' dt ( ) t= D - Ü 

e) x(O) no pot ser un punt estacionari del problema indicat, dones una condició necessaria 

és que ¡ftJ(x(t))l,=o = O per .a tates les corbes diferenciables de S que passin per x(O), i 

aquesta condició no es satisfa perla carba trabada a l'apartat a) . Si fessim un moviment 

a partir de x(O) = [~] al llarg de la carba x(t ) = [ 1
1
2 ] amb t <O f (x) milloraria. 

Solució d el problema 63. 

mmf(x 1,x2) ¡ i) 
sa g¡(x1 ,x2):Sb1 

g2(x1, x 2) ~ b2 , ii) 

X¡~ Ü 

V'f(x1 , x2) +µ 1Y'g1(x1,x2)+µ2 Y'g¡x1,x2)+µa [ ~ ] +µ4 [~] = Ü 

µ 1(b1 - g1(x1,x2)) =O , µ,(b2 - g2(x 1,x2)) =O 

µax1 = O , µ4 x2 =O 

x, ~ o iil) µ, ~ O , µ2 :S O , µa :S O , µ4 :S O 

Solució del problema 64. 

, (2 º) a) v-f( x) = O 2 > def + ~ la funció objectiu és convexa i la regió factible és un 

conjunt convex, dones esta definit a partir de constriccions lineals. Aixídoncs es t rat a 
d 'un problema convex, satisfent-se llavors que qualsevol sol u ció factible que cumpleixi les 
condicions necessaries de primer ordre és un mínim global. 

b) Passem el problema (PNL) a la forma estandar canviant el signe de la primera constricció: 

rrn 
f(x) = (x1 -1)2 + (x2 - 2)2 

(PNL) subj .a: X¡ X2 :S 
X¡ + x, :S 2 

-X¡ :S o 
x, :S o 

Condicions de Khun i Tucker: 

i} { 2x1 - 2 + µ, + µ2 - µa o 
2x2 - 4 - µ, + µ, , µ. o 

{ µ¡(1 - X¡+ x 2 ) = Ü µax1 = O 
ii) 

µ4 x2 = O µ,(2 - X¡ - X2) = Ü 

e) : = > 
• 2.:.3-.-..L 

P:: = :. 
a - - -

e - - - ... 

Solució ¿"';: 

tricc!c:-¿ 

a ) Conci · -- -

mi~~ ::..:::i.;,. ~ 

:) ::: 



~:::..erminista. 

::.:.::.-:: cecess8.ria 

.::. ;:.e: x(O) , i 

-= :noviment 

·--~~a. 

- µ , [~ ] =o 

~~'-~le és un 

i:...D:..•:::.::s es trata 
~ :=pleixi les 

"'-:. .::.:::stricció: 

8 Soludons deis problemes de programaóó no lineal 95 

iii) µ; 2 o i = l, ... ,4 

e) x 1 , x, > O => p 3 = µ 4 = O. Substitu'int a les condicions de Kuhn i Tucker trobades a 
l'a.partat. anterior s 'obté: 

2x 1 + p 1 + /12 = 2 

2x, - pi+ 1'2 = 4 

µ 1( l-.r1 +.r2 ) =0 

µ,(2 - X¡ - i·2 ) = 0 

/11 2 O, /12 2 O 

Provant diversos va.lors de µ 1 y µ-2 s 'obté: 

a) 1•1 = µ 2 =O => x 1 = ! , x 2 = 2 => x 1 + ,., :f 2 => Yiola la segunda restricción 

b) ¡11 # 0, ¡12 #O => p 2 = !, /IJ = -2 'l_ O=> Yiola (5) 
c) µ 1 # O, µ 2 = O => x 1 = 2, x 2 = 1 => x 1 + x 2 :f 2 => ,·iola la segunda restricción 

d) ¡11 = O, µ 2 #O => x 1 = 1/2, x 2 = 3/2 p 1 =O. µ 2 = 1 > óptimo 

Solució del problema 65. 

(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Calcularem prhiament el gradient de la fu nció objectiu i la matriu Jacobiana de les cons
tri ccions: 

') 3 15 
f(x) =(X¡X2 - 3)- - 4X1X2 + 2(X¡X3 - 1) - 2X2 + 5x3 

[
2(x 1x2 - 3)x2 - 4x2 + 6(x¡x3 - 1)2x3] 

V /(x)' = 2(x1x2 - 3)x 1 - 4x1 - 15/2 

6(X¡X3 - J)'x¡ + 5 

[ 
12x1 ] 

g, (x)=6xi -3x2x3-X~ - 5 ; \ g¡(x)' = -3x3 

-3x2 - 2x3 

[
2x ] 

ílg, (x)' = _1/; 
2x3 

? 1 ? 

g,(x) =x¡ + 2x, + x3- 4 

a) Condicions de Kuhn i Tucke r: Sigui x factibl e (PNL) (g(x) :S O) . Llavors si x és 
mínim local de (PNL) existeix el vectorµ E IR2 que satisfa les següents condicions: 

i) \if(x)+Lµi'V'gj (x)=O. Enelnostrecas: 
j = l 

2(x1x2 - 3)x2 - 4x2 + 6(x ¡X3 - 1~2x3 + 12x¡p¡ + 2x1µ 2 =0) 

2(x 1x2 - 3)x3 - 4.r¡ - b/2 - 3x3µ¡ + (1 / 2)µ2 = 0 

6(x1x3 - 1)2x¡ + 5 - 3x11'1 - 2x3µ1 + 2x3µ2 = 0 

(!) 
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ti) µjYj(X) =O, j = 1, ... ,2: 

iii) µj 2:0,j = 1,2 
b) Hern de comprovar les condicions de l "apartat anterior sobre el punt. x = [O -2 1 ]': 

[ g¡(.r)l [ o l . g(x) = = :'O'. O ~ x factible (PNL) 
g2(.r) - 4 

ii) La segona constricció és inactiva (g2(.r) = -4 =fa O): aixo implica que el multiplicador 
µ 2 s'ha d"anular: µ 2 =O. 

i) Substitu!nt els valors de x =[O -2 1]' i µ,=O al sistema d 'equacions (1) sobté: 

26 =0 } 
- 15/2 + 6µ 1 =O sistema incompatible~ 

5+4µ1 = O 

x = [ ~2] no és mínirn de (PNL) 

Solució del problema 67. 

b) E l punt xº = [O 1 ]'no és un mínim local de (PNL) perque viola la condició de signe 
dels multiplicadors de Lagrange (:\ 1 = -3/5). 

e) E l conjunt factible és convex, dones la primera constricció és de menor o igual i la funció 

que la defineix és convexa (\72g1(x) = [~ ~] ). Les constriccions de signe x 2: O també 

defineixen conjunts convexos, i la intersecció de conjunts convexos és un conjunt convex. 
La matriu Hessiana de la funció objectiu és: 

, [ 2.ro+2 2(xi-21)-2] 
'V·f(x) = 2(x 1 ~1)- 2 

Hem d 'estudiar la definició d'aquesta rnatriu: 
* .ó. 1 = 2x2 + 2 2: O ~ x 2 2: - 1. Aixo sempre es satisfa per a tota solució factible 

(PNL). 
• .ó.2 = - 4xi + 16x 1 + 4x2 - 12 2: O: aquesta condició es pot satisfer en fun ció deis Yalors 

de x 1 i x 2 . Si provem, pero. el la solució factible de )'anterior apartat x0 = [O 1 ]' 
s'obté .ó.2 = -8 l O. Així dones. f(x) no és convexa (\72 f( x ) no és semidefinida 
positiva) sobre la regió factible, i, llaYors , (PNL) no és un problema de prograrnació 

convexa. 

Solucíó del problema 68. 

a) Calulem les primeres derivades de la funció objectiu i de les constriccions: 

' [(x2 + l)er,(x,+I)] 
\7 f(x) = X¡ e' •(r,+ IJ [ 2X¡] 

\ g¡(x)= - 1 

= 

.. -. ::. -

1:: - - ~ 

p~~ "- ""5 .:. 

seK~~ 

o; e .a:: -::-

3 ---

b)A.a~:-:.J. 

e) CG:::;::: = 
ac:_ ·. ~: = 

~j = 



,Jet~rminista. 

- 2 l ]' : 

~" :::J:l~uplicador 

=~ .) s"obt.é: 

~ 
_,,.~:!Ó de signe 

r-i: i la func ió 

r::" = 2': O tam bé 

__.:.¡, convex . 

i. s.::-_:1ó fac tible 

-~.::;: ::ie!s \'alors 

L. =' = : o 1 ]' 
~ se::JJdefinida 

1 .::-= ;~g:amació 

. ~ _: . -l 
.. -- - ~~ ~-1 
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Condicions de Kuhn i Tucker: n'hi ha dos multiplicadors de Lagrange ¡11 i µ2 associats al 
problema (PNL) 

2 

i) \if(x)+ I:>ivg,(x) = O 
i =I 

( x2 + l)ex,(x,+I) + 2µ ¡x¡ + ¡i26xi - 4¡i2X1 = O 

X 1 exi(x1+I) - µ1 - µ2 = Ü 

ii) µigi(x ) =O , j = 1, .. ,2: 

iii) µ j 2': o ' j = 1, 2 

Condicions de factibilitat: 

µ¡(xi - x2) =O 

µ2(2xf - 2xi - x2 + 1) = O 

/11 2': o 
µ z 2': O 

xi - X2 $ 0 

2xf - 2xi - x 2 + 1 :S O 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Per a resoldre (PNL) a partir de les equacions (1)-(8) caldria explorar els quat.re casos 
següents: 

1) Dues constriccions actives: hem de trobar un punt sol u ció del sistema ( 1 )-(8) sencer. 
2) Cap constricció activa: de (3) i (4) s'obté µ 1 = µz = O i el sistema es redueix a calcular 

V f(x ) = O, és a dir , un punt estacionari de f(x) a !'interior de la regió factible de 
(PNL). 

3) g¡(x) = O, gz( x) < O: llavors µ 2 =O i s'ha de resoldre (1) , (2) , (5) , (7) i (8) , el·liminant 
1'2 de (1) i (2). 

4) g¡(x) < O, g2(x) = O: de (3) tenim µ¡ = O i s'ha de resoldre (1), (2), (6) i (8), 
el·liminant ¡i1 de (1) i (2). 

La major dificultat consisteix en que els sistemes que s'obtenen en els quatre casos anteriors 
són sistemes d'equacions no lineals que, en general, no es poden resoldre de forma directa. 

b) A la sortida de GINO observem que el valor d'un deis multiplicadors de Lagrange, µz, és 

. . l 1 d .. . (6) 1 - ¡ - 0.455418) . . . 1 1 d (PNL) negatm, vio ant a con 1c10 : e punt x = 0_396285 no es m1mm oca e . 

e) Comprovem primer que el punt x és regular. Calculem la jacobiana de les constriccions 
actives J = {2}: 

\ig2(x) = [3 .0661 - 1] rang('Vg2(i)) = 1 =:. rang complet 

El subespai tangent sobre x regular és: 

M = {y 1 \igi (x)y = O, j E J} = {y 1 (3 .0661 - 1] [ ~:] = O} = {y 1Y2 = 3.066ly¡} 
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La dimensió del subespai M és dim(M)=l. llavors qualsevol vector de M serveix coma base 
d 'aquest subespai: 

Solució del problema 69. 

Per tal de comprovar si x• és optim de (PNL) hem de comprovar les condicions suficients 
de segon ordre (que inclouen, recordeu, a les de primer ordre) . El primer pas és trobar els 
multiplicadors de Lagrange µ 1 i µ2 associats a x·, si es que aquests existeixen. Per tal de 
calcular aquests multiplicadors usarem les condicions necessaries de primer ordre (condicions 
de Khun i Tucker). Calculem el gradient i la matriu Jacobiana sobre el punt x": 

I • , _ [ 0.6691 ] 
V f(x ) - -O 2675 

[ 2x1 
"Vg(x) = ? 

6x; - 4x1 
"Vg(x")= [-1 -1] 

3.5 -1 

S'observa que la matriu Jacobiana és de rang complet , sent dones x· regular. Les dues cons
triccions són actives sobre x•. Si plantejem la primera con di ció de Khun i Tucker tenim: 

"Vf(x·)+ [µj µ2)"Vg(x") =O 

0·6691 - µj + 3-5µ2 =o} 1 • = - 0.05947 • = - 0.208161 
-0.2676 - µ j - µ; =o _µ, ' µ 2 . 

Les constriccions del problema (PNL) estan plautejades com de 2: O. Aixó implica que la condi
ció de signe sobre els multiplicador (tercera condició de Kuhn i Tucker) és µ" ~O, que és satisfeta 
pe! vector trobat. Així dones, el parell x• = [- 1/2 1/4]', µ• = [ -0.05947 - 0.20816] satis
fan les condicions necessáries de primer ordre. Comprovem ara les de segon ordre, calculant la 
defini ció de la matriu Hessiana de la funció Lagrangiana sobre el subespai tangent M. Ca!culem 
primer v;.c(x·' µ•): 

"V2f(x·) = [0.8363 0.2007] v2 (x") = ¡ 2 º] v2 (x") = ¡-10 º] 
0.2007 0.1338 ' 91 o o , 92 o o 

2 

v;.c(x',µ·) = "V2f(x·) + ¿µ;"V 2g;(x·) = 
j=l 

= [º 8363 0-2007)-0.05947 [ 2 º]-0.20816 ¡-10 
0.2007 0.1338 o o o 

= def + º] [ 2.799 0.2007 ] Ll1 = 2.799 > o} 
o 0.2007 0.1338 Ll2 =o 334 >o 

Donat que v;,.C(x•, µ•) és def +sobre JR.2, també ho sera sobre qualsevol subespai de JR-2. En 
particular, sera def + sobre el subespai tangent M. Així dones, el punt x· és un mínim local 
estricte de (PNL). 

Solució d el problema 70. 

S'ha de comprovar la definició de l'Hessiana de la funció Lagrangiana sobre x·, Á0
, "Vi,.C(x• , Á") 

8 : 

Dona: ~-~:: 
no es; :· ~.: 

Solució -=.,, ;:. 
B= =~ 

Es ca.:~:~~ 

L~ ..... ? .. .:.;...: ! 

selecc:: :-:- ··==..JI 



~unninista. 

~com a base 

,=•::E sufic ients 
::.;¿ !:5 crobar els 
= Per tal de 

condicions 

:..es dues cons
_.. ;~nim: 

...:3 que la con di
.;- : és sa t isfeta 

- : ?GS16 ] satis
= alculant la 

· ~1 . Calculem 

-. ~ 

o 

.:. , = 2.799 > º} def + 

.:.- = 0.334 >o 
<=~de IR?. En 

r..::: :::ínim local 

~[(x" , ,\,") 
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sobre el subespai M: 

v;c(x".>:)=v2/(>:")+.\·'vh(x")= [ 1~2 
- 1/4 

1/2 

o 
- 1/4 

- 1/4] [ 2 - 1/4 + (-1/4) o 
1/4 o 

[
-1/2 

= 1/2 
-1 /4 

99 

o º] 2 o 
o 

1/2 -1/4] 
- 1/2 -1/4 
-1 /4 1/4 

La matriu v;C(x", .\") és indefinida. Hem de comprovar la definició de Z'v;[(x" , .\")Z 
on Z és una base del subespai M = { y 1 vh(x" )y =O}. S'han de trabar dos vectors z1 i z2 

pertanyents a M i linealment independents. La condició de pertinen<;a a M és: 

vh(x" )=[ 2 2 -1] vh(x")y =o=} 2y¡ + 2y2 -y3 =o 

Trobem ara dos vectors vectors linealment independent que satisfacin (1): 

Y3 =O Y1 = 1 =;. Y2 = - 1 

Y3 = 1 Y1 = O=;. Y2 = 1/2 ; 

Calulem Z'v;C(>:" , .\")Z i la seva definició : 

Z¡ = [ ~l] ) l 
,, . [ ·H z . [ ~· 1~2] 

Z'v;c (x"Y)Z = ¡ - 2 1/2 ] t!. 1 = -2 < º} . 1/2 - 1/8 [!.2 = 0 sem1def-

(1) 

Donat que Z'v;C(x", .\" )Z és semidef - , el punt estacionari x· pot ser m axim local , tot i que 
no es pot assegurar . 

So lució del problema 72. 

Hem de comen<¡ar realitzant la selecció de les variables dependents i independents sobre x. 
Es calcula préviament la m atriu J acobiana vh(x): 

x 2 

[ ::,¡. + Xz - X3 + 2x4X5 - X5 + 2 ] 
h(x) = 3x2 3x2 7 T + x2X3 - 2x2 + T + xs - 2' 

[ x 1 1 -1 2xs 2x4-l] 
\lh(x) = 3x1 X3 - 2 x2 3x4 1 

que. avaluada sobre x = [ 1 O 3 1/2]' proporciona: 

v h(x) = [ ~ - 1 

o 3 : ] 
La variable X 2 no hauria de ser independent, dones es traba a fita inferior . Una possible 

selecció de variables dependents seria y = [X¡ X 3 ]' ja que ambdues es traben entre fites i la 
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mat.riu: 

[ 1 -1] 'Vyh(x) = 3 O 

és no singular. Les variables independients serien z = [x2 x 4 x5 ]' , y la matriu \, h( i·): 

'V,h(x) = [: 1 1] 
3 1 

Si calculem l 'expressió del gradiente: 

'V f (x)=[;i-xs+3 - 6 2x2x3 _ 4 - 4 -x 1 ] 

i l'avaluem sobre x = [ 1 O 3 

'Vf(x)=[7-6-l-4-IJ 

1/2 ]' s'obté: 

'Vyf(x)=[7 -1 ] 'V,f(x) = [- 6 - 4 -1 J 

Determinem el gradient reduit sobre el punt x. A la practica, el calcu l del gradient redu'it 
es duu a terrne en dues passes. A la primera es calcula el producte >.' = 'Vyf(y, z)['Vyh(y , :)J- 1 

mitjan<;ant la resolució del sistema d'equacions 'Vyh(y,z)' ).. = 'Vy f( y,z)'. La raó d 'aquest 
procediment és que és més estable i eficient treballar amb la factorització LU de la matriu 
'Vyh(y. : ) que amb la seva inversa: La factorització LU de Vyh(x) és: 

[l -Ji ¡1 º] ¡1 -li 'Vy h(x) = 3 O = 3 1 O 3 

Resolent el sistema s 'obté el valor de Á: 

[ l 3] [¡ ][l 3][;.,1 ] [7] {)..1 =-1 
- 1 o )., = - 1 3 1 ;.., = - - 1 =;> ;.. , = - 2 

A continuació es procedeix al calcul de r = 'V, f(y , z )' - 'V, h(y, z )').. : 

Tenint en compte que z = [O 1/2] i les lites 1, =O i u, = [ 4 4 4], s 'obté .C.:= - 1·: 

Un cop determinada llz (i després de comprobar que és diferent de zero) , es procedeix al 
calcul de .C.y. En la practica , aquest calcul es fa a través de la resolució del sistema d'equacions 
'Vyh( y, z)D.y = -'V, h(y, z)fl z: 

3 
[ -24 ) =;> { .C.y¡ = -46/3 

- 46 t. y, = 26/3 

3 

Te:1i=: =-= ::: :: 
la 1 ::g::; _: ~ ::• 

El c::.L; ; _ _;,;_;. ~ 5 

oc;_gj::a.'. C.:- _ 
El ,- e: ::' - - = 



~ ~~:nninis ta. 

-:;, c- ,h• r): 

- 1] 

c·~:en r reduú 
; :- ,h(y. :W1 
~ :"'° d'aquest 
··-:-e la m atriu 

..?- ~.:- = -r: 

.,, :~:xedeix al 
:. equac1ons 

= - 46/3 

..:..,, = 26/3 
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[ - 46/3 ) 
Ay = 26/3 

Calculem ara la longitud de pas maxima ó . Tenint en compte que I = O i 11 = [4 4 4 4 4 ]' 
tenim que: 

y = [ ~)',Ay = [ - 46/3 ) 
26/3 

- 1 } 3 a,, = 46,73 - . 3 3 - -
_ _ (4 - 3) =>o,=mm{45, 25} - 46 
ay, - 'f613 

z = UJ , Az = [ 1:1] 
&,, = (4 - 0)/9 = 4/9 } 4 3 7 3 
&,, = (.j - 1) / 11 = 3/11 => &, = min{ 9"11' 8} = ]] 
&,, = (.j - 1/ 2)/4 = 7/8 

- . { 3 / } 3 a = mm 46, 3 11 = 46 

Prenem ara una longitud de pas arbitrária a · = &/2 = 3/92. El punt iterat serit: 

1 - 46/3 1/2 

o 9 2i /92 1 [ 27 /92 ] 
x = x +a· Ax = 1 3 

3 
26/ 3 151/46 ; f¡ = [ 1 1/ 2 ] , i = 125/92 + 92 = 

1 11 125/92 5 / 45 29/ 46 

1/2 4 29/46 

e - . 'bl . _) [ 1.98488) . om era d 'esperar, el punt x no es fach e. Jª que h(x = 3.26364 i O. Aphquem una 

passa del procés iteratiu de recuperació de factibilitat a partir de i . El calcul de Af¡ 
-['V yh(y, z Ji- 1 h(f¡ , i) es realitza resolent el sistema \7 ,h(y, z)A f¡ = - h( f¡, i): 

[ 1 -1 i -= [ 1 l [ 1 
3 O A y 3 1 

- 1 i [ Af/1 l = -h(f¡ i) = [ -1.98488] => { Af¡1 = - 1.08788 
3 A f¡2 ' -3.26364 A fJ2 = 0.897 

Tenint en compte el valor de les variables Y' = [ 1 /2 
la longitud de pas máxima al llarg de Af¡ és: 

&y, = ~ = 0.4596 } - -
- 4 - 151/46 - => ª" - 0·4596 
ª"' = 0.89 1 = 0.7991 

és adir: 

f¡ - Y +oyAf¡"' [ 3 .~~48) 

151/46]' i les fites u, = [ 4 4], ly = O, 

o; = min{ 1, 0.4596} = 0.4596 

[ -0.3186] 
h(y, i) = 0.3969 

El nou punt i esta més a prop de la hipersuperfície S de les constriccions h(x) =O que el punt 
original. Com que a y = &y,, hem d 'intercanviar f¡1 amb una variable independent i , apropiada. 
El valor de 'V h( x) sobre el nou punt i = [Y', -''] és: 

\7 x _ [ 1/2 1 - 1 1.2608] 
f( ) - 3/2 1.2826 0.2934 4.0760 



102 CoHecció de problemes resolts d'lnvestigaóó Operativa Determfoista. 

La variable z1 = x 2 esta entre lites i, junt amb ji2, proporciona un nou 'Vyh(y, z) no singular: 

[ 1 -1 ] 
V yh(y,:) = 1.2826 0.2934 det('Vyh(y, z)) = 1.57608 

així dones, es por intercanviar fj1 = x 1 per i1 = x2. 




