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1 Topologia en espais metrics 

Desigualtats 

1.1 Sigui E un espai normat. Proveu que per ax, y E E es compleix: 

a ) llx - Yll ~ llxll + llYll 

b ) lllxll- llYlll ~ llx - Yll 

1.2 a) Proveu que si a 1 , a2, ... , an són nombres reals positius amb producte 1, aleshores 
a1 + a2 + ... + an 2: n. Quan val la igualtat? 

Indicació: Feu servir inducció. 

b ) Apliquen aquest resultat per provar que si x1, x2, ... , Xn són nombres reals positius, la mitjana 
. , . A X¡ + X2 + ... + Xn 1 . . , . G . 1 . . h , . 

antmet1ca, = , a m1tJana geometnca = yrx1 x2 · · · Xn 1 a mitJana armomca 
n 

H = 1 n 1 , satisfan les desigualtats H ~ G ~ A. Quan valen les igualtats? 
X,-+ ... + x. 

(Tomarem a aquest problema amb altres metodes en el context d'extrems de funcions.) 

Distancies, normes i producte escalar. Successions 

1.3 Sigui X un conjunt no buit. Demostreu: 

a) llfll = sup{lf(x)I ; x E X}, defineix una norma en l'espai A(X, JR) d'aplicacions X -t lR acotades. 

b) Sigui ara X finit i d(A, B) = Card(ALB), YA, B E P(X) (conjunt de parts de X). que les 
següents aplicacions defineixen una distancia en els conjunts que s'indiquen 
(ALE= A u B - A n B s'anomena diferencia simetrica.) 

1.4 Sigui (X, d) un espai metric i A, B subconjunts no buits d'X. Definim 

d(A, B) = ínf{d(a,b); a E A, b E B} 

Es demana: 

a ) És cert que d(A, B) = O~ A n B f. 0? 
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b) Demostreu ld(x,A) - d(y, A)I :S d(x, y), Vx, y E X. (Hem usat d(x, A) per indicar d({x}, A).) 

1.5 Considereu l'aplicació 

f: [-1, 1)--+ ~ := lRU {+oo} U {-oo} definida per f(x) = { 

a) Demostreu que I és una bijecció. {Trobeu ¡- 1 ) 

l..;¡,,, 
+oo 
-00 

si lxl :¡f 1 
SI X= 1 
si X= -1 

b ) Definim d: iR x iR--..; iR com d(x, y)= ll- 1 (x) - 1- 1 (y)J. Proveu que d és una distancia en iR. 

c ) Proveu que, amb aquesta distancia, tot subconjunt de iR és acotat. 

1.6 Si 11 · 11 és la norma euclídia i (-,-) és el producte escalar euclidi en JRn, proveu 

a) l(x, Y)I :S llxll llYll (desigualtat de Schwarz). 

b ) 2llxll 2 + 2llYll 2 = llx + Yll 2 + llx - Ylf (llei del paraHelogram) 

c ) 4(x, y) = llx + Yi!2 - llx - Yi!2 (identitat de polarització) 

d ) Si x, y són ortogonals, llx + Yll 2 = llxll 2 + llYll 2 

e ) llx + Yll llx - Yll :S llx112 + llYll 2 

i interpreteu-les geometricament. 

l. 7 Considereu C0 [a, b] l'espai vectorial de les funcions, I : [a, b] ~ JR, contínues (comproveu que, 

efectivament, és un espai vectorial i que té dimensió infinita). Demostreu que 11111 = ¡b ll(x)I dx és una 
norma. 

{ 
O si 

1.8 a) Donat X un conjunt no buit, definim d per d(x,y) = 
1 

si 

Demostreu que és una distancia en X. (S'anomena distancia discreta). 

b ) Proveu que tot subconjunt és fitat respecte de la distancia discreta. 

x=y 
x#y 

, Vx,y E X. 

c ) Doneu un exemple d'espai metric (E, d), on E és un espai vectorial real, tal que d no sigui la 
distancia associada a cap norma. 

Problemes de Cilm 

1.9 Donat r > 1 e 

Es tra.cta de ~ 
demostrar la dmip 

a) Sia,hm 
noméssi•= 

b) Suposu&1 

i que la iprll 

c) Si r,sm 
deR" amba 

Jndicacié= ... 

i sume11 '-• 

d ) PJ"Olftll: 

( 

1.10 Sipia U 
existeixen ... e• 
SimilanmS. _, 

a,b E R+ Lllls .. 

a) \'mm• 
b) s 1 



1 .... .metrics 2 

--.l({z},A).J 

lml¡El 
•=l 
•=-1 

-.11f¡.g?w:ia en R. 

. {c:iomproveu que, .. 
l/(z)Jdz és una 

• , Vz,y E X. • 

.-e C DO sigui la 

~- -~ -- ·- ...... 
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1.9 Donat r > 1 consideren l'aplicació JR.n --+ [O, +oo) definida per 

x = (x1, ... , xn) >-+ llxllr = (~ jx;j') ~ 
Es tracta de provar que aquesta aplicació és una norma. Probablement només trobareu dificultat en 
demostrar la desigualtat triangular. Per provar-la podeu seguir els següents passos: 

a) Si a, b són positius i O< a< 1, proveu a"b1
-" :S aa + (1- a)b, i que s'assoleix la igualtat si i 

només si a = b. 

b ) Suposant r > 1 i s tal que !. + !. = 1, demostreu que si A, B són majors o iguals que O, llavors 
r s 

AB <!.Ar+ !.B' 
- r s 

i que la igualtat s'assoleix si i només si Ar = B'. 

e) Sir, s són coma l'apartat anterior, pera tot parell (a1, ... , an), (61, ... , bn) de vectors no nuls 
de nr amb components majors o iguals que O, es compleix 

n 

¿a;b;:S (f>r) ~ (t bt) ~ (desigualtat de Hlder) 
i=l i=l a=l 

lndicació: Apliqueu /'anterior apartat a cada parella ~, i, on R = 

i sumeu les desigualtats obtingudes. 

d) Proveu: 

(f>r) ~, s = (tb:) ~ 
t=l i=l 

(t(a; + b;)") ~ ::; (t ar)~+ (t bi) ~ (desigualtat de Minkowski) 
s=l i=l i=l 

Jndicació: (a; +b;)' = (a;+ b;)(a; + b;);: = a;(a; + bi) f + b;(a; +b;)f i useu la desigualtat de Hlder . 

e ) Demostreu ara la desigualtat triangular. 

1.10 Siguin ll·lli i ll·llz normes d'un mateix espai vectorial E. Diem que 11·112 és equiwlent a ll·lli si 
existeixen a, b E JR+ tals que 

all lli :S 11·112 :S bll.lh-
Similarment, una distancia d2 és equivalen! a una altra d1 definida en el mateix conjunt X si existeixen 
a, b E JR+ tals que 

ad1(x,y) 5 d2(x,y)::; bd1(x,y) Vx,y E X . 

a ) Veieu que 'ser equivalent' és una re!ació d'equivalencia entre les normes. 

b ) Similarment, veieu que 'ser equivalent' és una relació d'equivalencia entre les distancies. 
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c ) Demostreu que les distancies definides per normes equivalents, són equivalents. 

d ) Comproveu que si x =(xi, ... , x,.) E IR", 

n 

llxlh = Llx;I 
í=l 

són normes. Relacionen-les ambles normes 11 · llr de l'exercici 1.9. 

e ) Proveu que les normes 11 · 1'1 , 11 · llr amb r > 1 i 11 · 1!00 són equivalents en IR" i que en IR són 
iguals. 

f ) Proveu que les distancies 

di((x1, ... , x,.), (yi, ... , y,.)) 

dr((xi, ... , x,.), (yi, ... , y,.)) 

doo((xi,. · ·, Xn), (y¡, ... , Yn)) 

són equivalents en IR" i que en IR són iguals. 

n 

Llx;-y;j 

(lxi -yilr + · · · + lx,. -Ynlr)~ (amb r > 1) 

max lx; -y;j. 
l~i:Sn 

g ) Dibuixeu per n = 1, 2, 3 les boles obertes de centre O i radi /j respecte de les distancies anteriors. 

1.11 Siguin E i E' dos espais vectorials sobre IR amb normes 11 · 11 i 11 · 11' respectivament. Demostreu 
que les aplicacions Ex E' --t (O, oo), definides sobre l'espai vectorial producte, respectivament, per 

ll(x, x')lh = llxll + llx'll' ll(x,x')llr = (llxll" + (llx'll'n~ ll(x, x')lloo = max{llxll, llx'll'} 

són normes equivalents. Fent servir aixo, demostreu que les normes de IR", 11-lli, 11-llr i 11-lloo , definides 
en el problema anterior són equivalents. 

1.12 Sigui (x,.) una successió d'un conjunt X. Si di, d2 són distancies equivalents en X, es demana: 

a ) (x,.) és litada respecte de la distancia d1 si i només si ho és respecte de d2 . 

b) (xn) és convergent cap ax respecte de la distancia di si i només si ho és respecte de d2 • 

c ) (x,.) és de Cauchy respecte de la distancia d1 si i només si ho és respecte de d2 . 

1.13 Consideren IRN i IR ambles seves distancies euclídies. Donada una successió S = (xn) de IRN, 
amb Xn = (x~, ... , x~), considereu les N successions S; = (x~) (i = 1, ... , N). Proveu 

a ) S és litada si i només si les S; ho són. 

b ) S és convergent (resp. de Cauchy) si i només si les S; són convergents (resp. de Cauchy). 

1.14 .. 5 • 

a) { c.:I' 
b) { ('·-~ 
c) { { 1.;C 

i calculen-.e el. 
Conjunts• 

En el que .... 

1.15 Sigli (J[, 
subconjODl e I 

1.16 Sigli (J[, 
que aquesl oamjl 
sup DA- Sigli• 
respecti.,,..._ 1 

1.17 Un 11-.i 

OD (a¡,- -.,.., j 
tancats t.ds.
exist.eix - iÍllÍIC 

1.18 Demlllll 
Weiersbws .. 
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.. 

r- •.-e-. 8Óll 

•r>l) 

liiilims anteriors. 

..._ Demostreu 
~t,per 

~~'11'} 

1L , definides 

JC. es demana: 

llede d2. 

= (.r.) de RN, 

c-:iiy). 

~~----- -
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e ) Dedulu-ne la completesa de JRN • 

1.14 Estudieu la convergencia de les successions: 

a) {(n:l'_e-1/n)} 
b) {(n2,n2:2)} 
c ) { ( 1, Vn~n+ 1 'e-1/(n,-n))} 

i calculeu-ne el límit si existeix. 

Conjunts oberts i tancats 

En el que segueix, si no es diu el contrari, la distancia i la norma a JRN és l'euclídia . 

1.15 Sigui (X, d) un espai metric on d és la distancia discreta (exercici 1.8). Demostreu que tot 
subconjunt de X és obert. 

1.16 Sigui (X,d) un espai metric. Per A C X consideren DA= {d(x,y): x E A, y E A}. Proveu 
que aquest conjunt és fitat si i només si A ho és. En aquest cas, definim diametre de A per diam(A) = 
sup DA. Sigui ara X = JRn i A;, i = 1, 2, oo, la bola unitat per a les distancies d1, d2, d00 ( exercici 1.1 O) 
respectivament. Calculeu el diametre de cadascuna respecte de les tres distancies. 

1.17 Un k-rectangle tancat és el subconjunt de lltk definit per 

{(x 1 , ... ,xk)ElRk: a;:<:;x;::O:b;lfi=l, ... ,k} 

on (a1, ... ,ak) i (b1 , ... ,bk) són de JRk. Demostreu que si {Rn}nef':! es una successió de k-rectangles 
tancats tals que Rn+i e Rn, per a tot n, aleshores íln Rn # 0 i, que si a més diam(Rn) -+ O, aleshores 
existeix un únic x E lltk amb íln Rn = { x} (recordeu el teorema deis intervals encaixats). 

1.18 Demostreu que tata successió de JRn fitada, té una parcial convergent (recordeu el teorema de 
W eierstross per a successions de nombres reals). 
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1.19 Veieu que Qn és dens a lRn. 

1.20 Demostreu que en lRn tota bola oberta és reunió de boles obertes amb centre a Qn i radi racional. 
És cert que tot conjunt obert no buit de lRn és unió numerable de boles obertes? i que un conjunt tancat 
és unió numerable de boles tancades? 

1.21 Respecte de la distancia euclídia, demostreu 

a) 8(Br(a)) = 8(Br(a)) 

b) Br(a) = Br(a). 

1.22 Doneu exemples de conjunts que no són ni oberts ni tancats, i concluiu, dones, que el ser obert o 
tancat no és cap partició del conjunt de parts de lRn. 

1.23 Demostreu que un conjunt és tancat si i només si conté tots els seus punts d'acumulació. 

1.24 Descriviu !'interior, exterior, frontera, adherencia i conjunt de punts d'acumulació deis conjunts 

a) A= {(x, y) E lR2 IY >O} 

b) B = {(x,y) E 11e1x = Áy}, A E R 

c) C = {(x, y) E 1R2 lxy = 1}. 

d) D = {(x,y) E JR.2 10 < x < 1,y= O} 

e) E= A - {(O, 1)} 

f) F= BU{(0,-1)} 

g) G = {(x,y) E lR2 lx2 + y2 '.S: 1,x #O} 

h) H=QClR 

i) J = Qn e lRn. 

1.25 Demostreu que si A és un subconjunt d'un espai metric (E,d), llavors 

a ) A és el conjunt obert més gran contingut en A. 

1.26 SipiA-

a) Ais ... 

b) Aislm 

1.27 E-.&4J 

a) A=L 

• • • 
b) A=A. 

e) AUB= 

d) An•= 

e) rr · A =· 
• ,.......___ . 

f) AU.B=J 

• ,.......___' 
g) An.8=; 

h) (Af = 

i ) (AU., 

j) 8A=• 

1.28~ 
és tancat Vi E R. 

b) LJ..ta• 
i~l 

d) LJS.i 
~l 
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...,. i ladi racional. 

--~tancat 

~.-e d Rr obert o 

ió. 

lliD deis conjunts 

---- --- ....... 
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b ) A és el conjunt tancat més petit que conté A . 

1.26 Sigui A un subconjunt d'un espai metric (X, d). Proveu 

a ) A és obert si i només si 8A e X \A. 

b) A és tancat si i només si 8A e A. 

Tema l. Topología en espais metrícs 7 

1.27 Essent A, B C JRn, determineu quines de les següents identitats són certes: 

a) A=A. 

o 
o o 

b) A=A. 

e) AUB=AUB 

d) AnB=AnB 

e) (Ár=A< 
o 

..----.. o o 
f) AUB=A U B 

o 
..----.. o o 

g) AnB=AnB 

h) (Ar= (,4r 
i ) (A u B)' = A' U B' 

j) 8A = 8A 

1.28 Determineu quines de les següents afirmacions són certes, per a A;, B; C JRn on A; és obert i B; 
és tancat Vi E f':l. 

a) n A; és obert. 
i2:1 

b) LJ A; és obert. 
i?l 

e) n B; és tancat. 
i~l 

d) LJ B; és tancat. 
i2:1 
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1.29 Donats A i B subconjunts de JRn, definim 1 + B = {z E JRn : 3a E A, 3b E B : z = a+ b}. 
Demostreu que si A és obert, també ho és A+ B. Es cert que si A és tancat, també ho és A+ B? 

Conjunts compactes 

1.30 Fent servir la definició, demostreu que cap deis conjunts i) (a, b) e JR, ii) Br(a) e JRn i iii) JRn és 
compacte. 

1.31 Quins són els conjunts compactes més petits que contenen els següents conjunts, cas d'existir: 

a ) Una successió convergent { Zn} nefil de JRN. 

1 1 
b ) {- + - , n, m E fil}. 

n m 

e) Una successió litada {xn}nEfil de IRN. 

d) (a,b) e R 

e) Br(a) e IRN. 

1.32 Demostreu que si Ki e lRn'' K2 e lll!n 2
, •• ., Kr e Jll!n• són compactes, aleshores K¡ X K2 X ... X 

Kr e ]Rn,+n,+ .. +n. també és compacte. En particular, tot k-rectangle tancat és compacte. 

1.33 Demostreu, a partir de la definició, que un interval tancat [a, b] C JR, és compacte. (Indicació: 
Podeu fer servir, per exemple, un raonament similar al de la demostració per intervals encaixats del 
teorema de Weierstrass). 

1.34 De l'exercici 1.32 resulta que tot k-rectangle tancat és compacte. Demostreu-ho directament a 
partir de la definició. 

1.35 Sigui K; per i E I una família de compactes de lll!n. Demostreu 

a ) I finit ::} LJ K; és compacte. 
iEI 

b ) LJ K; no és necessariament compacte si I no és finit. 
iEI 

1.36 PIOWll.-1 

t.37 Ousi<' 

és tancat j tibll -4 
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JEB: r=a+b}. 
i .. ésA+B? 

(llf cr ¡ mJRª és 

... c::as d'e:ristir: 

•K1 X K2 X ... X 

¡mde. 

..,ae. {lndicació: 
rmfs mcairats del 

>-E directament a 
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e ) n K; és compacte. 
iEI 

-~-- ·=-- - --------
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1.36 Proveu que tot conjunt infinit fitat en Rn, té un punt d'acumulació. 

1.37 Considereu Q com un espai metric ambla distancia d(x, y)= lx - yj. Demostreu que el conjunt: 

{x E Q : 2 < x 2 < 3} 

és tancat i fitat en Q, pero que no verifica la propietat dels recobriments oberts . 
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2 Funcions de diverses variables. Continuitat 

Grafiques, seccions i conjunts de nivell 

2.1 Dibuixeu les grafiques de les següents funcions: 

a) f(x, y) = xy 

b) f(x,y)=ax 2 +by2, a,bEJR+ 

e) f(x,y)=x2-y2 

d) f(x,y) = IYI 

e) f(x, y) = max(lxl, IYI) 

2.2 Trobeu les seccions de graf(f) amb els plans Se= {(x, y, z): y= xtgO}, pera cada O, quan f és 

a) f(x,y) = x+y+2 

b) f(x,y)=x2+y2 

e ) f(x, y) = x2 - y2 

2.3 Dibuixeu els conjunts de nivell de les següents funcions: 

a) f(x,y,z)=xy+yz. 

b) f(x,y,z)=xy+z 2. 

e ) f(x, y, z) = x 2 + y2 - z2. 

d) f(x,y,z)=ax 2 +by2 +cz2, a,b,cEJR+ 

e) f(x,y,z)=y2 +z2 

f) f(x, y)= { ,,?~~2 si(x, y) :f. (O, O) 
O si(x,y)=(O,O) 

g) f(r,O)=cº:,2º,rE(O,+oo),OE(0,27í] 



Problemes de CAlcul II Tema 2. Funcions de diverses variables. Continuitat 12 

Límits 

2.4 Estudieu el límit a !'origen de la restricció de les següents funcions a qualsevol recta passant per 
!'origen 

xy 
a) f(x,y) = z2+y2 

xy2 
b ) f(x, y) = x2y + xy2 

xy 
c) f(x,y) = x3 +y4 

Dedulu que no existeixen els límits lim(x,y)->(O,o) f(x, y). 

2.5 Sigui A = {(x, y) E JR.2 
: O < y < x2

} i /(x, y) = { ~ ~t~::!ln~ A U {(O, O)} . Demostreu que 

tot i que el límit de la restricció de fa qualsevol recta passant per !'origen, quan les variables tendeixen 
cap a !'origen és 1, no existeix lim(x,y)->(O,O) f(x, y). 

2.6 Demostreu que són equivalents: 

a) lim J(x,y) =a 
(x,y)->(0,0) 

b) limf(pcosa,psina)=a. 
p->0 

Com aplicació, discutiu segons els valors de p 2: O i q 2: O !'existencia del límit de 

xPy'I 

x2 + y2 - xy 

quan (x, y) -+ (O, O) i x > O, y > O. Usant !'equivalencia anterior doneu una prova alternativa de la no 
existencia deis límits de les funcions de l'exercici 2.4. 

{ 

_E1f_ 
2. 7 Estudien !'existencia de lim(x,y)->(ü,o) J(x, y) essent f(x, y) = Q2+y• 

si(x,y) f (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 

2.8 Per cadascuna de les següents funcions, calculen en cas de que existeixin, els límits 

lim(lim f(x,y)), 
r-+0 y-+0 

lim(lim f(x, y)), 
y-+0 x-+0 

on: 

a) /(z.Jij= 

e) /(r.Jij• 

En general si I 
lim ·· lim 

x;
1
-+a. 1 s-._-M 

n. 

Continuib& 

2.9 I)emoltll 

components-

2.10 Sig8A 
féscon~e 

2 .11 Sig1lliim ~ 
és contínaa. 111 
del problema 1 

2.12 Sigml 

a) W' 
de~il 

b) lf 
e ) {rE 

d) ,, 
Finalmeul. tli 
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.. meta pasant per 

J . Dr:mostreu que 

-iahlr.oc tendeixen 

lllnaaiiva de la no 

# (0,0) 
1=(0.0) 

-
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2 2 
a) /(x, y) = x 

2 
- Y

2
, x, y f= O. Així, tot i existint ambdós límits iterats, poden ser diferents. 

X +y 

b) f(x, y) = 
2 
xy 

2
, x, y f= O. Així, tot i existint i essent iguals els límits iterats, pot no existir el 

X +y 
límit. 

c) f(x,y) = { sin.,:r:y si X f= O 
Y six=O 

d) f(x,y)={ ¿x+y)cos~cos~ SÍ X =I= 0,y =I= Ü 

altrament. 

e) f(x, y) = { Y 
5! x >< 

0
° Així pot existir el límit tot i no existir alguns deis límits iterats. 

-y SI X_ 

En general si f : ¡p¡m --t ¡p¡n és una aplicació i (a¡, ... , am) E ¡p¡m, podem definir límits iterats com 
lim lim /(x), i es poden trobar facilment exemples que generalitzin els anteriors a dimensió 

x; 1 --ta, 1 x 1 .... --ta 1m. 

n. 

Continuitat 

2.9 Demostreu que una funció f : A C ¡p¡n -t ¡p¡m en ¡p¡m és contínua si i només si ho són totes les seves 
components. 

2.10 Sigui A= U;A; i f : A C ¡p¡n -t lRm, tal que /IA, és contínua pera cada í. Es pot assegurar que 
f és contínua en A? I si els A; són oberts? 

2.11 Siguin (E, !\·JI) un espai normat, d la distancia associada. Demostreu que la aplicació IHI : E --t IR 
és contínua. Yegeu també que d : E x E --t IR és contínua prenent en E x E qualssevol de les normes 
del problema 1.11. 

2.12 Sigui 1111' una norma qualsevol en IRn i 111\ la norma euclídia. Demostreu que: 

a ) lli·ll' :S max{lle1 ll', .. , lienll'}ilxlli :S Mllxl\, pera un cert ME lR ion e1, .. , en és la base canonica 
de JR;" i llxlJi = lx1I +. + lxnl· 

b ) 1111' : iRn --+IR és contínua respecte de les normes euclídies de !Rn i IR. 

e) {x E !Rn: llxll = l} és compacte (respecte de la topologia euclídia de IRn). 

d ) l\ 11' és equivalent a 1111· 

Finalment, demostreu que dues normes en un espai vectorial real de dimensió finita són equivalents. 
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2.13 Siguin e;; E lR i g(h) = E~J=l e;;h;h; tal que g(h) > Opera tot h #O. Demostreu que existeix 
m >O tal que g(h)?: mllh!l2. 

2.14 Sigui .C(JR" ,lRm) el conjunt de totes les aplicacions linials de lRn en lRm. Comproveu que és un 
espai normat respecte de llAll = supllzll=lllA(x)ll. Demostreu: 

a) llAll és el més petit de tots els >.E lR que verifiquen llA(x)ll ~ .Allxll. 

b) llABll ~ llAllllBll-

c) GI(JR") ={A E .C(JR",JR"): 3A- 1} és un obert de .C(JRn,JR"). 

d) L'aplicació GI(JR") 3 A-+ A- 1 E Gl(JR") és contínua. 

2.15 Si f : lR-+ lR verifica lim(f(x + h) - f(x - h)) = O, es pot afirmar que f és contínua en JR? I 
h--+0 

el recíproc? 

2.16 Definim: 

f(x,y) = { O xy2 

x2 + y4 

g(x,y) = { 

si (x, y) =(O, O) 

altrament 

si (x, y) = (O, O) 

altrament. 

Demostreu la veracitat o falsedat de les següents afirmacions: 

a ) Les restriccions de f i g a qualsevol recta de JR2 són funcions contínues. 

b ) f és litada a lR2
. 

e ) f no és contínua en (O, O). 

d ) La restricció de g a qualsevol entorn de !'origen, és litada. 

e ) g és contínua a la regió 

Dr, = {(rcos<p,rsin<p): r?: O, lcos<pl > J} 

pero no és contínua a JR2
. 

(J < 1) 

2.17 Sigui f: A C JRN -t JRM una funció tal que la seva restricció a qualsevol compacte K CA és una 
funció contínua. Demostreu que si {an}neN és una successió dins de A convergent cap ax E A, aleshores 
{f(an)}neN és convergent cap a f(x). 

Problemes •al 

2.18 o ., 

a}~ 

b) ~~ 

2.19 El~· 
zero: 

a) Sigmi 11 
pot estailli 

b) rr.-• 
compacte. 

c) Si/:R 

c.l. Éscm 

c.2. Éacm 

2.20 s¡g.¡ I: 
graficaés~ 

2.21 Uoafm 
és compade- Dll 
L és in jectPa. 

2.22 Uoa limi: 
pectivamm!L alil 

- funcions / : r 
projeccioas •: 1 
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2.18 Considerem la funció f : JR2 -t JR2 que té components 

{ 

xy 

Ji(x,y)= ax2+y2)1/2 

h(x, y) = { 0: y2 

si (x, y) =f; (O, O) 

si (x, y) =(O, O) 

si X ::j; -y2 

si X= -y2 

a ) Estudien la continultat de f, i proveu que el seu conjunt de punts de discontinultat és tancat. 

b) Proveuquef({(x,y): (x-2)2 +y2 ~1})éscompacte. 

2.19 El suport d'una funció f : U C lRn -t lRm és !'adherencia del conjunt de punts on f és diferent de 
zero: 

suportf = {x E U J(x) #O}. 

a ) Sigui U obert. Proveu que si f és contínua i té suport compacte contingut en U, aleshores es 
pot estendre a una funció J : lRn -+ lRm contínua i fitada. 

b ) Proveu que si f té suport compacte i g : IRn --+ IR, aleshores el producte g · f té també suport 
compacte. 

e) Si J: IR--+ lP?. té suport compacte i és contínua, i g(x) = J~00 f(t)dt, aleshores 

c.l. És cert que g(x) té suport compacte? 

c.2. És cert que si J~00 f(t)dt =O , aleshores g té suport compacte? 

2.20 Sigui f : K C !Rn --+ !Rm amb K compacte. Demostreu que f és contínua si i només si la seva 
grafica és compacta. 

2.21 Una funció f: !Rn --+ !Rm s'anomena propia si pera tot compacte K C JRm, el conjunt ¡- 1 (K) 
és compacte. Demostreu que si L : IRn --+ iitm és una aplicació linial, aleshores L és propia si i només si 
L és injectiva. 

2.22 Una funció s'anomena tancada (respectivament oberta) si la imatge de tot conjunt tancat (res
pectivament obert) del seu domini és un conjunt tancat (respectivament obert). Doneu exemples de 

- funcions f : lRn --+ IRm contínues que siguin obertes i d'altres que siguin tancades. Demostreu que les 
projeccions 1r : lRn+m --+ JRm són obertes, no tancades i no propies. 
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2.23 Si A, B C Rn i d és la distancia euclídía, es defineix 

d(A, B) = ínf{d(a, b); a E A, b E B}. 

Comproveu que 

a) A, B compactes=> 3ao E A, bo E B: d(A, B) = d(ao, bo). 

b ) A compacte=> 3ao E A : d(A, B) = d( { a0 }, B). 

c) És cert l'apartat a) si A i B són tancats pero no fitats?, i si A= {a} i B és tancat? 

d) A={xEIRn:d(x,A)=O} 

2.24 Proveu que si A, B són dos conjunts compactes disjunts de JRn, aleshores es poden trobar dos 
oberts disjunts U, V tals que A e U i Be V. 

Continuitat uniforme 

2.25 Demostreu que la composició de dues funcions uniformement contínues, també és uniformement 
contínua. 

2.26 Demostreu que per a tota funció f : A e JRn -t !Rm són equivalents 

a) f és uniformement contínua en A. 

b) VE> O, 3J >O: diametre(B) < J => diametre(f(B)) <E 

2.27 Sigui f : A C 1Rn -t JRm uniformement contínua. Demostreu que si {xn}nEN C A és una 
successió de Cauchy, també ho és {f(xn)}nEN· 

2.28 Demostreu que tota funció f : zn e fil.n -t !Rm és uniformement cont.ínua. 

2.29 Doneu un exemple de dues funcions f,g A C fil.n -+ IR uniformement contínues, tals que el 
producte h = f · g no sigui uniformement contínu 

Problemes de~· 

2.30 Sigui-/ -1 
verificant: 

Demostreu qae 1-1 
de /(x) =~ea (9.lJ 
per a g on sigma mi 

2.31 Una fwOi I 
Lipschitz) tal qme 

Proveu que to&&-

2.32 a) IJli 
ésconU-. 

b) Compram 
contínuai liijl 

I c) h:.4.~• 
hés~ 

2.33 Fixat JC el 

a) Demi trn 

b ) Sigui Al(; 
compleL 
(Noteu qmell 
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2.30 Sigui"/ una funció amb domini A C Dln, i suposem que existeixen successions {xn} i {yn} en A 
verificant: 

lim Uxn - y,,11 =O 
n-+oo 

3 lim llf(xn)-f(y,,)l!E(lR-{O})U{oo}. 
n-+oo 

Demostreu que f no pot ser uniformement contínua en A. Com aplicació, discutiu la continu1tat uniforme 
de f ( x) = ~ en (O, 1) i la de g( x) = x2 en JR, i raoneu si existeixen dominis maxims de definició per a f i 
per a g on siguin uniformement contínues . 

2.31 Una funció f : JRn -+ Dlm s'anomena de Lipschitz si existeix una constant L E JR+ ( anomenada de 
Lipschitz) tal que 

llf(x) - f(y)ll :S Lllx - YIL Vx, Y E lRn 

Proveu que tota funció de Lipschitz és uniformement contínua. 

2.32 a) Demostreu que si K e JRn és compacte i f : K-+ B e JRm és contínua i bijectiva, ¡-1 

és contínua. 

b) Comproveu que tot i que f: [O, 2ir)-+ S1 = {(x, y) e lR2 
: x2 + y2 = l}, f(t) = (cost, sint) és 

contínua i bijectiva, ¡-1 no és contínua. 

c ) h: A -4 B 4 C. Suposant que B és compacte i que g és bijectiva i contínua, demostreu que si 
h és uniformement contínua, també ho és f. 

2.33 Fixat X C JRn, considerem l'espai vectorial A(X, JR) de totes les funcions fitades f: X -+ JR. 

a) Demostreu que A(X,JR) és un espai normat complet ambla norma 11/11 = sup{l/(x)I: x E X}. 

b) Sigui Aº(X,JR) = {f E A(X,JR): f és contínua}. Demostreu que Aº(X,lR) és un espai normat 
complet. 
(Noteu que la distancia dedulda d'aquesta norma és la definida en el problema 1.3(a)). 
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3 Diferenciació de funcions de diverses variables 

3.1 Sigui f : A C rn:.n -+ R, a EA i v E rn:.n unitari. Proveu que D-vf(a) existeix si i només si Dvf(a) 

existeix i llavors D-vf(a) = -Dvf(a). 

3.2 Veieu que per a la funció 

f(x, y) = { ~ si Y f O 
O siy=O 

existeixen totes les derivades direccionals en (O, O) pero que no és contínua en aquest punt. 

3.3 Trobeu totes les derivades direccionals en !'origen de 

f(x,y)= x 2 +y• si(x,y)f(O,O) { ~ O si(x,y)=(0,0) 

3.4 Trobeu totes les direccions respecte de les quals la funció 

f(x, y) = { Í;~~2 

té derivades direccionals en !'origen. 

si (x, y) f (O, O) 
si (x,y) = (0,0) 

3.5 Consideren la funció 

f(x, y) = { x•~y2 si (x, y) f (O, O) 
O si(x,y)=(0,0) 

Donat v E JP:.2 unitari, estudien !'existencia de Dvf(O, O) i calculeu-la si és el cas. 

3.6 Calculen les derivades direccionals de les següents funcions en els punts i en les direccions que 
s'indiquen: 

(a) f(x, y) = x + 2xy- 3y2
, a(l, 2), v = (3/5, 4/5). 

(b) J(x, y) = log ( jx2 + y2), a(l, O), v = (2/vÍ5, 1/vÍ5) 
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(e) f(x, y)= e'" cos(7ry), a(O, -1), v = (-1/../5, 2/../5) 

(d) f(x, y)= :cy2 + x3 y, a(4, -2), v = (1/VlO, 3/VlO) 

(e) f(x,y) = xY, a(e,e), v = (5/13,12/13) 

(f) f(x, y, z) =e'"+ yz, a(l, 1, 1), v = (1/v'3, -l/v'3, l/v'3) 

(g) f(x,y, z) = xyz, a(l, O, 1), v = (1/../2, O, -1/.,/2) 

(h) f(x,y,z) = xy2 +y2z3 +zz3
, a(4,-2,-l), v = (I//M,3/v'R,2/v'R) 

(i) f(x, y, z) = xYZ, a(e, e, O), v = (12/13, 3/13, 4/13) 

3. 7 Si f(x, y) = 3xy + 5x - 2y, calculeu la derivada direccional de f a (O, O) en la direcció del vector 
(1, 1) de dues maneres diferents: com la derivada d'una funció real i fent servir la diferencial de f. 

3.8 Pera f(x,y) = xy, trobeu la direcció en la qua! la derivada direccional de fa (1,2) és maxima 
analitzant les funcions g,,(t) = f(I + t cosa, 2 + t sin a). Justifiqueu-ne el resultat. 

3.9 Calculeu el gradient de cadascuna de les següents funcions 

(a) f(x, y, z) = Jx2 + y2 + z2 

(b) f(x,y,z) = xy+yz + xz 

1 
(c) J(x, y) = x2 + y2 + z2 

3.10 Sigui J : U e IR
2 

---t IR diferenciable. Fixat un punt a E U, indiquem per D(a) la derivada 
direccional en la direcció que forma angle a amb \7/(a). Per exemple D(O) = ll'Vf(a)ll. D(rr/2) =O. 

2 w+~ 
Proveu que la mitjana integral de les derivades direccionals sobre un angle recte, -1 D( a) , és 

1T: w 
2
.,/2 D(w + .'::) . 
1T: 4 

· m ·fi ¡· f(x + h) - f(x - h) O fi f , d"'" · bl ? 3.11 S1 f : IR ---t"' ven ca 1m h = , es pot a rmar que es 11erenc1a e en x. 
h-+0 

1 el recíproc? 

Problemes • Q 

a) /(%,;r) = 1 
b) /(%,,}= 1 
e) /(%,:r,z)= 

3.13 Si f(ZJll 

3.14 Calailm 

b) /(z1,-·-·• 

3.15 Sigwi I: 

a) ni
M.qme• 

b) Pr.
J'aplicmii 

3.16 Sigml 

b) ~ 
( és a clir.' 
aCO.. 
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3.12 Sigui g : lR -t lR una funció contínua. Calculeu les derivades pa.rcials de les següents funcions 

r+y 
a) f(x, y) =Jo g. 

b) J(x,y) = l g. 

["y 
e) f(x,y,z) = z Jo g. 

3.13 Si f(x, y) = z(logr)(arctan(sin(cosxy)) +y, calculeu ~~ en (1, 1). {lndicació: No és llarg). 

3.14 Calculeu les derivades parcials de les següents funcions 

( 

n ) 1/2 ( n ) 1/2 
a) /(x1, ... ,xn) = ~x; + ~x~ 

b) f(x1, ... ,xn) = l::x1 ···X; 
i:::::l 

3.15 Sigui f: l!r -t nr. 

a) Doneu un exemple d'una funció f que satisfaci 11/(x)ll :::; Mllxll, Vx E lP?.n i pera una constant 
M, que no sigui diferenciable en O (hi ha un exemple senzill per a n = m = 1). 

b) Proveu que si 11/(x)ll :::; Mllxll2 , Vx E lP?.n aleshores f és diferenciable en x =O i D/(O) = O, 
l'aplicació linial nuHa. 

3.16 Sigui f: U e lP?.n -t !Rm, U obert. 

a) Proveu que si f és constant en U, aleshores és diferenciable a tots els seus punts i Df(a) 
O, Va E U. 

b) Proveu que si f és diferenciable en U i Df(a) =O, Va E U i U és diferenciablement arc-connex 
( és adir, cada parell de punts es pot unir per un are de corba diferenciable), aleshores f és constant 
a U. Doneu un contraexemple de l'afirmació anterior si U no és diferenciablement arc-connex. 
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3.17 Useu el metode de Newton en diverses variables per trobar les solucions del sistema 

lny+x2 = O } 
-x + e-"' tg y = O 

{Indicació: Useu un roonament geometric per decidir el nombre de solucions del sistema i la seva situació 
aproximada). 

3.18 Proveu que la funció 

{ 
-2lliL si (x, y) ::j: (O, O) 

f(x, y) = o.¡,,2+y2 
si (x, y) = (O, O) 

és contínua pero no diferenciable en (O, O). 

3.19 Raoneu si la funció 

f(x, y) = ,,2+Y2 s'. (x, y) ::j: (O, O) { ~ 1 s1(x,y)=(O,O) 

és contínua, si té derivades parcials i si és diferenciable. 

3.20 Per a la funció 

{ 
2(x2 + y2) sin(x2 + y2)-1/2 

f(x,y)= 
0 

si (x, y) ::j: (O, O) 
si (x,y) = (0,0) 

a ) Proveu que existeixen totes les derivades parcials pero que no són contínues en (O, O). 

b ) Proveu que és diferenciable en tot el seu domini. 

Aquest és un exemple de funció diferenciable que no és C1. 

3.21 Sigui A e IR" un obert i A .!+ !Rm una funció amb derivades parcials de primer ordre totes fitades 
sobre A. Demostreu que f és contínua. Feu servir aquest resultat per demostrar que si f és de classe C1 

en un entorn d'un punt a, aleshores f és contínua en a. 

3.22 a ) Sigui A e IR" un obert, a E A i A 4 IR una funció contínua en A i diferenciable en 
A \ {a}. Demostreu que si per a tot j E { 1, ... , n}, existeix el límit de /!: ( x) quan x tendeix cap 

J 

a a, aleshores f és diferenciable en a i /!:(a) es el límit de /!:(x) quan x tendeix cap a a. 
J J 

lndicació: Feu primer el cas n = l. 

Problemes de Qilm 

e) Dediiim• 

3.23 (a) Sigm • 
que exist.eiD9 imli 

i a més g;(a) = I!; 

(b) Sigui u-• 

on A;; són C--. 

3.24 Sigui F(.s. 
l'equació en dmim 

3.25 Veriiqm:m 

f(.r, ,.. =) =• 
(escrimu bi lil -

3.26 Sigui F :1 
parcials ~ F • • 
respecte ~ les cm 

3.27 Cabilm 1 

amb .r =t. J'=l 
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b) Dedulu de l'apartat anterior que si g : A -t JRm és una funció tal que existeixen les derivades 
parcials ~(x), x E A, Vi,j i són totes contínues en el punta E A, aleshores g és diferenciable en a. 

e ) · Dedui"u que si g és C1 en un obert, aleshores és diferenciable en aquest obert . 

3.23 (a) Sigui U un obert convex de JR", f : U --+ lR una funció de classe c"+1 i a E U. Demostreu 
que existeixen funcions g¡ : u --+ JR, i = 1, ... , n de classe ck tals que 

n 

f(x) =/(a)+ L(x; - a;)g;(x) 
i=l 

i a més g;(a) = Jf (a). 

(b) Sigui U un obert convex de JR", f : U --+ lR una funció de classe ck+2 i a E U. Demostreu que 

n {}f n 

f(x) = f(a) + L(x; - ai)f)."(a) + L (x; -a;)(xj - aj)A;j(x) 
i=l x, iJ=l 

on A;j són funcions de classe Ck en U que verifiquen A;j(a) = !.
8

82

8
! (a). 

2 X; Xj 

3.24 Sigui F(x,y) = J(x 2 + y2 ), on f: lR -t lR és una aplicació diferenciable. Proveu que F satisfa 
l'equació en derivades parcials 

fJF fJF 
X {)y =y fJx. 

3.25 Verifiquen la regla de la cadena per a derivar 

f(x, y, z) = g(u(x, y), v(x, y, z)) on g(u, v) = uv2 + sin(uv) , u(x, y) = xeYi v(x, y, z) = xy - z 

{escriviu bé la composició). 

3.26 Sigui F : JR.2 -t 2. Donen l'expressió de les derivades parcials de Fo P en termes de les derivades 
parcials de F, on P(p,ef>) = (pcosef>,psinef>) (ésa dir, doneu l'expressió de les derivades parcials de F 
respecte de les coordenades polars). 

3.27 Calculen la derivada en el punt zero de la funció que s'obté composant 

f(x, y) = x2+y2 si (x, y) :f (O, O) 
{ 

...i:J¡_ 

O si (x,y) = (0,0) 

amb x = t, y = t. Es pot aplicar en aquest cas la regla de la cadena? 
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3.28 Sigui U C JR" un obert tal que Vx E U també tx E U per a tot O ~ t < 1 (es diu que U és esteHat 
respecte de !'origen). Si p >O, p E lR, una funció f: U-+ lR s'anomena homogenia de grau psi 

f(tx) = tP f(x), V x :f:. O, t >O. 

Sigui f diferenciable en U\ {O}. Demostreu que f és homogeniade grau psi i només si 

D/_..(x) = pf(x) (Teorema d'Euler). 

Comproveu el resultat pera les funcions f(x,y,z) = x3 +y2z, g(x,y) = .JxP +yP, h(x,y) = 
2
xy 

2 X +y 

3.29 Pera quins k la funció f(x,y) = (x +y)ª , (x +y> O), on a és racional positiu no enter, és de 
classe Ck? 

a2¡ a2¡ 
3.30 Trobeu tots els punts (x, y) E ~2 

tals que {)x{)y (x, y) :f:. {)y{)x (x, y) on 

{ ~ f(x, y) = O _..2+y2 
si (x, y) :f:. (O, O) 
altrament 

3.31 Veieu que les derivades creuades de segon ordre de la funció 

¡( ) = { xy
2 sin t si y :f:. O 

x,y O si y= O 

coincideixen en (O, O) tot i que no verifica la hipotesi del teorema de Schwartz. 

3.32 Definim <p : IR2 -+ ~ per 

<p(x,t) = { >+2Vt 
-<p(x, Jtl) 

(0 ~ x ~ Vt) } 
(Vt ~X~ 2Vt) 
(en altre cas) 

(a) Demostreu que <p és contínua i que 8; (x, O)= Opera tot x. 

(si t ?: O) 

(si t <O) 

(b) Definimf(t) = [
1

1 
<p(x,t)dx. Proveuque/(t) =tsiJtl <t. Concloeuquef'(O) :f:. f~ 1 !§¡'-(x,O)dx. 

¡ 
--~ 

Problemes de C8:I 

3.33 o..r· 

Es demana: 

(a) i>rowm.-J 
(b) l)em¡:¡¡Uc9. 

x2'.'.E- (álii 

(e) Si (01,---•., 

Pl09SqmeJ 
larestatkJ 

(d) Si A ésalid 
que F{ll:)> 1 

(e) Proft9qmeJ 
conjunt S-

go F, -· 

3.34 Sigui/ E 1 

que 

3.35 Si f i•• 

3.36 Prowm• 

3.37 Comillil 

definida ea (e.a 

de U. V. AplÍllllli 
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•.-e U és esteHat 
.... 7si 

li11i 

zy 
!Cs..t = z2 + y2 

-. ., enter, és de 

# J~1 ~ (x, O)dx . 

~- -- -~ -~-- - -~- ~- -------
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3.33 Considereu les funcions f.fa,b: lR-+ llt, (a< b), definides per 

f(x) = { ~-x-> si X> Ü 

si X~ Ü 
fa,b(x) = f(x - a)f(b - x) 

Es demana: 

(a) 

(b) 

Proveu que f i !a,b són funcions C00
• Dibuixeu aproximadament les seves grafiques. 

Demostreu que existeix una funció C00
, g: .llt-+ [O, l] tal que g(x) =Opera x ~O i g(x) = 1 pera 

> ([d . ., .d ( ) J; fo,.) x _ €. n icacio: cons1 ereu g x = -¡:e- . 
Jo fo,e 

(e) Si (a¡, ... , an) E .lltn, es defineix g : .lltn -+ .llt per 

( X¡ - a¡) (Xn - an) 
g(x)=f-1,1 -€- ... f-1.1 --€-

Proveu que g és una funció C00 que és positiva en (a1 - €, a 1 + é) x · · · x (an - €, an + €) i zero en 
la resta de punts. 

(d) Si A és obert i K CA és compacte, proveu que existeix una funció C00 no negativa, F: A-+ .llt tal 
que F(x) >O per ax E K i F =O en !'exterior d'un conjunt tancat contingut en A. 

(e) Proveu que pot triar-se H tal que H: A-+ [O, l] i H(x) = 1 pera x E K i H =O en !'exterior d'un 
conjunt tancat contingut en A. (Si la Junció F de {d} compleix F(x) ='.':€pera x E K, considereu 

g o F, on g és la Junció de (b)). 

3.34 Sigui f E Ck (A), on A és un obert de IR.n. Raoneu que per a cada a E A existeixen € > O i M tals 
que 

l
ox·f)P.f;ox· (x)l~M l~i¡, ... ,ip~n Vp~k i=l, ... ,n VxEB,(a) 

S¡ lp 

3.35 Si f i g són de classe Ck, llavors g o f també és de classe Ck. 

3.36 Proveu que la funció f(x,t) = ~e-x'/4t satisfa l'equació en derivades parcials 

a2 J _a¡= 0 
8x 2 fJt 

(equació del calor). 

3.37 Considereu la funció 
(x,y) = <p(u,v) = (u1/2v-1/2,u1¡2 111¡2) 

definida en (O, oo) x (O, oo). Donada una funció z = f(x, y), transformeu l'expressió x ~;+y~~ en termes 

. . 8z 8z 
de u, v. Aphqueu-ho a trobar les func10ns z(x, y) tals que x ox +y oy = 2 . 
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3.38 Siguin f i g funcions reals de classe C2 • Calculeu les deriva.des parcials de segon ordre de les 
funcions 

a) F(x, y) =·f(x, xy) en funció de les deriva.des parcials de f. 

b) F(x, y)= f(x,y,g(x, y)) en funció de les derivades parcials de f i g. 

e) F =jo L on L és una aplicació linial de nr en !Rn amb matriu (respecte de la base canonica) (e;;). 
02F n (º2¡) .. 

Comproveu que ~ = 2..::: CkiChj -;;--¡¡--o L per a i, J = 1, ... , m. 
ux,ux3 h,k=I uyhUYk 

3.39 Indiquem t/;(r,ip) = (rcosip,rsinip) el pasa polars. Dona.da f una funció de classe C2
, sigui 

F =fo t/J (es diu que F és f passa.da a polars). Demostreu que 

1 1 
(/u+ '22) o t/J = Fn + r2F22 + ;Fi. 

L'expressió fu + '22 s'anomena laplaciana de f i s'indica !!.f. Aquesta igualtat descriu la laplaciana de 
f en coordena.des polars. 

3.40 Una aplicació IR.n' x ... x JR.n• ~ IR.m s'anomena k-multilinial (o simplement linial, bilinial o 
trilinial en els casos k = 1, 2 i 3 respectivament) si per a ca.da i = 1, ... , k i per a tot ªi E IR.ni, 1 :S j :S 
k, i :f j, l'aplicació 

IR.n; 3 x -t g(x) = f(a¡, ... ,a;-1,x,a;+¡, ... ,ak) E IR.m 

és linial. Demostreu 

a) Tota aplicació k-multilinial és de classe C00
, i a més: 

k 

D/(a1 , ... , ak)(x¡, ... ,xk) = 2..::: f(a¡, ... , ªi-l• Xj, ªi+I• ... , ak)· 
j=l 

b) Dedulu que les aplicacions determinant 

i producte escalar 

són ambues de classe C00 i que es verifica: 

c)SiAcril1 
és diferenc::iaYe i 1 

d)Sifcaiis• 

(i) /(t) = tW4 

(ü) Si ps- al 

¡' 1~ªRddtlÍll 

tambésón~ 

3.41 Sigui~ 

3.42 Sig8/• 

[ ds f /(s.4' 
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.. ...,_ ordre de les 

m..e aaOnica) ( Cij). 

¡. dasse C2
' sigui 

m la laplaciana de 

111& inial, bilinial o 
llj E R"i, 1 'S, j ::; 

--·- -~-----·--~-~~~----
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n 

Ddet(a1, ... ,an)(x1, ... , Xn) = L det(a1, ... , a;-1, Xj, ªi+l, ... , ak) 
j=l 

D( , )(xo, Yo)(x, y) = (xo, y)+ (x, Yo). 

e) Si A e JR" és un obert i A~ lRm són funciona diferenciables, demostreu que (/,g)(z) = (f(x),g(x)) 
és diferenciable i D{f,g)(x)y = (D/(x)y,g(x)) + (/(x), Dg(x)y). 

d) Si I C lR és un interval obert i I ~IR, 1::; i,j::; n són aplicacions derivables, proveu 

(i) f(t) = det(a;;(t)) és derivable i 

au (t) a1n(t) 
n 

f'(t) = ¿ 1 aj 1 (t) a}n (t) 
j=l 

an1 (t) ann(t) 

(ii) Si per a tot t E /, det(a;;(t)) #O, i I b,~. lR són funcions derivables, aleshores les solucions 

I ''q" JR del sistema 
a11S1 + ... + a1nSn = b1 

an1S1 + ... + annSn bn 

també són derivables. Trobeu les seves derivades. 

3.41 Sigui cp(x, t) = J:~;t' f(s)ds, essent e> O i f E C1(1R). Demostreu que ~ = c2~ 

3.42 Sigui f una funció contínua en {(x, y) E JR2 
: x?: O, y?: O}. Demostreu que la funció cp(x, y) = r r fPcp lo ds lo f(s, t)dt, X> Ü, y> Ü satisfü {)y{)x =f. 
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4 Teoremes sobre funcions diferenciables 

Teorema del valor mitja i fórmula de Taylor 

4.1 Sigui f: IR-+ JR2 definida com f(t) = (t2 , t3). Existeix algun valor to E (O, 1) tal que /{1)- f(O) = 
Df(t0 )? Contradiu aixo el teorema del valor mitja? 

4.2 Fent servir el teorema del valor mitja, proveu que si f: U C JRn-+ lR és diferenciable, Df(x) =O 
Vx E U i U és un obert convex, aleshores f és una funció constant. Demostreu el mateix resultat en el 
cas més general en que l'obert U no és necessariament convex, pero és tal que dos punts qualssevol d' U 
es poden unir per una poligonal. 

4.3 Sigui f : A C IRn --+ IRm una funció diferenciable en l'obert A, i x 0 , y0 E A tals que el segment 
[xo, Yo] que determinen esta inclós en A. Demostreu que per a tot a E A: 

11/(yo) - f(xo) - Df(a)(yo - xo)ll ~ supEE[xo,YolllD/(0 - Df(a)!l llYo - xoll 

4.4 (a) Sigui 1Rk[x1 , ... , xn] l'espai vectorial de polinomis de grau menor o igual que k amb coeficients 
reals en les variables x 1, .. ., Xn. Demostreu que si a E IR" i PE 1Rk[x1 , ... , xnJ, el polinomi de Taylor de P 
de grau k centrat en a és el propi polinomi P. 

(b)Demostreu que si P, Q E !Rk[x1, .. ., Xn] verifiquen P(x)-Q(x) = o(!lx-a!lk), x-+ a, per alguna E IR", 
aleshores P = Q. 

(c)Demostreu que si f : U e !Rn -+IR una funció de classe ck+1(U), llavors el seu polinomi de Taylor 
centrat en a E U de grau k, diguem-li T, és l'únic polinomi de grau menor o igual que k tal que f(x) -
T(x) = o(Jl(x - a)W), x-+ a. 

4.5 Si f : A C IR" --+ IR és una funció de classe ck+t en l'obert A i a E A, notarem com T1 el seu 
polinomi de Taylor de grau k centrat en a E A. Demostreu: 

l. Si a, /3 E IR, aleshores: Taf+f3g = o:T1 + /3Tg. 

2. El polinomi de Taylor de grau k centrat en a de la funció producte fg és igual al producte T1T9 , 

expressat en la base {(x1 -a¡)i• ·· ·(xn -an)i•, Í¡ +···+in= r, r =O, ... ,k}, truncat en el grau k. 

3. Siguin: H(t 1 , ... ,In) un polinomi homogeni de grau r en les variables t¡, ... , tn; f una funció real 
de variable real de classe ck+l i P(t) el seu polinomi de McLaurin de grau k; La la traslació de 
IR" amb vector -a. Demostreu que la composició Po H o La és el polinomi de Taylor de grau kr 
centrat en a de la composició fo H o La. 

··~~ 
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4.6 Trobeu els polinomis de Taylor de grau k centrat en a de les següents funcions: 

l. f(x, y, z) = xyz, k EN, a= (1, -1, O). 

2. /ElR(x¡, ... ,xn] kEN, a=(a¡, ... ,an). 

3. f(x,y) = sinx2y, k = 9, a= (0,0). 

4. f(x,y) = e"'+Y, k = 2, a= (0,0). 

5. f(x,y) =e"' cosy, k = 4, a= (0,0). 

4. 7 Donats a, b E lR i </>una funció real de variable real de classe ck+i(A), on A és un entorn obert de 
O, es defineix f(x, y) =</>(ax+ by). Demostreu que 

k </>(m)(O) m ( m ) . . 
J(x,y)=J;~~ j (ax)1(by¡m-1 +R.i.+1(x,y) 

on Rk+I (x, y) és la resta del polinomi de McLaurin de grau k de f. 

. . 1 &~J 
4.8 S1gm f(x, y) = 2 2 . Calculeu ~(O, O). 

1 + x +y ux'uyJ 

Indica ció: Jntenteu obtenir primer el polinomi de Taylor de f a (O, O). 

4.9 Sigui f : lRn -+ lR una funció de classe C00
• Definim ( :x) P (:y) q = ()~:;~ . Proveu que els 

termes de grau k del polinomi de Taylor de f centrat en a són 

1 ( 8 8 )k - (x¡-ai)-+···+(xn-an)- (!). 
k! OX¡ OXn (a) 

4.10 Demostreu que si f: A C lRn --+ lR és de classe ck+i en l'obert convex A, pera tots x, a E A es 
verifica l'anomenada fórmula de Taylor amb resta integral: 

1 ¡1 
Considereu g(t) = J(a +t(x - a)) i calculeu per parts iteradament la integral kf Jo g(k+I)(t)(l -t)k di. 

Problemes de Oh 

4.11 Fmt-*• 
de /(0.2, -0-1)- O. 

4.12 Fenl--1 

(a) lim M(P' 
(Z',y)-+(O.e) ~ 

Teoremes de• 
4.13 (T--~ 

de Lipschitz .l E .. 

l. Pera~ 

on f'(z) =I 
In~ 
o-::;~<L 

2. Si Dom(/} á 
imatge(esllii 

4.14 Det,enmiml 
cas de que f sipi 1 

l. Dom(f) =• 
2. Dom(f) =• 
3. Dom(f) =• 
4. Dom(f)=I 

4.15 De La fmli 

l. Té o.-1 

2. g(H)és-1 

3. La resUimii 
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-

• - eatom obert de 

,. _ Proveu que els 

~atotsx,aEAes 

••tdt 

UJ(t)(l-t)k dt. 

---- -----~~--- ~~---- .:::il 
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4.11 Fent servir el polinomi de Taylor de grau 2 de f(:z:, y) = e"' +ell en (O, O), doneu un valor aproximat 
de /(0.2, -0.1). Doneu també una cota superior de !'error d'aquesta aproximació. 

4.12 Fent servir polinomis de Taylor proveu que 

(a) lim sin(x
2
y) 

(3',y)-+(0,0) -;:¡y = 1 
(b) lim sin(zy) - O 

(,,,y)-+(0,0) :z: -
e"'Y -1 

(e) lim -- =O. 
(:i;,y)-+(0,0) :z: 

Teoremes de la funció inversa i de la funció implícita 

4.13 (Teorema del punt fix) Una funció es diu controctiva quan és de Lipschitz i admet una constant 
de Lipschitz A E [O, l). Si f és una funció contractiva tal que /(Dom(!))) e Dom(!), demostreu: 

l. Per a qualsevol x E Dom(!) la successió 

x, f(x), f 2(x), ... , fk(x), ... , 

on fk(x) = J(fk- 1 (x)), k :'.". 1 i Jº(x) = x, és de Cauchy. 
Indicació:jiteu primer ll/'+1 (x) - f'(x)ll i feu servir després la desigualtat triangular i el Jet que 
0'.SA<L 

2. Si Dom(!) és tancat, demostreu que u= limn-+oo ¡n(x) és l'únic punt que coincideix ambla seva 
imatge (es diu que u és l'únic punt fix de /). 

4.14 Determinen si g satisfa les hipütesis del teorema de la funció inversa. Trobeu la imatge de g. En 
cas de que g sigui bijectiva, trobeu explícitament g-1 . 

l. Dom(g) = IRn, g(x) = x +a, a E IRn (translació pe! vector a). 

2. Dom(g) = JR2
, g(x, y)= (x + 2y, x - y). 

3. Dom(g) = IR2
\ {(0,0)}, g(x,y) = (x 2 -y2 ,xy). 

4. Dom(g) = {(x, y) E JR2 
: O< y< x}. g(x, y) = (logxy, (x 2 + y2

)- 1 ). 

4.15 De la funció g(s, t) = (cosh seos t,sinhs sin t) demostreu: 

l. Té inversa local entorn de tot punt del semip!a H = {(s, t) E IR2
: s >O}. 

2. g(H) és un subconjunt obert de JR2
• 

3. La restricció de g a {(s, t) EH : O< t < 27r} té inversa. 
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4. Dibuixeu g(H). 

4.16 Sigui f : IR.2 -+ JR.2 , f(x, y) = (x 2 y, xy2). 

(a) Proveu que f és localment inversible al voltant de (x, y) si x :f. O i y :f. O. 

(b) Calculeu la diferencial de la inversa local de f en /(2, 1). 

(c) Suposant que la inversa local de l'apartat anterior esta definida en un entorn que conté el punt 
(4.1, 1.9), feu servir la diferencial de la inversa pera obtenir un valor aproximat de ¡-1 (4.1, 1.9). 

(d) Sigui A= {(x, y) E IR.2 
: x :f. O, y :f. O}. Proveu que f bijectiva A amb f(A) i doneu explícitament la 

funció inversa. Calculeu ¡-1 (4.1, 1.9) i compareu el resultat amb l'aproximació de l'apartat anterior. 

(e) Obteniu DJ- 1 (u,v) fent servir el teorema de lafunció inversa i directament. 

4.17 Considereu la funció g(x, y, z) = (x +y+ z2 , x - y+ z, 2x +y- z). Es demana: 

(a) Proveu que g admet una inversa local diferenciable al voltant del punt (1, -1, 2) i calculeu Dg- 1(4, 4, -1). 

(b) Trobeu explícitament g- 1 (u, v, w) i calculeu directament Dg- 1 (4, 4, -1). 

4.18 Demostreu que les següents funcions són canvis de variables locals de classe C00 en tot punt del 
domini que s'indica. Doneu oberts maxims d'aquests dominis on les seves restriccions siguin canvis de 
variables. 

l. J(r,<p) = (rcos<p,rsin<p), (r,<p) E (O,oo) x IR. (canvi a polars). 
lndicació: f: (O, oo) x (O, 211")--+ JR2 

\ {(x, y): y= O, x ~O} té inversa i ¡-1 no es pot estendre 
amb continuiºtat a cap obert que contingui estrictament IR.2 

\ {(x, y) : y= O i x >O} {recordeu 2.32 
b). 

2. f(r, <p, 8) = (reos <pcos 8, rsin <pcos 8, rsin8), (r, <p, 8) E (O, oo) x lR x (-~, ~) (canvi a esferiques). 

3. f(r,cp,z) = (rcoscp,rsin<p,z), (r,cp,z) E (O,oo) x JR2 (canvi acilíndriques). 

4.19 Proveu que la condició detD/(a) =/:: O no és necessaria per poder assegurar !'existencia d'una 
inversa local al voltant del punt a (considereu la funció y= x 3 al voltant de zero). Proveu en canvi que 
si f és inversible al voltant d'un punta on det D/(a) =O, aleshores la inversa no pot ser diferenciable en 
f(a). 

J 
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4.20 (a)Demostns 111 
derivada no nuHa ea ta 

(b)Demostreu que /(z. 

4.21 Sigui f: U e• 
(a) Proveu que f és -

(b) Si f és injectiva .-

4.22 Sigui f : 11:• -
xEDésunpuntd'aa 

4.23 Coru.-m- d IÍ 

(a) Veieu si e1 9-
(1, 1,-1.-1). 

~l Q. (b) Calculeu ~L 

(e) Calculeu explií jbw 

(d) Trobeu ds poli.-

4.24 Sigui f : r _,. 
cap punt. 

(a) ProYeu que la eipl 

al voltant del pm& P. 

(b) Pron~u que 
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.-.U que conté el punt 

-· ¡-1
(4.1, 1.9). 

1J i doneu explícitament la 
iie l'apartat anterior. 

IL 

smnana: 

2)ialculeu Dg- 1(4, 4, -1). 

dime <:"'° en tot punt del 
llña:ions siguin canvis de 

r j ¡-1 no es pot estendre 
1 í r >O} {recordeu 2.32 

f•i) (canvi a esferiques). 

1). 

.-rae !'existencia d'una 
m). Proveu en canvi que 
o pot ser diferenciable en 

' 
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4.20 (a)Demostreu que tota funció g real de variable real definida en un interval i de classe e1 amb 
derivada no nuHa en tots els punts del seu domini té inversa de classe e1 definida en la seva imatge. 

(b)Demostreu que f(x,y) = e"'(cosy,siny) té inversa local pero no pas global. 

4.21 Sigui/: U e JRn -+ lRn una funció de classe e1 en l'obert U amb det Df(x) #O, Vx E U. 

(a) Proveu que f és una funció oberta. 

(b) Si f és injectiva proveu que existeix la funció inversa global ¡-1 : /(U) -+ lRn i que és de classe e1 
. 

4.22 Sigui f: lRn --t lRn de classe e1 tal que D = {x E lRn : detD/(x) =O} és discret i tal que cada 
x E D és un punt d'acumulació de ¡-1 (/(x)). Demostreu que f és oberta. 

4.23 Considereu el sistema 
x-2y- z =O } 

x+yt=O 

(a) Veieu si el sistema defineix implícitament funcions z - 91(x,y) i t = 9 2(x,y) al voltant del punt 
(1, 1, -1, -1). 

(b) Calculeu °:: (1, 1), °:: (1.1) °:: (1, 1) i °:: (1, 1) fent servir derivació implícita. 

(e) Calculeu explícitament 91 i 92 i comproveu directament els resultats de (b). 

(d) Trobeu els polinomis de Taylor de segon grau de 9¡ i 92 centrats en (1, 1). 

4.24 Sigui f: IR'.3 -+IR una funció de classe e2 (lR3
) tal que les seves derivades parcials no s'anuHen en 

cap punt. 

(a) Proveu que la equació f(x. y.:)= f(xo, yo, zo) defineix implícitament tres funcions diferenciables 

x=91(y,z), y=92(x,z), z=93(x,y) 

al voltant del punt (xo, Yo, zo) · 

(b) Proveu que 
891 892 093 
{)z (Yo,zo)ax-(xo,zo)a;(xo,Yo) = -1. 

,J 
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(e) Calculeu les derivades parcials de segon ordre de 91 ,92 i 93. 

4.25 Considereu l'equació 

x 2 +y2+z2 =1/¡(ax+by+cz), a,b,cEJR, c#O 

on 1/¡ : lR-+ lR és C2 (JR) i satisía 1/¡(0) = O, i 1"' (O) # O. 

(a) Proveu que en un entorn de (O, O, O) les solucions de l'equació són (x, y,f(x, y)) on f és diferenciable 
en un entorn de (O, O). 

lJf af a2 f . a2 f 
(b) Calculeu ax (O, O), ay (O, O), 8x2 (O, O) 1 ay2 (O, O) 

4.26 Proveu que el sistema 
xz3 + y2

u
3 = 1 } 

2xy3 + u2z =O 

permet definir x i y coma funcions implícites diferenciables de z i u a un entorn de (O, 1, O, 1). 

Si x = h(z, u) i y = 9(z, u) són les funcions implícites esmentades, proveu que la funció F(z, u) 
(h(z, u),9(z, u)) té inversa local diferenciable al voltant del punt (O, 1). 

4.27 Considereu el sistema d'equacions 

x-u-v=O} 
y- u2 - v2 =O 
z - u3 - v3 =O 

Trobeu els punts P = (xo, Yo, z0 , u0 , v0 ) E JR5 que compleixin les dues condicions següents: 

(a) el sistema defineix tres funcions implícites diferenciables 

z=f¡(x,y) u=h(x,y) v=h(x,y) 

al voltant de P. 

(b) la derivada direccional de f¡ en (x 0 , Yo) és maxima en la direcció del vector (1, O), i el valor d'aquesta 
derivada és 3. 

4.28 Demostreu que l'equació x 2 y +ex+ z = O defineix implícitament x en funció de y i z al voltant 
del punt (O, 1, -1). Trobeu el polinomi de Taylor de x d'ordre dos centrat en (1, -1). 

Problemes de Qllp 

4.29 (-r-4 
A (r ~ 1) i •E, 
entorns obeKts .... 
det D<p(~) ;/ 8. Vs 
xEU. 
(Indicació: ..... 
A X Rm). 

4.30 Sipi / : A 
Proveu que ., mil 

4.31 (T~• 

A i a = (•i.82J 11 
de nr+m' elllmms 
(!o 'f'}(Z:¡,.r:z) =ai 
(Indicació: .,,.._ 

4.32 Sigui / : A 
aEAenelqmlD, 

Aplicacioos • 

4.33 Trobml"lll 

l. r(t) = (lit,_.i 

2. a(ti = (siall 

4.34 Sig1ñ ,, -
corba 1 = f º"• 

4.35 Su~• 
despren de !IDlllR il 

4.36 Siguia ... 
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• / és diferenciable 

(1.1,0.1). 

la fimció F(z, u) 

ll!Bts: 

i el valor d 'aquesta 

de y i z al voltant 

------ -...:;:'~ - .. - .. ------~--------"""- _ _J 
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4.29 (Teorema de rectificació de la imatge) Sigui / : A C JR" --+ JRn+m de classe C'", en l'obert 

A (r ~ 1) i a E A tal que if~::::::~:\(a) :f. O. Demostreu que existeixen U C JR" i V, W C JR"+m 
entorns oberts d'a,f(a) i (a, O) respectivament, i una aplicació bijectiva 'f': V--+ W de classe C'" amb 
det D'f'(~) :f. O, Vx E V (és adir un difeomorfisme de classe C'"), tals que ('f' o /)(x) = (x, O) pera tot 
xE U. 
(Indicació: apliqueu el teorema de la junció inversa a la Junció F(x,y) = /(x) + (0,y), on (x,y) E 
A X JRm). 

4.30 Sigui/: A e IR" --+ lRn+m, m >O de classe Ck(A) (k ~ 1) tal que el rang de D/(a) sigui n. 
Proveu que no existeix cap entorn de /(a) on f sigui exhaustiva. 

4.31 (Teorema de rectificació del domini) Sigui/ : A e IR"+m --+IR" de classe C'", r ~ 1, en l'obert 

A i a = (a 1 , a2) E A e JR" x IRm tal que :[!::::::~:~(a) ::f: O. Demostreu que existeixen U, V oberts 

de JR"+m, entorns respectius de (!(a), a2 ) i a, i un difeomorfisme cp : U --+ V de classe C' tals que 
(/o cp)(x1, x2) =X¡. 

(Indicació: apliqueu el teorema de la Junció inversa a F(x, y)= (J(x, y), y), on (x, y) E A). 

4.32 Sigui f: A e JRn+m--+ JR", m >O de classe Ck(A) (k ~ 1) tal que existeix si més no un punt 
a E A en el qua! Df(a) té rang n. Proveu que f no és injectiva. 

Aplicacions geometriques del calcul diferencial 

4.33 Trobeu l'equació de la recta tangent de les següents corbes en el punt especificat: 

l. r(t) = (6t, 3t2
, t3

), t =O 

2. a(t) = (sin 3t, cos 3t, 2t312 ), t =O 

4.34 Sigui u una corba de JR2 tal que u(O) = (O, O) i u'(O) = (1, 1). Calculeu el vector tangent de la 
corba ¡ = f ou en el punt ¡(O), essent f(x,y) = (ex+v,ex-v). 

4.35 Suposem que una partícula segueix la trajectoria (e', e-t, cos t) fins que en l'instant t = l es 
despren de sobte impulsada només per la seva velocitat. Quina sera la posició de la partícula en t = 2? 

4.36 Siguin a 1 (t) = e-t cos ~ i a 2 (t) = e- t sin~ si t f: O i a 1 (O) = a 2 (0) = O. 
t t 

J.,lll 
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l. Demostreu que a(t) = (a1(t),a2(t)) és una funció de classe C1(llt). 

2. És a una corba regular? 

4.37 Demostreu que tot pla normal a la corba 

-y(t) = (asin2 t,isin2t,acost) 

passa per !' origen. Observeu després que -y(t) esta sobre una esfera de centre (O, O, O). És cert que tots 
els plans normals a una corba qualsevol sobre una esfera centrada en un punt p passen per p? 

4.38 Comproveu que la corba definida en forma implícita per l'equació (x2 + y2)2 - (x2 - y2) = O és 
simetrica respecte d'els eixos i respecte de !'origen. Determineu, si n'hi ha, els punts on la tangent a Ja 
corba és paraHela a l'eix Y i els punts on és paral·Jela a l'eix X. 

4.39 El sistema d' equacions 
x+y+z = 3} 

-3x2 + y2 + 2z2 = O 

defineix una corba regular al voltant del punt p = (1, 1, 1)? Demostreu que és possible posar aquesta corba 
en forma parametrica al voltant de p agafant com a parametre o bé z o bé x. Trobeu el vector tangent a la 
corba en p respecte aquestes dues parametritzacions. Són iguals? Són iguals les rectes tangents respecte 
de cada una de les parametritzacions? Per que? 

4.40 Recordeu que la trajectoria gradient de f a través del punt p és Ja corba -y tal que -y' 
grad/(-y(t)), -y(O) =p. 

l. Trobeu Ja trajectoria gradient de 

pel punt (1/a, l/b). Si li diem o:, verifiqueu gra.ficament que és ortogonal als conjunts de nivell de 
z. Raoneu sobre la grafica de (a, z o a) que la trajectories gradients segueixen el maxim pendent. 

2. Trobeu les trajectories gradient de 
f(x,y) = x2 -y2. 

Verifiqueu que aquestes trajectories es troben sobre les hiperboles xy =constant i són ortogonals 
als conjunts de nivell de f. 

(En el problema 4.52 trobareu com es poden fer servir les tmjectories gradients per trobar punts crítics.) 

Problemes de Ci 

4.41 Considllll 

l. Mostreu. q1 

2. Demostn. 

4.42 Sigui / : 
de 11t2 ta1 que A 
corresponents a 1 

4.43 Trobmr 

a) z=r2+~ 

b) 2y-z3-l 

e) s(u,e)=fi 

4.44 Comiilm 

Trobeu d-wi 
superlicie i alilllll 
Indimaó:e.-íi 

d'onpc*-lllil 

defineix ~ Cllll 

a) z = /(Z.I 

b) z = /(Z.J 



1 p cwi.sbles 36 

,1). Éa oert que tots 
-perp? 

r_<z-2 - rr) =o és •-la taugent a la 

,_aquesta corba 
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11 7 tal que¡' 

.¡..&s de nivell de 
• ..uim pendent. 

PI i 9Ón ortogonals 
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4.41 Considereu les superficies s 1(u, v) = (u, v, O) i s2(u, v) = (u3 , v3 , O) on (u, v) E JR.2. 

l. Mostreu que la imatge d'ambdues és el pla de JR.3 d'equació z =O. 

2. Demostreu que s1 és regular pero que s2 no ho és. 

4.42 Sigui f: JR2 ---+ JR3 donada per f(u,v) = (ucosv,usinv,u2 + v2). Trobeu l'obert A més gran 
de llct2 tal que f¡A és una superficie regular. Trobeu eJ vector normal a Ja superficie en tots eJs punts 
corresponents a parametres d'A. 

4.43 Trobeu l'equació del pla tangent a les superficies en els punts que s'indiquen 

a) z = x2 + 2y2 en (1, 2, 9). 

b) 2y - z3 - 3xz =O en (1, 7, 2). 

c) s(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv) en s(7r/4,-7r/4). 

4.44 Considereu la superficie parametritzada 

(u, v) >--t (u2 
- v, u+ v, uv). 

Trobeu el seu pla tangent en el punt de parametres (u,v) = (1,2). Trobeu una equació explícita de la 
superficie i obteniu el mateix pla fent servir el gradient de la funció trobada. 
Indicació:Considereu el sistema 

X = u2 - V 

y u+v 
z = uv 

d' on podeu ai1lar explícitament z en /unció de x i y, obtenint una equació z = f(x, y). 

4.45 És cert que si les equacions f( x, y) = z i g( x, y) = z defineixen dues superficies regulars ambdues 
passant pe! punt p, el sistema 

f(x,y) = z } 
g(x,y) = z 

defineix una corba regular passant per p? Raoneu la vostra resposta en els dos exemples següents: 

a) z = f(x,y) = x 2 + y2 , z = g(x,y) = -x2 +y2 + xy3 en el punt (0,0,0). 

b) z=f(x,y)=x2 -y2 ,z=g(x,y)=Oenelpuntp=(0,0,0). 
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4.46 Sigui f(:z:,y,z) = :z:2 +y2 -z2 • Per aquins valorsde ,\E lR. el conjunt ¡-1 (,\) és una superficie 
regular? (Recordeu el problema 2.3) Trobeu parametritzacions d'aquests conjunts de nivell. 

4.47 (a) Demostreu que el conjuntde nivell ¡-1 (1) on f(:z:,y,z) =~+~+~,a> O,b > O,c >O és una 
superficie implícita regular. S'anomenaeliipsoide. Comproveu que s(u, v) = (acos ucosv,bsin ucosv, csinv) 

on O< u< 2ir, -i < v < i• és una parametrització de l'eHipsoide llevat de mitja eHipse. 

(b) Demostreu que el conjunt de nivell ¡-1 (r2
), O< r <a on f(x,y,z) = z2 + (Jx2+y2 -a)2 és 

una superficie implícita regular. S'anomena tor. Comproveu que s(u, v) = ((reos u+ a) cos v, (reos u+ 
a) sin v, rsin u) on O< u< 2ir, O< v < 2ir, és una parametrització del tor llevat dues circumferencies. 

(e) Demostreu que el conjunt de nivell ¡-1 (1) on f(x,y,z) = -x2 -y2 + z2 és una superficie implícita 
regular. S'anomena hiperboloide de dos fulls. Trobeu-ne una parametrització. 

4.48 Parametrització estereogra.Jica de !'esfera. Considereu !'esfera S 2 d'equació x 2 +y2 + (z-1)2 = l. 
La projecció estereografica de S 2 des d'el poi nord és l'aplicació 1r: S2 \{(O, O, 2)}--+ rn?.2 que assigna a 
cada punt P Ja intersecció amb el pla z = O de la recta que uneix P amb (O, O, 2). Demostreu que 11" és 
bijectiva amb inversa 11"- 1 : JR.2 --+ S2 

\ {(O, O, 2)} 

_ 1 ( 4u 4v 2(u2 +v2
)) 

11" (u,v)= u2+v2+4'u2+v2+4'u2+v2+4. 

Observeu que és possible recobrir tota !'esfera amb dues parametritzacions. 

Calcul d'extrems 

4.49 Trobeu i classifiqueu tots els punts crítics de les funcions 

a) f(x, y) = x4 + y4 
- 2y2 + 4xy - 2x 2 

b) f(x, y) =sin x +sin y+ cos(x +y) 

e) f(x, y)= exp(l - x 2 - y2 ) 

d) f(x, y)= x 2 + y2 + 3xy 

4.50 Demostreu que si f és una funció definida en A que assoleix un valor extrem en a E A, aleshores 
si A = UíA; i a E A;, Vi, f¡A, assoleix un valor extrem en a. Per demostrar que el recíproc d'aquest 
enunciat no és cert, considereu la funció f(x, y) = (y - 3x2)(y - x 2

) i proveu que: 

a) !'origen és un punt crític. 

Problt:rms • Q 

b)la ....... 

e) f.atii.• 

4.51 'nubm• 

Verifiq-.-qme9 

(0,0) (és ·-=· 
4.52~' 

que no és aillícl 
és una coda T • 

l. /07i:sat 

2. Si 7es1&• 
punt ailil: 

4.53 eoa.-

4.54~ 

4.56 Trot-i 

a) /(z.•) =1 

b) f(z.•) =C 
e) /íz,-,} =:1 

4.57 Sig1li p: 
són degemnl!L 
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b) la restricció de fa qualsevol recta passant per l'origen, té un mínim en aquest punt. 

c) f no té mínim en l.'origen. 

4.51 'Irobeu les trajectories gradient de 

f(x,y)=x2-y2. 

Verifiquen que si a(t) és una de les anteriors trajectories verificant a(O) = (O, Yo), aleshores lililt-.oo a(t) = 
(0,0) (ésa dir: les trajectories gradient que surten deis punts (0,yo) s'acosten al punt de sella (0,0)). 

4.52 (Metode del gradient) Sigui f una funció real de classe C1 en l'obert U C JR", i p E U un punt 
que no és crític per /. Suposeu que existeix una trajectOria gradient de f a través de p, que per definició 
és una corba -y en U tal que -y' (t) = grad/(-y(t)), -y(O) =p. Demostreu: 

l. f o -y és creixent. 

2. Si -y esta definida per a tot t 2: O i tendeix cap a un límit xo E U quan t -t +oo, aleshores x0 és un 
punt crític de f. 

4.53 Comproveu que f(x, y, z) = x2 + y 2 - z2 té un punt crític on no assoleix cap extrem. 

4.54 Determineu el comportament de z = x 5y + xy5 + xy en els seus punts crítics. 

4.55 Trobeu els punts de maxim, mínim i sella de f(x, y) = log(l + x2 + y2 ). 

4.56 Trobeu i classifiqueu els punts crítics (si existeixen) de les funcions 

a) J(x, y) = y2 
- x3 

b) f(x, y)= (x - 1)2 + (x - y)2 

c) f(x,y) = x2 +xy2 +y4 

4.57 Sigui 'P: lR --t lR de classe C2
, i a E JR". Demostreu que tots els punts crítics de J(x) = <p(a. x) 

són degenerats. (a · x indica el producte escalar de a i x). 

' 

~ 
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4.58 Sigui zo un punt crític no degenerat d'una funció de classe C2
• Demostreu que zo és un punt 

ai1lat, és adir, que existeix un entorn obert de zo que no conté cap altre punt crític. 
/ndícació: Suposeu que z és un punt crític no degenerat, apliqueu el teorema del valor mitja a les derívades 
parcials fi, ... , fn pera obtenir el sistema d'equacíons O= LJ=l f;j(y¡)(:ci - ;e{¡), i = 1, ... , n. Observeu 
que detf;;(y¡) :f:; O, id' aquí que /'única solució de l'anteríor sistema és x - zo =O. 

4.59 Trobeu els extrems absoluts de les següents funcions f sobre els recintes K que s'especifiquen 

a) J(z,y,z) = sinzsinysinz, 
b) f(x,y) = z 4 +2x2y-z3 +3y2 , 

e) f(z,y) =x2 +y2-zy+y+x, 

K = {(x,y,z) E R3
: z,y, z 2'. O, x +y+ z '.'::'. ~} 

K = {(x, y) E R2 
: lxl '.'::'. 1, lvl '.'::'. l} 

K={(x,y)ER2
: x+y~-3,x'.'::'.y,y'.'::'.0} 

4.60 Trobeu els extrems absoluts de f(z,y) = x-z2 -y2 en el disc {(x,y): x2 +y2 < l}. 

4.61 Considereu la funció f: R2 --t R definida com f(x, y) = sin(x +y)+ cos(x - y). 

a) Trobeu i classifiqueu tots els seus punts crítics. 

b) Calculeu els extrems absoluts de f en el quadrat [1r/2, 1r) x [1r/2, 1r]. 

4.62 Trobeu els extrems absoluts de la funció f(z, y) = z3 
- 3xy2 sobre la circumferencia de radi 1 

centrada a !'origen (la superficie z = f(x, y) s'anomena cadiro del mico). 

4.63 Sigui M la varietat regular en forma implícita amb equació f(x) =O. Sigui x1 íJ_ Mi x0 un punt 
on la funció x >-t d(x, xi) assoleix un extrem local condicionat a M. Demostreu que x1 - x0 és normal a 
M. 

4.64 Trobeu la distancia entre el punt (O, b) i la parabola z 2 - 4y =O. Feu el problema com a mínim 
usant dos metodes diferents. 
(!ndicació: el de Lagrange i algun altre}. 

4.65 Trobeu la distancia mínima entre les corbes d'equació x +y = 4 i x 2 + 4y2 = 4. 

2 

4.66 Trobeu els vertexs i semieixos de l'eHipse obtinguda intersecant l'eHipsoide ~ + y2 + z2 = 1 amb 

el pla d'equació x +y+ z = O. 

Problemes de C'ilclll j 

4.67 Tcobe9 .... _ 

Ax+By+C==._ 

4.68 Sigui /(z) = i 

l. Demostn9 ... 
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4.67 Trobeu l'area de l'eHipse obtinguda intersecant l'e!-lipsoide s0lid x: + ¡j2b2 + z: ::::; 1 amb el pla 
a e 

Ax+By+Cz=O. 

4.68 Sigui f(x) = X1 - - ·Xn i M = {x E .IRn: XI+ ... + Zn = l,x1 >o, ... ,Xn >O}. 

l. Demostreu que f(x) ::::; n-n, Vx E Mi que es produeix la igualtat quan :r:1 = ... = Xn = n-1 

2. Proveu que la mitjana geometrica de n nombres positius és menor o igual que la seva mitjana 
aritmetica. 

3. Proveu que la mitjana geometrica de n nombres positius coincideix amb la mitjana aritmetica si, i 
només si, els n nombres són iguals. 



,...~ 
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5 Integració de funcions de diverses variables 

5.1 Siguin Si R dos N-rectangles tals que S C R C RN. Demostreu que per a tot é > O existeix 
ó >O tal que si P és una partició de R, els N-rectangles P de la qua! verifiquen dia!Tloo(P) < ó, aleshores 
vol(P1) + ... + vol(Pn) :S vol(S) + t:, essent P1 , .•• , Pn els N-rectangles de P que tallen S. 

5.2 Sigui R un N-rectangle i A C R un conjunt de contingut zero. Demostreu que Ve: > O, 36 > O i 
existeix una partició P de R els N-rectangles P de la qua! verifiquen diaffioo(P) < ó i tal que si P1, ... , Pn 
són els N-rectangles de P que tallen .4, aleshores vol(P1) + · · · + vol(Pn) :SE. 

5.3 Sigui A C RN. Es diu que A té contingut (respectivament, mesura) zero respecte deis N-rectangles 
tancats si Vt: > 0,3{R;};EJ essent I un conjunt finit (respectivament, finito numerable) i R; N-rectangles 
tancats tals que A e uiEJ i I:iEJ vol(R;) < é. Similarment, A té contingut (respectivament, mesura) zero 
respecte deis N-rectangles oberts si en !'anterior definició, els R; són N-rectangles oberts. Demostreu 
que tenir contingut (respectivament, mesura) zero respecte deis N-rectangles tancats és equivalent a tenir 
contingut (respectivament, mesura) zero respecte deis N-rectangles oberts. 

5.4 Demostreu que 

l. Tot conjunt compacte té contingut zero si i només si té mesnra zero. 

2. Tot subconjunt dºun conjunt de mesura zero té mesura zero. 

3. Tot compacte contingut en un conjunt de mesura zero té contingut zero. 

4. Tot conjunt fitat de mesura zero té contingut zero. 

5.5 Demostreu que la intersecció finita o numerable, la unió finita o numerable i el complementari relatiu 
de conjunts de mesura zero, és de mesura zero (Si A, B C RN, el complementari relatiu de B en A és 
A\B={xE.4.: xi¡!B}). 

5.6 Demostreu que tota successió convergent de RN té contingut zero, i que tota successió titada de RN 
amb un número finit de punts límit (límits de les subsuccessions convergents) també té contingut zero. 
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5. 7 Si A e JR.N proveu que són equivalents: 

l. A té contingut zero. 

2. Per a tot e > O existeix un nombre finit de N -cubs C1, ... , Cp tals que A e C1 u ... U Cp i 
vol(C1) + · · · + vol(Cp) <e. 

5.8 Sigui A e JR.N un conjunt de contingut zero. Demostreu 

l. Si f: A --t JR.M és una funció Lipschitz i M :::>: N, aleshores f(A) té contingut zero. 

2. La implicació anterior no és certa si M < N. 

3. Si f: u --t JR.M és de classe e1 en l'obert u, A e u i A és convexa i M ~ N, aleshores f(A) té 
contingut zero. 

5.9 Sigui A e JR.N un conjunt fitat amb adherencia convexa. Demostreu: 

l. Si f: A --t JR.M és una funció Lipschitz i N < M, aleshores f(A) té contingut zero. 

2. Si U és un obert de JR.N que conté !'adherencia de A, i f: U --t JR.M és de classe e1 i N < M, 
aleshores f(A) té contingut zero. 

5.10 Demostreu que la grafica de tota funció contínua definida en un compacte té contingut zero. 

5.11 Siguin g1 , g2 : [a, b] --t lR. dues funcions contínues tals que g1 ::; g2. Demostreu que {(x, y) E JR.2 : 

a::; x::; b, g 1 (x)::; y::; g2 (x)} és un conjunt admissible. 

5.12 Demostreu que la intersecció finita, la unió finita i la diferencia de conjunts admissibles, és ad
missible. 

5.13 Siguin f i g funcions admissibles tals que {x : f(x) =J g(x)} té contingut zero. Demostreu que 
per a tot conjunt admissible A, JA f = JA g. 

5.14 Sigui A un conjunt admissible i f una funció admissible tal que J(x) :::>:O, Vx E A. Demostreu 
que si JA f =O, aleshores {x E A: f(x) >O} té mesura zero. Demostreu també que si f i g són funcions 
admissibles, també ho és I/ -gl, i que si JA lf-gl =O, aleshores {x E A: /(x) =fa g(x)} té mesura zero. 

5.15 Sigm•i 
que la n:sttiu:ié J 

5.16 Dorada/ 

Demostreu q.e á 

5.17 Lar-ii 

Demostreu q.e l!!i 

5.18 Dl:malllm 
decoaj_._... 
segiientspnlllilll 

l. / >-+ IJiJ 

2. /?. 0~1.. 

3. IA/=ld 

5.19 Sigui A• 
a E A} i /_.(.r): 

5.20 Sigui lh 
en R li podem • 

l. si P és-
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~U---UC, i 

.. 
llllliores J (A) té 

.. 
eC1 i N < M, 

IÍllllgUl zero. 

ie {(z, y) E JR2 : 

üssibles, és ad-

Demostreu que 

A. Demostreu 
i 1 són funcions 
é niesura zero. 

~~~ ....... -..,._<4;: -

Problemes de Cilcul 11 Tema 5. lntegració de funcíons de diverses variables 45 

5.15 Siguin R i S N-rectangles, S C R i f: R-+ IR admissible tal que J(x) =O si x ~S. Demostreu 
que la restricció f¡s és admissible i que ÍR f = Ís f¡s. 

5.16 Donada f una funció real amb domini B C IRN i donat A C IRN, definim 

fA(x) = { ~(x) sixEBnA 
altre cas. 

Demostreu que si A és admissible i R i S són rectangles que contenen A, aleshores IR JA =Is !A . 

5.17 La funció característica X A : JRN -+ lR d 'un subconjunt A C IRN es defineix com 

Demostreu que són equivalents: 

l. A és admissible . 

2. X A és admissible. 

XA(x)={ ~ si x E A 
SÍ X~ A_ 

5.18 Demostreu que existeix una única aplicació real I definida en el producte cartesia del conjunt 
de conjunts admissibles de JRN i el conjunt de les funcions admissibles, (A,!) 1--T IAf, que verifica les 
següents propietats: 

l. f i-+ lAf és lineal. 

2. f ?:_o~ IAf ?:_O. 

3. IAf = IAfA, on fA(x) = f(x) si x E A i fA(x) =O si x ~A. 

4. Si S és un N-rectangle, aleshores Isl = vol(S). 

5.19 Sigui A un conjunt admissible, f una funció admissible. Donat v E lltN, definim A+ v = {a+ v : 
a E A} i f-v(x) = f(x - v). Demostreu que IA f = IA+v f-v· 

5.20 Sigui R un N-rectangle i f una funció integrable en R. Suposeu que a tot N-rectangle S contingut 
en R li podem assignar un número Is f tal que 

l. si P és una partició de R: IR!= L fpf 

PEP 

....... 
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2. si donat S un N-rectangle contingut en R, existeixen números mi M tals que m S f(x) S M, 't/x E 
S, aleshores mvol(S) S lsf::::: Mvol(S). 

Demostreu que IR/= L f. 

5.21 Sigui A = { (;, , 2~) : p, q senars, 1 :S p, q :S 2n, 't/n EN}. Es demana: 

l. Interpreteu geometricament A. 

2. Proveu que la funció característica de A, XA, no és integrable sobre el quadrat [O, l] x [O, l]. 

3. Calculen les integrals iterades de XA en el quadrat [O, l] x [O, l]. 

5.22 l. Proveu que els cilindres C1 = {(x, y, z) E JR3 
: x2 + y2 S 1, O S z S a} i C2 = {(x, y, z) E 

JR3 
: x 2 + (y - z ) 2 S 1, O ::::: z ::::: a} tenen el mateix volum. 

2. Proveu el Principi de Cavalieri per al calcul de volums: Siguin A, B dos subconjunts admissibles 
de JR3 tals que les seccions Ac = {(x,y): (x,y,c) E A}, Be= {(x,y): (x,y,c) E B} són admissibles 
per a cada c. Si µ(Ac) =µ(Be) 'Ve, aleshores µ(A)= µ(B). 

5.23 Calculen les integrals dobles f n f en els següents casos: 

l. f(x,y) = ~xy, i Q = {(x,y) ElR2 :2 Sx :S4, x-1:'.SY:'.S2x}. 

2. f(x, y)= x2 - y, essent Q la regió compresa entre les paraboles y= x2 i y= -x2 i les rectes x = 1 
Í X= -l. 

3. fn(x -y)dxdy, essent Q el semicercle {(x,y) E JR2
: y::::: x, x 2 + y2

::::: l}. 

5.24 l\Iitjanc;ant el teorema de Fubini hem obtingut les igualtats: 

a) j f = ¡1 [ll-y f(x,y)dx] dy 
A Jo -~ 

b) J, f = 12 [1~ f(x, y)dy] dx + ¡lf [ {~ f(x, y)dy] dx. 
B -2 -..f4=X2 J2 Jo 

Expliciteu els conjunts A i B i expresseu les integrals canviant l'ordre d'integració. 

Problemes de Cib 

5.25 Calc:alm la 

5.26 Calculm el ' 

l.El~• 

2. La ngili Gmll 

3. La ngili Cllllllll 
coonl 'mi11 

5.27 Damm •<i 

5.28 Trobeu .... 

l. proporcio•h 

2. proporcioml 1 

5.29 Calculm ti ' 
coordenades cilÍllili 

5.30 C.alcule9 lai 

fent un canvi ~ -

5.31 Calculea lai 

canviant a coordem 

5.32 Calculea fa 
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{ 
x2 y2 z2 } 

5.25 Calculeu fn xy + yz + zx, essent n = (x, y,z) E lR3 ;x:::: O, y:::: O, z:::: O, ª 2 + b2 + c2 _::; 1 . 

5.26 Calculeu el volum deis següents cossos 

l. El tetraedre amb vertexs (O, O, O), (1, O, O), (O, 1, O) i (O, O, l). 

2. La regió compresa entre el cilindre paraoolic z = 4 - y2 i el paraboloide eHíptic z = x2 + 3y2 • 

3. La regió compresa entre el paraboloide eHíptic z = x2 + y2 i el pla z = y (Recordeu el canvi a 
coordenades cilíndriques). 

5.27 Donats O < a < b i O < a < (3 calculeu l'area del recinte 

A= {(x,y) E JR.2 : x > 0,y > 0,a :S xy :S b,a :S x2 -y2 :S (3} 

5.28 Trobeu la massa d' un cilindre recte de radi R i al<;ada h quan la seva densitat és 

l. proporcional a la distancia a la base del cilindre. 

2. proporcional a la distancia a l'eix del cilindre. 

5.29 Calculeu el volum d' un cilindre recte de radi R i al<;ada h fent servir integració respecte de les 
coordenades cilíndriques, i sense fer cap canvi de coordenades. 

5.30 Calculeu la integral 

¡a ¡Va'CX' Jh 1 dx dy dz 
-a -va'-x' f¡, ../x2 + y2 

fent un canvi a coordenades cilíndriques. 

5.31 Calculeu la integral 

¡
R ¡vR'-x' 

1
JR2 -x2 -y' 1 

dx dy -dz 
-R -vR'-x' o JZ 

canviant a coordenades esferiques. 

5.32 Calculeu J n f en els següents casos 

_.......... 
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l. f(x,y) =e~ in és el triangle de vertexs {0,0), {2,0) i {0,2). 

2. f(x, y, z) = .jx2 + y2 + z2 essent 11 la regió de I' espai determinada per x2 + y 2 + z2 
::; x. 

3. f(x,y, z) = x2 + y2 + z2 in= {(x, y, z) : ~ + ~ + ~ ::; l}, on a> O, b >O i e> O. 

5.33 Consideren una esfera i un con tal que el vertex del con esta sobre la superficie de !'esfera i el 
centre d'aquesta en l'eix del con. Determinen )'obertura a del con per tal que el volums de les parts de 
)'esfera interior i exterior al con siguin iguals. 

5.34 Determinen l'angle de semiobertura del con que té la propietat que a l'encaixar-hi una esfera, el 
volum comprés entre con i esfera és igual al d'aquesta. 

5.35 Sigui 11' un hiperp!a a Rn. Indiquem 11' +, 11' _ els semiespais en que descomposa Rn i S" : Rn --+ Rn 
la simetria respecte de 11'. Considerem una funció f : A --+ lR integrable, on A és simetric respecte de 11' 

(S,..(A) =A). Proveu: 

a) Si fo S,.. = - f llavors L f = O. 

b)SifoS,..=fllavorsff=2J f=2J f. 
A An:ir+ Ann--

5.36 Consideren una equació de segon grau ax2 + bx + e = O on els coeficients a, b, e, pertanyents a 
l'interval {O, 1], s'han obtingut aleatoriament. Calculen la probabilitat que les arrels de l'equació siguin 

reals. 

j
+oo 

5.37 Calculen la integral impropia -oo e-x
2 

dx. 

(Indicació: integreu sobre recintes adequats la Junció f(x, y)= e-x'-y'). 

5.38 Calculen el volum de 

l. El paraHelepípede {x = (x 1 , ... , Xn): x = t¡a¡ + · · · + tnan, O::; t; ::; l} on a; E Rn, Vi. 

2. El n-símplex { x = (x¡, ... ,xn): x = toao +···+trian, t; 2: O, Vi, ~ti= l}, a; E B?.n, Vi. 

Problemes de CiW 

3. L'eHipeoide a 

5.39 La !unció c. 
que: 

l. f(p) =2 r-
2. es compleix la 

f(p) = (p-1) 
{O, l). 

La funció 8da d'IDll 

l. B(p,9) = B(.._. ,_, 
2. B(p,9)=-. 

p 

3. sipi 9u• 

l. f(p)r(f) = .. 
calcular~,.. 

2. deduio r (i) 
3. donada a ~ 21 

(a) C-0~ 

(b) Feot sswi 

{c) Dedoñul 
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3. L'eHipsoide si>lid {(:i:¡, .. ., :i:n): :i:~ + · · · + :i:; ::::; i} on a; >O, Vi. 
ª1 ªn 

roo 
5.39 La funció Gammad'Euler és f(p) =lo zP-le-"'d:i:, definida per als reals p >O. Comproveu 

que: 

¡+oo 
l. f(p) = 2 lo :i:2p-le-x' d:i:. 

2. es compleix la reducció f(p) = (p - l)f(p- 1), per tant si p EN llavors f(p) = (p - 1)!, i a més 
f(p) = (p - l)(p- 2) · · · (p - (p])f(p- (p]), amb el que f queda determinada pels seus valors en 
(O, l]. 

La funció Beta d'Euler definida pera p >O, q >O, és B(p, q) = fo
1 

zP-1(1- :i:)q-ld:i:. Comproveu que: 

l. B(p,q) = B(q,p). 

q-1 
2. B(p,q) = -B(p+ l,q-1). 

p 

3 . . , 11 B( ) f(p)f(q) . s1 p 1 q son enters, avors p, q = -( --) . 
fp+q 

4. B (~, ~) = 7r (considereu el canvi x = sin2 t). 

Demostreu que: 

(*) 

l. f(p)f(q) = B(p, q)f(p+ q), pera qualssevol p, q positius, que generalitza (*)· (Apliqueu Fubini per 
calcular el producte f(p)f(q).) 

2. dedui:u r ( ~) = 2 fo+oo e_ ... d:i: = .,¡:¡¡ (compareu amb el problema 5.37). 

3. donada n ~ 2 siguin 
f(x¡, ... ,xn)=x~'- 1 ···x~n-n (p;>O) 

Íl = {:i: E JRn : X¡ 2: 0, X¡+···+ Xn $ 1} 

n = { :i: E ]Rn : X; ~ o, G~ rl + ... + (:: r· s 1} 

1 r(p¡) ... r(p ) 
(a) Comproveu que f = ( n ) . 

A fp¡+···+Pn+l 

(a;> O,a; >O) . 

(b) Fent servir l'apartat anterior, proveu l'anomenada Fórmula de Dirichlet: 

1 
p, p. r (E.J.) · · · r (f.!l.) 

/ - ª1 ... ªn cr1 a,. 

n - Q¡···an r(E.J.+···+f.!l.+1)" 
O'¡ O'.n 

(e) Dedui:u el volum de )'esfera n-dimensional (compareu el resultat amb el del problema 5.38). 

J 

·-""--~ 
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