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PROGRAMA 

l. ESTIMACIÓ PUNTUAL 

l. l La distribució mostral d 'un estadístic. 

1.2 El metode deis moments. El concepte de consistencia. 

l.3 El metode de la maxima versemblan<;a. Invariancia i consistencia. 

1.4 El concepte de suficiencia. Teorema de factorització. 

1.5 Famílies exponencials. 

--- --.; 

1.6 Estadístics basats en la llei normal. Distribució conjunta de la mitjana mostral i de la varian<;a 
mostral. 

1.7 Estimadors U. M. V.U. Teorema de Rao-Blackwell. 

1.8 La informació de Fisher, el concepte d 'eficiencia i la cota de Cramer-Rao. 

1.9 Propietats asimptótiques deis estimadors de maxima versemblanr;a. 

2. PROVES D'HIPOTESIS INTERVALS DE CONFIAN<;;A 

2.1 Introducció. Conceptes basics en la teoría de les proves d'hipótesis. 

2. 2 Proves d 'hipótesis optimes. El lema de Neyman- Pearson. 

2.3 Proves d 'hipótesis U.M.P.La prova de la raó de versemblan<;a . 

2.4 La distribució t . Aplicació a un problema de regressió. La distribució t descentrada. 

2.5 Prova de la raó de versemblan<;a generalitzada. La prova de la t de Student. 

2.6 La distribució F . La prova de la F. 

2.7 Comparació de dues mostres independents. La prova de la t per clues mostres. 

2.8 [ntervals de confiani;a. 
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3. PROVES PERA LA VALIDESA D'UN MODEL 
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3.2 La prova de x2 . 

3.3 Prova de Kolmogorov-Smirnov. 

3.4 Papers i grafics de probabilitat . 

4. INTRODUCCIÓ A L'INFERENCIA BAYESIANA. 

4.1 Lleis de Bayes i Minimax. 

4.2 Analisi per a trabar una llei de Bayes. 

4.3 Estimadors admissibles . 

4.4 Inferencia Bayesiana per a una distribució normal. 

4.5 Inferencia Bayesiana per a una distribució binomial. 

5. METODES NO PARAMETRICS 

5 .1 La prova dels signes 

5.2 La prova deis rangs signats de Wilcoxon. 

5.3 La prova deis rangs ele Wilcoxon, Mann i Whitney. 

AVALUACIÓ 

* Examen Parcial (EP) corresponent al tema l. 
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Programa 2 

l. ESTIMACIÓ PUNTUAL 

1.1 La distribució mostral d 'un estadístic. 

1.2 El metode deis moments. El concepte de consistencia. 

1.3 El metode de la maxima versemblan<¡a. Invariancia i consistencia. 

1.4 El concepte de suficiencia. Teorema de factorització. 

1.5 Famílies exponencials. 

1.6 Estadístics basats en la llei normal. Distribució conjunta de la m itjana mostral i de la varian<¡a 
mostral. 

1.7 Estimadors U.M.V .U. Teorema de Rao-Blackwell. 

1.8 La informació de Fisher, el concepte d'eficiencia i la cota de Cramer-Rao. 

1.9 Propietats asimptotiques deis estimadors de maxima versemblan<¡a. 

EXERCICIS: 

1.1 Suposeu que X segueix una distribució geometrica de parametre p. Prenem una mostra de grandaria n 
d'aquesta distribució. 

a) Trobeu !'estimador de p pel metode deis moments . 

b) Trobeu !'estimador de p pel metode de la maxima versemblan<¡a. 

c) Calculeu la variancia asimptótica de !'estimador de maxima versemblan<¡a. 

1.2 Suposeu que X segueix una distribució de Rayleigh ( ca.s particular de la Weibull) de parametre B. 
Prenem una mostra de grandil.ria n d 'aquesta distribució. 

a) Trobeu !'estimador de() pel metode deis moments. 

b) Trobeu !'estimador de () pel metode de la maxima versemblani;a. 

e) Calculeu la variancia asimptotica de !'estimador de maxima versemblani;a. 

1.3 Suposeu que X segueix una distribució uniforme [O, B]. Prenem una mostra de grandaria n d'aquesta 
distribució. 

a) Trobeu ['estimador de () pel metode deis moments, així com la seva mitjana i variancia. 

b) Trobeu ! 'estimador de B pel metode de la maxima versemblani;a. 

e) Trobeu la funció de densitat de ['estimador de máxima versemblan<;a, i calculeu la seva mitjana i la 
seva variancia. Compareu la variancia, el biaix i !'error quadratic mitja amb l'obtingut pel metode 
deis moments. 

d) Trobeu una modificació de !'estimador de maxima versemblan<¡a que el faci no esbiaixat. 

1.4 Suposeu que X segueix una distribució exponencial de mitjana r. Prenem una mostra de grandaria n 
d'aquesta distribució. 

a) Trobeu !'estimador de r pel metode deis moments. Anomeneu-lo 7-1 . 

b) Trobeu ! 'estimador de r pe! metode de la máxima versemblan<¡a. Anomeneu-lo +2 . 

c) Calculen la seva variáncia. És +2 eficient? 
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d) Calculeu la distribució asimptotica de f 2 . 

e) Doneu la forma d'un interval de confian~a exacta per ar. 

1.5 Suposeu que X segueix una distribució exponencial amb taxa de falta A. Prenem una mostra de grandaria 
n d'aquesta distribució. 

a) Trobeu l'estimador de A pel metode deis moments. Anomeneu-lo .\1 . 

b) Trobeu !'estimador de A pel métode de la maxima versemblani;a. Anomeneu-lo .\2. 

e) Demostreu que .\2 té biaix i calculeu la seva variancia. 

d) Trobeu la fita de Cramer-Rao i compareu-la ambla variancia trobada a e). 

e) Doneu la forma d'un interval de confiani;a aproximat pera A. 

f) Doneu la forma d 'un interval de confiani;a per a .\ . 

1.6 Suposeu que X segueix una distribució lognormal de parametres µ i cr2 . Prenem una mostra de grandaria 
n d'aquesta distribució. 

a) Trobeu els estimadors de µ i cr2 pe! métode deis moments. 

b) Trobeu els estimadors deµ i cr2 pe! métode de la maxima versemblan~a. 

e) Calculeu la matriu de variances asimptotiques deis estimadors de m axima versemblani;a t robats a 
l 'apartat b) 

1.7 Suposeu que X segueix una distribució de Weibull parametres a i b . Prenem una mostra de grandaria 
n d 'aquesta distribució. 

a) Trobeu els estimadors de a i b pel metode de la maxima versemblani;a. 

b) Calculeu la matriu de variances asimptotiques deis estimadors de maxima versemblani;a trobats a 
l 'apartat a) . 

1.8 Si les frequéncies genetiques estan en equilibri, els genotipus AA, Aa i aa ocorren amb probabilitats 
( l - 0)2, 20( 1 - O) i 02 . Plato i al.( 1964) publicaren les seguents dad es sobre el ti pus d'haptoglobina en 
una mostra de 190 persones. 

ti pus 
frequéncia 

Hp l -1 
10 

Hpl-2 
68 

Hp2-2 
112 

Trobeu ! 'estimador de maxima versemblani;a de e i la seva variancia asimptotica. Doneu un interval de 
confiani;a aproximat al 993 per a e. 
1.9 L'estimador de m axima versemblani;a no és únic. 

Suposeu que X segueix una distribució uniforme (O, e+ l] . Prenem una mostra de grandaria n d'aquesta 
distribució. Demostreu que !'estimador de e obtingut pel métode de la maxima versemblani;a no queda 
unívocament especificat. 

1.10 L'est imador de maxirna versernblani;a no sernpre existeix 

Considerem una v.a . X que pot provenir d'una distribució N(O, l) amb probabilitat 0.5 i d 'una dis­
t ribució N(µ, cr2), amb µ i cr2 desconeguts , amb probabilitat 0.5 . Demostreu que no existeix !'estimador de 
m axima versemblarn;a. 

1.11 L'estimador de maxima versemblani;a no sempre existeix 
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Considerem una v.a. X que prové d'una distribució amb funció de densitat 

f(x;O) = ae-arl{O :S x :Sr}+ be-ar-b(r-r)l{x > r}, 

on X E R i ()=(a, b, r) E e= (O, oo)3 . Demostreu que no existeix !'estimador de maxima versemblanc;a. 

1.12 Sigui X¡, ... , Xn una mostra d'una població amb distribució subjacent governada per un parametre O. 
Estant interessats en l'estimació d'una funció q(O) es proposa un estimador T(X1 , ... , Xn)· Demostreu 
que per n gran, i sota les hipotesis que siguin necessaries per la correcta aplicació del Teorema del Límit 
Central, 

E{IT(X1 , •.. ,Xn) - q(O)I} = ¡;¡r;jR(O, T) 

a on 
R(O,T) = E{(T(X1 ,. . .,Xn)-q(0))2 }. 

1.13 Sigui X una v.a. normal de mitjana () i de variancia l. Definim Ta,b(X) = aX + b per a i b nombres 
reals qualsevols. 

a) Calculeu !'error quadratic mig, R(O, Ta,b), de Ta,b· 

b) Comparen R(O, To 5 ,o) amb R(O, T1 ,0 ). Quina conclusió treieu? 

c) Existeix algun estimador de la forma aX + b que sigui millar que X per ()? 

d) Proveu que X és l'únic estimador no esbiaxat de() de la forma aX + b. 

1.14 Consideren el següent metode pera estimar el parametre .X d'una distribució de Poisson. Observem que 

Po = Prob(X =O) = e-.1 

Sigui Y la v.a. que representa el número de zeros d'una mostra de grandaria n. Podem estimar .X 
mitjanc;ant 

. y 
.X= -log(-) 

n 

a) Feu servir el metode del'a per a obtenir expressions aproximades per a la variancia i el biaix d'aquest 
estimador. 

b) Compareu la variancia d 'aquest estimador amb la variancia de !'estimador de maxima versemblanc;a, i 
calculeu !'eficiencia relativa pera diferents valors de A. Indicació: Y~ Bin(n , Po). 

1.15 Sigui X 1 , ... , Xn una mostra d'una distribució normal amb mitjana desconeguda O i variancia cr 2 . 

Suposant que IJ io O, determinen la distribució asimptotica de X~. 

1.16 Sigui X 1 , ... , Xn una mostra d'una distribució de Poisson de mitjana .X , i sigui T = ¿7= 1 X;. Demostreu 
que la distribució de X 1 , ..• , Xn donat Tés independent de .X, i concluiu que T és suficient per a .X. 
Demostreu que X 1 no és suficient. 

1.17 Sigui X 1 , ... , Xn una mostra d'una distribució geometrica, i sigui T = 2=7=! X;. Demostreu que T és 
un estadístic suficient. 

1.18 Useu el teorema de factorització per a trobar un estadístic suficient per a la distribució exponencial. 

1.19 Useu el teorema de factorització pera trobar un estadístic suficient pera la distribució de Rayleigh. 

1.20 Demostreu que la distribució gamma pertany a la familia exponencial. 
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Tema l. 3 

1.21 Siguin Ti i T2 dos estadístics suficients pera O, i suposeu que T2 = g(T1) per alguna funció g. Sigui U 
un estimador no esbiaixat de O, i sigui 

Demostreu que Var( Vz)::; Var(V1). 

Vi =E(U 1 T1 ) 

Vz =E(Vi 1 T2) 

1.22 Sigui X la mitjana d 'una mostra de 16 v.a. independents i normals (0,1). Determinen c tal que 

Prob(I x 1< e) = o 5 

1.23 Useu la distribució chi quadrat per a calcular 

52 
Prob(a < 2 < b) , 

IT 

basant-vos en una mostra de grandaria 18. Calculen per a a = 0.51 i b = 1.62. 

1.24 Suposeu que hem de prendre una mostra d'una distribució normal amb mitjanaµ desconeguda i desviació 
estandar 2. Calculen la grandaria de la mostra necessaria per tal que 

a) 
Eµ(I Xn - µ 12 ) ::; 0.1 

per a cada possible valor de µ. 

b) 
Eµ(I Xn - µ 1):; 01 

per a cada possible valor deµ. 

c) 

Probµ(I Xn - µ l:S O.l) 2: 0 .95 

per a cada possible valor deµ . 

1.25 Suposeu que les v.a. X 1 , X 2 , X 3 són i.i .d. , cada una d'elles N(O,l). Definim les següents v.a . 

Y1 = 0.8X1 + 0.6X2 

Y2 = J2(D.3X1 - 04X2 - 0.5X3) 

Y3 = J2(0.3X1 - 04X2 + 0.5X3) 

Trobeu la llei conjunta de Y1 , Y2 . Y3 . 

1.26 Si les v .a. X¡ i X 2 són independents i N(ft , rr2), proveu que les v .a . X 1+X2 i X1 - X 2 són independents. 

1.27 Suposem que X 1 , ... , Xn formen una mostra aleatoria d 'una distribució normal de mitjana µ i variancia 
IT2 Trobeu la distribució de 

n(Xn - µ) 2 

o-2. 

1.28 Suposem que X 1 , . X6 fo rmen una mostra aleatoria d'una distribució normal estandar . Sigui 

Y = (Xi + X2 + X3)2 + (X4 + Xs + X6)2. 

Determineu un valor e tal que la v.a cY segueixi una distribució x2 
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1.29 Suposem que X 1 , •.. , X 16 formen una mostra aleatoria d'una distribució normal de mitjana µ i variancia 
<T2 . Calculeu les següents probabilitats: 

a) 

b) 

1.30 Sigui X una v.a. normal de mitjana O i amb desviació estandar <T (<T >O) desconeguda. 

a) Calculeu la informació de Fisher l(<T) cont inguda en X. 

b) Calculeu la informació de Fisher l( <T 2 ) continguda en X. 

1.31 Sigui X 1 , ... , Xn una mostra aleatoria d'una distribució de Poisson de parametre ,\ desconegut. De­
mostreu que ,'(n és el U.M.V.U. de.\ . 

1.32 Sigui Xi, ... ,Xn una mostra aleatoria d'una distribució que té per funció de densitat: 

f(x;0)=0x 8-t, O<x<l , 0>0. 

a) Cerqucu un estadístic suficient T(X, .. .. , Xn)· 

b) Calculeu E(T) i Var(T) . lndicació Feu servir el fet de pertanyer a la familia exponencial. 

e) Calculeu !(O) i demostreu que -T/n és el U.M .V.U. de 1/0. 

l .33 Suposem que fem una única observació X d'una distribució normal de mitjana O i amb desviació estandar 
<T ( <T > O) desconeguda. 

a) Trobeu un estimador no esbiaixat per a <T. 

b) Calculeu la variancia d'aquest estimador. 

e) Demostreu que aquesta variancia és superior a 1/ I(<T) per cada valor <T >O. 

1.34 Sigui X t, .. . , Xn una mostra aleatoria d 'una disuibució de Bernoulli de parametre p desconegut. De­
mostreu que X n és un estimador efi cient de p. 

1.35 PROBLEMA D'EXAMEN 

Suposeu que prenem una mostra aleatoria d'una distribució exponencial de mitjana O desconeguda. 
Calculeu la grandaria de mostra necessaria per tal que 

E { I Xn - O 12} ::; O 01 

1.36 PROBLEMA D'EXAMEN 

Suposem que (X, Y) és un punt que s'ha d 'escollir del pla real i que X i Y indiquen dues variables 
aleatóries independents amb distribució normal estandar. Quin ha d 'ésser el radi del cercle C (centrat a 
!'origen) per ta l que el punt (X, Y) sigui dins de C amb probabilitat 0.99? 
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1.37 PROBLEMA D'EXAMEN 

La distribució de Pareto s'utilitza en ciencies economiques com a model per a una funció de densitat 
amb una cua que decreix a poc a poc: 

f(x; xoJJ) = Bxgx- 0 - 1 , x ::'.'. x0 , (} > l. 

Suposem que el valor x 0 és conegut. 

a) Calculeu l'esperanc;a d'una v.a. X que segueix una distribució de Pareto. Disposem d'una mostra 
X 1, .. ,Xn d'una llei de Pareto. 

b) Trobeu !'estimador iJ1 de(} pe! metode deis moments. 

e) Trobeu !'estimador iJ2 de (} pe! metode de la máxima versemblanc;a. 

d) Quina llei asimptotica segueix iJ2 .? Precisseu en particular la seva varianc;a. 

1.38 PROBLEMA D'EXAMEN 

Disposem d'una mostra X 1, ... ,Xn d'una llei que té per funció de densitat 

(} 
J(x; B) = (l + x)B+t, O<(}< :-.o O :S x < oo. 

Doneu un estadístic suficient per a B. Raoneu la resposta. 

1.39 PROBLEMA D'EXAMEN 

Disposem d'una mostra X 1 , , X n d 'una llei que té per densi tat 

J(x ;B)=(B+l)x9 , O:Sx:Sl. 

a) Calcule u !'esperan'ª i la varian'a de X. 

b) Trobeu ! 'estimador i;l de (} pel metode deis moments. 

e) Quina llei asimptótica segueix iJ1 .? Precisseu en particular la seva varianc;a. Indicació: Feu servir 
el Teorema Central del Límit i el metode Delta. 

d) Trobeu !'estimador B2 de (} pel metode de la máxima versemblanc;a. 

e) Quina llei asirnptotica segueix iJ2 .? Precisseu en particular la seva varianc;a. 

f) Calculeu !'eficiencia relativa asimptótica de B1. respecte Ó2. i deduiu quin deis dos estirnadors és 
més eficient. 

1.40 PROBLEMA D'EXAMEN 

Sigui X1 , ... , Xn una mostra d 'una llei que té per densitat 

] -r 
J(x; B) = 604 x3eT , O< x < ::-.o,O < (} < oo. 

a) Trobeu un estadístic suficient per a (}. 

b) Utilitzeu el teorema de Rao-Blackwell pera trobar un estadístic suficient que ens millori la varianc;a. 
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1.41 PROBLEMA D'EXAMEN 

Aquest problema fa referencia a l'estimació de la varian,a d'una distribució normal de mitjana des­
coneguda a partir d'una mostra X 1 , ... , Xn de v.a. normals. Considerem tres possibles estimadors de la 
varian,a poblacional: 

52 =-1-t(X; -X)2 
n-1 

i:::l 

<T; =p L(X¡ - X)2 
i=l 

(1) Calculeu el biaix de cadascun d'aquests tres estimadors. Quins d'aquests són no esbiaixats? 

(2) Calculeu la varian,a de cadascun d'aquests tres estimadors. 

(3) Calculeu ! 'error quadratic mitja deis dos primers estimadors. 

(4) Per quin v;dor de p !'estimador <T; té error quadratic mitja més petit? 

(5) Quin estir11ador escollirieu i per que? 

l.42 PROBLEMA D'EXAMEN 

Siguin X,, ... , Xn v.a. independents distribu.ides segons una llei uniforme a l 'interval [O, O]. Denotem 
per X(n) el rnaxirn de les n V.a. 

(1) Calculeu la distribució de~-

(2) Doneu un i11t.erval de confian,a pera (} de nivell 0.9. 

1.43 PROBLEMA D 'EXAMEN 

Disposern el '1111a mostra X 1 ,. , Xn d 'una llei que té per densitat 

J( x;O) = e-(x-e), O E R, O ~ x < oo. 

1) Trobc11 !'estimador iJ1 de(} pe! metode deis rnoments. 

2) Trobc11 !'estimador iJ2 de O pe! metode de la maxima versemblan,a. 

3) Calc11i <>11 la funció de densitat de !'estimador de maxima versemblan,a, iJ2 . És iJ2 suficient? Raoneu 
la resposta. 

4) Ut ilit.z .. 11 el teorema de Rao-Blackwell per a trobar un estadísti c suficient , no esbiaixat i amb 
va ri;111¡;a més petita que la de iJ2 . 

l.44 PROBLEMA D'EXAMEN 

Sigui X¡, . . , Xn una rnostra d'una llei exponencial de parametre ,\ . Demostreu que la v.a . 

segueix una llci beta de parametres ( 1, n - 1) . 
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1.45 PROBLEMA D'EXAMEN 

La vida (en hores) d 'una component electronica és una variable aleatoria T que es distribueix com una 
exponencial amb taxa de falla A. Estem interessats en la probabilitat de que aquesta component falli (mori) 
abans de 3 hores. Per aixo prenem n components electroniques i anotem llurs vides; ésa dir, disposem d'una 
mostra de grandaria n, T1, ... , Tn. 

a) Calculeu la probabilitat p = p(>,) que una component electrónica falli abans de 3 hores. 

b) Estimeu p pe! metode deis moments. Donen una interpretació a !'estimador obtingut. 
lndicació: Definir 

X;= Sl T; :S 3 { 
1 . 

O si T; > 3 

c) Cerquen un estadístic suficient i complet per aquesta família. Raoneu la resposta. 

d) Trobeu un estimador U.M.V.U. per p. 
Indicació l: Sigui S(X1) = l(X1 :S 3). Tenim que E(S(Xi)IT = t) = Prob(X1 :S 3IT = t). 
lndicació 2: Feu servir el resultat del problema 1.44 

1.46 PROBLEMA D'EXAMEN 

Sigui X 1, .. , Xn v.a. independents i identicament distribu"ides amb [unció de densitat 

1 
f(x;B) = 604 x 3 exp{-x/!J} per O< x < oo (}>o. 

a) Obtingueu, mitjani;ant el metode deis moments, un estimador per a B. 

b) Calculen la variancia de !'estimador obtingut a l'apartat a). 

e) Obtingueu, mitjani;ant el metode de la maxima versemblarn;a, un estimador per a IJ. 

el) Doneu la llei asimptótica ele !'est imador ele maxima versemblani;a. 

e) Pocleu concloure que !'estimador ele maxima versemblani;a és eficient? Raoneu la resposta. 

l.47 PROBLEMA D'EXAMEN Disposem ·! 'una mostra X 1, .. , Xn cl'una llei que té per clensitat (B > O, 
T >O) 

{ 
Ore 

f(x;B,r) = f+' X 2: T 

x<r 

Suposem primer que el valor de T és conegut i el ele e clesconegut . 

(a) Calculen !'estimador iJ1 ele maxima versemblan<;a ele O. 

(b) És aquest estimadors é1 suficient pe! parametre e. 

(e) Calculeu la distribució aproximada ele fJ 1 

Suposem ara que el valor ele r és desconegut i el ele e conegut. 

( d) Calculeu !'estimador f-1 de maxima versemblan<;a ele r . 

(e) És !'estimador f-1 suficient pe! parametre r. 

Suposem per últim que els dos valor de T i de e són clesconeguts. 

(f) Calculeu els estimadors de maxima versemblan<;a ele e i ele r. 
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1.48 PROBLEMA D'EXAMEN 

Disposem d'una mostra de grandaria n d'una població Weibull amb parametre f3 
desconegu t. 

0.25 O' > o 

(a) Calculeu !'estimador de a, & 1 , pe! metode deis moments. 

(b) Calculeu !'estimador de a, &2 , pe! metode de la maxima versemblani;a. 

(c) Calculeu la variancia asimptotica de &2 . 

1.49 PROBLEMA D'EXAMEN 

Considerem la variable aleatoria T que mesura el temps de supervivencia en mesos d'un pacient després 
d 'un tractament. Suposem que Tes distribueix segons un model exponencial traslladat. 

El model exponencial traslladat de parametres ,\(.\>O) i G (G >O) té per funció de densitat: 

f(t; .\, G) = {; exp{-.\(t - G)} si t :'.'.'. G :'.'.'.O 
si t < G 

G s'interpreta com el temps de garantia o el mínim temps de vida abans del qua! no hi han morts. 

Hem fet un estudi amb 11 pacients i llurs temps de supervivencia han estat: 

11 , 13, 13, 13, 13 , 13, 14 , 14 , 15 , 15 , 17. 

Suposem que aquests pacients són una mostra d 'una ll ei exponencial traslladada de parametres ,\ i G. 

a) C alculeu la funció de versemblan\a d'aquestes dades en funció dei s parametres desconeguts. 

b) Suposeu G conegut. Estimen la taxa de fallada ,\ mitjarn;ant el metode de la maxima versemblani;a. 
Calculeu el valor de !'estimador de ,\ en funció de G pels pacients de l'estudi. 

c) Suposeu ,\ conegut. Estimen G mitjani;ant el metode de la maxima versemblan<;a. Calculen el valor de 
!'estimador de G pels pacients de l'estudi. 

d) Suposeu ,\ i G desconeguts. 

d l) Trobeu els estimadors de maxima versemblan\a per ,\ i G. Calculeu- los pels pacients de l'estudi. 

2) Feu servir les estimacions obtingudes per a estimar la probabilitat de sobreviure 18 mesos després 
del tractament. 

e) Suposeu G conegut (podeu fer servir el valor trobat a l'apartat e)). 

el) Trobeu ! 'estimador de maxima versemblan\a de la mediana del temps de supervivencia i anomeneu­
lo rñ . Calculen la mediana del temps de supervivencia deis 11 pacients. 

e2) Determinen la distribució asimptotica de !'estimador in. Calculen la variancia asimptotica de rñ. 

1.50 PROBLEMA D' EXAMEN 

La vida (en minuts) d 'un prototipus d 'una component elec trónica en un test de vida accelerat és una 
variable aleatoria X que es distribueix comuna exponencial amb mitjana O. Estem interessats en la prob­
abilitat de que aquesta component falli abaos de 5 minuts. Per aixo prenem n components i anotem llurs 
vides; és a dir , disposem d'una mostra de grandária n, X 1 , . .. , X n. 

a) Calculen la probabilitat q = q(O) que una component electronica falli abans de 5 minuts. 
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b) Estimeu q pe! metode deis moments. Doneu una interpretació a !'estimador obtingut. 
Indicació: Definir 

Y;= { ¿ SI 

SI 

X; S 5 
X;> 5 

e) Cerqueu un estadístic suficient per aquesta família. Raoneu la resposta. 

d) Trobeu un estimador U.M.V.U. per q. 

Indicació 1: Sigui S(Y1) = l(Y1 S 5). Tenim que E(S(Y1)IX = x) = Prob(Y1 S 5IX = x) . 

1.51 PROBLEMA D'EXAMEN 

Una variable aleatoria X segueix una distribució normal de mitjana µ i de varian,a l. Es fan 20 
observacions de X pero en comptes d'escriure el valor de X només s'observa si X és negativa o no. 

a) Estimar µ per maxima versemblan,a basant-se tan sois en la informació disponible. 

b) Suposant que l'esdeveniment {X < O} ha ocurregut exactament 14 vegades, trobeu el valor de 
!'estimador de maxima versemblan,a de µ. 

1.52 PROBLEMA D'EXAMEN 

Considerem una mostra X 1 , •.. , X., d'una llei que té per densitat 

f(x; 11) = 3113 

(x + 11)4 X > Ü, 

i l'espai de parametres és íl = {11: 11 >O} 

lndicació: Molts deis apartats d 'aquest problema poden fer- se independentment deis al tres. 

a) Cerqueu un estimador de 11 pel metode deis moments. Anomeneu-lo 01 . 

b) Calculeu la variancia de 01 . lndicació: Pot resultar més senzill cornen,ar calcu lant E( X + 11)2 . 

e) Cerqueu un estimador de() pe! metode de la máxima versemblan,a. Anomeneu- lo 02 . Deixeu-lo indicat 
si no podeu resoldre les eqüacions de versemblan,a. 

d) Calculeu la in formació de Fisher continguda en la mostra X 1 , .. . , X.,. 

e) És !'estimador 01 eficient? 

f) Doneu la distribució asimptotica de ih i calculeu la seva variancia asimptotica. 

g) Compareu 01 i &2 . Quin deis dos estimadors és asimptoticament més eficient.? 

h) Calculeu la mediana poblacional en funció de 11 i anomeneu- la J'v! (O). 

i) Doneu un estimador per M(B) i determineu la seva distribució asimptotica. 

1.53 PROBLEMA D'EXAMEN 

Un científic pren n mesures X 1, X 2 , ... , X,, d'una constant µ fent servir la tecnica T1 amb una variancia 
de !'error coneguda igual a cr2 . També pren m mesuraments addicionals Y1 , Y2 , .. , Ym de µ fent servir la 
tecnica T2 amb variancia de !'error coneguda igual a kcr2 , éssent k una constant positiva coneguda . Els 
mesuraments es suposen independents i amb distribució normal. 

a) Escriure la funció de versemblan,a pel parametre µ basada en les n + m observacions X 1 , X2, . .. , Xn , 
Y1 , Y2, .. . , Y m. 
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b) Trobeu !'estimador de maxima versemblan,a deµ. Anomeneu-lo ji. 

e) Calculeu la distribució de jJ.. 

d) Demostreu que sin = mi k > 1, aleshores p esta més a prop de X que de Y i expliqueu perque és aixó 
desitjab!e. 

1.54 PROBLEMA D'EXAMEN 

La vida (en hores) d'una component electronica és una variable aleatoria X que es distribueix comuna 
exponencial amb mitjana µ. Es vol estudiar la probabilitat que aquesta component falli (morí) abans de 10 
hores. Per a aixo prenem n = 30 components electroniques i anotem llurs vides: X 1 , ... , X 30 . 

a) Calculeu la probabilitat q = q(µ) que una component electronica falli abans de 10 hores . 

b) Estimeu q pe! metode deis moments. Doneu una interpretació a !'estimador obtingut. 

e) Cerqueu un estadístic suficient per aquesta familia. Raoneu la resposta. 

d) Trobeu un estimador U.M.V.U. pera q. 

1.55 PROBLEMA D'EXAMEN 

Considerem una mostra X 1 , ... , Xn d'una llei que té per funció de densitat 

{ 
l - X-/3 

f(x;a,fJ)= Jexp " 

i l 'espai de parametres és íl = {(a,/3): a> 0,/3 >O}. 

X ?_ /J 
altrament 

Indicació: Molts deis apartats d'aquest problema poden fer-se amb independencia deis altres. 

a) Escriviu la funció de versemblanc;a L( a, /3) donat els valors mostrals x 1 , .. . , Xn. 

b) Suposant a = a 0 conegut, 

1) Cerqueu !'estimador de maxima versemblanc;a de f3 i anomeneu-lo íJ. 
2) Caracteritzeu la llei de íJ. 

e) Suposant /3 = /30 conegut, 

1) Cerqueu un estimador de a pe! metode de la maxima versemblan,a i anomeneu-lo &. 

2) Quina distribució segueix & quan n és pro u gran? 

3) Calculeu la informació de Fisher pe! parametre a continguda en la mostra X 1 , ... , Xn. 

4) Trobeu un estimador U.M.V.U. pera a. 

5) És ! 'estimador & eficient? 

d) Suposeu que (& ,íJ) és el maxim de versemblanc;a conjuntament de (a, /3) . 

l) Calculeu la mediana poblacional en funció de a i f3 i anomeneu- la M. 

2) Calculeu ]'estimador de maxima versemblan,a de 1\;f i anomeneu- lo iYf. 
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1.56 PROBLEMA D'EXAMEN 

Sigui X una variable aleatoria d'una població que es distribueix segons una llei de Weibull amb parametre 
d'escala a desconegut i parametre de forma ¡3 = 3. 

1) Demostreu que aquesta llei pertany a la familia exponencial. Identifiqueu les funcions c(a) i d(a). 

2) Doneu un estadístic suficient per a a. 

3) Doneu la forma natural de la família i anomeneu r¡ = c(a). ldentifiqueu la funció do(r¡). 

4) Considerem una mostra X 1 , ... , Xn de X. 

a) Estimeu ~ pe! metode deis moments. Anomeneu +el corresponent estimador. 

b) Calculeu la variancia de +. 

Indicació: Utilitzeu les propietats de la funció do(r¡). 

1.57 PROBLEMA D'EXAMEN 

Disposem de n variables a leatories, Y1 , .. . , Y0 independents i uniformement distribuldes a l ' interval 
(O, IJ] . Imaginem que enviem un observador cada dia, durant n dies successius, amb l'encarrec de que observi, 
i ano ti, els valors de les Yj per a un subconjunt de m ( 1 S m S n) d 'elles; és a dir, anotara els m valors 
Y¡,, . . . , Y¡m , on j 1 , ... , )m E { 1, . . , n}. Aquest observador, amb bons coneixements d 'estadística, decideix 
anotar tan sois el maxim de Yi 1 , . . , Y¡m. 

a) Per quina raó decideix !'observador anotar tan sois el mitxim de Y¡,, ... , Y¡m .? 

b) Sigui X; el maxim calculat el dia i . Anomenem m el número d 'observacions d 'entre les observacions 
Y;, 1 S j S n que ha escollit. Les n variables aleatories, X 1, . Xn, descrítes més amunt són indepen-
den ts í tenen per fu nció de densitat (no cal que ho demostreu) 

f(x,;m,O) = {~-"'mx;n - 1 

on m >O. IJ >O. 

SÍ Ü < X ¡ S !} 

altrament 

b l) Cerquen ['estimador de maxima versemblanca per e suposant que ['observador ens ha <lit el valor de m. 

Anomeneu- lo iJ . 

b2) Per desgracia aquest observador és molt despistat i s'oblida de dir- nos el valor de m, a1x1 que ara m 
t a rnbé és desconegut. Cerqueu !'estimador de maxirna versernblanca per m suposant que el valor de B 
és conegut . Anomcneu- lo m. 

b3) Sabent que (m, §) és el maxim de versemblan i;a de (m, O) . calculeu el maxim de versemblani;a de 
Prob{X1 > l} . R.aoneu la resposta. 

NOTA: L'apartat B es pot fer indep endentrnent del A usant la fu nció de densitat J(x1;m, B) pera la 
mostra .,'( 1 ) . .. i X n . 
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2. PROVES D'HIPOTESIS 1 INTERVALS DE CONFIAN<;A 

2.1 Introducció. Conceptes basics en la teoría de les proves d'hipotesis. 

2.2 Proves d'hipotesis optimes. El lema de Neyman-Pearson. 

2.3 Proves d'hipotesis U .M.P.La prava de la raó de versemblan,a. 

2.4 La distribució t. Aplicació a un problema de regressió. La distribució t descentrada. 

2.5 Prova de la raó de versemblan,a generalitzada. La prova de la t de Student. 

2.6 La distribució F. La prova de la F. 

2.7 Comparació de dues mostres independents. La prova de la t per dues mostres. 

2.8 Intervals de confian,a. 

EXERCICIS 

2.1 Suposeu que la proporció p de items defectuosos en una gran població és desconeguda i que volem 
realitzar la següent prova d'hipotesi: 
Ho:p=0.2 
HA : p =fa 0.2. 
Suposeu que s 'ha agafat una mostra de grandaria 20 d 'aquesta població. Denoteu per X el nombre 
d'items defectuosos en la mostra, i considereu un procediment 6 que rebutja quan X 2: 7 o X '.S l. 

a) Calculeu la probabilitat d'un error de tipus l. 

b) Calculeu la potencia en els punts p = O, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 , 0.5, 0.6, O. 7, 0.8, 0.9 , l. Feu una grafica de la 
funció de potencia en funció de p. 

e) És aquest procediment no esbiaixat? 

2.2 Suposeu que la variable aleatoria X segueix una distribució binomial de pararnetres n = 100 i p desco­
negut. Considereu el procediment que rebutja H0 · p = 0.5 en favor de HA : p =F 0.5 quan 1 X -50 I> 10. 
Utilitzeu l'aproximació normal a la binomial arnb la correcció per continuitat pera fer tots els calculs. 

a) Calculeu la probabilitat d'un error de tipus l. 

b) Feu una grafica de la funció de potencia en funció de p. 

2.3 Suposeu que es pren una observació X d'una distribució uniforme en l'interval [0-0.5, O +0.5], i suposeu 
que voleu resoldre la següent prova d 'hipotesi: 
Ho: O '.S 3 
HA·e :::: 4 . 
Doneu un procediment que t ingui una funció de potencia que prengui els següents valors: ir( O) = O per 
O '.S 3 i ir( O) = 1 per O 2: 4 . 

2.4 La v.a. X segueix una de les següents distribucions: 

X Hi H2 
X¡ 0.2 O. l 
x2 0.3 0.4 
X 3 0.3 0.1 
X4 0.2 0.4 

a) Comparen Ja raó de versemblan~a per a cada valor possible de X i ordenen els valors de X d'acord 
arnb aquesta raó. 
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b) Utilitzeu el metode de la raó de versemblan,a de H 1 versus H2 a un nivel! a= 0.2. Determineu la 
regió de rebuig també per un a = 0.5. 

2.5 Sigui X 1 , . .. , Xn una mostra de la distribució de Poisson. 

a) Utilitzeu el metode de la raó de versemblan,a per a contrastar H 0 : ,\ = .\0 versus H 1 : ,\ = .\1, a on 
.\1 > .\0 . lndicació: La suma de v.a. independents de Poisson segueix una distribució de Poisson. 

b) Demostreu que el procediment trobat a l'apartat a) és uniforment més potent pera contrastar 
H o : ,\ = -'o, versus HA : ,\ > .\o. 

c) Demostreu que el valor de a(ó)+,B(ó) el minimitza un procediment ó que rebutja Ho quan Xn >c. 
Trobeu el valor de ta constant e i feu els calculs per n = 20, .\o = 0.25 i .\1 = 0.5. 

2.6 Sigui X 1 , ... , Xn una mostra de la distribució uniforme en l'interval (O, 11) . Volem resoldre 
Ho : 11 2: 2 versus H 1 : 11 < 2. Sigui Yn = max(X1 , ... ,Xn) i considerem aquel! procediment que té per 
regió crítica tots aquells resultats tals que Yn ::; 1.5. 

a) Oetermineu la funció de potencia d 'aquest procediment. 

b) Determineu la talla del procediment. 

2.7 Sigui X 1 , .•. ,X25 una mostra de ta distribució normal amb mitjana µ desconeguda i variancia igual a 
100. 

a) Trobeu la regió de rebuig pera un procediment amb a = 0.10 de Ho : µ = O versus HA : tt = 1.5. 

b) Quina és la potencia d 'aquest procediment? 

c) Repetiu el mateix per a= 0.01. 

d) Feu la prova de la raó de versemblan,a generalitzada per a contrastar H o : ¡t = O versus HA : µ ::/= O 
pera a = 0.10. 

e) Feu una grafica de la funció de potencia en funció deµ. 

f) Repetiu et mateix per a = 0.05. 

g) Repetiu et mateix per n = LOO. 

2.8 Considerem tes següents funcions de densitat: 

fo(x) = { ~ 

fi(x) = gx 

per O ::; x ::; l 
altrament 

per O < x < 1 
altrament 

Prenem una observació d'una distribució que té per densitat f(x) igual a fo(x) o f¡(x) i volem resoldre: 
Ho : f(x ) = fo(x) 
H1 : f(x) = f¡(x). 
Nota: Seguim la notació utilitzada en el lema de Neyman- Pearson. 

a) Descriure un procediment ó1 pet qua! et valor a(ó1) + 2,B(ó¡) és un mínim. 

b) Determineu el valor de a(ó1 ) + 2,B(ó1) per aquest procediment. 

e) Descriure un procediment ó2 pe! qua! el valor 3a(ó2) + ,B(ó2 ) és un mínim. 

d) Determinen el valor de 3a(ó2 ) + ,B(ó2 ) per aquest procediment . 

e) Descriure un procediment ó3 pel qua! el valor a(ó3) ::; 0. 1 i ,B(ó3) és un mínim. 
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f) Determineu el valor de /3( 83) per aquest procediment. 

2.9 Suposeu que X¡ , ... , Xn és una mostra d'una distribució de Poisson de parametre >. desconegut (>. > O). 

a) Demostreu que la funció de probabilitat conjunta de (X1 , ••. , Xn) té una raó de versemblan~a 
monotona en l'estadístic ¿7= 1 X;. 

b) Demostreu que per n = 10 existeix un procediment U.M.P perla prova d'hipotesi: Ha : >. :::; 
versus HA : >. > 1 amb nivell de significació aa = 0.0143. 

e) Demostreu que per n = 10 existeix un procediment U .M.P per la prova d'hipotesi: Ha : >. 2: 
versus HA : >. < 1 amb nivell de significació aa per alguns °'º tals que O < aa < 0.03. 

2. lO Suposeu que X 1 , . . . , Xn és una mostra d'una distribució gamma de parametres a (a> O) i {3. 

a) Demostreu que la funció de probabilitat conjunta de (X1 , ... , Xn) quan a és desconegut i f3 és 
conegut té una raó de versemblan~a mono tona en l 'estadístic IT7=1 X;. 

b) Suposeu ara que a és conegut i f3 és desconegut. Cerqueu un estadístic T(X1 , •.• , Xn) tal que 
la funció de probabilitat conjunta de (X1 , •.. , Xn) tingui una raó de versemblan~a monotona en 
l 'estadístic T(X1, ... , Xn). 

2.11 Suposeu que X 1 , ... ,Xn és una mostra d'una distribució exponencial de parametre >. desconegut. Es 
desitja fer la prova d'hipotesi: Ha:,\ 2: 0.5 versus HA : >. < 0.5. 

a) Demostreu que per qualsevol nivell de significació aa (O< a 0 < 1 ), existeix un procediment U.M.P. 
que rebutja H0 quan Xn >e, per alguna constant c. 

b) Trobeu el valor de e en aquesta prova per a n = 10. 

2.12 Suposeu que X 1 , ... , Xn és una mostra d 'una distribució normal de mitjana µ desconeguda i de variancia 
1 i es desitja resoldre la prova d'hipotesi: Ho: 0.1:::; µ:::; 0.2 versus H 1 : µ < 0.1 o µ > 0.2. Considerem 
un procediment ó que rebutja l'hipotesi nul.la si /Yn :::; e¡ o si Xn 2: c2, i sigui 7r(µió) la funció de 
potencia de ó. Suposeu que n = 25. 

a) Determineu els valors de c1 i de c2 per tal que 7r(0.1Jó) = 7r(0.2ló) = 0.07. 

b) Determineu els valors de c1 i de c2 per tal que 7r(O.lló) = 0.02 i 7r(0.2Jó) = 0.05 . 

2.13 Suposeu que X 1 , ... , Xn és una mostra d 'una distribució uniforme en l'interval (O, B), a on el valor de B 
és desconegut i es desitja realitzar la prova d 'hipotesi : Ho : B :::; 3 versus HA : () > 3. 

a) Demostreu que per qualsevol nivell de significació a 0 (O< aa < 1 ), existeix un procediment U.M.P. 
que rebutja Ha quan rnax{X1 , ... , Xn} >e, per alguna constant c. 

b) Trobeu el valor de e per cada valor possible de °'O· 
e) Per a una grandaria n dibuixeu la funció de potencia del procediment anterior. 

2.14 Suposeu que X 1 ,. _., X 8 és una mostrad 'una distribució normal de rnitjana µ i de variancia cr2 ambdues 
desconegudes. Volem contrastar H0 : µ = O versus HA : µ ::/-O. Suposem que les dades mostrals són tals 

que L~=t X;= -1 1.2 i L~=l X¡2 = 42.7 

a) Resoldre aquesta prova d'hipotesi pera= 0.10. 

b) Fem una prova t tal que H 0 es rebutja si l 'est adístic 
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2.15 Sigui X_ 
de ,·e .:::::.: = 
Ho: g = ' 
H ,. :i = -_ 
Indica:.: :._;i. - _ 
ni,·ell :l"' º ;- -

2.16 Dem :-:,,._ . 

2.17 Dem : ·:e-. 

2.18 Demos· : e-. 
llei F [:7- -

2.19 

Dem :: :~-

2.20 Siguin Y. 

2.21 Su pose'.'. --~ 
"2 . ar::•=-""'-
que 

2.22 

2.23 SuposeIT' -que E -' = -
2.24 Su pos":'.' " 

de X 

2.25 Sigui 
(O!¡. 

a) 

b) 

2.26 

2.27 
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ic::: 

-e ,: ·'.i"5<'.onegut (,\ > O). 

~ ;:-3.Ó de ,·ersemblan~a 

Ho : ,\:::: 

_;:-oiesi: H0 : ,\ 2'. 
< 'll]3 

~ !>' l ::t > i 3. 

). 

;':; ces conegu t i /3 és 

X~) tal que 

_;':;conegut. Es 

oec-C::ment U.M.P. 

--·~::~ 1 de variancia 
Considerem 

- ,- .' ) la funció de 

' -:::: e:l valor de () 

- ---~::!ment U. M.P. 

:3::'.:l?. e-? ambdues 
>cs ;:::i:-;o::als són tals 

Tema 2. 15 

és tal que U < c1 o U > c2, a on Prob(U < e¡) = 0.01 i Prob(U > c2) = 0.09. Ambles dades de 
l'apartat a), hauriem de rebutjar H 0 ?. 

2.15 Sigui X 1, .. , Xm una mostra d'una distribució exponencial amb tasa de falla IJ . Feu un test de la raó 
de versemblan~a per a contrastar 
Ho: IJ = Bo 
Hi: IJ =f. !Jo. 
Indicació: La regió de rebuig és de la forma {X exp{-B0 X}:::: e}, a on e és una constant donada pe! 
nivell de significació. 

2.16 Demostreu que si la v.a. Tes distribueix comuna t amb n g.11, aleshores T 2 segueix una Fi,n· 

2.17 Demostreu que si la v.a. X es distribueix comuna Fn,m aleshores x -1 segueix una Fm,n· 

2.18 Demostreu que si les v.a. X i Y són independents i exponencials amb ,\ = 1, aleshores f segueix una 
llei F. ldentifiqueu els graus de llibertat. 

2.19 Suposeu que les v.a. X 1, 
F;. Definim 

, Xn són independents i que a cada una d'elles Ji correspón una distribució 

n 

Y= -2I:IogF;(X;) 
i = l 

Demostreu que Y segueix una distribució x2 amb 2n g.ll. 

2.20 Siguin X 1 i X2 v.a. independents i N(O,rr2). Calculeu 

Prob ((X1 + X2)2 < 4) 
(Xi - X2)2 

2.21 Suposem que X 1 , . , X 17 formen una mostra aleatoria d 'una distribució normal de rnitjana µ i variancia 
rr2 , arnbdues desconegudes. Siguin Xn i 5 2 la rnitjana i la variancia mostrals. Trobeu el valor de k tal 
que 

Prob(Xn > µ + kS) = 0.95 

2.22 Suposem que una v.a. X segueix una distribució F amb l i 8 graus de llibertat . Useu la taula de la 
distribució t per a determinar el valor de e tal que Prob(X > e) = 0.3. 

2.23 Suposem que una v.a. X segueix una distribució F amb mi n graus de llibertat (n > 2) . Demostreu 
que E(X) = n".. 2 . lndicació: Trobeu el valor de E( ~ ), a on Z ~ x;;. 

2.24 Suposem que una v .a . X segueix una distribució F amb mi m graus de llibertat . Calculeu la mediana 
de X. 

2.25 Siguin U1 i U2 dues variables aleatories independents distribu.ides segons lleis gamma de parametres 
(0:1 ,/3) i (0:2 ,/3) , respectivament . Demostreu: 

a) La vaúable aleatoria U= u,~u, segueix una llei beta de parametres (a 1 , a 2). 

b) U és independent de U1 + U2. 

2.26 Suposem que una va X segueix una distribució F amb mi n graus de llibertat . Demostreu que la v.a. 
Y = m~-¡n segueix una distribució Beta arnb parametres a = m/2 i {3 = n/2. 

2.27 Considerem dues poblacions normals amb mitjanes µ¡ i µ2 i variances rrf i rri desconegudes i suposem 
que volem fer la següent prova d 'hipotesi: Ho: u?:::: rri versus HA : <Tf >u~. Suposem que prenem una 
mostra de grandaria 16 de la primera població donant com a resultats ¿¡!1 X; = 84 i ¿¡!1 Xi = 563, 
i una mostra de grandaria 10 de la segona població tal que ¿¡~1 Y; = 18 i ¿¡~, Y¡2 = 72 
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a) Determineu els estimadors de maxima versemblan~a de o-f i de o-?. 

b) Feu una prova de la F amb °' = 0.05 i concluiu si H 0 poto no rebutjar-se. 

c) Suposem ara que volem contrastar Ho : o-f :S 3o-~ versus HA : o-i > 3o-~. Descriure com dura terme 
un test F per aquestes hipotesis. 

2.28 Sigui X 1 , ... , Xm una mostra d'una distribució normal de mitjana desconeguda µ 1 i de variancia des­
coneguda o-2 . Sigui Y1 , ... , Yn una mostra d'una distribució normal de mitjana desconeguda µ 2 i de 
variancia desconeguda o-2 . Aquestes dues mostres són independents. Donat un valor constant 
A (-oo <A< oo), 

a) Constru'iu una prova de la t amb m + n - 2 graus de llibertat per a: H 0 

HA : µ¡ - µ2 #A. 
A versus 

Hem donat una certa droga A a 8 malalts seleccionats a l'atzar, i després d'una estona hem mesurat la 
concentració d'aquesta droga en la sang, obtenint: 1.23, 1.42, 1.41 , 1.62, 1.55, 1.51, 1.60, 1, 76. Suposem que 
administrem una altra droga B a sis malalts diferents i els resultats obtinguts són: 1.76, 1.41, 1.87, 1.49, 1.67, 
1.81. 

b) Suposant que totes les observacions provenen d'una distribució normal ambla mateixa variancia, 
feu una prova d'hipotesi per a saber si podem concloure que la mitjana de la concentració de la 
droga B és més gran que la de la droga A. 

e) Feu servir la parta) per a donar un interval de confian,a per a la diferencia entre les dues mitjanes 
de les dues concentracions amb un nivel! de confian,a del 90%. 

2.29 Suposem que hem de fer n mesuraments, X 1 , ... , Xn, sota les condicions d 'un tractament i uns al tres 
n mesuraments, Y1 , ... , Yn, independents deis primers sota condicions de control. Se su posa que la 
desviació estandar d'una observació és aproximadament 10 sota qualsevol de les condicions. 

a) Calculeu el valor de n per tal que un interval de confian,a al 95% per µx - µy tingui amplada igual 
a 2. Indicació: Useu l'aproximació normal sense problemes perque el valor de n resultara bastant 
gran. 

b) Calcu leu el valor den per tal que una prova de Ho : µx =µy versus H 1 : µx >µy tingui potencia 
igual a 0.5 si µx - µy= 2 i °' = 0.10. 

c) Considereu una prova bilateral per H 0 : µx =µy. Compareu les següents corbes de potencia: i) 
per °' = 0.05 i n = 20; ii ) per °' = 0.10 i n = 20; iii) per °' = 0.05 i n = 40; iv) per °' = 0.10 i 
n = 40. 

2.30 El nombre X de vegades que es pot encendre i apagar un endoll fins que falla segueix una distribució 
geometrica amb parametre p. Donada una mostra aleatoria de 10 endolls i donat que la suma de vegades 
del total deis 10 endolls que es van poguer encendre i apagar fins que van fallar va ser de 15169 vegades, 
rebutjarieu l'hipotesi Ho p = 0.00005 en favor de ]'alternativa H1 p > 0.00005 amb un nivell de 
significació del 0.05 7 lndicació: Feu servir el teorema 3.5 . 

2.31 PROBLEMA D'EXAMEN 

a) Enuncieu i demostreu , en el cas discret , el Lema de Neymann-Pearson. Uti litzeu una notació clara 
i definiu tot els conceptes que utilitzeu. 

b) Suposeu que una observació X s'ha d 'agafar d'una distribució amb funció de clensitat: 

f(x; B) = { ~(1- B)x + B 
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~o:iure com dur a terme 

::.:=-f::'.:a _ · i de variancia des­
• - - ·-~ =-::a desconeguda µ2 i de 

lor cons tant 

- ... ii- .:i! - µ2 A versus 

_ ...:.:.~ ;::s•ona hem mesurat la 
e• e .:;= ! . 76. Suposem que 

- ~ l ,(J. J.87, 1.49, 1.67, 

::. :!'lateLxa variancia, 
e. :oncentració de la 

~ ~;:;::,: :es d ues mitjanes 

·; :;ament i uns altres 
Se suposa que la 

·~ .:.:•.::: .. 11crons. 

- .:1 : :::;gui amplada igual 
-. resultara bastant 

,__r > .~r tingui potencia 

.ó ~~: ;:,;:;; de potencia: i) 
= ~ ·; per a = 0.10 i 

, ;.o-;:-::,,Lx una dis tribució 
'.1::: la suma de vegades 

o. s.=: ~e J.5 169 vegades, 
C(l.5 arnb un nivel! de 

1:ia notació clara 

-~ J~r.s1:at : 

Tema 2. 17 

a on el valor del parametre () és desconegut (O '.O'. () '.O'. 2). Suposem que volem resoldre el següent 

contrast: 
Ho : IJ =2, 

H 1 :IJ=O. 

Nota: Els tres apartats que ara segueixen es poden resoldre independentment . 

bl) Determineu el procediment 61 tal que a(81) + 2/3(81) és un mínim, i calculeu aquest valor 
mínim. 

b2) Suposeu que el valor de a ha sígut donat (O< a< l ). Determineu el procediment 82 t al que 
/3(82) és un mínim, i calculeu aquest valor mínim. 

b3) Suposem ara que volern resoldre el següent contrast: 

H 0 : () 2: 1, 

H1: B < l. 

Determineu la funció de potencia del procediment 83 que rebutja l 'hipotesi nulla si X > 0.9. 
Quina és la talla d 'aquest procediment.? 

2.32 PROBLEMA D 'EXAMEN 

Sigui X1 , ... , Xn una rnostra cl 'una població normal de mitjana ¡t desconeguda i de variarn;a <r2 desco­
neguda. Desenvolupeu la prava de la t de Student per a contrastar 

Ho: µ 2'.µo, 

H1: µ<µo. 

mitjani;ant el proced iment de la raó de versemblani;a. Discutiu quines són les propietats de la prova t de 
Student . 

2.33 PROBLEMA D'EXAMEN 

Sigui X 1 , . . . , X n una mostra d ·una població normal de mitjana µ x clesconeguda i de variani;a <ri des­
coneguda i sigui Y1 , . . , Yn una mostra d 'una població normal de mitj ana µy desconeguda i de variani;a <r} 
desconeguda. Sigui D. > O un valor conegut . 

Desenvolupeu la prava de la t de Student per a contrastar 

Ho : µx = µy +D. , 

H1 : µx ojµy +D.. 

Especifiqueu l 'es tadíst ic que ut ilitzeu, la distribució nulla d 'aquest es tadís tic, la regió de rebuig,i doneu 
expressions per a la talla de la prova i per a la potencia de la prova. 

2 .34 PROBLE MA D 'EXAMEN 

Suposem que Y1 , Y2 , :(1 , Y1 , Y5 , Y6 són variables aleatories independents amb distribució normal es tan dar . 
Determineu una constant k ta l que la variable aleatoria 

k(Y1 + Y2) 
(Y} + Yl + y52 + Ys2 )1 /2 

segueixi una distribúció t de Student. 
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2.35 PROBLEMA D'EXAMEN 

La v.a. X segueix una distribució exponencial de parametre A= 1 o A= 2. Volem contrastar amb una 
mostra de mida 1 les hipotesis H0 : A= 1 contra H 1 : A = 2. 

(1) Calculeu les probabilitats deis errors de tipus I i de tipus 11 quan la regió d'acceptació és Ao = {x :<; l}. 

(2) Calculeu les probabilitats deis errors de ti pus l i de ti pus ll quan la regió d 'acceptació és A1 = { x :'.'. 0.07}. 

(3) Quina de les dues proves definides per les regions d'acceptació deis apartats 1 i 2 triarieu? 

( 4) Trobeu el valor de k per tal que la suma deis errors sigui mínima quan la regió d'acceptació és 
Ak = {x :'.'. k}. 

2.36 PROBLEMA D'EXAMEN 

(a) Siguin U i V dues v.a. independents distribui'des segons una llei normal estandar. Demostreu que U/V 
segueix una distribució t de Student amb un grau de llibertat . 

(b) Siguin U i V dues v.a. independents distribu"ides segons una llei normal amb mitjana O i variancia <J"2 . 

Demostreu que les v.a. U+ V i U - V són independents. 

(e) Siguin U i V dues v.a. independents distribu"ides segons una llei normal amb mitjana O i variancia <J"2 . 

Demostreu que ~ segueix una distribució t de Student amb un grau de llibertat. 

lndicació: La funció de densitat corresponent a una t de Student amb v graus de llibertat és: 

r(~) ( x2) -(v+l )/2 
f(x ; v) = (vir)l/2f( ~) 1 + -;; - oo<x<oo 

Nota: Els tres apartats poden fer-se de forma independent i cada apartat pot utilitzar els resultats deis 
apartats anteriors encara que aquests no s'hagin demostrat. 

2.37 PROBLEMA D'EXAMEN 

Sigui X 1 , . . . ,Xn una mostra d 'una distribució que té per funció de densitat:: 

f(x ;B)=Bx8 - 1 O< x<l 

a on el parametre B > O és desconegut. Es desitja saber si es pot concloure que B > 1 basant-nos en una 
mostra de grandaria 8. 

(a ) Plantej eu formalment el problema. 

(b) Dem ostreu que la funció de densita t conjunta té una raó de versemblan<;a monotona en l'estadístic 
T . Precisseu l'expressió d'aquest estadístic. 

(c) Demostreu que existeix una prova uniformement més potent (U MP) i determineu genericament la 
regió de rebuig d'aquesta prova. 

(el) Es elesitja concretar la regió de rebuig per un nivell ele significació ao = 0.05. lndicació: Sigui X 
una v.a. elis tribu'iela segons una llei gamma de parametres (n, t ). Cal utilitzar la següent relació: 

Feb 97 
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on Y és una v.a. distribuida segons una llei de Poisson de parametre at, i utilitzar les taules de la 
Poisson . 
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·:~em contrastar amb una 

_ ~,::;>tació és A 0 = {x S l}. 

.--=;::~:1óés A. 1 = {x 2: 0.07} . 

. i.:s ! 1 ~ triarieu? 

-,~-5 ·~·acceptació és 

- :.o.: Demostreu que U /V 

,_..:J3.Jla O i variancia cr2 . 

2.38 PROBLEMA D'EXAMEN 

La v.a. X segueix una distribució exponencial amb mitjanaB = 1 o O= 0.5. Volem contrastar amb una 
mostra de mida 1 les hipotesis Ha : O= 1 contra H 1 : O= 0.5. 

(a) Calculeu les probabilitats deis errors de tipus I i de tipus II quan la regió de rebuig és Ro = {x 2: !} . 

(b) Calculeu les probabilitats deis errors de ti pus I i la funció de potencia quan la regió de rebuig és 
Ri = {x S 0.07} . 

e) Quina de les dues proves definides per les regions de rebuig deis apartats 1 i 2 triarieu7 

(d) Trobeu el valor de x per tal que la suma deis errors sigui mínima quan la regió de rebuig és 
Rx = {x S x} . 

2.39 PROBLEMA D'EXAMEN 

Donada una v.a. X amb funció de densitat 

f (x ; O) = { ~¡, x3e-x 

es desitja realitzar la següent prova d 'hipotesis : 

Ha. IJ = 2 

si X> 0 
si X S 0 

-.:::.: ~~ !!:bertaG és: H 1 : IJ = 3 

( X 

-: . .:;.:"r els resultats deis 

> ~ ca.sant-nos en una 

-;ona en l'estadistic 

... -.::~u genéricament la 

~ 1ndicació: Sigui X 
---- r ~ següent relació: 

-'W.:;zar les taules de la 

Tema 2. 19 

basant- se en una mostra X 1 , ... , X n d 'aquesta població. 

al) Determineu un procediment ó que minimitzi aa(ó) + bf3(ó). 

a2) Calculeu el valor de a (ó ) per a= 11 , b = 2 , n = 3. 

b) Es desitja ara realitza r la següent prova tfhipotesis: 

Ho:IJ2:2 

H1 : O< 2 

Determineu un procediment UMP amb nivel! de significació a o = 0.05 per n = 3. 
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2.40 PROBLEMA D'EXAMEN 

Quan les morts a causa d'una malaltia rara, pero no contagiosa, esdevenen aleatoriament i uniformement 
dins d'una població, el nombre de morts en una regió amb població igual a P (és adir , amb un nombre 
d'habitants igual a P) es distribueix segons una llei de Poisson de mitjana µP. 

a) Suposem que el nombre de morts observades en n regions amb poblacions P1 , P2 , ... , Pn són Y1, Y2, ... , Yn·I 
Deriven una expressió pel maxim de versemblanc;a de µ. Anomeneu-lo f•. 

b) La següent tau la dóna el nombre d 'homes morts de cancer de fetge (el cancer de fetge es pot considerar 
una malaltia rara) durant 4 anys a les regions d'Ontario. 

Regions i P; Morts Regions i P; Morts 
Regió l 423.447 37 Regió 6 242.810 14 
Regió 2 175.685 11 Regió 7 213.591 16 
Regió 3 1.245.379 72 Regió 8 166.045 9 
Regió 4 413.465 40 Regió 9 265 .880 15 
Regió 5 216.476 12 Regió 10 116.371 12 

Trobeu µ per a aquestes dades i calculen el nombre de morts esperades a cada regió. Creieu que aquestes 
dades són consistents ambles suposicions fetes a l'apartat a)?. 

c) Suposem ara que Y1 , Y2, ... , Yn són variables aleatories de Poisson de mitjanes A1 , A2 , ... , An i siguin 
P1 , P2 , . . , Pn constants positives conegudes. Consideren la hipotesi 

on p és desconegut. Demostreu que la prova de la raó de versembla11<;a generalitzada per contrastar 
aquesta hipotesi és 

-2 log A= 2 L Y; log(Y;/ ~;) 
i::;l 

on ~; = fl,P; i µ és !'estimador de mitxima versemblanc;a trobat a l'apartat a) . 

el) Apliqueu aquest últim resultat per concloure si les laxes de mort (proporció de morts a cada població) 
de les 10 regions són proporcionals a les poblacions de les regions. 
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2.41 PROBLEMA D'EXAMEN 

a) Suposeu que una observació X s'ha d'agafar d'una distribució amb funció de densitat: 

f(x ;B)= {2(1 - B)x+e per ü:S: x:Sl 
O altrament, 

a on el valor del parametre (} és desconegut (O ::; (} ::; 2). Suposem que volem resoldre el següent contra.st : 

Ha:(} =2, 

f!¡: (} = 0. 

Nota: Els tres apartats que ara segueixen es poden resoldre independentment. 

a l ) Determineu el procediment 61 tal que 2a(ó1) + ¡3(6 1) és un mín im, i calculeu aquest valor mínim. 

a2) Suposeu que el valor de a ha sigut donat (O < a < 1). Determineu el procediment íh t al que ¡3(62) 
és un m ínim, i calculen aquest valor mínim. 

a3) Suposem a ra que volem resoldre el següent contra.st: 

Ha · O 2'. 1, 

H,: e <l. 

Determinen la funció de potencia del procediment 63 que rebutja l 'hipotesi nul.la si X > 0.9. Quina 
és la t a lla d 'aquest procediment?. 

2.42 PROBLEMA D 'EXAMEN 

Les errades de mesurament d 'un aparell segueixen una distribució normal de m itjana O i de variancia 
u 2 . Fem n m esuraments i volem resoldre la prava 

fí o : 0'2 = l 

H 1 . u 2 = 2 

a) Descriure un procediment 61 pe! qua! el valor de 2a(61 ) + 4/3(6 1 ) sigui un mínim. 

b) Expliqueu el significat de 2a(ó1 ) + 4/3(61 ) i calcu leu- lo deixant--lo indicat en funció den i de la llei que 
resulti adequada. 

e) S'lrnn fet 7 mesuraments i s' ha n detectat els següents errors: 

0.3 O. 7 - 11 2 O 1 7 - 0.8 - 0.5. 

Expliciteu el procediment c5 1 i el valor de 2a(c5 1) + 4¡í'(8¡). 

d) Cerquen un procedirnent U.M. P. , amb nivell de significació O 025, a norneneu- lo ó2 , pera resoldre la 
pro va 

Ho : 0'2 2 1 

H 1 : O"" < 1 

i exp lici teu- lo pels m esu rarnents de l'aparta t c. 
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3. PROVES PERA LA VALIDESA D'UN MODEL 

3.1 La prova de la raó de versemblan~a pera distribucions multinomials. 

3.2 La prova de x2 . 

3.3 Prova de Kolmogorov-Smirnov. 

3.4 Papers i grafics de probabilitat. 

EXERCICIS: 

3.1 La distribució de Poisson es pot utilitzar coma model de trafic quan aquest és lleuger, ja que es basaria 
en el fet que si la taxa d'arribada és aproximadamaent constant i el trafic no és gaire dens (és adir, 
els cotxes poden circular independentment un dels altres) , la distribució del nombre de cotxes en un 
interval de temps donat, o en una area donada, és aproximadament Poisson. A continuació donem una 
taula que mostra el nombre de girs a la dreta durant 300 intervals de 3 minuts a un encreuament donat. 
Aquests 300 intervals estan distribults durant varies hores del dia i varis dies de la setmana. Ajusteu 
una distribució de Poisson i feu una prova d'ajustament usant l'estadístic x2 de Pearson . 

n 
frequéncia 

o 
14 

1 
30 

2 
36 

;3 
68 

4 
43 

5 
43 

6 7 8 9 10 l l 
30 14 10 6 4 l 

12 13+ 
l o 

3.2 En un estudi ecologic sobre el comportament alimentici dels ocells, es va comptar el nombre de salts 
(n) entre vols per a uns quants ocells. A partir de les dades següents, ajusteu la distribució geometrica, 
trobeu un interval de confian~a per a p i feu una prova d'ajustament. 

n 

frequencia 
1 
48 

2 
31 

3 4 
20 9 

5 6 
6 5 

7 8 9 lo l l 12 
4 2 2 1 

3.3 La següent taula dóna el número de morts degut a caigudes accidentals per a cada mes de l'any 1970. 
Trobeu alguna evidéncia per a pensar que el número ele morts per mes no es distribueix uniformement? 
Trobeu alguna tendencia estaciona!? 

mes núm. morts 
Gener 1668 
Febrer 1407 
Mar~ 1370 
Abril 1309 
Maig 1341 
Juny 1338 
Julio! 1406 
Agost 1446 
Setembre 1332 
Octubre 1363 
Novembre 1410 
Decembre 1526 

3.4 Considereu una prova d 'ajust ament per a una distribució rnultinomia l arnb dues classes. Denotem el 
número d'observacions a cada classe per X 1 i X 2 i les probabilitats de cada classe per p¡ i pz. L'estadístic 

x2 de Pearson ve donat per Q = '°'2_ 1 ( X¡-np¡)'. Dernostreu que LA- np¡ 

i que sot a H o : P1 = P?, Q ~ xf. 
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3.5 Al 1965, un diari va publicar una historia sobre un estudiant que afirmava que havia lleni;at una moneda 
17950 vegades i que havia obtingut 9207 cares i 8743 creus. 

a) Representa aquest resultat una discrepancia important sobre la hipotesi H0 : p = 0.5? 

b) Un estadístic es va posar en contacte amb ell i li va preguntar que com havia fet l'experiment . 
L 'estudiant per estalviar-se temps ha vi a fet grups de 5 monedes i havia registrat els següents 
resultats: 

número cares freqüencia 
o 100 
1 524 
2 1080 
3 1126 
4 65.5 
5 105 

Són aquestes dades consistents amb l'hipotesi que les monedes eren equilibrades? 

c) Són aquestes dades consistents amb l'hipotesi que les 5 monedes tenien la mateixa probabilitat ele 
cares encara que aquesta no fos necessariament 0.5? 

3.6 En una mostra aleatoria ele 1800 valors cl'una clistribució uniforme a l'interval (O, 1), es va trobar que 
39 1 valors estaven entre O i 0.2; 490 valors entre 0.2 i 0.5; 580 valors entre O .• ) i 0.8; i 339 valors entre 0.8 
i l. Contrasteu l'hipotesi nulla H 0 : La mostra prové d'una U(O, 1) , mitj an<¡ant una prova d 'ajustament 
ele .\~ amb probabilitat d 'un error ele tipus I igual a O.O!. 

3. 7 La distribució ele les a l<;ades deis homes d 'una gran ciutat se su posa que es distribueix normalment amb 
mitj ana 173 cm. i desviació estanclar 2.54 cm. Vam agafar una mostra ele 500 homes d 'aquesta ciutat i 
vam obteni r la següent distribució: 18 homes mesuraven menys de 168 cm.; 177 homes mesuraven entre 
168 cm i 17 1 cm.: 198 homes mesuraven entre 171 cm i174 cm. ; 102 homes rnesuraven entre 174 cm i 
178 cm .:.) homes mesuraven més de 178 cm. 

a) Penseu que aquesta mostra és representativa deis homes que viuen en aquesta ciutat en el que fa 
referencia a l 'al<¡ada7 . 

b) Abans el 'ha ver agrupat en intervals aquestes al<;ades es va trobar que la mitjana d 'aquests 500 
homes era ,\'" = 171.7 cm i la varian<¡a mostral n~I 5 2 = 2.S4cm2 . Torneu a contestar la pregunta 
ele l 'apartat a) fent servir ara la nova inform ació. 

3 .8 La següent tau la dóna 50 valors. Feu servir la prova de Kolmogorov-Smirnov per a contrastar que: 

a) Les 50 dades són una mostra d 'una distribució normal de mitj ana 26 i de varian<¡a 4. 

b) Les 50 dades són una mostra d'una distribució normal ele m itj a na 24 i de varia n<;a 4. 
25.088 26 61.) 25 468 27.453 23 845 24.466 
25.996 26.5 16 28.240 25.980 30432 25 .153 
26 . .560 2.5.844 26.964 23.382 25.282 25.893 
24.432 23 .593 24.644 26.849 26.801 26. 796 
26.303 23 .016 27. 378 25.35 1 23.60 1 24.743 
24.3 17 29 778 29 .58.5 22.147 28.352 
29.263 27.924 2 l.579 25 320 28. 129 
28478 :23 896 26 020 23 .750 24.904 
24 078 27 228 27.433 23 .341 28.923 

Mostra 1, Dades exercici 3.8 
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3.9 Se seleccionen 25 observacions (Mostra 1) a l'atzar de la població 1 amb distribució desconeguda F. 
També seleccionem 20 observacions (Mostra 2) de la població 2 amb funció de distribució desconeguda 
G. Feu servir la prova de Kolmogorov-Smirnov per a contrastar que: 

a) Les dues poblacions tenen la mateixa distribució. 

b) Si X denota la v.a. que representa la població 1 i Y la v.a. que representa la població 2, feu la 
prova d 'hipotesi que les funcions de distribució de X+ 2 i de Y són identiques. 

c) Ambla mateixa notació que a l'apartat b) feu la prova d 'hipotesi que les funcions de distribució de 
X i de 3Y són identiques. 

061 0.29 0.06 0.59 -1.73 
-0.74 0.51 -0.56 -0.39 1.64 
o 05 -0.06 0.64 -0.82 0.31 
1.77 109 - 1.28 2.36 131 
1.05 -0.32 -0.40 106 -2.47 

Mostra 1, Exercici 3 .9 

2.20 l66 1.38 0 .20 0.36 
O.DO 0.96 1.56 0.44 150 
-O 30 0.66 2.31 3.29 -0.27 
-0.37 0 .38 0.70 0.52 -071 

Mostra 2, Exercici 3 .9 

3. 10 Les duracions en hores de 37 components han sigut les següents: 10 15 20 22 32 40 42 46 48 51 60 71 
76 87 93 105 112 116 127 13 l 172 195 207 219 238 260 300 342 382 435 460 490 .)20 600 630 670 770 

a) Feu servir un paper de probabilitat sernilogarítmic per a veure si aquestes duracions són una mostra 
d 'una llei exponencial de parametre e. Calculeu amb l 'ajuda del gr afie el valor del parametre e . 

b) Calculeu ara el valor del parametre e rnitjani;ant el metode de la maxima versemblarn;a. 

e) Feu una prova x2 prenent coma valor de O el trobat a l'apartat b). 

el) Feu la prova de la raó de versemblani;a generalitzada per a decidir si la mostra prové d'una llei 
exponencial. 

e) Discutiu les diferencies entre c) id) i raoneu quina de les dues proves és més adequada. 

3 . 11 Es consideren els cicles de funcionament de 15 relés electri cs observats fins a fallar. on el criteri de falla 
consisteix en superar un determinat nivel! de resis tencia al contacte . Els temps de falla observats són: 
6.2. 9.0 , 10 2 , 12. 1, 12.6, 14.4 , 14.7 , 16. 1, 18 6, 20 .5, 20.6 , 23.0, 26 .7 , 27.6 34 .3. Ajusteu un rnodel de 
Weibull per aquestes dades mitjanc;ant 

a) un paper de probabilitat 

b) el metode de la maxima versemblanc;a (i l'ajut del paquet estadístic que preferiu). Calculeu en 
arnbdós casos els pararnetres a i /3. 
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3.12 PROBLEMA D'EXAMEN 

a) Sigui X 1 , ... , Xn una mostra d'una població que es distribueix segons una funció de distribució 
F contínua i desconeguda. Sigui F" una funció de distribució donada. Discutiu els diferents 
procediments que ens permeten saber si les dades queden ben ajustades per F" . En cada cas 
expliqueu sota quines condicions utilitzarieu un procediment o un altre. 

b) Un grup de 23 rates que s 'ha utilitzat amb finalitat experimental té un pes mitja de µ 0 = 370.6gr 
i una desviació estandar a-0 = 29.lgr. Les dades són les següents: 

356.4 362.5 394.7 356.0 387.6 305.1 385.1 383.2 346.6 314.2 394.8 370.7 370.8 434.2 365 .2 377.1 365 9 
384.4 297.4 404.3 412.0 349.l 344.5 

Utilitzeu la prova de Kolmogorov-Smirnov per a decidir si la distribució deis pes d'aquestes rates és 
N(µo , a-o) . 

3.13 PROBLEMA D'EXAMEN 

a) Els temps de falla en hores d 'una component d'un avió són les següents: 

0.88 133 1.32 0.22 154 1.00 2.50 o 50 3 00 1.76 

al) Creieu que el model de Weibull és apropiat? Raoneu la resposta. 

a2) En cas afirmatiu , estimeu el valor deis parametres a i ,e. 

a3) Quina proporció de components funcionen correctament més d 'una hora? 

a4) Quin és el percentil del 10%? 

b) Les següents dades descriuen el nivel! de colesterol a la sang de dos grups cl ' homes. El primer grup 
está format per 11 homes entre 20 i 30 anys i el segon grup esta forma t per 1 l homes entre 40 i 50 
anys . Les cl acles són les següents: 

x (20- 30 anys) y ( 40- .50 anys) 
135 294 
222 311 
251 286 
260 264 
269 277 
235 336 
386 208 
252 346 
352 239 
173 l 72 
156 2.54 

Pocleu concloure que el nivel! de colesterol és significativament més alt en els homes més grans? Utilitzeu 
la prova que us sembli més apropiada i raoneu el perc¡ue de la vostra elecció. 

3.14 PROBLEMA D 'EXAMEN 

La següent taula dóna els comptatges observats en intervals d 'un segon a l'experiment dut a terme 
per Berkson sobre l 'emissió de part ícules a . Es tracta de comprova r si la distribució de Poisson aj usta be 
aquestes dades. Les dades són les següents: 

n observat 
o 5267 
l 4436 
2 1800 
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3 534 
4 111 
5+ 21 

3.15 PROBLEMA D'EXAMEN 

S'experimentá amb 12 rellotges identics amb l'intenció de coneixer la distribució del seu temps de vida. 
Les duracions en mesos fins que van fallar són les següents: 
30.5; 33; 33.1; 36; 42; 55; 55.5 75.8; 76; 106; 106.5; 107.5 . 

(a) Estudieu gráficament aquestes dades mitjarn;ant un plot de la Weibull. 

(b) Creieu que la dist ribució de Weibull ajusta correctament aquestes dades? 

(e) Estimeu gráficament els parámetres de forma i escala. 

(d) Utilitzeu el grafic pera estimar la mediana de la distribució . 

(e) Penseu que seria raonable donar una garantía de 5 anys a aquests rellotges? 

3.16 PROBLEMA D'EXAMEN 

Les dades següents de Lieblein & Zelen (1956) donen el nombre de revolucions (en milions) fins a la 
fallada de 23 coixinets ele boles. Les dades ordenades de menor a major són: 

17.88 
51.84 
68 .88 
128.04 

28.92 
5 l.96 
84.12 
173.40 

33.00 41.52 
54.12 55.56 
93.12 98.64 

42.12 
67 80 
105.12 

45 .60 
68 .64 
105.84 

a) Raoneu si el model exponencial és adequat per a aquesta situació. 
lndicació: Compareu la mitjana i la variáncia mostral. 

48.40 
68.64 
127.92 

b) Feu un ajust gráfic amb un paper de Weibull i calculeu el valor deis parámetres °' i ¡3. 

e) Empreu el metoele ele la máxima versemblanc;a per estimar els parámetres °' i /3 . Anomeneu a i /3 
els estimadors obtinguts. 

el) Est imeu per máxima versemblarn;a 10 2 , el percentil del 20% el 'aquesta elistribució. Anomeneu 1~2 
!'estimador obtingut. 

e) Suposeu que el valor de ¡3 és conegut i igual a 2.101 8. Util itzeu el metode delta per calcular la 
variáncia asimptotica de t~ 2 . 

• 23 t3 
Indicacions: Els següents valors són necessaris pera poder acabar alguns dels cálculs: ¡3 = 2.1018, Li=l 1; = 
241426, Var(á ) = 60.42. 

3. 17 PROBLEMA D' EXAMEN 

Disposem d 'una xarxa de 165 cel.les. Es va comptar el nombre ele grans de gratit en cada cel.Ja.obtenint 
els resultats de la següent taula: 

Número de gra ns per cel.la observats 
o 

2 
3 
4 
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5 34 
6 30 
7 17 
8 22 
9 21 
10 4 
11 2 
12 

Provar la hipütesi que el nombre de grans per cel.la és una variable aleatoria que segueix una distribució 
de Poisson. 

3.18 PROBLEMA D'EXAMEN 

A una certa zona del mediterrani es treballa amb l'hipotesi que l'al,ada de les crestes de les onades 
(mesurades en m etres) segueixen, el mes de desembre, una distribució de Raleigh amb funció de distribució 
acumulada 

F(x) =l-exp {;~:}; ¡=0.7; 0 < x<+oo. 

Per tal de poder analitzar si aquest model havia deixat d 'ésser valid - cosa que podria ser produlda per 
un canvi climatic- es van prendre 10 mostres en dies diferents del mes de desembre i sempre a la mateixa 
hora, obtenint- se els següents valors: 

0.91 , 0.87, 1 01,0.76,0.84, 105, 1.12 ,0.96,0.89,0.57. 

a) Estudieu graficament aquestes dades de la forma que us sembli més adequada. Creieu que la distribució 
de Raleigh ajusta correctament aquestes dades? . 

b) Realitzeu una prova de la raó de versemblan'a generalitzada per decidir si es po t acceptar o no que 
/ = 0 .7 amb un nivell de significació Q = 0.05. 

3.19 PROBLE,,v!A D'EXAMEN 

Una companyia de teléfons fa un experiment pilot amb 12 clients i els hi instala un nou sistema de 
telecomunicació. Aquests sis temes poden fallar per diversos mot ius: a) per deixar de fu ncionar , b) per 
sentir- se soroll en la transmissió o e) per interferencies. 

A continuació donem el número de setmanes que triguen en fall ar . 

34 3 26 6 0.7 9 3 l6 .) 35 22 l7. 

Not a: El valor 0.7 indica una falla ocurreguda després de 5 dies . 

L'equip d 'estadístics de la cornpanyia ha d'explicar a l 'equip d 'enginyers el cornportament de les falles 
del nou sistema de telecomunicació i ha de respondre a les següents dues qüestions plantejades pels enginyers : 

QÜESTIÓ l: Quantes setmanes de garantía es podríen donar si volguess im que com a rnaxim el 20% 
fallés d urant la garantia? 

QÜESTIÓ 2: Quina es la mitjana i la variancia del número de falles? 

a) Feu un resum grafic d'aquestes dades que sigui útil pels enginyers. 
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b) Feu servir el grafic anterior per a contestar la primera de les preguntes deis enginyers. 

c) Inferiu a partir del grafic quina és la llei que millor s'ajusta als valors de falles observats i utilitzeu 
aquesta llei per a contestar la segona pregunta deis enginyers. 
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4. INTRODUCCIÓ A L'INFERENCIA BAYESIANA. 

4.1 Lleis de Bayes i Minimax. 

4.2 Analisi per a trabar una llei de Bayes. 

4.3 Estimadors admissibles. 

4.4 Inferencia Bayesiana per a una distribució normal. 

4.5 Inferencia Bayesiana per a una distribució binomial. 

EXERCICIS: 

4.1 Suposem que la praporció ()de components defectuoses d'un gran lot éso bé 0.1 o bé 0.2, i la funció de 
prababilitat a priori de O és 1/>(0.1) = 0.7 i 1/>(0.2) = 0.3. Es seleccionen 8 components del lota l'atzar i 
es traben 2 defectuoses. Determineu la funció de probabilitat a posteriori de e. 

4.2 Suposem que la proporció e de components defectuoses d'un gran lot és desconeguda, i la distribució a 
priori de O és uniforme en l'interval (O, 1). Es seleccionen 8 components del lota l'atzar i es traben 3 
defect uoses. Determine u la llei a posteriori de (). 

4.3 Suposem que tenim una observació X d 'una distribució uniforme a l 'interval (() - 0.5, O+ 0.5); suposem 
que el valor de () és desconegut i que la llei a priori de () és !'uniforme en l'interva l (10, 20). 

a) Si el valor observat de X és x = 12, quina és la distribució a posteriori de O?. 

b) Si ara seleccionem sis observacions i observem X¡ = ll.O,x2 - ll.5,x3 ll.7, x4 11.1 , xs 
ll.4,x1 = 10.9, quina és la distribució a posteriori de()?_ 

4.4 Suposem que la praporció () de components defectuoses d 'un gran lot és desconeguda, i la distribució 
a priori de() és beta(<:> = 2,/3 = 200). Es seleccionen 100 components del lota l'atzar i es traben 3 
defectuoses. 

a) Determineu la llei a posteriori de O. 

b) Suposem que després d 'observar 3 peces defectuoses la distribució a posteriori és una beta de mitjana 
.0392 i de variirncia 3.658 X 10- 4. Determineu la llei a priori de e. 

4.5 Sigui () el nombre mig de defectes per cada 100 peus d 'una cinta magnetica. Se suposa que el valor de 
() és desconegut i que la distribució a priori de () és una gamma de parametres e> = 2 i /3 = 10. Després 
d'inspeccionar una cinta de 1200 peus es troben 4 defectes. Determineu la llei a posteriori de e. 

4.6 Les al<;ades deis individus d 'una certa població segueixen una distribució normal amb mitjana de­
sconeguda O i amb desviació estandar 5cm. Se suposa que la distribució a priori de () és una normal de 
mitjana 170 cm i de desviació estandar 2.5cm. 

a) La mitjana de 10 persones seleccionades a l'atzar és de 174 cm . Determineu la llei a posteriori de 
() 

b) Calculeu l'interval d 'amplada 2.5 cm que contingui el valor de (} ambla maxima probabilitat a 
priori i doneu aquesta prababilitat . 

c) Calculeu l 'interval d'amplada 2.5 cm que contingui el valor de () amb la maxima prababilitat a 
posteriori i doneu aquesta prababilitat. 

4.7 El tem ps (en minuts) que es triga en atendra un client en una botiga segueix una llei exponencial de 
parametre IJ desconegut . la distribució a priori de IJ és una gamma amb mitjana 0.2 i desviació estandar 
igual a 1. Si el temps que s'ha t rigat en atendre a 20 clients ha sigut de 3.8 m inuts, quina és la distribució 
a posteriori de O.? 
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4.8 Suposem que la proporció (} de components defectuoses d'un gran lot és desconeguda, i la distribució 
a priori de (} és beta( a = 5, /3 = 10). Es seleccionen 20 components del lot a l'atzar i es troben 1 sola 
component defectuosa. Determineu !'estimador de Bayes de (} si fem servir com a funció de perdua 
!'error quadratic. 

4.9 Les al~ades deis individus d'una certa població segueixen una distribució normal amb mitjana de­
sconeguda (} i amb desviació estandar 5 cm. Se suposa que la distribució a priori de (} és una normal de 
mitjana 170 cm i de desviació estandar 2.5 cm. La mitjana de 10 persones seleccionades a l'atzar és de 
174cm. 

a) Determineu ['estimador de Bayes de (}si fem servir com a funció de perdua !'error quadratic. 

b) Determineu !'estimador de Bayes de (}si fem servir com a funció de perdua !'error absolut. 

4.10 Denotem per (}la proporció de votants d'una gran ciutat que estan d'acord amb una certa llei. Suposem 
que aquest valor () és desconegut i que dos estadístics A i B assignen a () les següents densitats a priori 
,PA(U) i ,Pn(U), respectivament: 

,PA(U) = 2U per O<(}< 1 

,Pn(U) = 4()3 per O < (} < l. 

En una mostra de 1000 votants hi han 710 en favor de la llei. 

a) Determineu la llei a posteriori de (}que cada estadístic assigna a U. 

b) Determineu !'estimador de Bayes de () que cada estadístic calcularia si fessim servir com a funció 
de perdua !'error quadratic. 

c) Demostreu que després de coneixer les opinions de 1000 votants els estimadors de Bayes proposats 
pels dos estadístics no poden diferir en més de 0.002 amb independencia del nombre de votants que 
haguessin votat en favor de la llei. 

4.11 PROBLEMA D'EXAMEN 

Suposem que la v.a. X segueix una llei geometrica de parametre p; ésa dir , 

f(x;p)=(l-p)x-lp x=l , 2, . 

Suposem que a p li assignem una llei a priori uniforme a l'interval (0,1). 

(a) Calculeu la distribució a posteriori de p. 

(b) Quin és !'estimador de Bayes de psi fem servir coma funció de perdua !'error quadratic. 

4.12 PROBLEMA D'EXAMEN 

Denotem per r la proporció de nens d'un casal d'estiu que estan d'acord amb anar d'excursió. Suposem 
que aquest valor r és desconegut i que els dos monitors A i B assignen a r les següents densitats a priori 
,PA(r) i ,Pn(r), respectivament: 

,PA(r) = 3r2 per O< T < 1 

,Pn(r)=4r3 per O<r<l 

En aquest s'han apuntat 100 nens i d'aquests 60 vol en anar d 'excursió. En una mostra de 1000 votants hi 
han 710 en favor de la llei. 

a) Determineu la llei a posteriori de r que cada monitor assigna a r. 

b) Determineu !'estimador de Bayes de r que cada monitor calcularía si fessim servir com a funció de 
perdua !'error quadratic. 
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c) Demostreu que després de coneixer les preferencies dels 100 nens els estimadors de Bayes proposats pels 
dos estadístics no poden diferir en més de 0.01 amb independencia del nombre de neos que prefereixin 
anar d'excursió. 

4.13 PROBLEMA D'EXAMEN 

Suposem que el nombre de minuts que una persona ha d 'esperar l'autobus cada matí té una distribució 
uniforme a l'interval (O, O), a on el valor de() és desconegut . Suposem que la funció de clensitat a priori de O 
ve clonada per: 

~(O) = { ~99/ per () ~ 4, 
altrament · 

Si els temps esperats en tres matins successius són de 5, 3, 8 minuts . 

a ) Calculeu la funció ele clensitat a posteriori ele O. Especifiqueu el clomini de definició cl'aquesta funció 
i les constants que en ella apareixen. 

b) Si es vol estimar el valor de () usant com a funció de perclua !'error quaclratic, quina és la forma ele 
!'estimador de Bayes de O. Calculeu el valor estimat de() a partir delss tres temps esperats donats 
més amunt. 

4.14 PROBLEMA D'EXAMEN 

Suposem que X 1 , ... , Xn són variables aleatories independents que segueixen una llei de Poisson de 
parametre () i suposem que la llei a priori sobre () pertany a la familia gamma. 

a) Demostreu que la llei a priori gamma és conjugada de la Poisson. 

b) Determineu !'estimador de Bayes de() sota una funció de perdua quadratica. 

4.15 PROBLEMA D'EXAMEN 

La variab le aleatoria que compta el nombre de morts per asma cada 100.000 habitants en un any es 
su posa que segueix una llei de Poisson de parametre O, on () representa la verita ble taxa de mortalitat per 
asma cada 100.000 habitants . 

A la ciutat C dels Estats Units , amb una població de 200.000 persones, es revisen les causes de mort 
durant l 'any 1994, i es denota per Y94 la variable aleatoria que compta el nombre de morts per asma a C 
durant l'any 1994. 

a) Quina llei segueix la variable aleatoria Y94?. 

b) Quina llei a priori proposarieu per B, la taxa de mortalitat per asma? Raoneu la resposta. 

c) Sabem que la taxa ele mortalitat per asma arreu del mon té mitjana 0.6 i variancia 0.12. Basant-vos en 
la llei a priori proposada a b) , calculeu el seus parametres. 

el) Es t roba que hi han hagut 3 persones que moriren d'asma a C l'any 1994, (i.e ., Y 94 = 3). Deriveu 
la llei a posteriori per la taxa de mortalitat per asma? En particular, doneu la mitjana a posteriori i 
cliscutiu aquest resultat comparant- lo amb la mitjana a priori. 

e) L'any 1995 es repeteix l'estudi i es tornen a donar 3 morts (i .e., Y95 = 3) . Feu servir els calculs de 
l 'apartat el) per a calcular la mitjana a posteriori? Que podeu concloure? 
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5. METODES NO PARAMETRICS 

5.1 La prova deis signes 

5.2 La prova dels rangs signats de Wilcoxon 

5.3 La prova de Wilcoxon-Mann-Whitney 

EXERCICIS: 

5.1 Un estudies realitza amb l'objectiu de comparar coixinets fets de dos tipus (tipus 1 i tipus II) . Es proven 
10 coixinets de cada tipus. La següent taula dóna els temps fins que fallen (les unitats són milions de 
cicles): 

tipus I tipus II 
3.03 3.19 
5.53 4.26 
5.60 4.47 
9.30 4.53 
9.92 4.67 

tipus I 
16.84 
16.04 
15.21 
12.95 
12.51 

tipus II 
12.75 
9.37 
6.79 
12.78 
4.69 

Es tracta de plantejar la hipótesi que no hi ha diferencia entre els dos tipus de coixinets i mirar si la 
podem rebutjar fent servir: 

a) La teoría basada en la suposició que la vida dels coixinets segueix una distribució normal , 

b) Una prova noparametrica. Quin deis dos metodes és millor7 

5.2 Trobeu la distribució nulla exacte de l'estadístic deis rangs signats de Wilcoxon quan n= 4. 

5.3 Es pretén comparar un metode microbiológic (Metode A) i un altre hidroxilamin (Metode B) per anal­
itzar les dosis d 'ampicilina. En una serie d'experiments parells de tabletes s'analitzen pels dos metodes. 
En la següent taula (dades de Lin, Sutton i Qurashi' 79) donem els percentatges de quantitat d 'ampicilina 
trabada fent servir els dos metodes. Analitzeu les dades per a determinar si hi ha una diferencia sis­
tematica entre els dos metodes. 

Metode A Metode B Metode A Metode B 
100.2 97.2 97.2 91.0 

105 8 97.8 96.2 99.0 
99.5 96.2 96.2 98.0 
100.0 101.8 90.8 95.8 
93.8 88.0 95.2 94.8 
79.2 74.0 20 5 21.2 
720 75.0 69 .. 5 65 .8 
72.0 67.5 
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5.4 Volem comparar l'efectivitat de dues drogues A i B que serveixen per a recluir la concentració de glucosa 
a la sang. La droga A s'administra a 25 pacients i la droga B a 15 pacients. Les dades es donen en les 
taules de més aval!. Creieu que les dues drogues són igual d'efectives o pel contrari una és més efectiva 
que l'altre. Respongueu a aquesta pregunta fent servir tots els tipus de proves que coneixeu i contrasteu 
els resultats. 

0.35 1.12 1.54 0.13 0.77 
0.16 1.20 0.40 1.38 0.39 
0.58 0.04 0.44 0.75 0.71 
1.64 0.49 0.90 0.83 0.28 
1.50 1.73 1.15 0.72 0.91 

Dades droga A, Exercici 5.4 

1.78 1.25 1.01 1.82 1.95 
1.81 0.68 1.48 1.59 0.89 
0.86 1.63 1.26 1.07 1.31 

Dades droga B, Exercici 5.4 

5.5 PROBLEMA D'EXAMEN 

Volem estudiar l'efecte que té una certa metodologia d'estudi en la població estudiantil. Escollim 9 
parelles de bessons identics , i decidim que un membre de la parella apliqui el nou métode d'estudi, mentre 
que l'altre segueix amb el metode tradicional. La suma de totes les notes obtingudes per un estudiant que 
aplica el nou metode és una v.a. X, i la suma de totes les notes obtingudes per un estudiant que aplica el 
metode tradicional és una altra v.a. Y. Els resultats obtinguts a final del curs van ser el següents: 

Parella 
Metode Nou X 
Metode Tradicional Y 

1 2 3 4 5 6 
128 132 114 212 107 196 
110 118 116 205 96 184 

7 8 
175 148 
178 152 

9 
131 
126 

a) Apliquen el test no parametric que us sembli més adient per tal de decidir si el nou metode d'estudi és 
més eficient. 

b) Suposeu que les nos tres ciad es pro ven en el 'una llei Normal. Apliquen el test de la t-stuclent que creieu 
aclient per tal de decidir si el nou metocle cl'estucli és més eficient . 

e) Utilitzeu un test no parametric per tal ele contrastar si la millora obtingucla amb el nou metode es 
clistribueix segons una llei Normal ele mitjana 4 i variancia 9. 

el) A la vista ele les conclusions tretes a l'apartat e) , quin deis dos procediments, el donat a a) i el donat a 
b), aplicarieu per decidir quin metode d 'estudi és més eficient. 

Feb 97 Lupe Gómez Tema 5. 34 



PROBLEMA 1 

ESTADISTICA MATEMATICA 11 
EXAMEN 1 

22 d'abril de 1992 

Suposeu que prenem una mostra aleatoria d'una distribució exponencial de mitjana (} desconeguda. 
Calculen la grandaria de mostra necessaria per tal que 

PROBLEMA 2 

Suposem que (X, Y) és un punt que s'ha d'escollir del pla real i que X i Y indiquen dues variables 
aleatories independents amb distribució normal estandar. Quin ha d'ésser el radi del cercle C ( centrat a 
!'origen) per tal que el punt (X, Y) sigui dins de C amb probabilitat 0.99? 

PROBLEMA 3 

Suposem que Y1 , Y2 , Y3 , Y4 , Y5 , Y6 són variables aleatories independents amb distribució normal estandar. 
Determinen una constant k tal que la variable aleatoria 

(Y}+ Yl + Yl + Yl)t/2 

segueixi una distribució t de Student. 

PROBLEMA 4 

La distribució de Pareto s'utilitza en ciencies economiques com a model per a una funció de densitat 
amb una cua que decreix a poc a poc: 

Suposem que el valor x o és conegut. 

a) Calculen l'esperanc;a d'una v.a. X que segueix una distribució de Pareto . Disposem d 'una mostra 
X1, ... , X,, d 'una llei de Pareto. 

b) Trobeu ! 'estimador iJ1 de () pel metode deis rnoments. 

e) Trobeu !'estimador ¡;2 de () pel metode de la maxima versemblanc;a. 

d) Quina llei asimptotica segueix iJ2 .? Precisseu en particular la seva varianc;a. 

PROBLEMA 5 

Disposem d'una mostra X 1, . . , X,. d'una llei que té per funció de densitat 

() 
f(x; B) = (l + x)@+i , O< ()< oo O::=; x < oo. 

Doneu un estadístic suficient per a O. Raoneu la resposta. 
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Exam 35 

ESTADISTICA MATEMATICA II 
EXAMEN 2 

25 de maig de 1992 
PART 1 

a) Enuncieu i demostreu, en el cas discret, el Lema de Neymann-Pearson. Utilitzeu una notació clara 
i definiu tot els conceptes que utilitzeu. 

b) Suposeu que una observació X s'ha d'agafar d'una distribució amb funció de densitat: 

J(x; O)= u(l -O)x +o per O< x < 1 
altrament, 

a on el valor del parametre O és desconegut (O :::; O :::; 2). Suposem que volem resoldre el següent 
contrast: 

H0 : O =2, 

H1: O =0. 

Nota: Els tres apartats que ara segueixen es poden resoldre independentment. 

bl) Determineu el procediment 61 tal que a(61 ) + 2{3(61 ) és un mínim, i calculeu aquest valor 
mínim. 

b2) Suposeu que el valor de a ha sigut donat (O< a< !). Determineu el procediment 62 tal que 
{3(62) és un mínim, i calculeu aquest valor mínim. 

b3) Suposem ara que volem resoldre el següent contrast: 

Ho: fJ 2:1, 
H1 :0<l. 

Determineu la funció de potencia del procediment 63 que rebutja l'hipotesi nulla si X > 0.9. 
Quina és la talla d'aquest procediment.? 

PART 2 

Sigui Xi, ... , Xn una mostra d'una població normal de mitjana µ desconeguda i de varianc;a 1r2 desco­
neguda. Desenvolupeu la prova de la t de Student per a contrastar 

Ho: µ 2'.µo, 

H 1 :µ<µo. 

mitjanc;ant el procediment de la raó de versemblanc;a. Discutiu quines són les propietats de la prava t de 
Student. 

PART 3 

a) Sigui X¡, ... , Xn una mostra d'una població que es distribueix segons una funció de distribució 
F continua i desconeguda. Sigui F• una funció de distribució donada. Discutiu els diferents 
procediments que ens permeten saber si les dades queden ben ajustades per F•. En cada cas 
expliqueu sota quines condicions utilitzarieu un procediment o un altre. 

b) Un grup de 23 rates que s'ha utilitzat amb finalitat experimental té un pes mitja de µ 0 = 370.6gr 
i una desviació estandar <ro= 29.lgr. Les dades són les següents: 

356.4 362.5 394.7 356.0 387.6 305.1 385.1 383.2 346.6 314.2 394.8 370.7 370.8 434.2 365.2 377.1 365.9 
384 .4 297.4 404.3 412.0 349.1 344.5 
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Utilitzeu la prova de Kolmogorov-Smirnov per a decidir si la distribució deis pes d'aquestes rates és 
N(µo, o-o). 

PART 4 

a) Els temps de falla en hores d'una component d'un avió són les següents: 

0.88 1.33 1.32 0.22 1.54 l.00 2.50 0.50 3.00 1.76 

al) Creieu que el model de Weibull és apropiat? Raoneu la resposta. 

a2) En cas afirmatiu, estimeu el valor deis parametres a i /3. 

a3) Quina proporció de components funcionen correctament més d 'una hora? 

a4) Quin és el percentil del 10%7 

b) Les següents dades descriuen el nivel! de colesterol a la sang de dos grups d'homes. El primer grup 
esta format per 11 homes entre 20 i 30 anys i el segon grup esta format per 11 homes entre 40 i 50 
anys. Les dades són les següents: 

x ( 20- 30 anys) y ( 40-50 anys) 
135 294 
222 311 
251 286 
260 264 
269 277 
235 336 
386 208 
252 346 
352 239 
173 172 
156 254 

Podeu concloure que el nivel! de colesterol és significativament més alt en els homes més grans? Utilitzeu 
la prova que us sembli més apropiada i raoneu el perque de la vostra elecció. 
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Exam 37 

PROBLEM 1 

ESTADISTICA MATEMATICA 11 
EXAMEN FINAL 
22 de juny de 1992 

La següent taula dóna els comptatges observats en intervals d'un segon a l'experiment dut a terme 
per Berkson sobre l'emissió de partícules °'· Es tracta de comprovar si la distribució de Poisson ajusta be 
aquestes dades. 

Les dades són les següents: 
n observat 
o 5267 
1 4436 
2 1800 
3 534 
4 111 
5+ 21 

PROBLEM 2 

Disposem d'una mostra X 1 , ... , Xn d'una llei que té per densitat 

J(x;B) =(O+ l)x8 , O :S x :S l. 

a) Calculeu l'esperanc;a i la varianc;a de X. 

b) Trobeu t'estimador iJ 1 de o pet metode dets moments. 

e) Quina llei asimptotica segueix iJ1 .? Precisseu en particular la seva varianc;a lndicació: Feu servir 
el Teorema Central del Límit i el metode Delta. 

d) Trobeu !'estimador Ó2 de O pel metode de la maxima versemblanc;a. 

e) Quina llei asimptotica segueix iJ2 .? Precisseu en particular la seva varianc;a. 

f) Calculeu !'eficiencia relativa asimptotica de Ó1 . respecte iJ2 . i deduiu quin deis dos estimadors és 
més eficient. 

PROBLEM 3 

a) Enuncieu i demostreu el teorema de Rao-Blackwell. 

b) Sigui X¡ , . .. , X n una mostra d 'una llei que té per densitat 

J J -X 

J(x ;B) =-X e T 
604 

a) Trobeu un estadístic suficient pera B. 

Ü < X < 00 , Ü < 0 < ·'.Xl. 

b) Utilitzeu el teorema de Rao-Blackwell pera trobar un estadístic suficient que ens millori la varia111;a. 

PROBLEM 4 

Sigui X1 , ... , Xn una mostra d 'una població normal de rnitjana µx desconeguda i de varianc;a cr5;- des­
coneguda i sigui Y1 , ... , Yn una mostra d 'una població normal de rnitjana µy desconeguda i de varianc;a cr~ 
desconeguda. Sigui ti. > O un valor conegut. 
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Desenvolupeu la prova de la t de Student per a contrastar 

Ho : µx =µy + ~ . 

Hi: µx fµy + ~. 

Especifiqueu l'estadístic que utilitzeu, la distribució nulla d'aquest estadístic, la regió de rebuig,i doneu 
expressions per a la talla de la prova i per a la potencia de la prova. 
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:=:xam 39 

ESTADISTICA MATEMATICA II 
EXAMEN FIN AL 

7 de setembre de 1992 

La duració de !'examen és de 3 hores (sense interrupció). 

Només podeu tenir amb vosaltres les taules estadístiques i la calculadora. 

PROBLEMA 1 

Aquest problema fa referencia a l'estimació de la varian,a d'una distribució normal de mitjana des­
coneguda a partir d'una mostra X 1 , . .. , Xn de v.a. normals. Considerem tres possibles estimadors de la 
varian,a poblacional: 

52 =-1- ~(X; - X)2 
n-1.L,, 

i=l 

a-2 =..!:. I)x, - X)2 
n i=I 

a-; = p L(X; - X)2 
i=l 

( 1) Calculeu el biaix de cadascun d'aquests tres estimadors. Qui ns d'aquests són no esbiaixats? 

(2) Calculeu la varian,a de cadascun d 'aquests tres estimadors. 

(3) Calculeu !'error quadratic mitja deis dos primers estimadors. 

(4) Per quin valor de p !'estimador a-; té error quadratic mitja més petit'? 

(5) Quin estimador escollirieu i per que? 

PROBLEMA 2 

Siguin X¡, ... 'X n V .a. independents distribu'ides segons una llei uniforme a l 'interval [O, e]. Denotem 
per X(n) el maxim de les n V.a. 

(1) Calculeu la distribució de ~-

(2) Doneu un interval de confian,a per a e de nivell 0.9. 

PROBLEMA 3 

La v.a. X segueix una distribució exponencial de parametre >. = 1 o ,\ = 2. Volem contrastar amb una 
mostra de mida 1 les hipotesis H 0 : ,\ = 1 contra H 1 : ,\ = 2. 

( 1) Calculeu les probabilitats deis errors de ti pus I i de ti pus II quan la regió d 'acceptació és Ao = { x S 1} . 

(2) Calculeu les probabilita ts deis errors de tipus l i de tipus ll quan la regió d'acceptació és A 1 = {x ?: 0.07}. 

(3) Quina de les dues proves definides per les regions d 'acceptació deis apartats l i 2 triarieu? 

(4) Trobeu el valor de k per tal que la suma deis errors sigui mínima quan la regió d'acceptació és 
Ak = {x?: k} . 
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PROBLEMA 4 

Disposem d'una mostra X 1 , . . , Xn d'una llei que té per densitat 

f(x; O) = e-(x-O) , (} E R, (} '.S X < OO. 

l) Trobeu !'estimador 01 de(} pe! metode deis moments. 

2) Trobeu !'estimador 02 de (} pel metode de la maxima versemblanc;a. 

3) Calculeu la funció de densitat de !'estimador de maxima versemblanc;a, ih. És 02 suficient? Raoneu 
la resposta. 

4) Enuncieu i demostreu el teorema de Rao-Blackwell. Utilitzeu el teorema de Rao-Blackwell per a 

trobar un estadístic suficient, no esbiaixat i amb varianc;a més petita que la de iJ2 . 
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Exam 41 

PROBLEM 1 

ESTADISTICA MATEMATICA II 
EXAMEN 1 

19 d'abril de 1993 

Sigui X 1 , . .. , Xn una mostra d 'una llei exponencial de parametre A. Demostreu que la v.a. 

segueix una llei beta de parametres ( 1, n - 1). 

PROBLEM 2 

Xi 
U= ¿7=1 X; 

La vida (en hores) d'una component electrimica és una variable aleatoria T que es distribueix comuna 
exponencial amb taxa de falla A. Estem interessats en la probabilitat de que aquesta component falli (mori) 
abans de 3 hores. Per aixo prenem n components elect roniques i anotem llurs vides; és adir, disposem d 'una 

mostra de grandaria n, T1 , ... , Tn . 

a) Calculen la probabilitat p = p(,\) que una component electronica falli abans de 3 hores. 

b) Estimeu p pel metode deis moments. Doneu una interpretació a !'estimador obtingut. 

Indicació : Definir 
X; = { l si T; :S 3 

O si T; > 3 

e) Cerqueu un est adístic suficient i complet per aquesta família . Raoneu la resposta. 

d) Trobeu un estimador U M.V.U. per p. 
!ndicació 1 Sigui S(X1 ) = l (X1 :S 3). Tenim que E(S(X¡)IT = t) = Prob(X 1 :S 3IT = t). 
lndicació 2: Feu servir el resul ta t del problema l . 

PROBLEM 3 

(Op cional) 

Sigui X 1 , . . , X n v.a. independents i identicament distribu"icles amb funció de densitat 

l 
f(x;B) = 6B4 x3 exp{ - x/ B} per O< x < oo e> o. 

a) Obtingueu, mitjani;ant el metode deis moments, un estimador per a IJ . 

b) Ca lcu leu la va riancia de !'estimador obt.ingut a l'apar tat a). 

c) O btingueu, mitja n.;ant el metode de la maxima versemblan<;a, un est imador per a 11 . 

d) Doneu la llci a.simptotica ele !'estimador de maxirna versernblani;a . 

e) Podeu concloure que !'estimador de maxima versernblarn;a és efi cient? Raoneu la resposta. 
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PROBLEM 1 (3 punts) 

EXAMEN FINAL. PRIMER PARCIAL 
22 de juny de 1993 

(a) Siguin U i V dues v.a. independents distribui"des segons una llei normal estimdar. Demostreu que U/V 
segueix una distribució t de Student amb un gran de llibertat. 

(b) Siguin U i V dues v.a. independents distribu"ides segons una llei normal amb mitjana O i variancia cr2 . 

Demostreu que les v.a. U+ Vi U - V són independents. 

(e) Siguin U i V dues v.a. independents distribui"des segons una llei normal amb mitjana O i variancia cr2. 

Demostreu que ~~~ segueix una distribució t de Student amb un gran de llibertat. 

lndicació: La funció de densitat corresponent a una t de Student amb v graus de llibertat és: 

. _ f(-"-}1-) ( x2)-(v+l)/2 
f(x,v)-(vir)l/2f(~) l+ v -oo< x<oo 

Nota: Els tres apartats poden fer-se de forma independent i cada apartat pot utilitzar els resultats deis 
apartats anteriors encara que aquests no s'hagin demostrat. 

PROBLEM 2 (6 punts) 

Disposem d'una mostra X 1 , . . , Xn d'una llei que té per densitat (B >O, r >O) 

X 2: r. 
x<r 

PART 1: Suposem primer que el valor de r és conegut i el de IJ desconegut. 

(a) Calculeu !'estimador iJ1 de maxima versemblan,a de IJ. 

(b) És aquest estimadors Ó1 suficient pe! parametre O. 

(e) Calculeu la distribució aproximada de iJ1 . 

PART 2: Suposem ara que el valor de r és desconegut i el de O conegut . 

( d) Calculeu !'estimador i 1 de maxima versemblan,a de r . 

(e) És !'estimador +1 suficient pe! parametre r . 

PART 3: Suposem per últim que els dos valor de r i de() són desconeguts . 

(f) Calculeu els estimadors de maxima versemblan'a de O i der . 

QÜESTIÓ: (1 punt) 

La inforrnació de Fisher, el concepte d 'eficiencia i la cota de Cramer-Rao. 
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PROBLEM 1 (3 punts) 

ESTADISTICA MATEMATICA II 
EXAMEN FINAL. SEGON PARCIAL 

22 de juny de 1993 

S'experimenta amb 12 rellotges identics amb l'intenció de coneixer la distribució del seu temps de vida. 
Les duracions en mesos fins que van fallar són les següents: 
30.5; 33; 33.l; 36; 42; 55; 55.5: 75 .8; 76; 106; 106.5; 107.5. 

(a) Estudieu graficament aquestes dades mitjan~ant un plot de la Weibull . 

(b) Creieu que la distribució de Weibull ajusta correctament aquestes dades7 

( c) Estimeu gráficament els parametres de forma i escala. 

( d) Utilitzeu el grafic per a estimar la mediana de la distribució. 

(e) Penseu que seria raonable donar una garantía de 5 anys a aquests rellotges7 

PROBLEM 2 (4 punts) 

Sigui X 1 , ... ,Xn una mostra d'una distribució que té per fun ció de densitat:: 

f (x ;O) = Ox9- 1 O < x < l 

a on el parametre O > O és desconegut. Es desitja saber si es pot concloure que IJ > 1 basant-nos en una 
mostra de grandaria 8. 

(a) Plantejeu formalment el problema. 

(b) Demostreu que la funció de densitat conjunta té una raó de versemblan~a monotona en l'estadístic 
T. Precisseu l'expressió d'aquest estadístic . 

(e) Demostreu que existeix una prova uniformement més potent (UMP) i determineu genericament la 
regió de rebuig d 'aquesta prova. 

( d) Es desitja concretar la regió de rebuig per un nivel! de significació ero = 0.05. Indicació: Sigui X 
una v.a. distribu"ida segons una llei gamma de parámetres (n ,t) . Cal utilitzar la següent relació: 

Prob(X :S a) = Prob(Y '.'.'. 11) 

on Y és una v.a. distribu.ida segons una !leí de Poisson de parametre at, i utilitzar les taules de la 
Poisson . 

PROBLEM 3 (2 punts) 

Suposem que la v.a. X segueix una llei geometrica de parámetre p; és a dir , 

f (x;p) = ( 1 - p)x- lp X= 1, 2,. 

Suposem que a p li assignem una llei a priori uniforme a l'interval (0, 1) . 

(a) Calculen la distribució a posteriori de p. 

(b) Quin és ! 'estimador de Bayes de p si fem servir corn a funció de perdua 1 'error quadratic. 

QÜESTIÓ: (1 punt) 

La prova dels Rangs Signats de Wilcoxon . 

Feb 97 Lupe Gómez Exam 44 



PROBLEMA 1 (3 punts) 

ESTADISTICA MATEMATICA 11 
1 de setembre de 19!13 

Disposem d'una mostra de grandaria n d'una població Weibull amb parametre (3 
desconegut . 

0.25 Q > o 

(a) Calculeu !'estimador de cr, &1 , pel metode deis moments. 

(b) Calculeu !'estimador de cr, &2 , pel metode de la maxima versemblan,a. 

(c) Calculeu Ja variancia asimptotica de &2. 

PROBLEMA 2 (3 punts) 

La v.a. X segueix una distribució exponencial amb mitjana O= 1 o O= 0.5. Volem contrastar amb una 
mostra de mida l les hipotesis H0 : O= 1 contra H1 : O= 0.5. 

(a) Calculeu les probabilitats deis errors de ti pus 1 i de ti pus II quan la regió de rebuig és Ro = { x :'.'.:: l}. 

(b) Calculeu les probabilitats deis errors de ti pus I i la funció de potencia quan la regió de rebuig és 
R1 = {x :S 0.07}. 

c) Quina de les dues proves definides per les regions de rebuig deis apartats 1 i 2 triarieu? 

( d) Trobeu el valor de x per tal que la suma deis errors sigui mínima quan la regió de rebuig és 
Rx={x:Sx}. 

PROBLEMA 3 (3 punts) 

Denotem per r la proporció de nens d'un casal d'estiu que estan d 'acord amb anar d 'excursió. Suposem 
que aquest valor r és desconegut i que els dos monitors A i B assignen a r les següents densitats a priori 
ifJA(r) i 1/Js ( r), respectivament: 

.PA(r)=3r2 per- O<r<l 

1/Ja (r)=4r3 per- O<r< l. 

En aquest s'han apuntat LOO nens i d'aquests 60 valen anar d'excursió. En una mostra de 1000 votants hi 
han 710 en favor de la llei. 

a) Determineu la llei a posteriori de T que cada monitor assigna ar. 

b) Determinen !'estimador de Bayes de r que cada monitor calcularia si fessim servir com a funció de 
perdua !'error quadratic. 

c) Demostreu que després de coneixer les preferencies deis 100 nens els estimadors de Bayes proposats pels 
dos estadístics no poden diferir en més de O.O! amb independencia del nombre de nens que prefereixin 
anar d 'excursió . 

QÜESTIÓ (1 punt) 

Metode de la maxima versemblan,a. Propietats deis estimadors de rnaxima versemblan,a. 

Feb 97 Lupe Gómez Exam 45 

PROBLE:\L\. : 

Considerem . :;. • .....: 
tractamem. 3-~ -

El model ex;: -

G s'interp e;a -

Hem fet un e;o· - -

Suposem ql!~ :. 

a) Calcule'- ".. -

b) Suposea u 

Calculen~ 

c) Suposeu 
!'estima:::_ - -

d) Supo: u 

d l ) T:r·-

2) 

e) Supo: ... .:; 

el ) Tr:: __ 
b-. -

e2) 

PROBLE'.~A -

aquests 

Donada ::; 

es desitj 

basant-se 0 ::. -

Feb 97 



- :5 i a > O 

-:=-o:a: amb una 

¡ e; ---: = fa 2 1}. 

r .:-:!:G!.:\ . :_~ rebu ig és 

-~--:, ::i uposem 
-:;~ .. :ats a pr iori 

·;otants hi 

~ :Unció de 

"'° ~ :: ;osats pels 
~ ;:i;~fereix in 

.:;...:!...,._ 

Exam 45 

PROBLEMA 1 

ESTADISTICA MATEMATICA 11 
EXAMEN 1 

9 de maig de 1994 

Considerem la variable aleatoria T que mesura el temps de supervivencia en mesos d'un pacient després d'un 
tractament. Suposem que T es distribueix segons un model exponencial traslladat. 

El model exponencial traslladat de parametres ,\ (,\>O) i G (G >O) té per funció de densitat: 

f(t; ,\, G) = { ~exp{-,\(t - G)} si t 2 G 2 O 
si t < G 

G s 'interpreta com el temps de garantia o el mínim temps de vida abans del qual no hi han morts. 

Hem fet un estudi amb 11 pacients i llurs temps de supervivencia han estat: 

11 , 13, 13, 13, 13, 13, 14, 14, 15, 15, 17. 

Suposem que aquests pacients són una mostra d'una llei exponencial traslladada de parametres ,\ i C. 

a) Calculeu la funció de versemblan'a d 'aquestes dades en funció deis parametres desconeguts. 

b) Suposeu G conegut. Estimen la taxa de fallada,\ mitjan,ant el metode de la miixima versemblan,a. 
Calculeu el valor de ['estimador de ,\ en funció de G pels pacients de l 'estudi. 

c) Suposeu ,\ conegut. Estimeu G mitjan,ant el metode de la maxima versemblan,a. Calculeu el valor de 
!'estimador de G pels pacients de l'estudi. 

d) Suposeu ,\ i G desconeguts. 

dl) Trobeu els estimadors de maxima versemblanp per ,\ i G. Calculeu-los pels pacients de l'estudi. 

2) Feu servir les estimacions obtingudes per a estimar la probabilitat de sobreviure 18 mesos després 
del tractament. 

e) Suposeu G conegut (podeu fer servir el valor trobat a l 'apartat e)). 

el) Trobeu ['estimador de maxima versemblan<;a de la mediana del temps de supervivencia i anomeneu­
lo m. Calculeu la mediana del temps de supervivencia deis 11 pacients. 

e2) Determineu la distribució asimptotica de !'estimador rii. Calculeu la variancia asimptotica de m. 
PROBLEMA 2 

NOTA: En aquest problema heu d'explicar amb detall tots els resultats que feu servir i les hipotesis en que 
aquests es basen. 

Donada una v.a. X amb funció de densitat 

f(x ; IJ ) = { 0 ~. x3 e-I 

es desitja realitzar la següent prova d'hipotesis: 

Ha : IJ = 2 

H 1 : IJ = 3 

basant-se en una mostra X 1 , .. . , X n d 'aquesta població. 
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a) 

al) Determineu un procediment 6 que minimitzi ao(6) + b/3(6). 

a2) Calculeu el valor de 0(6) pera= 11 , b = 2 , n = 3. 

b) Es desitja ara realitzar la següent prova d'hipotesis: 

Ho: O 2'. 2 

H 1 : (} < 2 

Determineu un procediment UMP amb nivel! de significació o 0 = 0.05 per n = 3. 
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Exam 47 

ESTADISTICA MATEMATICA II 
EXAMEN FINAL 
8 de juny de 1994 

PROBLEMA 1 

Les dades següents de Lieblein & Zelen (1956) donen el nombre de revolucions (en milions) fins a la fallada 
de 23 coixinets de boles. Les dades ordenades de menor a major són: 

17.88 
51.84 
68 88 
128 04 

28.92 
51.96 
84.12 
l 73.40 

33.00 41.52 
54.12 55.56 
93.12 98.64 

42.12 
67.80 
105.12 

45.60 
68.64 
105.84 

a) Raoneu si el model exponencial és adequat per a aquesta situació. 
Indicació: Compareu la mitjana i la variancia mostral. 

48.40 
68.64 
127 .92 

b) Feu un ajust grafic amb un paper de Weibull i calculeu el valor deis parametres a i (3. 

c) Empreu el metode de la maxima versemblan~a per estimar els parametres a i (3. Anomeneu a i /3 
els estimadors obtinguts. 

d) Estimen per maxima versemblan~a t0 2 , el percentil del 20% d'aquesta distribució. Anomeneu td 2 

! 'estimador obtingut. 

e) Suposeu que el valor de (3 és conegut i igual a 2.1018. Utilitzeu el metode delta per calcular la 
variancia asimptotica de td 2 . 

Indicacions: Els següents valors són necessaris pera poder acabar alguns deis calculs: /3 = 2.1018, I::l!i tf = 
241426, Var(&) = 60.42. 

PROBLEMA 2 

Suposem que el nombre de minuts que una persona ha d'esperar l'autobus cada matí té una distribució 
uniforme a l'interval (O,(}), a on el valor de (} és desconegut. Suposem que la funció de densitat a priori de(} 
ve donada per: 

~((}) = { l.2 per (} 2': 4, 
altrament · 

Si els temps esperats en tres matins successius són de 5, 3, 8 minuts. 

a) Calculeu la funció de densitat a posteriori de e. Especifiqueu el domini de definició d'aquesta funció 
i les constants que en ella apareixen. 

b) Si es vol estimar el valor de IJ usant coma funció de perdua !'error quadratic, quina és la forma de 
!'estimador de Bayes de e. Calculeu el valor estimat de IJ a partir delss tres temps esperats donats 
més amunt. 

PROBLEMA 3 

La vida (en minuts) d'un prototipus d 'una component electronica en un test de vida accelerat és una variable 
aleatoria X que es distribueix com una exponencial amb mitjana IJ. Estem interessats en la probabilitat de 
que aquesta component falli abans de 5 minuts. Per aixo prenem n components i anotem llurs vides; és a 
dir, disposem d 'una mostra de grandaria n, X 1 , ... , X n. 

a) Calculeu la probabilitat q = q(IJ) que una component electronica falli abans de 5 minuts. 
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b) Estimeu q pel metode deis moments. Doneu una interpretació a !'estimador obtingut. 

lndicació: Definir 
Y.· _ { 1 si X; :S 5 

' - O si X;> 5 

e) Cerquen un estadístic suficient per aquesta família. Raoneu la resposta. 

d) Trobeu un estimador U.M.V.U. per q. 
Indicació l: Sigui S(Y1) = l(Y1 :S 5). Tenim que E(S(Y1)IX = x) = Prob(Y1 :S 5IX = x). 

QÜESTIÓ 

La prova de la F. 
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PROBLE.\1A l 

U na vana-_, 
observacions do: .1.· -

a) Estima: -

b)Sup:-: 
l'esttrna:. -

PROBLEMA '.! 

Disposem d - • 

els resultats de ,,,_ _ = 
Número de;:~ -
o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
JO 
11 
12 

Provar la ~ .. ; 
de Poisson. 
PROBLE.\IA 3 

Les dad~~­

fallada de 23 -

a) Rao:::7- • 
Indi:;.: 

b} Feu _::. -
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Exam 49 

ESTADÍSTICA MATEMÁTICA II 

9 de setembre de 1994 

La duració de !'examen és de 3 hores (sense interrupció). 

Només podeu tenir amb vosaltres les taules estadístiques, els papers de probabilitat i la calculadora. 

PROBLEMA 1 

Una variable aleatoria X segueix una distribució normal de mitjana µ i de varianc;a 1. Es fan 20 
observacions de X pero en comptes d 'escriure el valor de X només s 'observa si X és negativa o no. 

a) Estimarµ per m axima versemblani;a basant- se tan sois en la informació disponible. 

b) Suposant que l'esdeveniment {X < O} ha ocurregut exactament 14 vegades, trob eu el valor de 
!'estimador de maxima versemblanc;a deµ. 

PROBLEMA 2 

Disposem d 'una xarxa de 165 cel.les. Es va comptar el nombre de grans de grafit en cada cel.la obtenint 

els resultats de la següent taula: 
Número de grans per cel.la observats 
o 

2 5 

3 7 
4 20 

5 34 

6 :JO 
7 17 

8 22 
9 21 

10 4 

11 2 
12 

Provar la hipotesi que el nombre de grans per cel.la és una variable aleatoria que segueix una distribució 

de Poisson . 
PROBLEMA 3 

Les dades següents de Liehlein & Zelen (1956) donen el nombre de revolucions (en rnilions) fins a la 
fall ada de 23 coixinets de boles . Les dades ordenades de menor a majar són: 

17.88 28.92 3:300 41.52 42.12 45 .60 48.40 

51.84 ) 1.96 54.12 55.56 67.SO 68.64 68.64 

68 88 84. 12 93. 12 98.64 105.12 105.84 127.92 

128.04 173.40 

a ) Raoneu si el model exponencial és adequ at per a aquesta situació. 
Indicació: Compareu la mitjana i la varian cia m ostral. 

b) Feu un ajust grafi c amb un paper de Weibull i calculeu el valor deis parametres o: i .6. 
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e) Empreu el metode de la maxima versemblan~a per estimar els parametres a i ¡3. Anomeneu ci i ~ 
els estimadors obtinguts. 

d) Estimeu per maxima versemblan~a 10 . 2 , el percentil del 20% d'aquesta distribució. Anomeneu td 2 

]'estimador obtingut. 

e) Suposeu que el valor de /3 és conegut i igual a 2.1018. Utilitzeu el metode delta per calcular la 

variancia asimptotica de td 2. 

• 23 p 
lndicacions: Els següents valors són necessaris pera poder acabar alguns deis calculs: /3 = 2.1018 , ¿i=I t ¡ = 
241426, Var(ci) = 60.42. 
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La duraci6 ::= 

Siguio (.\: ! 
lineal: 

Q. l) Demostreu :; -~ 

Q.2) Quina dis;r,- _ ·. 

Q.3) Demost reu . "-; · 

Indicació d. . 

d e é1 ,t2 1 . • .• t~~-

Consider;::::i -~ 

i l 'espai de pa: ':<-

Indicació: ' { 

P.1) Cerqueu ·_:: e;• -

P.2) Calculeu .=. =-
P.3) Cerqueu .....:: """ -

si no pod~ =~ 

P.4) Calculeu ,?.. -· -

P.5) És !'estirr.L - -

P.6) Doneu la ~.o·. 
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._. o..\.::·Jmeneu & i /J 

_...,., :iomeneu ta~.2 

calcular la 

¿~~l t1 = 

Exam 51 

ESTADÍSTICA MATEMÁTICA II 
EXAMEN PARCIAL 

24 d'abril de 1995 

La duració de !'examen és de 2 hores. Només podeu tenir amb vosaltres la calculadora. 

QÜESTIÓ 

Siguin (X 1, Y1 ), (X2 , Y2 ), ... , (Xn, Yn) parells de variables aleatories relacionades segons el següent model 
lineal: 

X;= Q + ,B(Y; - Yn) + 1'¡, 

on Yn = LJ=l Yj /n, i c; es distribueix segons una llei normal centrada i de váriancia 17 2 . 

Q.l) Demostreu que els estimadors de maxima versemblan,a de a, ,8 i 172 són respectivament: 

a =Xn 
/J-¿7_ 1(Y; - Yn)X; 

- I:7= 1(Yi-Yn) 2 

2 l~ - - 2 
íf =- L,,[X; - <i - ,B(Y; - Yn)] 

n i=l 

Q.2) Quina distribució segueix la variable aleatoria níf2/17 2 ? 

Q.3) Demostreu l'apartat b ). 

Indicació: La funció de versemblan,a L( a, ,8 , 172 ) pot expressar-se com la funció de densitat conjunta 
de I'¡, c2, ... , l'n i I'¡ =X; - a+ ,B(Y; - Yn)· 

PROBLEMA 

Considerem una mostra X 1 , ... , Xn d'una llei que té per densitat 

f(x;IJ)= 31J 3 

(x+IJ)4 x>O, 

i l'espai de parametres és íl = {IJ: IJ >O} 

Indicació: Molts deis apartats d 'aquest problema poden fer - se independentment dels al tres. 

P. l) Cerqueu un estimador de IJ pe! metode deis moments. Anomeneu-lo fJ 1 . 

P.2) Calculeu la variancia de fJ1. lndicació: Pot resultar més senzill comen,ar calculant E( X + IJ) 2. 

P.3) Cerqueu un estimador de IJ pel metode de la máxima versemblan,a. Anomeneu- lo ih. Deixeu-lo indicat 
si no podeu resoldre les eqüacions de versemblarn;a. 

P.4) Calculeu la informació de Fisher continguda en la mostra X 1 , ... , Xn. 

P.5) És !'estimador fJ 1 eficient? 

P.6) Doneu la distribució asimptotica de fJ 2 i calculeu la seva variancia asimptotica. 
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P.7) Compareu ÍJ1 i ÍJ2 . Quin deis dos estimadors és asimptoticament més eficient.? 

P.8) Calculeu la mediana poblacional en funció de O i anomeneu- la M(O). 

P.9) Doneu un estimador per M(IJ) i determineu la seva distribució asimptotica. 
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La dura:L -~ 

estadístiques ~ ' - • 

PROBLE\1.>.. 

Un científic :;: ~º 
! 'error cone'T" ..... :.a 

T2 amb va i2...:i ~-"- Y 

es suposen in::7~ 

a) Escriure . ?. ' 

Y1, Y2 .. 

b) Trobeu ¡.,,,-

e) Calculen 1a 

d) Demostre, 
desitjable 

PROBLE\ L\ ~ 

Quan les morts ~ ·a 
dins d 'una pcL?.-
d'habitants igt..3.. 

a) Suposem ~ ~ 
Deri veu ,::. ?. -

= 

b) La següer..¡ · 3. ~ 

una mala.:.~· -

R.egions 1 

Regió 1 
R.egió:? 
R.egió 3 
Regió -1 
Regió .) 
R.egió 6 
Regió ~ 
Regió S 
Regió 9 
Regió l~ 

Trobeu i- ~~- ~ -

dad es so:: - - ' 
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ESTADÍSTICA MATEMÁTICA 11 
EXAMEN FIN AL 
22 de juny de 1995 

La duració de !'examen és de 3.5 hores. Només podeu tenir amb vosaltres la calculadora, les taules 
estadístiques i els papers de Weibull. 

PROBLEMA l 

Un científic pren n mesures X 1 , X 2 , ... , Xn d 'una constant µ fent servir la tecnica T1 amb una variimcia de 
]'error coneguda igual a cr 2 . També pren m mesuraments addicionals Y1 , Y2 , ... , Ym deµ fent servir la tecnica 
T2 amb variancia de ]'error coneguda igual a kcr2 , éssent k una constant positiva coneguda. Els mesuraments 
es suposen independents i amb distribució normal. 

a) Escriure la funció de versemblanc;a pe! parametre µ basada en les n + m observacions X 1 , X 2 , ... , Xn, 
Y1 , Y2 , ... , Ym. 

b) Trobeu ] 'estimador de maxima versemblanc;a de µ. Anomeneu- lo µ.. 

c) Calculeu la distribució de µ. 

d) Demostreu que si n = m i k > l , aleshores µ.esta més a prop de ,'( que de Y i expliqueu perque és aixó 
desitjable. 

PROBLEMA 2 

Quan les morts a causa d 'una malaltia rara, pero no contagiosa, esdevenen aleatoriament i uniformement 
dins d'una població, el nombre de morts en una regió amb població igual a P (és a dir , amb un nombre 
d'habitants igual a P) es distribueix con una llei de Poisson de mitjana µP. 

a) Suposem que el nombre de morts observades en n regions amb poblacions ? 1, P2, ... , Pn són Y1 , Y2, ... , Yn .• 
Deriveu una express ió pe! maxim de versemblan~a de ¡i. Anomeneu- lo µ.. 

b) La següent taula dóna el nombre d 'homes morts de cancer de fetge (el cancer de fetge es pot considerar 
una malaltia rara) durant 4 anys a les regions d 'Ontario . 

Regions i p, Morts 
Regió 1 423.447 37 
Regió 2 175 685 11 
Regió 3 1245 379 72 
Regió 4 413465 40 
Regió 5 216.476 12 
Regió 6 242.810 14 
Regió 7 213.591 16 
Regió 8 166.045 9 
Regió 9 265.880 15 
Regió 10 116.371 12 

Trobeu fj. pera aquestes dades i calculeu el nombre de morts esperades a cada regió. Creieu que aquestes 
dades són consistents amb les suposicions fetes a l'apartat a)?. 
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e) Suposem ara que Y1, Y2, ... , Yn són variables aleatories de Poisson de mitjanes A¡, A2, ... , An i siguin 
P1 , P2, .. . , Pn constants positives conegudes. Considereu la hipotesi 

on µ és desconegut. Demostreu que la prova de la raó de versemblan<;a generalitzada per contrastar 
aquesta hipotesi és 

-2 log A= 2 ¿:;Y; log(Y;/ ~;) 
i=l 

on ~¡ = {lP; i µ és !'estimador de maxima versemblan-;a trobat a l'apartat a) . 

d) Apliqueu aquest últim resultat per concloure si les taxes de mort (proporció de morts a cada població) 
de les 10 regions són proporcionals a les poblacions de les regions. 
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PROBLE\!.-\ 3 

segueix amb =· 
nou metode es -.::.A 

tradicional és _;:.:;. 

Parella 
Metode _ · :;~ 
Metode Tra-

a) Apliqueu =· • _­
més eficr:-;:: 

b) Supose 
adient -e: : 

c) 

d) A la ,-¡s a == ,::; 
b) , aplica.:-e~ ::: 
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•~--: i siguin 

;: '" contrastar 

_, =- :a.na població) 

Exam 55 

PROBLEMA 3 

Volem estudiar l'efecte que té una certa metodologia d'estudi en la població estudiantil. Escollim 9 parelles 
de bessons identics, i decidim que un membre de la parella apliqui el nou métode d'estudi , mentre que l'altre 
segueix amb el metode tradicional. La suma de totes les notes obtingudes per un estudiant que aplica el 
nou metode és una v.a. X, i la suma de totes les notes obtingudes per un estudiant que aplica el metode 
tradicional és una altra v.a. Y . Els resultats obtinguts a final del curs van ser el següents: 

Parella 
Metode Nou X 
Metode Tradicional Y 

2 
128 132 
110 118 

3 4 5 
114 212 107 
116 205 96 

6 7 
196 175 
184 178 

8 
148 
152 

9 
131 
126 

a) Apliqueu el test no parametric que us sembli més adient per tal de decidir si el nou metode d'estudi és 
més eficient. 

b) Suposeu que les nostres dades provenen d'una llei Normal. Apliqueu el test de la t-student que creieu 
adient per tal de decidir si el nou metode d'estudi és més eficient. 

c) Utilitzeu un test no parametric per tal de contrastar si la millora obtinguda amb el nou metode es 
distribueix segons una llei Normal de mitjana 4 i variancia 9. 

d) A la vista de les conclusions tretes a l'apartat c) , quin deis dos procediments, el donat a a) i el donat a 
b ), aplicarieu per decidir quin metode d'estudi és més eficient . 
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ESTADÍSTICA MATEMÁTICA 11 

8 de setembre de 1995 

La duració de ['examen és de 3 hores (sense interrupció). 

Només podeu tenir amb vosaltres les taules estadístiques, els papers de probabilitat i la calculadora. 

PROBLEMA l (3 punts) 

A una certa zona del mediterrani es treballa amb l'hipotesi que l'al~ada de les crestes de les onades 
(mesurades en metres) segueixen, el mes de desembre, una distribució de Raleigh amb funció de distribució 
acumulada 

F(x) = 1- exp { ;~:}; ¡ = 0.7;0 < x < +oo. 

Per tal de poder analitzar si aquest model havia deixat d'ésser valid -cosa que podría ser produ1da per 
un canvi climatic- es van prendre 10 mostres en dies diferents del mes de desembre i sempre a la mateixa 
hora, obtenint-se els següents valors: 

0.91, 0.87, 1.01, 0.76, 0.84, 1.05, 1.12, 0.96, 0.89, 0.57 

a) Estudieu graficament aquestes dades de la forma que us sembli més adequada. Creieu que la distribució 
de Raleigh aj usta correctament aquestes dades?. 

b) Realitzeu una prova de la raó de versemblan~a generalitzada per decidir si es pot acceptar o no que 
·r = 0.7 amb un nivell de significació °' = 0.05. 

PROBLEMA 2 (3 punts) 

La vid2 (en hores) d'una component electronica és una variable aleatoria X que es distribueix comuna 
exponencial amb mitjana µ. Es vol estudiar la probabilitat que aquesta component falli (mori) abans de 10 
hores. Per a aixo prenem n = 30 components electroniques i anotem llurs vides: X1, . . . , X30. 

a) Calculeu la probabilitat q = q(µ) que una component electronica falli abans de 10 hores. 

b) Estimeu q pe! metode deis moments. Donen una interpretació a !'estimador obtingut. 

e) Cerqueu un estadístic suficient per aquesta família. Raoneu la resposta. 

d) Trobeu un estimador U.M .V.U. pera q. 

PROBLEMA 3 (2 punts) 

Suposem que X 1 , ... , Xn són variables aleatories independents que segueixen una llei de Poisson de 
parametre IJ i suposem que la llei a priori sobre IJ pertany a la família gamma. 

a) Demostreu que la llei a priori gamma és conjugada de la Poisson. 

b) Determinen ['estimador de Bayes de O sota una funció de perdua quadratica. 
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PROBLEMA 4 (2 punts) 

a) Enuncien i demostreu, en el cas discret, el Lema de Neymann-Pearson . Utilitzeu una notació clara i 

definiu tot els conceptes que utilitzeu. 

b) Suposeu que una observació X s'ha d 'agafar d'una distribució amb [unció de densitat: 

J(x;B) = { ~(1- O)x +e per O :::; x :::; 1 
altrament, 

a on el valor del parametre O és desconegut (O :::; (} :::; 2) . Suposem que volem resoldre el següent contrast: 

Ho: (} =2, 

H1 : O = 0. 

Nota: Els tres apartats que ara segueixen es poden resoldre independentment. 

bl) Determinen el procediment 81 tal que 2a( 81 ) + ,8( 81 ) és un mínim, i calculen aquest valor mínim. 

b2) Suposeu que el valor de a ha sigut donat (O< a< 1) . Determinen el procediment 62 tal que ,8(62) 
és un mínim, i calculen aquest valor mínim. 

b3) Suposem ara que volem resoldre el següent contrast: 
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Ho: (} ~ 1, 

H1: (} < l. 

Determineu la [unció de potencia del procediment 63 que rebutja l'hipotesi nul.la si X > 0.9. Quina 

és la talla d 'aquest procediment7 . 
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ESTADÍSTICA MATEMÁTICA 11 
EXAMEN PARCIAL 

10 d'abril de 1996 

La duració de ['examen és de 2 hores. Només podeu tenir amb vosaltres la calculadora. 

PROBLEMA 1 

Considerem una mostra X1, ... , Xn d'una llei que té per funció de densitat 

{ 
1 _!?..=!!.. 

J(x;a,{3) = ;f exp a 

i l'espai de parametres és !1 = {(a,{3): a> O,B >O}. 

X ?_ {J 
altrament 

Indicació: Molts deis apartats d'aquest problema poden fer-se amb independencia dels al tres. 

A) Escriviu la funció de versemblarn;a L( a , {3) donat els valors mostrals x 1 , ... , Xn. 

B) Suposant a= a 0 conegut , 

1) Cerqueu ['estimador de maxima versemblan,a de {3 i anomeneu- lo /3 . 

2) Caracteritzeu la llei de /3. 

C) Suposant {3 = {30 conegut, 

1) Cerqueu un est imador de a pel metode de la maxima versemblan,a i anomeneu-lo O:. 

2) Quina distribució segueix O: quan n és prou gran? 

3) Calculeu la informació de Fisher pe! parametre a continguda en la mostra X 1 , ... , Xn. 

4) Trobeu un estimador U.M.V.U. pera a . 

.5) És ! 'estimador O: eficient? 

D) Suposeu que (0:,/3) és el máxim de versemblan\;a conjuntament de (a, B). 

1) Calculeu la mediana poblacional en funció de a i {3 i anomeneu-la ,VJ. 

2) Calculeu ['estimador de maxima versemblan,a de 1'vf i anomeneu-lo 1i:r. 

PROBLEMA 2 

Sigui X una variable aleatoria d 'una població que es distribueix segons una llei el e Weibull amb parámetre 
d'escala a desconegut i parametre de forma {3 = 3. 
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1) Demos;:-;_ 

2) Doneu = :s· 

3) D oneu :a.:: !. 

4) Consid-;: ecm -

a) Es; ... _.,_ ; 

!na;·:;. 
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1) Demostreu que aquesta llei pertany a la família exponencial. Identifiqueu les funcions c(a) i d(a). 

2) Doneu un estadístic suficient per a a. 

3) Doneu la forma natural de la família i anomeneu r¡ = c(a). Identifiqueu la funció do(r¡) . 

"3- 4) Considerem una mostra X t, .. . , Xn de X. 

a) Estimeu ~ pe! metode deis moments. Anomeneu i el corresponent estimador. 

b) Calculeu la variancia de i. 

!ndicació : Utilitzeu les propietats de la funció d0 (r¡) . 

~~ 

-_:: ;Hrámetre 
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ESTADÍSTICA MATEMÁTICA 11 
EXAMEN FINAL 
18 de juny de 1996 

La duració de !'examen és de 3 hores. Només podeu tenir amb vosaltres la calculadora, les taules 
estadístiques i els papers de probabilitat. 

PROBLEMA 1 (2 punts) 

La variable aleatoria que compta el nombre de morts per asma cada 100.000 habitants en un any es 
su posa que segueix una llei de Poisson de parametre 8, on 8 representa la veritable taxa de mortalitat per 
asma cada 100.000 habitants. 

A la ciutat C deis Estats Units, amb una població de 200.000 persones, es revisen les causes de mort 
durant l'any 1994, i es denota per Y94 la variable aleatoria que compta el nombre de morts per asma a C 
durant l'any 1994. 

a) Quina llei segueix la variable aleatoria Y947 . 

b) Quina llei a priori proposarieu per 8, la taxa de mortalitat per asma? Raoneu la respost a. 

c) Sabem que la taxa de mortalitat per asma arreu del monté mitjana 0.6 i variancia 0.12. Basant-vos en 
la llei a priori proposada a b), calculeu el seus parametres. 

d) Es troba que hi han hagut 3 persones que moriren d 'asma a C l 'any 1994, ( i.e., Y94 = 3). Deriveu 
la llei a posteriori per la taxa de mortalitat per asma? En particular , doneu la mitjana a posteriori i 
discutiu aquest resultat comparant-lo arnb la mitjana a przorz . 

e) L 'any 1995 es repeteix l'estudi i es tornen a donar 3 morts ( i. e., Y95 = 3). Feu servir els cii.lculs de 
l'apartat d) per a calcular la mitjana a posteriori? Que podeu concloure? 

PROBLEMA 2 (3 punts) 

Disposem de n variables aleatories, Y1 , .. . , Yn independents i uniformement distribu'ides a l'interval 
[O, OJ . Imaginem que enviem un observador cada dia, durant n dies successius, amb l 'encarrec de que observi , 
i anoti, els valors de les Y¡ per a un subconjunt de m (1 ::; m ::; n) d'elles; és a <lir, anotara els m valors 
Y;,, . . . , Y;m, on j¡, . .. , im E { l , .. . , n} . Aquest observador, amb bons coneixements d 'estadística, decideix 
anotar tan sois el maxim de Y¡ 1 ' ' ' YJm' 

A) Per quina raó decideix ['observador anotar tan sois el maxim de Yii, .. . , YJm .7 

B) Sigui X ; el maxim calculat el dia i. Anomenem m el número d'observacions d'entre les observacions 
Y¡,l ::;j::; n que ha escolht . Les n variables aleatories, X 1 , .. , Xn. descrites més amunt són indepen­
dents i tenen per funció de densitat (no cal que ho demostreu) 

f(x¡; m, 8) = { ~-mmx;n- 1 

on m >O, (} > O. 

si 0 < X¡ ::; (} 

altrament 

bl) Cerqueu !'estimador de maxima versemblanca per ti suposant que !'observador ens ha dit el valor de m. 
Anomeneu- lo iJ . 
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b2) Per desgrácia aquest observador és molt despistat i s'oblida de dir- nos el valor de m , així que ara m 
també és desconegut. Cerqueu !'estimador de máxima versemblanca per m suposant que el valor de B 
és conegut. Anomeneu- lo m. 

b3) Sabent que (m, B) és el máxim de versemblani;a de (m, B) , calculeu el máxim de versemblan~a de 
Prob{ X 1 > 1}. Raoneu la res posta. 

NOTA: L'apartat Bes pot fer independentment del A usant la funció de densitat f(x 1 ;m,IJ) pera la 

mostra X 1 , ... , X n . 
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Les erra:ie:;; .: ~ 
cr2 . Fem n me;;_-~ 

a) Descrtu:= - ;-

b) Explique_ ~ - , 
result1 3:-=-~-...:. 
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d) Cerqueu i..!l 
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i explicite:.-

Una com;~_ 
telecomunica:.ó ,\ 
sentir-se soro1 . ..... 

A conti'.:t.?.: 

Nota: E. 

L 'equip : ..,,- -­
del nou siste::r: < _ -

QÜSTD _ 
fallés duran: _;. -~-

QLTST' 

a) Feu un : .-;. 

e) l nferiu " ~:..: 
aques;3 .. ~ - -
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:ilL. que ara m 
-=~ ~! valor de () 

~:-semblan~a de 

f ':: ::-: :1) per a la 

Exam 62 

PROBLEMA 3 (3 punts) 

Les errades de mesurament d'un aparell segueixen una distribució normal de mitjana O i de variancia 
o- 2 . Fem n mesuraments i volem resoldre la prova 

Ho : o-2 = 1 

ff 1 : o-2 = 2 

a) Descriure un procediment 61 pel qual el valor de 2a( 61 ) + 4¡'.J( 61 ) sigui un mínim. 

b) Expliqueu el significat de 2a( 81 ) + 4¡'.J( ó1 ) i calculeu-lo deixant- lo indicat en funció de n i de la llei que 
resulti adequada. 

e) S'han fet 7 mesuraments i s'han detectat els següents errors: 

0.3 0.7 - 11 2.0 1.7 - 0.8 - o 5 

Expliciteu el procediment 81 i el valor de 2a(61 ) + 4¡'.J(ó1 ). 

d) Cerqueu un procediment U.M.P., amb nivell de significació 0.025, anomeneu-lo Ó2, pera resoldre la 
prova 

H o : o-2 2: 

H1 : o-2 < 

i expliciteu- lo pels mesuraments de l'apartat c. 

PROBLEMA 4 (2 punts) 

U na companyia de telefons fa un experiment pilot amb 12 clients i els hi instala un nou sistema de 
telecomunicació. Aquests sistemes poden fallar per diversos motius: a) per deixar de funcionar, b) per 
sentir-se soroll en la transmissió o c) per interferencies. 

A continuació donem el número de setmanes que triguen en fallar. 

34 3 26 6 o. 7 9 3 16 5 35 22 11 

Nota: El valor O. 7 indica una falla ocu rreguda després ele .5 clies. 

L'equip cl 'es tadístics de la companyia ha d'explicar a l'equip d'enginyers el comportament de les falles 
del nou sistema de telecomunicació i ha de responclre a les següents clues qüestions plantejades pels enginyers: 

Q Ü ESTIÓ l: Quantes set manes de garantía es podríen donar si volguessim que com a maxim el 20% 
fallés durant la garantía? 

QÜESTIÓ 2: Quina es la mitjana i la variáncia del número de falles 7 

a) Feu un resurn gráfic cl'aquestes dades que sigui útil pels eng inyers. 

b) Feu servir el grafic anterior per a contestar la primera de les preguntes deis enginyers. 

e) Inferiu a partir del grafic quina és la llei que millor s'ajusta als valors de falles observats i utilitzeu 
aquesta llei per a contestar la segona pregunta deis enginyers. 
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VALORS QUE PODEN SER UTILS 

Prob{x~ :::; 3.46} = 0.25 Prob{x~:::; 6.24} = 0.60 Prob{x~:::; 6.93} = 0.67 Prob{x~:::; 12.48} = 0.95 

Prob{x~:::; 3.46} = 0.16 Prob{x~:::; 6.24} = 0.49 Prob{x~:::; 6.93} = 0.56 Prob{x~:::; 12.48} = 0.91 

Feb 97 Lupe Gómez Exam 64 

La duració :': 
estadístiques i ":S ~ .. ~ 

La probab~-:;. 

a) Calculeu eí ·=-- -
b) n sistemes ;;_;--·-

Amb aques:a .=..: 

e) Considerem .3. 

aquesta lle1 :;. ;:: -
d) Deri veu U'1 °""'. 
e) Calculeu la . -'. -
f) Basant-,·os ,,. 

si ! 'estimad:-~ -~ 
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_ ~S } = O 95 

- ~ S } =09 1 

Exam 64 

ESTADÍSTICA MATEMÁTICA II 

3 de setembre de 1996 

La duració de ['examen és de 3 hores. Només podeu tenir amb vosaltres la calculadora, les t aules 
estadístiques i els papers de probabilitat. 

PROBLEMA 1 (6 punts) 

La probabilitat que una de les components d 'un sistema electro ni e falli després de x di es ve donada per: 

Prob{X=x}=kc:llr; x=0,1 ,2,. !) 2: o. (*) 

a) Calculeu el valor de k i caracteritzeu la llei de la variable aleatoria X. 

b) n sistemes electronics s'han posat en funcionament i s'han enregistrat els valors deis n ternps de fallada. 
Amb aquesta inforrnació cerqueu ['estimador de mii.xima versemblanc;a pel pararnetre IJ. 

e) Considerem la llei de probabilitat que té per funció de probabilitat la funció donada a (*) . Pertany 
aquesta llei a la família exponencial7 . Raoneu la resposta. 

d) Deriveu un estimador suficient pera e. 

e) Calcule u la inforrnació de Fisher que conté la mostra dels n sis temes electronics sobre el parametre O. 

f) Basant- vos en els resultats anteriors que siguin necessaris, i fent les comprovacions oportunes. decidiu 
si ! 'estimador de maxima versemblarn;a calculat a l 'apartat b) és eficient. 
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PROBLEMA 2 (4 punts) 

Una agencia de viatges vol determinar si la durada de les trucades telefoniques deis seus clients segueix 
una distribució exponencial. La darrera setmana aquesta agencia va enregistrar les durades de totes les 
trucades i obtingué els següents resultats en segons: 

4 6 5 8 9 10 12 8 16 20 24 27 

33 37 43 50 58 68 70 78 88 100 120 130. 

a) Creieu que aquestes dades indiquen que la durada de les trucades telefoniques queden governades per 
una distribució exponencial.? Utilitzeu la prova de Kolmogorov-Smirnov pera resoldre-ho. 

b) Independentment de quin sigui el resultat a l'apartat a), suposeu que la durada X de les trucades 
telefoniques queden governades per una distribució exponencial amb mitjana !J. Basant-vos en una 
mostra aleatoria X 1 , . .. , Xn, determineu un procediment per a resoldre la prova d 'hipotesi 

Ho: IJ =!Jo 

H1 :IJ=IJ1 

amb (}0 < IJ1 tal que minimitzi !'error de tipus 11 i que mantingui un nivel! de significació coma ma.xim 
del 5%. 

c) Estem interessats en la següent prova d'hipotesi: 

Hb : IJ :S: Bo 

H2: () > Bo. 

Existeix algun procediment uniformement més potent? En cas afirmatiu doneu aquest procediment amb 
nivel! de significació del 5%. 

d) Ambles dades de l'apartat a), resolgueu les següents proves d'hipotesis i feu les conclusions pertinents. 

H0 : () = 30 versus H 1 : () = 45 

Hb . IJ :S: 30 versus H2 : IJ > 30. 

VALORS QUE PODEN SER UTILS 

1 
Prob{f(2:3; 30 )::; 47l} = 0.05 

1 
Prob{f(23; 35°)::; 707} = 0.0.5 

l 
Prob{f(24; 3Q) S 496} = 0.05 

l . 
Prob{f(24; 35 ) :S: 744¡ = O 05 
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Prob{f(23; ;O) :S: 880} = 0.90 

1 
Prob{f(23; 35 ) S 1320} = 0.90 

l 
Prob{f(24; 30 ) S 914} = 0.90 

Prob{f(24; 3
1
5 ) ::; 1371} = 0.90 

Lupe Gómez 

Prob{f(23; 3
1
0 ) :S: 944} = 0.95 

l -Prob{r(23; 3,) S 14 b} = 0.95 

1 
Prob{ f(24 ; 3Q) S 979} = 0.95 

l 
Prob{f(24; 35 ) ::; l468} = O 95 
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