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Resum

Estimacié i navegacié robotica amb IMU en entorns interiors bidimensionals

per Idril-Tadzio Geer Cousté

Una cosa tant natural per nosaltres com percebre el nostre entorn i localitzar-nos-hi, és
en realitat una tasca d’enorme complexitat per una maquina. En la nostra percepcié hi
entren tots els nostres sentits, amb diferents graus d’importancia; la nostra visié és el sentit
més important per aquesta tasca, perdo no es pot menysprear la contribucié del sentit de
Iequilibri, del tacte, de l'oida , etc. A més a més també hi interactuen sistemes que no
reconeixem classicament com a “sentits”: la propiocepcid, la memoria, el reconeixement de
formes, etc. Tots aquests sistemes treballen a una per construir dins la nostra ment un mapa
de P’entorn, i alhora s’observen els uns als altres permetent-nos detectar si algun no esta
funcionant correctament. En el cas de que algun dels nostres sentits esdevingui defectuds,
som capagos d’ajustar la nostra percepcié per continuar funcionant correctament, a vegades

fins a limits sorprenents.

En aquest treball descriurem com una maquina pot usar els seus sensors per aproximar
aquest procés, simplificant-ho en entorns planars, i centrant-nos en les contribucions d’un
sensor de mesurament inercial (IMU). Aquest sensor correspondria al nostre sentit de 1’e-
quilibri. Desenvoluparem la teoria de preintegracié associada a aquests sensors, per evitar
haver de tractar totes les dades a cada canvi en la nostra estimacid, evitant aixi ’alt cost
computacional que aix0 comportaria. Utilitzarem teoria de Lie per dotar de formalisme al
procediment, i ho implementarem en una llibreria en benefici de la comunitat d’investigadors
en robotica. Utilitzarem aquesta llibreria per tal de dur a terme experiments amb robots
reals, i aixi validar I’is de IMUs en I’estimacié d’estat d’un robot en un entorn bidimensional.
Finalment discutirem els resultats dels experiments, i parlarem de futures linies de recerca

possibles.
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1 Introduccid

En el camp de la robotica mobil, SLAM (Simultaneous Localisation And Mapping) és el
problema computacional de construir un mapa d’un entorn desconegut mentre alhora s’hi
s’estima, la posicié del robot. En la seva versié més senzilla, es tracta d’estimar la posicié del
robot i un conjunt de marcadors posicionals de 1’area (ie. la posici6 de objectes a l’entorn).
A la literatura s’han presentat diverses maneres de representar el problema, com quadricules

de ocupacié o reconstruccions denses i semi-denses 3D RGB.

En aquest treball farem servir representacions per grafs, i ens centrarem en els metodes SLAM
sobre grafs de factors, que estan formalment relacionats amb la formulacié probabilistica del
problema. Hi ha dues maneres de tractar el problema: el filtrat i el suavitzat. El filtrat es
basa en tractar només la informacié propera en el temps, descartant ’antiga o resumint-la
en una distribuci6 a priori. El suavitzat, per contra, fa servir tota la informacié disponible
des de I'inici del problema. Degut als alts requisits de memoria i computacié dels metodes de
suavitzat vers als de filtrat, es van desenvolupar molt més aquests segons quan el hardware
disponible era més limitat. Avui dia ja som capagos de fer servir de forma eficient metodes

de suavitzat, i seran els meétodes en que ens centrarem.

1.1 Motivacio

L’estimacié d’estat en robotica és un camp molt important. Desenvolupar la capacitat
d’un robot de saber on és i com és el seu entorn és crucial si volem aconseguir graus alts
d’autonomia, o si el robot ha de treballar sota supervisi6 humana a distancia en entorns

desconeguts.

La implementacié de sensors de mesurament inercial en problemes de SLAM en entorns 3D
esta ben estudiada a la literatura [Atchuthan, 2018; Fourmy et al., 2019; Forster et al., 2015].
No obstant, el cas més senzill dels entorns 2D pot ser d’interés en robots que es mouen sobre
un pla no inclinat, ja que és més senzill, computacionalment més barat, i permet 1'is de

sensors més senzills.

1.2 Objectius

El principal objectiu d’aquest treball és implementar a la llibreria WOLF de I'IRI la capacitat
de solucionar problemes de SLAM en 2D que utilitzin un sensor IMU. Per desenvolupar

aquesta capacitat haurem de:
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1. Definir bé el problema SLAM i identificar com es resol.

2. Trobar un formalisme matematic que ens permeti descriure el problema en termes que

després siguin ttils en ’estimacié6.
3. Desenvolupar una pipeline per fer servir les dades d’una IMU en el problema.

4. Programar una llibreria d’estimaci6 robotica que permeti la resoluci6 del problema 2D

amb IMUs, a partir de la teoria descrita.

5. Validar-ho tot mitjangant experiments empirics, usant un o multiples robots de I'IRI.

1.3 Estructura del treball

Comencem aquest treball amb dos capitols teorics que assentaran la base sobre la qual
desenvoluparem la teoria de preintegracié. El capitol 2 introdueix el problema SLAM i els
grafs de factors. El capitol 3 parla de la teoria de Lie i descriu els objectes matematics

rellevants que provenen d’aquesta branca de les matematiques.

La part central del treball esta al capitol 4, on es parla dels sensors que fem servir, i hi
desenvolupem la teoria de preintegracid, que ens permetra usar-los per resoldre el problema
SLAM de manera eficient.

Al capitol 5 parlem del context informatic en qué programem la llibreria, i breument intro-

duim les classes i arxius que hi hem afegit.

Finalment tenim un capitol dedicat a ’experimentacié empirica, on validem la teoria a través
del codi aplicat a robots de I'IRI.



2 SLAM: Simultaneous
Localisation and Mapping

2.1 Formulacié probabilistica

Durant la resta d’aquest treball voldrem estimar 1’estat, donades una série de dades dels
sensors del robot. Considerarem 1’estat com la colleccid de tots els aspectes del robot i el seu
entorn que ens interessaria estimar ja que podrien tenir efecte en el seu futur. Aixo inclou la
posicid i velocitat del robot (i dels seus sensors), els parametres intrinsecs dels sensors (com
ara parametres de calibratge), les posicions dels objectes presents a I'entorn, i altres caracte-
ristiques rellevants al problema concret. Denotarem estat per x = (x¢, X1,...,11,12,...), i
farem servir la paraula estat(s) per referir-nos tant al total x, com a subconjunts o elements
del mateix. Per exemple podriem parlar dels estats del robot x; o dels estats dels objectes
presents al seu entorn 1;. FEn general no fem aquesta iltima distincié i notarem per x; tots

els tipus d’estats.

Els estats poden ser dinamics com la posicié del robot, o estatics com la posicié d’un arbre
que el robot ha detectat. En aquest treball I’estat normalment fara referéncia a combinacions

de la pose del robot, la seva velocitat, la posicié i caracteristiques d’objectes de ’entorn, etc.

Denotarem per z; les mesures que efectuen els sensors, que observen ’estat en un moment

donat. Considerarem que cada mesura prové d’un sensor en un moment concret.

L’evoluci6 de l'estat x esta subjecta a lleis probabilistiques i és tipicament estocastica (estats
posteriors dependran d’estats anteriors). El problema SLAM, és el d’estimar la probabilitat
p(x|Z), notant com Z el conjunt de totes les mesures preses fins aquest moment. La formula

de Bayes ens permet expressar aquesta probabilitat condicional p(x|Z) com una funcié de

p(Z|x):
p(ZIx)p(x)
p(2)

una probabilitat que podrem formular a partir dels models dels nostres sensors. Com que

p(x]2) = (2.1)

tenim les mesures dels sensors, utilitzarem I'estimacié Bayesiana del maxim a posteriori per
tal de trobar ’estimador de x que ens maximitza la probabilitat de I’estat donada la nostra

mostra de Z:
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Definicié 2.1.1: Estimacié del maxim a posteriori

Sigui @ un parametre i X un conjunt d’observacions. Donada una distribucié a priori
p(0) del parametre i una funcié de versemblanca p(X|0) per les observacions, podem
trobar una distribuci6 a posteriori p(6|X) que té en compte les observacions usant la

formula de Bayes:
p(X[0)p(6)
p(X)

L’estimador maxim a posteriori és el parametre 0%, 4 que maximitza p(6|X)

p(0]1X) = (2.2)

J

En el nostre cas, el parametre a estimar és I’estat i les observacions sén les nostres mesures:

x* = argmax p(x|Z) = arg max D21, 2zo, - 2 X)p(X) (2.3)
X

x p(z1,22, ... ,2K)
Una assumpci6 clau és que les mesures z; sén independents, cosa que ens permet simplificar

i considerar el problema d’optimitzacio:

K

x" = arg}r(naxp(x) H p(z|x) (2.4)
k=1

Segons creix el problema (entren noves mesures i l'estat canvia) actualitzarem aquesta dis-
tribucié. En el cas d’'un metode de filtrat, es faria servir com a distribucié a priori p(x) la
que hagi sortit de 'anterior iteracio, i el productori de p(zg|xy,) faria referéncia a les dades
rellevants a 'estat actual. Aix0 permet resumir I'efecte d’estats i dades previs en aquesta

distribucié a priori i poder descartar-los de la memoria.

Pels metodes de suavitzat utilitzarem 1’estimacié de maxima versemblanga, que correspon a
suposar que la distribucié a priori p(x) en lestimacié del maxim a posteriori és uniforme.
Donat que en la majoria de problemes de SLAM comengarem sense cap informacié sobre
I’entorn, és una assumpcié molt raonable. A més a més, és més recomanable usar el de

maxima versemblanca si no podem assegurar que la distribucié a priori és bona:
K
x* = arg max H p(zg|x) (2.5)
k=1

Recordem a més que en un metode de suavitzat tenim en compte totes les dades i tot 'estat

des de l’inici del problema.

2.2 Graph-SLAM

Considerem el cas d’un robot movent-se per un entorn desconegut. Mentre es mou, pren
mesures del seu propi moviment i detecta objectes o propietats d’aquest entorn. En la

Fig. 2.1 podem veure una situacié d’exemple:

1. A temps inicial el rover esta en la part inferior esquerra sense saber res del seu entorn.
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Z12

F1GURA 2.1: Rover movent-se per Mart. En blau el moviment, en vermell els
sensors detectant objectes de I'entorn. Dibuixos vectorials cortesia de Open-
ClipArt

L’estat sera simplement x = (Xg), corresponent a la posicié inicial del rover (que

probablement inicialitzarem a 0 a falta de referéncia global).

2. El rover pren una mesura del seu entorn z;, que detecta una muntanya a la llunyania.

L’estat ara és x = (x¢,11), on fem distincié del tipus d’estats per raons illustratives.

3. El rover ara es mou durant un temps i torna a prendre una mesura de ’entorn en
ti1. Entre tg i t; ha mesurat el seu moviment' en zs. La mesura de lentorn detecta
dos objectes, que separem en dos mesures z3 i z4. Hem afegit a 'estat dos estats: x;
corresponent a la nova posicié del rover i ly corresponent a la roca. A més a més,
tenim una nova mesura de la muntanya a la llunyania, que ens permet estimar amb

més precisio la seva posicié real respecte x¢ i x7. L'estat ara és x = (x¢, x1,11, l2).

4. El rover procedeix d’aquesta manera fins al moment ¢4 on ja no detecta res al seu entorn.

L’estat final (per ara) és x = (xo, X1, X2, X3, X4, 11, 12,13) amb mesures Z = (z1,...,212)

Podem intuir que podrem representar aquesta situacié mitjancant un graf que ens relacioni

els estats a través de les mesures.

!Per exemple, a partir del nombre de revolucions de les rodes.
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2.2.1 SLAM com a graf de factors

La probabilitat (2.5) és producte de K factors, tots ells independents. Aquests factors
provenen de mesures que observen un nombre reduit d’estats (poses del robot, objectes de

I’entorn o combinacions d’aquests). Es d’interes representar aquestes relacions en un graf:

Definicié 2.2.1: Graf de factors

Un graf de factors és un graf bipartit amb dos tipus de nodes: els variables i els de
factor.

o Node variable: Representen els estats.

¢ Node factor: Representen les observacions entre els estats.
El graf es construeix unint amb arestes els factors als estats que observen. Els nodes
factors codifiquen tota la informaci6é que entra al sistema, mentre les arestes captura-

ran com es propaga aquesta informacié als estats que volem estimar.

La Fig. 2.1 expressada com a graf de factors queda:

FIGURA 2.2: Els factors blaus corresponen a mesures de moviment i els ver-
mells a mesures de ’entorn. Aquesta distincié és aqui només per qiiestions de
visualitzacié.

Les probabilitats condicionals que conformen els factors s’obtenen facilment dels models de

mesura dels sensors:
Z — hk(X) + Vi, Vi~ N{O, Q}gl} (2.6)

On vy, és el soroll modelat com una variable aleatoria normal multivariable amb matriu de

covariancia le 2. Aixi, els factors del producte de probabilitats queden:

plarlx) = exp (~5( — () o — () ) (2.7)

i definint els errors e com®

er(x) = hi(x) — zk (2.8)

2Les matrius Q sén les matrius d’informacié de les mesures, les inverses de les matrius de covariancia.
3Els errors es poden definir d’altres maneres.
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els nostres factors admeten la forma:
I
p(zg|x) = exp _Eek Qe (2.9)

Per cada dada observada z; tenim el factor i 'error e, associats. La probabilitat condicionada

que haviem vist a I’equacié (2.5) pot ser ara escrita com el producte de tots els factors:

K
1
p(x|z) = kl_[lexp<—2(egﬂkek> (2.10)

Maximitzar aquesta funcié de distribucié de probabilitat és equivalent a minimitzar la seva

log-versemblanca negativa, també anomenada cost:

=

M=

Fx) = ~Inp(xlz) = 5 > ex(x)  yer(x) =
k=1 k=1

Fy (2.11)

Observem que els termes Fj, sén la norma de Mahalanobis ||-|| o1 al quadrat dels errors ey

amb matriu de covariancia €2}

K
1
P = 53 el (2.12)
k=1
Definint també el residu del factor com
re = 2%, (2.13)

on Q,lg/ % és qualsevol factoritzacié de la matriu tal que Q = (Q,lﬂ/ Z)Tﬂi/ 2, la funcié de cost

K
admet també la forma equivalent F(x) = 3 Z rs |
k=1

2.2.2 Optimitzacié iterativa no lineal

Les nostres funcions d’error seran, en general, no lineals. A més a més, el nostre graf (i.e. el
problema) creix a mesura que s’afegeixen nous factors i dades. Per tal de trobar la x* que
ens minimitza el cost

x* = arg min F(x) (2.14)

X
utilitzarem meétodes d’optimitzacié no lineal iteratius. En aquest treball no entrarem en
profunditat en els diferents metodes que existeixen, tots ells proposen una serie de passos

Ax tal que x,, = x,,_1 + Ax,, convergeix cap a x*. En general segueixen el segiient esquema:;:

1. aproximar F'(x) al voltant d’una estimaci6 de l'estat x amb una forma analiticament

tractable,
2. calcular Ax,

3. actualitzar l'estimacié usant el pas x + X + Ax,
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4. iterar fins convergir numericament.

La nostra funcié de cost (2.11) és minimitzable amb un procediment de minims quadrats.

El métode de Gauss-Newton i el cas de minims quadrats

El metode de Newton aproxima la funcié de cost a cada iteracié per un paraboloide. S’a-

proxima la funcié de cost per I'expansié de Taylor de segon ordre al voltant de X
F(% + Ax) ~ F(%) + VFAx + %AXTHFAX (2.15)

on VF és el gradient i Hp és la hessiana. Diferenciant-la respecte Ax i igualant a zero

VF +HpAx* =0 (2.16)
trobem que el pas optim Ax* pel meétode de Newton és

Axlyy = —HAVF' (2.17)
En cas de que la funcié de cost sigui de la forma

1

F(x) = e(x) Qe(x) (2.18)

amb €2 una matriu simetrica definida positiva, el vector gradient VF' i la hessiana Hp vénen

donats per
vr=(eT02® =é'QJ (2.19)
N 0x ) |, N '
8e—|— 6e T 629 T AT

on €, J i H son lerror i les seves primeres dues derivades al voltant de I’estimaci6 de I'estat

X, que ens porta a una aproximacié de segon ordre de la forma:

F(x 4 Ax) =~ %éTQe + (6" QJ)Ax + %AXT(JTQJ + 6" QH)Ax (2.21)

El metode de Gauss-Newton es basa en negligir el terme de segon grau é' Q7 de la hessiana
Hp, cosa que podem fer ja que € és petit. Definint la hessiana aproximada com H :=

JTQJ ~ Hp el pas pel métode de Gauss-Newton queda:
Axfiy = -H'VF' = -Jhe (2.22)

on el terme JE = (JTQI)'TTQ es coneix com la inversa generalitzada per Uesquerra amb

pes de la jacobiana J, i veiem que el pas és proporcional a I’error observat.
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L’estructura dispersa del problema SLAM

En el nostre problema, la funcié de cost és una suma de distancies de Mahalanobis al quadrat,
i per tant és equivalent a (2.18). Cada error ej ve de una mesura z; amb un soroll associat
de covariancia €2}, i correspon a un factor del graf. La minimitzacié de la nostra funcié de
cost fent servir Gauss-Newton es fa linealitzant els errors ey, resolent el problema de minims

quadrats, i iterant fins a convergir:

on &, = ex(x) i J = degi)((x) 4, 1 les matrius Jacobiana i Hessiana del meétode de Gauss-
X

Newton queden:

Ji
J=|: (2.24)
Jx
Q = diag(Qy, ..., Q) (2.25)
K
H=J'QJ=>) J/Q.J, (2.26)

k=1

En els problemes de SLAM aquestes matrius sén disperses, ja que les J; ho sén per cons-
truccié (hy(x) involucra només una petita part de x). Aquesta dispersié fa que puguem
aplicar metodes de factoritzacié (per exemple Cholesky o factoritzacié QR) molt eficients

per solucionar (2.22).

Optimitzacié sobre varietats

Ens interessa poder optimitzar I'estat en espais on tot ell (o part) no esta representat en un

espai euclidia.

Definicié 2.2.2: Espai Euclidia

Un espai euclidia és un espai afi sobre els reals tal que el seu espai vectorial associat
és de dimensi6 finita i dotat d’un producte interior.

Una propietat important és que tot espai euclidia de dimensié n és isomorf a R™

Per exemple les orientacions en un espai 3D no sén euclidianes, ja que SO(3) ~ P3(R) 2 R3.
De la mateixa manera SO(2) ~ S' 2 R2.

En casos aixi, un procediment comu és el de fer 'optimitzacié sobre la varietat definida per
les restriccions sobre I’espai. Un exemple seria S que es pot definir amb una restriccié sobre
C: St={z€eC| 2| =1}

Ohy (x)

“en el cas que definim Perror com a (2.8): Jj, = _. D’altra manera cal calcular la jacobiana amb la

nova expressio de ’error
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La idea és representar el pas de correccié sobre un espai euclidia (el tangent) mentre man-

tenim ’estat en 'espai original (que defineix la varietat).

Necessitarem definicions minimes de les Ax de manera que el minim de la funcié de cost
(2.11) s’assoleixi en un unic punt. Definirem doncs les Ax en un espai euclidia tangent a la
varietat en el punt definit per I'estat actual. En aquesta situacié no ens convé la composici
additiva que féiem servir, x = X + Ax ja que pressuposa espais euclidians de la mateixa
dimensi6 i podria no estar ben definida, o el resultat de la composicié podria no estar sobre
la varietat. Definirem, doncs, un nou operador @ que ens porti variacions en l’espai tangent
euclidia a variacions locals sobre la varietat, Ax — X @ Ax de manera que x = X ® Ax
estigui ben definida i caigui sobre la varietat.

Aquesta nova definicié afecta a la linealitzacié dels errors (2.23), que esdevé ey (x) = ep(X @
Ax) ~ €, + J}. Ax amb €, com abans i J) = 83’“T(XX)L una jacobiana que haurem de definir
bé. La resolucié del problema segueix de manera natural tenint en compte la utilitzacié del

nou operador de composicié al final de cada iteracio:

X +— %X B Ax* (2.27)

En el segiient capitol introduirem la teoria de Lie que usarem per definir aquestes deltes,

I'operador @ i les jacobianes.



3 Teoria de Lie

3.1 Introduccio

Un grup de Lie és un objecte matematic abstracte que sorgeix de la feina del matematic
Sophus Lie sobre la teoria de grups de transformacions continues. Ens donen una base
potent per formular i tractar correctament els problemes d’estimacié. Mitjancant la teoria
de Lie podem construir amb rigor una base amb la que tractar incertesa, derivades i integrals

sobre la representacié de ’estat com a varietat.

3.2 Grups de Lie

Un grup de Lie és una varietat diferenciable els elements de la qual satisfan les propietats

de grup.

Definicié 3.2.1: Varietat diferenciable

La definici6é formal de varietat és llarga i massa feixuga per al que les farem servir
en aquest treball. La idea principal amb la que ens hem de quedar respecte varietats
diferenciables és: una varietat diferenciable és un espai topologic que localment és
prou similar a un espai lineal.

Ens les podem imaginar com hipersuperficies corbades i suaus, sense punxes ni plecs,

en un espai de dimensié superior.

Definicié 3.2.2: Grup

Un grup (G, o) és un conjunt G amb una operacié o que V X, ), Z € G compleix els

segiients axiomes:
1. Tancat per la operacié: XYo) € §G
2. Element identitat: 3 € GtqEo X =X o0& =X
3. Element invers: 3X "' tq X' o X =X o X' =&
4. Associativitat: (X¥o))oZ=Xo (Yo Z2)

J

La combinacié d’aquestes dues definicions ens permetra fer calcul i composicions no lineals.

3.3 Acci6é d’un grup sobre un conjunt

Els grups de Lie poden causar transformacions sobre elements d’un altre conjunt, per exemple

rotacions i translacions, propietat que es fa servir molt a robotica. Aquestes transformacions
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vénen donades per 'accio del grup sobre un conjunt:

Definicié 3.3.1: Accions

Donat un grup G i un conjunt V es denota per X - v l'accié per I'esquerra de G € M

sobre v € V:

2 gxXY — YV (3.1)
(Xw)— X v (3.2)

que ha de satisfer les segiients propietats:
1. Identitat: £-v=v
2. Compatibilitat: (XY o)) -v=4&-(Y - v)

De manera analoga definim ’accié per la dreta.

Dos exemples comuns de grup actuant sobre vectors sén el de les matrius de rotacié SO(n)

(R - x = Rx) i el dels quaternions 83 (q - x = qxq*)

3.4 Espais tangents i ’Algebra de Lie

Donat X(t) un punt en moviment sobre la varietat del grup de Lie M, la seva velocitat

X = %—f en un cert moment t pertany a l’espai tangent a M al punt X: Ty M.

Definicié 3.4.1: Espai Tangent

Definim ’espai tangent a un punt X del grup de Lie M com l’espai generat pels

vectors tangents a les corbes regulars de la varietat que passen per X.

La diferenciabilitat del grup de Lie ens ddona la seva unicitat, i P'estructura és la mateixa a

tot punt.

F1GURA 3.1: Una varietat M i el seu espai tangent 7y M al punt X. Cortesia
de Joan Sola [Sola et al., 2020]

Definicié 3.4.2: L’algebra de Lie

En particular, definim ’algebra de Lie m com ’espai tangent a 1’element identitat:

m=T¢M
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Denotarem els elements de ’espai tangent amb el superindex “barret” 7. Si cal especificar
de quin espai tangent parlem el posarem com a superindex a 'esquerra: * 7" € Ty M, o bé
7N € TeM. Derivant la condicié de grup relacionada amb ’element invers podem trobar

una condicié necessaria i suficient pels elements de 1’algebra de Lie:

d(x'x)  de

_ -1y .'1 —
& —dt<:>2( X+ (X)X =0 (3.3)

on (X 1) és la derivada de Pelement invers de X, i entenem XX com 'accié per esquerra

del grup i (X)X lacci6 per la dreta.

Definint v := XX = — (X)X, aquesta igualtat ens déna una estructura per Ielement v
que s’ha de complir VX € M. Considerant X = £ tenim v = X, és a dir, que v € Ty M
quan X = €. Aixi doncs, 'estructura de 1’algebra de Lie és la de I'element v, que denotarem
ara com v = X'X. Com hem dit abans, I'estructura dels espais tangents és la mateixa
a tot punt, i aixi els elements X € TxM vénen donats per X = Xv”. Podem trobar un

exemple d’aquest procediment a la Fig. 3.2.

v =iw €iR

T,S8* \ T\58' = iR
st _

FIGURA 3.2: Sigui z € S! girant a velocitat angular constant w. La velocitat
z pertany als espais tangents 775" i 7,5 quan passa per 1 i z respectivament.
En l'espai tangent 7,5 la velocitat és z = ziw = —w sin wt-+iw cos wt expressat
en referéncia global, i v = jw en referéncia local. Estan relacionades a través
de ?v" = z'z = z*z. En l'espai tangent 775! aquesta relacié és 'v" = z = jw.
Podem veure com clarament 'estructura dels espais tangents ve donada per
iR, que és lalgebra de Lie. Aquesta és també l'estructura de z a la identitat,
raé per la qual identifiquem 1’algebra de Lie amb aquest espai. Cortesia de

Joan Sola [Sola et al., 2020]

3.4.1 Els isomorfismes de 1’algebra de Lie

Els elements 7" de I’espai tangent poden ser expressats com a combinacié lineal d’elements
d’una base F;, que anomenem generadors, i sén les derivades de X al voltant de 'origen en
la i-éssima direccié. Podem doncs fer servir aquestes coordenades com a vectors de R™, que
notem simplement com 7. Podem passar de m a R™ i viceversa a través dels isomorfismes

hat (1) i vee ()", que s6n inversos I'un de laltre:
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Definicié 3.4.3: Hat i Vee

Definim les funcions “hat” i “vee” com:

()M R™ - m
m
T —=Thi= ZTZ'Ei
p=ll
(-)v: m — R™

m
7-/\ — (T/\)V =T = ZTiei
=1

on els e; son la base de R™ (i e} = Ej).

3.5 L’aplicacié exponencial

L’aplicacié exponencial exp() és una generalitzacié per grups de Lie de ’exponencial habi-
tual', que ens permet passar d’elements de ’algebra de Lie a elements del grup. Explicat
de manera intuitiva, I’exponencial plega ’element tangent al voltant de la varietat seguint
la geodesica. L’aplicacié inversa és Iaplicacié logaritme log(). L’aplicacié exp() sorgeix de

manera natural considerant que la derivada de X sobre M és de la forma:
X =xv"
que per v constant és una EDO amb solucié
X (t) = X(0) exp(v"t)

i com tant X (0) com X(t) sén elements del grup, exp(v") també ho és. La definicié formal
per tot grup de Lie és massa complicada per aquest treball, pero en el cas d’un grup de
Lie matricial coincideix amb Pexponencial matricial. Es més, si tenim un grup de Lie mul-
tiplicatiu podem identificar I'aplicacié exponencial amb la serie de Taylor de I’exponencial

coneguda.

1Que és el cas particular de quan el grup és el grup multiplicatiu del nombres reals positius.
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Definicié 3.5.1: L’aplicacié exponencial

Si definim I'increment tangent com 7 = vt € R™ (de manera que 7" = v\t € m), les

aplicacions exponencial i logaritme es poden escriure com:

exp: m —M

=X = eXp(T/\)
log: M —m

X 7" =log(X)

I les expressions tancades surten de fer la serie de Taylor i aprofitar les propietats

algebraiques de 7" que tingui cada cas.

L’aplicacié exponencial té com a propietats importants:

exp((t + 3)7'/\) = exp(tT/\) exp (ST/\) (3.4)
exp(tt") = exp(TA)t (3.5)
exp(X7T X)) = Xexp(7") X (3.6)

on aquesta ultima es demostra facilment expandint la serie de Taylor i simplificant els termes
XX

Fem servir també una drecera important, les aplicacions exponencial i logaritme majtscules

Exp() i Log(), que ens permeten relacionar elements 7 € R"™ directament amb elements

X e M:

Definicié 3.5.2: Exponencial majiscula

Les dreceres Exp() i Log() es defineixen de la segiient manera:

Exp: R™ — M

T Exp(r) :=exp(7")
Log: M — R™

X — Log(X) :=log(X)"¥

3.6 Els operadors suma i resta

Els operadors suma & i resta & ens permeten introduir increments entre elements del grup
de Lie (corbada) i expressar-los en el seu espai tangent (pla). Es basen en combinar les apli-
cacions Exp() i Log() amb una composicié. Com la composici6 del grup no és commutativa

en general, definirem els operadors tant per ’esquerra com per la dreta:
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Algebra de Lie 7" e m &
/09
OM Y XeM

1,09
Vector T € R™

FicurA 3.3: Diagrama de les aplicacions entre ’espai tangent i el grup de

Lie. Hat (-)" i Vee (-)V s6n isomorfismes de representacions de 1’espai tangent,

exp(-) i log(+) relacionen l'algebra de Lie amb el grup de Lie, Exp(-) i Log(+)
son dreceres per poder relacionar directament R™ i el grup de Lie.

Definicié 3.6.1: Operadors ¢ i S

Tant TxM com TgM sén isomorfs a R™.
e Dreta:

& MXR" — M

(X, 1) — Xo¥r:=XoExp(¥r)=Y
eMxXM —R"

YV, X) +—YOoX:=Log(X'o))="r

o Esquerra:

O:R*" XM — M

Er,X) — T X =Expér)oX =)
O:MXM —R™

V,X) +—YoX :=Log(Yox)=°r

Notem que per 'operador resta la notacié és ambigua pels dos casos. En general i a no
ser que es digui el contrari, quan treballem amb pertorbacions ho fem en la referéncia

local i per tant estarem fent servir la versié per la dreta de @ i ©.

Per convenci6 direm que ¥7 estd expressat en la referéncia local a X' quan fem servir els

operadors per la dreta, i que €7 esta expressat en la referéncia global quan utilitzem els
operadors per ’esquerra.
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Y=%FoX =X

Y=freox=xo'r

F1GURA 3.4: Es mostren aqui dos camins que relacionen 1'origen £ amb el punt

V: Xo?*5if50X. Es diferencien en que %4 esta expressat en la referéncia

local i €6 en la referéncia global, i per tant usem I'operador @ adient pel cas,

dret per al local i esquerre per al global. Cortesia de Joan Sola [Sola et al.,
2020]

3.7 L’aplicacié adjunta

Identificant ) en les definicions per la dreta i 'esquerra de @ arribem a que €7@ X = X @t r,
és a dir, tenim una relacié entre els elements tangents locals i globals. Desenvolupant aquesta

relaci6 usant (3.6), arribem a é7" = XX+ A

Definicié 3.7.1: L’aplicacié adjunta

Definim I’aplicacié adjunta de M en el punt X com:

Ady:m —m (3.7)
" Ady(T") = XA (3.8)

de manera que éT = Adx (7).
Aquesta aplicaci6 és 'accié per conjugacié del grup sobre la seva algebra de Lie. Té

dues propietats importants:

Linealitat: Ady(at” +bo") = aAdy(7") + bAdx (") (3.9)
Homomorfisme: Adxy(Ady) = Adxy (3.10)

Gracies a la linealitat de I'aplicacié podem trobar un operador matricial equivalent:

Definicié 3.7.2: La matriu adjunta

Definim la matriu adjunta associada a I’aplicacié adjunta Ady com ’operador matri-

cial

Ady: R" —R" (3.11)

Yr— Ady¥r:=°%r (3.12)
Que es pot calcular a partir d’aplicar ()Y a Ady:

AdyT = (XA (3.13)
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Algunes propietats importants de la matriu adjunta sén:

XoT=(Adx7)0 X (3.14)
Ad,: = Ady™ (3.15)
Adyy = AdyAdy (3.16)

L’utilitzarem per relacionar linealment vectors de ’espai tangent a un punt amb vectors a

I’espai tangent a 'origen. Quan parlem de I’adjunta ens referirem a aquesta matriu.

3.8 Derivades en grups de Lie

Ja estem en posicié per poder definir les derivades en el context dels grups de Lie. Es
definiran unes jacobianes sobre varietats que es comportaran com les jacobianes ordinaries
a R™.

Sigui f: R™ — R"™ una funcié multivariable. La seva Jacobiana és la matriu n x m formada

per les derivades parcials:

gﬁ e gi

_ofx) _ | | grxm

J= > | |l eR (3.17)
Ofn ... Ofn
ox1 OTm
Cada columna j; correspon a
. _0f(x) _ . f(x+hei) — f(x)
R 319

on e; és I'i-essim vector de la base de R™. Per conveniencia, usarem la notacié més compacta:

J=1[j1,-jml ::llligbf(erhlz_f(x)

(3.19)

per referir-nos a ajuntar els j; de (3.18) per columnes. Reiterem que només es tracta d’una

notacié, ja que la divisié per un vector no esta definida.

Inspirant-nos en aquesta definicié de derivada, prenent els operadors @ i © per la dreta,
podem definir una derivada per una funcié f : M — N sobre varietats substituint les

operacions {+, —} pels nostres operadors {®, ©}:

Df(x) _ .  fXer)e f(X)
=1 2
DX T 0 T (3.20)
que seguint la nostra notacié anterior correspon a la matriu que té per columna i-éssima
lim L(X@Te )0 (X)
T—0 T '

Aquesta nova jacobiana representa la derivada de f(X') respecte de X, expressant les va-

riacions infinitesimals en I'espai tangent. Es, per tant, una aplicacié lineal entre els espais
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tangents locals Ty M i Ty X)N , on les columnes sén les derivades direccionals en les direccions

de la base.

FIGURA 3.5: Jacobiana J per la dreta d’una funcié f : M — N. Els vectors
7i(h) = he; € Ty M en la base canonica sén portats als vectors o; € 'Tf(/y)./\f
mitjancant @, f(-) i © (fletxes verdes), és a dir o;(h) = f(X & he;) © f(X).
Les geodesiques en M (blau) van a les corbes en blau a A/ (podrien no ser
geodesiques), que portem a l'espai tangent (corba vermella fina). Les columnes

ji de J corresponen al limit j;, = }llimaiT(h) i tenim aixi que J ens porta de

o
manera lineal vectors de Txy M = R™ a vectors de Tx)N = R™. Cortesia de
Joan Sola [Sola et al., 2020]

Per valors petits de 7T la segiient aproximaci6 és valida:

Df(¥)
DX

f(XEBT):)f(X)EB TeN (3.21)

Podem fer el mateix tipus de definicié per trobar jacobianes per l'esquerra (i.e. que fan
servir els operadors @ i © per lesquerra) i jacobianes creuades que els barregen. Com en
aquest treball no les fem servir i el procediment és analeg, no entrarem en més detall. Si
que mencionarem que les jacobianes per la dreta i I’esquerra estan relacionades a través de

I'adjunta:
EDf(X) *Df(X)

D’ara endavant, com a notaci6 es fara servir J % = %. També anomenarem jacobiana per

la dreta de la varietat M a la jacobiana de X = Exp(7):

_ D Exp(T)

Jo(7): Do

(3.23)

La demostracié que aquestes jacobianes compleixen la regla de la cadena és a apéndix. A,

on detallem també algunes regles de derivacié utils.
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3.9 Incertesa en varietats, propagacié de covariancies

Definim pertorbacions locals 7 al voltant d’un punt X € M a Despai tangent TeM, usant

els operadors & i & per la dreta:

X=XorT (3.24)
T=XOX (3.25)

Definicié 3.9.1: Matriu de covariancies

Podem definir de manera natural matrius de covariancies ¥y sobre I'espai tangent a

X mitjancant Uoperador esperanca E[]:

A~ A~

Yx =E[(r —E[r))(t —E[r]) | =E[r7 | =E[(X o X)(X¥ © X)T] € R™™ (3.26)

on m és la dimensi6é de l’espai tangent i hem usat que E[r] = 0. Aixd ens permet
definir variables aleatories normals en varietats: X ~ N (X, Xy). Notem que tot i que

escrivim Yy, la covariancia correspon en realitat a la pertorbacié tangencial 7.

FIGURA 3.6: La incertesa al voltant de X s’expressa com una covariancia en

lespai tangent al punt (ellipse vermella). Usant 'operador & portem ’ellipse

de probabilitat a sobre del grup de Lie. Cortesia de Joan Sola [Sola et al.,
2020]

La propagacié d’'una matriu de covariancies a través d’una funcié f : M — N, ve donada

per
Df . Df"
Y10 ¥ oy ¥ py

on hem usat 'aproximacié (3.21) amb la definici6 de la jacobiana (3.20).

(3.27)

Hem definit aqui la propagacié per pertorbacions expressades en referéncia local. També es
poden definir en referencia global fent servir els operadors per 'esquerra. Com els vectors
en referéncia global i local estan relacionats a través de ’adjunta, podrem usar-la per passar

de covariancies en referéncia global a covariancies en referéncia local:

¥y = Ady*SyAdy ' (3.28)



21

4 El sensor IMU i el seu grup de
Lie

4.1 IMUs

Una IMU (Inertial Measurement Unit) és un sensor que mesura acceleraci6 lineal i velo-
citats angulars en una referéncia inercial. Tipicament, aix0 s’aconsegueix combinant tres

accelerometres i tres giroscopis de manera ortogonal dos a dos.

z

N

™
:,j

—

FicURA 4.1: Diagrama de la configuracié d’una IMU. Els blocs blaus sén els
accelerometres, que mesuren les acceleracions lineals en cada eix a;. Els discs
verds sén els giroscopis que mesuren velocitats angulars en cada eix w;

Definicié 4.1.1: Accelerometre

Un accelerometre és un sensor que mesura ’acceleracié que experimenta respecte un
observador inercial en repos.

Una conseqiiencia d’aix0o és que un accelerometre en repos a la terra mesurara una
acceleracié de magnitud g cap amunt. En canvi en condicions de caiguda lliure un

accelerometre marca 0.
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Definicié 4.1.2: Giroscopi

Un giroscopi és un sensor que mesura la orientacié en que esta, i la velocitat angular

com a extensié d’aixo quan es combina amb un rellotge.

Les fonts d’error en les dades retornades per una IMU son diverses:

1. Alineacié: En una IMU ideal, els eixos sobre els quals estan muntats els accelerometres
son ortogonals i estan alineats amb els eixos dels giroscopis. En el moén real, a causa

d’imprecisions durant la construccio, aixo no es déna i indueix errors d’alineacio.

2. Escala: En alguns casos, les dades que retorna la IMU poden presentar un error lineal,
causant que les dades retornades siguin proporcionals a les reals. Aquests efectes sén

més aparents en valors alts d’acceleracio lineal i velocitat de gir.

3. Biaix: Per culpa d’imprecisions durant el procés de construccio i efectes de la tempera-
tura sobre els materials, cada eix de la IMU esta separat de ’origen per una magnitud
independent dels altres eixos. Aix0 causa que cadascun dels termes retornats esti-
gui afectat per un terme additiu desconegut. Ho modelem mitjancant 2 vectors de 3

components a; i wy

4. Soroll: Com tots els sensors, la IMU també esta afectada pel soroll de mesura. El
soroll a cada eix és independent, aixi que tenim també 2 vectors de 3 components a,, i
wy, que modelem amb una distribucié normal: a,, ~ N(0,%,,), w, ~ N(0,%, ), on

Yan 12, n s6n les matrius de covariancia i depenen del sensor.

Aquestes fonts d’error no tenen el mateix impacte en les mesures en condicions experimentals.
Els errors d’escala i d’alineacid solen ser negligibles, mentre que els errors causats pel biaix
son els més pronunciats, tant per la dificultat d’estimar-los com per la integracié d’aquests

durant I'estimacié de posicié i velocitat.

El model d’error del sensor que utilitzarem sera el segiient:

Amesura = Areal T Ap + An

(4.1)

Wmesura = Wreal + Wy + Wp

Les IMU s6n de gran interes en la robotica, ja que en teoria es pot reconstruir la trajectoria
del robot a través d’integrar respecte el temps les seves dades. També permeten detectar

situacions particulars, com per exemple que el robot rellisqui.

4.2 IMU i Graph-SLAM

Les dades de 1la IMU en un graf de factors estaran localitzades en factors entre estats del robot
consecutius. La freqiiéncia d’aquests sensors és molt alta, es poden generar milers de mesures
en un unic segon. Si simplement afegissim un node d’estat després de cada dada rebuda,
el nostre graf creixeria de manera molt rapida i es tornaria intractable. Voldriem, doncs,

tenir una manera d’integrar totes les mesures de la IMU entre dos estats “interessants”,
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generant aixi un factor de moviment entre ells. Aixo ens permetra mantenir el problema

d’una grandaria tractable.

Definicié 4.2.1: Keyframe

Un keyframe és un node d’estat del graf “interessant”. Aixo pot significar diferents
coses segons el que representi el node, i el criteri per decidir si és o no un keyframe es
pot definir lliurement.

En comptes de fer un graf de factors on cada mesura uneix dos estats, construirem
un graf de keyframes on els factors entre ells aglutinaran totes les mesures que les
relacionen.

L’exemple més senzill seria crear un keyframe cada segon. En aquest cas s’afegiria un
node d’estat al graf cada vegada que passa un segon. Un exemple més complex seria,
en un robot bipede, crear un keyframe cada vegada que un dels peus toca el terra.

Aleshores, cada node d’estat del graf correspondria a un pas del robot.

Entra una dada

de la IMU
(a0)

Entren més
dades de la IMU

Es genera

el keyframe
(o2 @) ~EH@)

F1GURA 4.2: Generacié de Keyframe en el cas de la IMU. Cada vegada que

rebem una dada z; de la IMU tindrem un nou estat relacionat amb ’anterior a

través de z;. En el moment que es decideix crear un keyframe s’aglutinen totes

les dades z; en un unic factor Z que relaciona ’anterior keyframe amb aquest,

evitant el creixement descontrolat del graf. A la practica no es generaran

els nodes vermells i simplement anirem aglutinant les z; fins que es generi el
keyframe.

Integrant les equacions del moviment, veiem que depenen fortament de:
o La posicid, orientacié i velocitat inicials (que haurem d’estimar).
o Les velocitats angulars i acceleracions lineals (que sén les dades del sensor).
« Els biaixos de la IMU (que haurem d’estimar).

Ates que petits canvis en les estimacions de I'estat inicial i els biaixos de la IMU afecten a
tota la integracié del moviment, necessitem una manera d’evitar haver de tornar a integrar

totes les dades a cada iteracié de 'optimitzacio.

Introduim aqui el concepte de preintegracié. Definirem unes noves magnituds, les deltes,
que depenen exclusivament de les dades de la IMU i dels seus biaixos. D’aquesta manera,

trobarem una expressié per 'estat que depengui d’'una banda d’aquestes deltes, i d’altra
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banda de l’estat inicial. Aix0 ens permetra recalcular estat quan canvii 'estimacié de

I’estat inicial sense haver de reintegrar totes les dades.

Siguin uns estats x; i x;. Recordant els conceptes introduits al capitol 2, aquests estats estan
relacionats per un factor que resumeix el moviment entre ells, representat en aquest cas per

una delta A;;. Aquesta relacié es nota amb un operador <) de manera que

x; =X P A (4.2)
i considerem també 'operador € de manera que

Ay =%, Ox; (4.3)

Remarquem que no estem definint la delta a través d’aquest operador, la delta ve de les
dades (i el biaix).

Siguin X;, X; estimacions dels estats anteriors. Per (4.3) podem trobar una Aij que relaciona

aquestes estimacions. Podem definir una funcié d’error e;;(%;, X;)
€jj = Aij S Aij = Az’j &) ()A(j ef{z) cR"” (4.4)

on © és l'operador vist al capitol 3.!

Voldrem poder construir la A;; incrementalment a la mateixa freqiiencia a que arriben les
dades de la IMU. Es a dir, per cada dada de la IMU que arriba (i que ens relaciona x; i xj

estats consecutius), generar una delta J; tal que:
Ajp = Ay B 6y, (4.5)

iaixi tenir x; = x; Do = x; DA Hop = x; D Ay

A?jj O,
X; X; Xk
Q LI I B
t; tijte 1

FIGURA 4.3: La delta preintegrada A;; conté tot el moviment des de el key-

frame x; fins a temps ¢;, mentre que la delta actual §; conté el moviment des

de x; fins a xj, on ¢, —t; és el temps de mostreig de la IMU. Cortesia de
Dinesh Atchuthan [Atchuthan, 2018]

D’aquesta manera:

®
X2 =X1 PA12 =%X0P (Ao, 1 BA12) =x0D Ao = x0P Z O (4.6)

Ik E€(x0,x2)

tenim una expressié que només depen de ’estat inicial i les deltes, que depenen només de

les dades de la IMU, tal com voliem.

Veurem més endavant que és un grup de Lie.
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Com hem dit abans, pero, les dades de la IMU estan afectades per un biaix que haurem d’anar
estimant. El canvi, en I'estimaci6 del biaix si afecta a les deltes, i per tant haurem de trobar
una manera d’actualitzar-les sense haver de tornar a integrar-ho tot. Aixo ho aconseguirem
mitjancant un procés de linealitzacié de I'efecte del biaix sobre les deltes, permetent-nos

corregir les deltes a posteriori mitjangant unes jacobianes precalculades.

Aixi, explicitant la dependéncia en el biaix del sensor ¢;, 'equacié (4.5) passa a ser:

On posem la barra per denotar que son les deltes i els biaixos precorreccié. Finalment,
donada una nova estimacié c¢; del biaix, podrem corregir la delta a posteriori (en el nostre

cas al calcular els errors per minimitzar la funci6é de cost) utilitzant una jacobiana:
X _ Aij _
Aij = Az-j(ci) D Jci (CZ' — CZ') (4.8)

onJ é” és la jacobiana de la delta respecte el biaix. Es a dir, corregim utilitzant 'aproximacié

de primer ordre.

Introduirem a partir d’aqui les definicions formals de tots aquests objectes.

4.3 Preintregracié de les dades.

Al llarg de la resta d’aquest capitol donarem les derivacions de les deltes i explicarem el
procediment per construir la teoria de preintegracié, que ens permetra fer us de la IMU de
manera eficient en els nostres problemes de SLAM. Tot i que aquest treball esta centrat en
la preintegracié de la IMU per a problemes bidimensionals on el robot es mou sobre un pla
no inclinat, explicarem primer el procediment sobre I’espai tridimensional, que ens permetra
donar un sentit fisic a les nostres deltes. A més a més, fora del problema teoric el nostre
robot si que viu en un espai tridimensional, i les IMUs estan dissenyades amb 3 eixos en
ment.” El canvi posterior al cas 2D és senzill i molt semblant al cas 3D. El farem abans de
comencar a aplicar teoria de Lie, ja que és on els dos casos comencen a divergir fortament.

La descripcié completa del cas 3D pot ser trobada a [Atchuthan, 2018].

4.3.1 Integracié de l’estat en referencia absoluta

Definirem l'estat de la IMU (és equivalent a ’estat del robot, posat que hi esta fixada) com
x = (p,v,R), on p és la posicié, v és la velocitat (tots dos en referencia globals) i R és la
orientacié en forma de matriu de rotacié. En particular, R és la matriu que ens porta un

vector en referéncia local a la referencia global. Usarem I'operador antisimetric [-], , que per

2De fet es podria construir una IMU especificament pel cas 2D fent servir dos accelerdmetres posicionats
sobre els eixos X i Y, i un giroscopi sobre I’eix Z. Una IMU normal consta de 3 accelerometres i 3 giroscopis
posicionats sobre cadascun dels 3 eixos.
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vectors de R? és

0 —Wws w2
W, i=|ws 0 —w| R (4.9)
—W?2 w1 0

L’evolucié de x esta governada per les equacions cinematiques segiients:

p=v
v =g+ Ra (4.10)
R:R[w}x

on g és el vector de la gravetat i definim b = (a,w) com el vector de magnituds inercials:
les magnituds de l'acceleracié lineal i la velocitat angular experimentades per la IMU en la
seva referéncia local. Aquestes magnituds sén obtingudes en temps discrets ¢; a partir de

mesures de la IMU amb soroll i biaix, és a dir:

ai—a, —a —a
) m,J )J n
(4.11)

Wj = Wm,j — Wpj — Wn

on hem fet servir el model del sensor descrit a (4.1): e, sén les dades mesurades, e, sén
els biaixos i e,, €l soroll. Suposant que aquestes magnituds sén constants durant el periode
de mostreig de la IMU 6t = t;, — ¢;, tenim la discretitzaci6é de les equacions del moviment
segiient:
L o 1 2

Py =Pp; + Vj(Sf + igdt + §Rjaj5t

vy = v; + gdt + Rja;dt (4.12)

Rk = Rj exp([wjét]x)

Aquesta suposicié és molt important, com veurem més endavant. A més a més, la podem
fer gracies a les altes freqiiéncies a les quals treballa la IMU, sobretot en situacions poc

dinamiques.

4.3.2 Definicions de les deltes

Considerem una referéncia en caiguda lliure sense rotacié G; en un espai 3D. Una IMU ideal
(sense biaixos ni sorolls) sobre aquesta referencia mesuraria 0 tant en acceleraci6 lineal com
en velocitat angular. Mesures no nulles correspondrien a moviment relatiu entre la IMU i G;.
Per tant, podem identificar les deltes de la IMU com els increments de moviment respecte
una referéncia en caiguda lliure sense rotacié. En altres paraules: la posicié, velocitat i

orientacié de la IMU expressades en la referencia G;.

En un moment ¢;, inicialitzem G; a x; = (ps, vi, R;), estat de la IMU en el moment ¢;. En
un moment ¢; posterior, la referencia G; s’ha mogut sota I'accié de la gravetat g i l'estat de
la IMU és x; = (pj,Vvj,R;). La variacié en l'estat A;; queda definida com la variacié en

posici6, velocitat i orientacié de la IMU entre G; i G;:
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Vi

R;
pl
Gi=x=4 Vi
R; pi ¥

pi + Vit + gAt?
G = v; +gAt

R;
1 2
Di + VAt + SgAt

v, + gAt

FIGURA 4.4: La referéncia sense gir en caiguda lliure G; segueix una trajectoria

parabolica governada només per la gravetat g i determinada per les condicions

inicials p;, v; i R;. La delta entre temps ¢ i j es defineix com l'estat de la

IMU x; en temps j expressat en la referéncia G;. Cortesia de Joan Sola [Sola,
2019]

Definici6 4.3.1: A;; en 3D

A partir de I'explicacié de com interpretem les deltes, definim A;; a través de les seves

parts:
1
Ap;; =R/ (pj — Ppi — Vit — 2gAt?j>
Avij =R (vj —vi — gAty;)
AR;; = R/ R;

(4.13)

on At;; :=t; —t;. Aquesta definicié per les A;; coincideix amb la donada per [Lupton and

Sukkarieh, 2009; Forster et al., 2015] pero li hem donat aqui una interpretacio fisica.

En tot moment podrem recuperar I'estimacié de 'estat x; a partir de I'estimacié de 'estat

x; 1 la delta del moviment A;;:

1
P; = Pi + ViAtij + §gAt12j + RiApij
v, =V, + gAtij + Rz‘AVZj (414)
Rj = RZARU

Notem que aquestes deltes formen un grup:
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Definicié 4.3.2: Composicié de les deltes

La composicié Ay := A;; B Ajj esta definida per

Apir = Apij + AV,‘jAtjk + ARijApjk

Av, = Avij + ARijAij (4.15)
Amb element identitat Ag = [(0,0,0), (0,0,0), I3] i inversa A" definida per:

Ap' = —AR'(Ap — AvAY)
Av' = —AR'TAv (4.16)
AR' = AR'

O @

FiGURA 4.5: Composicié de les deltes

4.3.3 Preintegracié incremental de les deltes

Substituint la integracié discreta de (4.12) en la definicié de les deltes (4.13) arribem a

I’expressié que ens permet actualitzar la delta de manera incremental:

1
Apir = Apij + Avijét + iARijajétQ
Avy, = AVZ']' + ARZ-jajét (4.17)
ARik = ARZ']' exp([wjdt]x)

Aquestes equacions sén analogues a les del moviment d’'un cos en una referéncia inercial
sota acceleracié i velocitat de gir constants. Per un desenvolupament més detallat, veure
I’apendix. B.1.
Fem notar que aquestes expressions séon dependents només d’elements de la delta A;; i de
les magnituds inercials. Definirem ara una nova delta ¢;;, a partir d’aquestes magnituds en
el moment t;:
1
(Spjk; = iajétg

5ij = aj5t (4'18)

6R;i = Rexp([wdt],)
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iaixi (4.17) és la composicié Ay, = A;; B 0, descrita abans. Veiem com clarament podrem
anar integrant les dades de la IMU segons arriben en una tnica delta que ens relacionara els
keyframes consecutius. Com a notacié, farem servir A per les deltes preintegrades i § per la

delta actual, corresponent a les tltimes dades de la IMU.

La delta actual definida aqui és la mateixa que surt a altres articles que parlen de integraci
de IMUs com [Forster et al., 2015]. Veurem, pero, que fent servir la teoria de Lie arribarem

a una expressio millor.

4.3.4 El cas 2D

Hem descrit fins ara la base fisica tridimensional sobre la qual hem definit les deltes. En
aquesta seccid explicarem quines coses canvien al passar al cas 2D, i les que no es mencionin

seran iguals que abans.

Per passar al cas 2D projectarem sobre el pla XY i ens desfarem aixi de la gravetat g. L’estat
x continua estant definit com x = (p,v,R), pero ara p i v sén vectors 2D corresponents a
les components x i y del cas 3D. R és la matriu de rotaci6é corresponent al gir al voltant de

leix z del cas 3D. L’operador antisimetric [-],, en 2D és

X

W], = [0 ‘“] (4.19)

Les equacions cinematiques (4.10) que governaven l’evoluci6 de l’estat passen a ser:

p=v
v = Ra (4.20)
R=R [w]x

on simplement ha desaparegut la dependéncia de la gravetat. La integracié discreta (4.12)

passa a ser ara:
Pk = Pj + V;0t + %Rjaj5t2
Vi v, + Ryt (1.21)
R, =R; exp([wj&]x)

amb 0t := t;, —t; com abans.

La definicié de les deltes al cas 2D canvia només en el fet que ara la referencia es mou a

velocitat constant sense rotacid, ja que 'inica acceleracié present era la de g:

Definici6 4.3.3: A;; en 2D

Api; =R/ (p; — pi — vildt;;)
AVZ'j = RI (Vj — Vz’) (4.22)
AR;; = R/R;
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on At;j :=t; —t; com abans. La composicié és exactament com abans tenint en compte els

canvis de dimensio.

Es facil comprovar que substituir (4.21) a (4.22) ens porta a la mateixa expressié per la

preintegraci6 incremental que al cas 3D.

4.4 El grup de Lie de la IMU

Fins ara, a causa de com esta descrita en la literatura la definicié de les deltes, totes les
integracions i definicions han sigut per blocs. Per definir el grup de Lie de la IMU tenim
dues opcions, la versié per blocs que tracta cada component de la delta per separat amb la
seva propia varietat (i.e. les parts no interactuen entre si i les podem tractar una a una),
o la versié compacta on considerem les deltes membres d’una tnica varietat (i.e. les parts
interactuen i es defineixen les operacions sobre el conjunt total). Aquesta segona versié és la
que és consistent amb la teoria de Lie definida al capitol 3 (i és més precisa a la practica) i és
la que desenvoluparem en aquesta seccid, pero hem de mencionar que a ’hora d’implementar-
ho en codi ens hem vist obligats a usar les definicions de les Jacobianes corresponents al grup
de Lie per blocs, a causa de no haver trobat I’expressié tancada d’una de les jacobianes del
grup compacte. No obstant, si que s’ha pogut implementar sense problema la preintegracié

com a grup de Lie compacte.

4.4.1 Elements del grup de Lie

Podem representar les deltes de la IMU de les segiients maneres equivalents:

Ap
AR Av Ap
Av
A=|0 1 At|= (4.23)
AR
0 0 1
At

Observem ara que si afegim At al grup (amb la composicié suma, identitat 0 i inversa —At),
la versi6 2D de la composicié de grup que haviem definit a (4.15), coincideix amb el producte

de matrius quan representem les deltes en la forma matricial:

ARZ'ARJ' ARZ'AV]‘ + Av; ARZ‘Apj + AViAtj + Ap;
AiAj = 0 1 At; + At]’ (4.24)
0 0 1
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i els elements invers i neutre també:

[ART —ARTAv —ART (Ap — AvAt)
At=1 0 1 —At
0 0 1
- (4.25)
Z 00
Ac=10 1 0
0 0 1

Aquestes deltes viuen a I'espai R? x R? x SO(2) x R, que és una varietat, i per tant tenim

un grup de Lie per les deltes de la IMU.

4.4.2 L’espai tangent

Per caracteritzar 1'espai tangent procedirem com hem explicat al capitol de teoria de Lie
(capitol 3). Definint les variacions instantanies v =: aaA—gp, a:= %A—g", 5= %—Agt, i la matriu

[w] = ART AR, trobem que Pelement 7" és

w] ARTa AR (v —sAv)
SAoAA=|o o . (4.26)
0 0 0

i que I'tnica restriccié que tenim és que [w] sigui antisimetrica. Denotarem aixo per [w], a

través de 'operador antisimetric.

L’equacié (4.26) ens déna Pestructura de 7" = A™A. Per trobar Iestructura de I’algebra de

Lie, mirem com és aquest element a la identitat:

v

s|=7" (4.27)
0

Per més detall sobre aquest desenvolupament, veure 'apendix. B.2.

Tenim la segiient EDO VA:
N =A"A= A=A7r" (4.28)

i denotarem a partir d’ara T = [v, a, w,s]T € RS com el vector associat a I’algebra de Lie 7/,

seguint la notacié de (4.23).

4.4.3 L’exponencial

A

Solucionant 'EDO (4.28), on suposem que 7" és constant, arribem a l’aplicaci6 exponencial:

[wl

a v
A(&) = A(0) exp 0 0 s|-¢ (4.29)
0 0
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on A(0) = 1.

Per trobar la forma tancada considerem ’exponencial matricial en £ = At: A(At) = exp(A)

1
Z EAk’ on A =T1"At.
k>0

Definint per conveniéncia les magnituds [0], = [w], At, v := aAt, p := vAt, trobem per

X

induccié la segiient expressié per les poténcies d’A:

0, v p Z 00
A:=AAt=1| 0 0 sAt|, A"=10 1 o],
0 0 0 0 0 1
07 [0)cv (0], p+vsAt [0 [0 v 015 p+ (0], vsAt
A? = 0 0 Ad=1 0 0 :
0 0 0
O 5 v 101 o+ 057 vsA
AF =1 0 0 0 (4.30)

. 1 1 _ 1 _
Definint ara R := Z o 6% = exp([0]y), Q:= Z o 015t P = Z o (6572 ens queda:
k>0 k>1 k>2
R Qv Qp+sPrAt R QaAt QvAt+ sPalAt?
A(At) =exp(A) = |0 1 At =0 1 At (4.31)
0 0 1 0 0 1

Aquesta expressié encara depén de v, que no és part de les mesures de la IMU. Ens fixem,

pero, en uns quants detalls:

o Per integrar 'EDO (4.28) hem suposat que (a,b,w) eren constants durant el pas d’in-

tegracio.

e A la definici6 de les deltes, haviem dit que eren la diferéncia en moviment respecte la
referéncia en caiguda lliure (sense acceleraci6 pel nostre cas 2D). A Dinici del periode

d’integracio, la diferéncia de velocitat entre la referéncia i la IMU és 0, és a dir, v = 0.

A més a més, a i w corresponen a les dades que ens dona la IMU. Haviem suposat a 4.3.3
que aquestes magnituds eren constants durant el periode de mostreig de la IMU. Per tant,
podem considerar v = 0 durant tot el pas d’integracié, si considerem que aquest pas és més

curt o igual que el temps de mostreig de la IMU.
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Considerem també el significat de s = 88—%15. s ens diu com de rapid evoluciona At. Es a dir,

si prenem § = 1 estarem dient que les At canvien al mateix ritme que el nostre temps ¢°.

L’expressio per la delta és en aquest cas:

R QaAt PaAt?

A=10 1 At (4.32)
0 0 1
amb ’algebra de Lie
@, a0
=10 01 (4.33)
0 00

Les expressions tancades de R, Q i P sén les seglients:

R = cos(0)I +sin(0) [1],, = R(6) (4.34)
o— sine(G)I n 1- c@os(&) . (4.35)
p-1= ;25(9)1 Lo ;i;l(e) 1, (4.36)

on R(#) és la matriu de rotacié6 d’angle 6. Per un desenvolupament detallat d’aquestes

expressions, veure I’apendix. B.3.

Observem que per valors de 6 prou petits Q ~ I, P =~ %I , 1 si identifiquem 6 = wAt (és a

dir, amb una velocitat angular i un pas de temps prou petits):

exp([w], At) aAt FaAt?
A= 0 1 At (4.37)
0 0 1

Que coincideix amb la delta que haviem definit a partir de les magnituds inercials quan
At = 6t (4.18), i amb la que surt fent el grup de Lie per blocs. Si no fem aquesta aproximacié
d’angle petit, tenim una definicié per la delta actual més acurada, ja que té en compte

interaccions entre les parts de la delta.

4.4.4 Preintegracié incremental en el grup de Lie

Com hem vist a la seccié 4.3.3, la preintegracié incremental de les deltes ve donada per la

composicié de grup. En termes de I'exponencial que hem trobat a l’apartat anterior:

Aik = Az’jéjk = Aijexp(rﬁcét) = AjkEXp(Tjk(st) (438)

3Valors de s # 1 podrien ser usats per usats en sistemes que utilitzen un rellotge que va a un ritme diferent
del temps real.
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On Tj; = [0, a;,wg, 1] és de l'espai tangent a A;; expressat en referéncia local. Aquesta
preintegracié depén només de les dades que ens dona la nostra IMU (ag,wy) i del temps de

mostreig dt, tal com voliem.

4.4.5 Jacobianes

A causa del que hem mencionat al principi d’aquesta seccid, desenvoluparem les jacobianes
tant pel grup de Lie compacte com pel grup de Lie per blocs. Es poden fer servir indistinta-
ment, perd s’ha d’anar amb compte de no barrejar-les. Es a dir, quan apliquem la regla de
la cadena i fem servir les jacobianes en la propagacié de covariancia i correccié de les deltes,

haurem d’escollir quina definicié fer servir.

Les jacobianes trivials sén les corresponents a les magnituds inercials (4.11):

Compacta Blocs

b = I (4.39) b = I (4.42)
Jp, =—1Is (4.40) Jp, =—1Is (4.43)
Jp =—1Is (4.41) Iy =—1Is (4.44)

on hem fet servir la notacié by, = (am,wm), by = (ap,ws) i by = (an,wy). Es normal que

donin igual ja que no sén jaocbianes de les deltes.

Sigui T = [v, a, w,s]T el vector tangent a la delta del pas actual §. Si no tenim una expressié
tancada de la seva Exponencial, [§p, v, R, 6t] T =: § = Exp(76t), la jacobiana de 8 respecte

T és, seguint la notaci6 del capitol 3:

Compacta Blocs
38 Dé _ DExp(rdt) Qdt sP6t2 Q' [1], vst® +P'[1], adt?
DT DT (445) |~ |0 Qdt Q' [1],, ast?
= J,(T6t)6t Jr = 0 0 st
0 0 0
(4.46)

on J, és la Jacobiana per la dreta de la varietat. D’aquesta jacobiana no hem trobat, per
ara, una forma tancada. Aix0 impedeix que fem servir les jacobianes de la versié compacta
en la posterior implementacié. En la jacobiana per blocs, R, Q, P, sén les funcions de (4.31);

R', @, P’ les seves derivades respecte 0; totes elles avaluades en wdt.

_— o O O
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En el nostre cas, pero, si tenim una expressié tancada quan v = 0 i s = 1 corresponent
a considerar el vector tangent que ve de les magnituds inercials. Per fer aixo, prenem la

definici6é d’exponencial de (4.32) amb només dues variables, les de les magnituds inercials:

Compacta Blocs
J0 =3%37 = P2 P[], adt?
5t Q'[1], adt
0000 gi— |t llka (4.48)
0010 0], o (4.47) 0 —Rat
= r(T0t)ot

0010 (rot) 0 0
0000

on R, Q, P, sén una altra vegada les funcions de (4.31); R/, @', P’ les seves derivades
respecte 0; totes elles avaluades en wdt. Aquesta vegada, pero, tenim expressions tancades

per totes elles, que podem trobar a 'apendix. B.3.

Per la composicié A, = A;;dj, tenim les segiients jacobianes:

Compacta Blocs
Jﬁlk _ Jizjéjk _ Adéjk—l (449) I Ig(stjk 5pjk 0
JAVEY) A 0 IQ 5ij 0
J““_J‘“"_I 4. JA* = 4.51
ik 6 ( 50) Aij 0 0 (5Rjk 0 ( )
i 0 0 1
_ARZ'j 0 0 AVZ'J'
ink _ 0 Z&I?ij O O
Oik 0 0 ARy O
i 0 0 0 1
(4.52)

4.4.6 Propagacié incremental de la covariancia

Denotant per X5, la covariancia de la delta actual, 3a,; la de la delta preintegrada, i 3,

la del soroll del mesurament, les covariancies es propaguen de la segiient manera:

Sa, =3 SA JA”“ + J5 s (4.53)

]k 5kg

5; Sk . . 85
on s, = Jb’: EanJnk , 1 obtenim JbJ: = Jb”‘Jgn amb la regla de la cadena.
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4.4.7 La jacobiana de delta respecte el biaix, correccié de les deltes

Siguin A i by la delta preintegrada i el biaix utilitzat durant aquesta preintegracié. Actu-
alitzarem la delta a cada iteracié de I'optimitzacié utilitzant la nova estimacié del biaix c,
mitjancant la linealitzacié

A=AaJp (b, —by) (4.54)

Per trobar una manera de construir aquesta jacobiana incrementalment sigui A = Ay, =

A;jd;1, i apliquem la regla de la cadena:

Aip _ 7Rk _ 7Rij05k A Aijdjk 19k
o =, = JAU o, + J(;jk Jb, (4.55)
5jk 6jk b Aij . . B . .
amb Jbb = J Jbb i Jbb la jacobiana de l’anterior pas incremental, que comenca per

61'1' —
3 =o.

4.5 Pipeline

Finalment, resumim a continuacié com utilitzem els objectes definits al llarg d’aquest capitol:

1. La IMU fa una mesura. Aquesta dada és corregida utilitzant el biaix estimat, donant

les magnituds inercials: f(zg, by) = bjy (4.11).
2. Es calcula la delta actual a partir de les magnituds inercials: 0;;, = Exp(7;,6t) (4.38).

3. Es preintegra la delta Ay, = A6, (4.38), es propaga la covariancia 3p,; (453)ila
jacobiana del biaix J bA;’“ (4.55).

4. Es repeteixen els passos 1-3 fins que es genera un keyframe x,. Es crea el factor

que el relaciona amb l'anterior keyframe x;, que conté el resultat d’aquests calculs
Aip

incrementals: A;p, 3a, Jbb .

5. A cada iteracié de 'optimitzacié corregim la delta de cada factor afectat usant la nova

estimacié del biaix (4.54) i tornem a computar lerror del factor amb el nou biaix.
€ip = Aip(éi) S (Xpexi) (44)
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5 WOLF

WOLF (WindOwed Localization Frames) [Sola* et al., 2021} és una llibreria desenvolupada
a 'IRI per l'estimacié d’estat de robots, basada en grafs de factors. Esta dissenyada modular-
ment de manera que nous algorismes i sensors poden ser afegits de manera escalable. Tenim
la llibreria central anomenada WOLF-core que conté les capacitats basiques, aquesta és este-
sa a través dels plugins, que sén llibreries dependents de WOLF-core amb implementacions
per nous sensors/algorismes. La feina detallada en aquest treball ha sigut implementada a

WOLF a través d’un plugin, desenvolupant la capacitat de resoldre problemes 2D.

5.1 Estructura, Parbre de WOLF

WOLF organitza les diferents parts que apareixen en problemes de navegacio:

1. Hardware i Software:
e Sensors
e Processadors de dades

2. Trajectoria (s’actualitza segons avanga el temps):
o Frames
e Captures de sensors
o Features o mesures extretes de les captures
o Factors enllacant les features a altres entitats. N’hi ha de diversos tipus:

— de moviment i de loop closure: enllacen a altres Frames

de landmark: enllacen a landmarks del mapa

de calibratge: enllacen a parametres dels sensors
— absoluts: enllacen només una entitat
— combinacions dels anteriors

3. Mapa: Landmarks

Aquesta estructura esta representada en ’arbre de WOLF (Fig. 5.1), que és on es guarda tota

la informacié del problema. Consta de les classes base que reprodueixen tots els elements
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Hardware

Trajectoria

(Frame 1) Frame 2 (Frame 3)Landmark 1)(Lm. 2)

[Captura 1][Cap. 2] [Cap. 3] [Cap. 4] [Cap. 5] [Cap. 6]

(Feature 1)(Feat. 2)(Feat. 3)(Feat. 4)(Feat. 5)(Feat. 6)

(Factor 1) (Fac. 2) (Fac. 3) (Fac. 4) (Fac. 5) (Fac. 6)

FicUrA 5.1: Arbre de WOLF basic on apareixen els membres de l'estructura

del problema robotic. El node arrel és el Problema, d’on surten els nodes Hardware,

Trajectoria i Mapa, les tres components principals del nostre problema:
« Hardware: Es una llista de sensors, on cada sensor té:

— Un o més blocs d’estat pels parametres extrinsecs: posicié i orientacié en el

robot.

— Un o més blocs d’estat pels parametres intrinsecs: tipicament parametres de

calibratge.
— Una llista de processadors als quals esta relacionat el sensor.

Els blocs d’estat son una classe que conté petits vectors d’estat que representen entitats

fisiques que volem estimar.

o Trajectoria: és una llista de referencies a Frames, cadascun descrivint ’estat del robot

en un temps diferent.

e Mapa: és una llista de referéncies a Landmarks, cadascun descrivint I'estat d’algun

objecte de I'entorn.
. La majoria dels nodes que segueixen sén contenidors de dades:
¢ Els nodes de sensor contenen els parametres extrinsecs i intrinsecs.
o Els Frames formen l’estat i contenen captures.

— Les Captures contenen mesures dels sensors, Features (mesures metriques deriva-

des de les dades), aixi com els Factors associats.
o els Landmarks contenen l'estat/descripcié de I'objecte de ’entorn.

Gairebé tot el processament es duu a terme en 3 nodes: Processadors (front-end), Factors
(back-end) i Problema (gestié de l’arbre i comunicacié amb el solver). Les dades dels sensors
son processades en el front-end pels processadors. El front-end és també l'encarregat de

generar 'arbre de WOLF, a partir del qual tindrem el graf del problema, poblant-lo de nous
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nodes (Frames, Captures, Landmarks,etc) segons sigui necessari. Aquest graf després passa

pel back-end, on el solver fa I'optimitzacié descrita al capitol 2.

Cadascun dels nodes de les branques de I’arbre pot tenir un nombre arbitrari de fills, i aquests
tenen accés al seu node pare. Hi ha, pero, certes connexions entre nodes que trenquen aquesta
estructura d’arbre i ens permeten crear una graf de factors que representa al nostre problema,

com podem veure a la Fig. 5.2. Aquestes connexions sén les segiients:
e Les Captures tenen accés al sensor que les ha creat

o Els Factors tenen accés als nodes que continguin els blocs d’estat necessaris per com-

putar el seu residu.

¢ Els nodes tenen accés a qualsevol factor que involucri un dels seus blocs d’estat

F1GURA 5.2: Arbre de WOLF amb les relacions que el fan equivalent a un
graf de factors. En vermell mesures visuals de Landmarks, en blau mesures
de la IMU. Tota Captura té un punter cap al sensor que I’ha creat (solida), i
els Factors ¢ tenen apuntadors (discontinua) cap als nodes que apareixen al
seu model de mesura. En doble linia estan indicats els nodes que contenen un
bloc d’estat, parametres extrinsecs en el cas de la camera Sy i biaixos en les
captures de la IMU C1, Cs, C3. Veure Fig. 5.4 pel graf de factors equivalent

5.1.1 Inicialitzacié del problema

Un problema de SLAM comenca amb el robot preparat per a dur a terme la seva missio.
Al nostre arbre, aixo correspon a tenir tota la branca de Hardware inicialitzada, i un Frame
dins la Trajectoria amb les condicions inicials del robot. Mitjancant WOLF-autoconf podem
utilitzar arxius YAML per tal de descriure el hardware i aquesta situacio inicial. La Fig. 5.3
descriu aquest procés. Els arxius YAML contenen els sensors i els seus parametres, els
processadors i els seus parametres, el solver i els seus parametres, el gestor de ’arbre i els
seus parametres, i I’estat inicial del robot. Aquests arxius també li indiquen a WOLF on
trobar les diferents peces. WOLF carrega durant el runtime tots els plugins i registra les

classes derivades en factories especifiques a core. Aixo vol dir que podem preparar diferents
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Arxius Estructura Servidor de Arbre de
YAML Analitzada parametres P WOLF

Factories

d’objectes

FicUura 5.3: Pipeline de configuracié mitjancant arxius YAML. Els arxius

YAML sén analitzats i la seva estructura guardada en un servidor de para-

metres. El métode autoSetup() llegeix d’aquest servidor i crida als plugins

necessaris, els creadors d’objectes dels quals sén registrats a les factories de
core. Finalment utilitza tot aixo per inicialitzar ’arbre de WOLF.

problemes d’estimacié sense haver d’escriure codi ni tornar a compilar, simplement cambiant

aquests arxius YAML.

5.1.2 Processadors

La resta de l'arbre la construeixen incrementalment els processadors segons reben dades

noves. Sén responsables de:
o Extreure Features de les dades contingudes en Captures.
¢ Associar Features amb altres nodes de I'arbre.

Decidir sobre la creacié de Frames:

— Crear Factors per cada Feature associada.
— Crear nous Landmarks al mapa.

— Avisar de la creaci6 del Frame.

Unir-se a Frames generats per altres processadors.
e Tancar loops.

Els processadors creen nous nodes, pero no tenen la capacitat d’eliminar-los. Per tant, cal un
gestor que pugui eliminar nodes segons sigui necessari per mantenir ’arbre d’una extensié
tractable. A WOLF-core hi ve inclos un gestor que fa servir finestres lliscants sobre els

Frames, pero és possible implementar-ne d’altres amb criteris diferents.

Hi ha molta varietat en algorismes de processament, pero en SLAM podem identificar-ne tres
tipus principals: seguiment del moviment, seguiment de features, i tancament de loops. El
processador programat durant aquest treball és del primer tipus, i en farem un petit resum,

tot i que ja ’hem descrit en detall als altres capitols.

Preintegradors de moviment amb autocalibratge

Basant-nos en la teoria general de preintegracio i afegint-hi les deltes i jacobianes de la teoria

de Lie, tenim la seglient pipeline implementada genericament a WOLF-core:

1. Precalibratge de les dades de moviment: v = f(u,c), J¥, J¥
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2. Computaci6 de la delta actual: § = g(v), J?

v

3. Preintegracié de la delta: A «— Ao§, J3, J§
4. Integraci6 de la covariancia: Qa +— JRQaJA T JEIINQuIRIINT

5. Integracié de la jacobiana respecte dels parametres de calibratge: J£ <— J ﬁJéA +
IS IIE

On u sén les dades de moviment del sensor, ¢ I’estimaci6 inicial dels parametres de calibratge,
v les dades de moviment calibrades, J la delta de moviment actual, A la delta de moviment

preintegrada, J% les jacobianes computades segons la teoria de Lie, i Q la covariancia de x.

Es publiquen estats a la mateixa freqiiéncia d’entrada de les dades, amb x; = x; < Ay
on x; és l'iltim Frame. Les classes derivades d’aquest tipus de processador només han
d’implementar la funcié g(f(u,c)), la composicié o i 'operador € per tal d’implementar un

nou processador d’aquest tipus.

5.1.3 Factors

Pel que fa als Factors, la delta preintegrada A pot ser corregida per valors dels parametres
de calibratge c diferents als inicials € mitjancant la linealitzacié A(c) = A @ J5(c —¢). El
residu entre dos Frames consecutius r(x;,x;,¢) = QT/ *(Ae) & (x; BHx;)) fa que puguem
observar el parametre c. Aixo ens permet, per exemple, actualitzar I’estimacié dels biaixos
de la nostra IMU, pero notem que en el cas general és valid per qualsevol parametre de

qualsevol sensor.

5.1.4 Grafi Solver

QOE

X
B @;m

R

BB

FI1GURA 5.4: El graf de factors equivalent a la Fig. 5.2. Aquest graf ens permet
estimar els parametres extrinsecs de la camera pels blocs d’estat a S2 i el biaix
de la IMU a les Captures C1, C3 i C5.

L’arbre de WOLF és equivalent a un graf de factors. Podem veure un exemple de graf en
la 5.4, Els nodes d’estat d’aquest estan continguts en els nodes Sensor, Frame, Captura
i Landmark. WOLF permet designar certs nodes d’estat com a fixos per excloure’ls de
loptimitzacié. Els nodes de factor del graf vénen dels nodes Factor de 'arbre. Aquests

s’encarreguen de calcular un residu i apuntar cap a tots els blocs d’estat que apareixen al
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seu model de mesura. Opcionalment, també poden funcions de pérdua per permetre una
estimacié robusta davant outliers. Com el solver requereix de les jacobianes, WOLF inclou

Factors base que poden calcular jacobianes numeriques en cas de no tenir-ne d’analitiques.
Finalment el solver no lineal efectua les segiients passes a cada iteracié:
1. Avalua els residus de tots els Factors i computa les jacobianes respecte els blocs d’estat.

2. Ajunta totes les jacobianes en una matriu jacobiana gran J i tots els residus en un

vector r.
3. Obté el pas d’optimitzacié Ax.
4. Actualitza I'estat x <— x @ Ax amb un operador @ adient
5. Itera fins a convergir numericament.

WOLF pot ser utilitzat amb qualsevol solver iteratiu no lineal per grafs, com Google Ceres,
GTSAM, G20, SLAM++, etc. La compatibilitat es dona a través de wrappers especifics

per cada solver, WOLF core ve amb un wrapper preparat per Google Ceres.

5.2 ROS
I ) _ N
=3 ROS::msg / ROS::tf conflguratlon
=3 wolf::CaptureBase::process() W
o oo (v ) ( taunch )
s * A
sensors & Wolf ROS node
) . P
drivers subscribers WOLF publishers
(odometer ¢ (ot ans)- =] o)
odometer motion data odometry -
IMU (MU data M mo )
a imu -
— o .
' \ Iy .
camera | image f | vision |
~ I occupancy
laser scanner | scan laser Lt grid
A A M
\ / I - !
robot _ i
motors | plan & control

FiguraA 5.5: Pipeline de WOLF usant ROS d’intermediari. Cada tipus de

sensor utilitza un plugin (odometry forma part de core) i el subscriber del

mateix color. Els publishers creen missatges de ROS amb dades pel control i
la visualitzaci6.

ROS [Quigley et al.] (Robot Operating System) és un framework que permet la correcta
comunicacié entre el hardware i els programes d’un robot. Es basa també en una estructura
de graf, on els programes sén els nodes. Els nodes es poden comunicar amb els altres mit-

jancant un sistema de missatges. Els nodes publiquen topics, on deixen escrit la informacié
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que volen compartir, i poden subscriure’s a topics d’altres nodes per rebre les dades alla

publicades.

A la Fig. 5.5 podem veure una representacié basica de la pipeline usant ROS com a inter-
mediari entre WOLF i el hardware.

WOLF implementa subscribers, que fan servir la subscripcié de ROS per rebre dades i
convertir-les al format apropiat per les Captures, cridant immediatament el métode pro-
cess() d’aquestes. Aquest metode avisa als processadors associats al sensor que hi ha noves
dades.

WOLF també implementa uns publishers, que s’encarreguen de publicar informacié diversa
de ’arbre a través de publicacions de ROS. Sén principalment missatges relacionats amb la
visualitzacié i monitoritzacié, a més de missatges de control si s’han d’efectuar accions al

robot.

La pecga central de la implementacié de WOLF en ROS és el WOLF ROS node. Inclou les
llistes de subscribers i publishers, el wrapper del solver, i la interaccié amb ’arbre de WOLF.
Per controlar-lo només cal escriure 'arxiu YAML adient per la nostra configuracid, i una
launchfile basica de ROS amb les rutes dels arxius YAML. El node prendra aquests arxius,
carregara els plugins adients per inicialitzar ’arbre de WOLF, configurara el solver segons

els parametres donats, i creara els publishers i subscribers necessaris.

5.3 El plugin per la IMU

El plugin WOLF-IMU ha estat desenvolupat a 'IRI per estendre les capacitats de WOLF-
core per treballar amb sensors del tipus IMU. Hi estava implementat tot el necessari per
treballar amb aquests sensors en problemes 3D, perd mancava la capacitat de fer-los servir
en problemes 2D. La teoria exposada en aquest treball ha estat implementada en aquest

plugin per cobrir aquesta necessitat.

La nova classe principal que hem creat és la de ProcessorImu2D (processor_imu2d.h i
processor_imu2d.cpp). Conté les funcions que utilitza WOLF per tal de seguir la teoria de

preintegracié que hem detallat al capitol 4:

o computeCurrentDelta genera la delta actual § definida a (4.32) a través de l'auxiliar

body2delta(), i computa la seva covariancia i la seva jacobiana.

o deltaPlusDelta implementa la composicié del grup de Lie definida a (4.15). Aquesta

funcié esta sobrecarregada amb una versié que a més a més computa les jacobianes.
o statePlusDelta implementa ’operador € per tal de poder sumar deltes a estats x.
o correctDelta implementa 'actualitzaci6 de la delta donat un canvi en els biaixos (4.54).

Aquesta classe depén fortament de la nova llibreria auxiliar imu2d_tools.h, on hem imple-
mentat les diferents operacions matematiques que es fan servir tant en aquest processador

com a la resta del plugin:
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o identity() retorna la delta identitat.

o inverse() retorna la delta inversa.

o compose() composa dues deltes.

o between() donades Aj i Ag retorna una A, tal que Ay = Aj o A,.

o composeQuerState() retorna xo = x; @ A.

o betweenStates() donats estats x; i X2 retorna una delta A, tal que xg = x1 ® A,.

e log_Imu() la funcié logaritme descrita al capitol 3, porta de la varietat de les deltes a

I’espai tangent.

o exp_Imu() la funcié exponencial descrita al capitol 3, porta de l'espai tangent a la

varietat de les deltes.
o plus() implementa l'operador & mitjancant exp_Imu().
o diff() implementa I'operador © mitjangant log_Imu().
o body2delta() construeix una delta actual ¢ a partir de les magnituds inercials.

A part dels arxius creats especificament pel cas 2D, que hem notat amb el sufix “2d” al nom
de l'arxiu, també s’han modificat parts del plugin per tal d’acomodar el cas 2D. A les classes
Capturelmu i SensorImu, per exemple, se’ls ha afegit una comprovacié de la dimensi6 del
problema a I’hora de crear el StateBlock, que és de dimensi6 3 en el cas 2D pero de dimensid

6 en el 3D. Podem trobar una llista dels arxius creats i modificats a 'apendix. C

5.3.1 Tests Unitaris

A més a més, per tal de poder assegurar la funcionalitat d’aquest codi, hem preparat una
serie de tests unitaris que comproven que cadascuna de les funcions funcioni com s’espera.
Estan localitzats als arxius gtest_processor_imu2d.cpp i gtest_imu2d_tools.cpp. Els
d’aquest segon sén molt senzills, ja que les funcions de imu2d_tools.h sén simples i només
comproven que retornin el que han de retornar amb alguns casos limit. D’altra banda,
els corresponents al processador simulen un parell de situacions d’estimacié de moviment i

comparen els resultats amb la soluci6é analitica:

Moviment rectilini uniformement accelerat

La simulacié en aquest test és la d’un robot fent un MRUA. S’aconsegueix donant-li al
processador dades de IMU corresponents a a = (1, 0) i velocitat angular w = 0. Es determina

també una posicié inicial pg, una velocitat inicial vg i un temps inicial ¢g.

Finalment un bucle li passa les dades al processador a intervals de temps determinats, li
demana lestimacié de l'estat actual (posicid), i la compara amb el que déna la solucié
analitica

p=po+vo(t—to)+ %a(t—t0)2 (5.1)
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Si en qualsevol moment la comparacié no dona el mateix amb un marge d’error de 107 el
test falla.

Parabola

En aquest test simulem una trajectoria en forma de parabola. Com abans, se li déna al
processador unes dades de IMU corresponents a a = (1,2) i velocitat angular w = 0. Es

determina també una posicié inicial pg, una velocitat inicial vg i un temps inicial ¢g.

Finalment, un bucle li passa les dades al processador a intervals de temps determinats, li
demana D'estimaci6 de l'estat actual (posici6 i velocitat), i la compara amb el que déna la

solucié analitica

1
p=po+vo(t —to) + Salt — t)* (5.2)

v =19+ a(t —to) (5.3)

Si en qualsevol moment la comparacié no déna el mateix amb un marge d’error de 1079, el
test falla.

Moviment Circular

En aquest test simulem una trajectoria en forma de cercle de radi r a velocitat angular
constant. Es determina una orientacié inicial del robot «, una posicié inicial py = (r,0), una
velocitat inicial vg = (0,wr), i un temps inicial ¢3. Li donem al processador unes dades de

2

IMU corresponents a la velocitat angular w = 1, i lacceleracié a = (— cos(a)w?r, sin(a)w?r),

que correspon a ’acceleracié centripeta que experimentaria la IMU.

Finalment com en els altres tests un bucle li passa les dades al processador a intervals de
temps dt determinats, li demana ’estimaci6 de l'estat actual (posicid), i la compara amb el

que dona la solucié analitica
p = r(cos(w(t —to)), sin(w(t — t0))) (5.4)

Si en qualsevol moment la comparacié no dona el mateix amb un marge d’error de 107 el
test falla.

En aquest ultim test cal fer notar que si el processador fa servir la definicié de delta actual
donada per (4.18) el test falla ja que el marge d’error passa a ser d’ordre 1074, En canvi fent
servir la definici6 trobada a (4.32) sense l'aproximacié d’angle petit ens dona prou precisié

com per passar el test.
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6 Experiments

Sumat als tests unitaris del capitol 5, que validen el funcionament correcte del codi, hem dut
a terme una série d’experiments empirics per avaluar el funcionament al mon real. Parlarem
primer de la plataforma robotica utilitzada, i dels altres sistemes que treballen conjuntament

amb el plugin de la IMU per estimar 'estat.

6.1 El robot: Ana-Pioneer 3

IMU

LIDAR
Encoders

FIGURA 6.1: Els diferents sistemes del robot Ana

Aquest robot és una plataforma mobil de 4 rodes. Ha estat modificat per enginyers de
I'IRI degut a noves necessitats i el fi del suport per part de 'empresa fabricant. Els sensors
rellevants pel nostre cas, marcats a la figura, sén: el LIDAR, la IMU i els encoders de les
rodes. Durant els experiments ha sigut teledirigit per un operador huma, i les dades han

sigut recollides en un arxiu .bag a través de ROS.

6.1.1 Skid-steering

El sistema de direccié d’aquest robot és un “skid-steering”, un sistema de direcci6 diferencial

de 4 rodes. A diferéncia d’un cotxe normal, on les rodes del darrere son fixes i les del davant
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poden virar, en un sistema “skid-steer” totes 4 rodes son fixes. Aix0 implica un lliscament en
qualsevol trajectoria no rectilinia. El gir s’aconsegueix aplicant diferents parells de forca a
les rodes dels dos costats. Per exemple, si les rodes de 'esquerra giren amb més forga que les
de la dreta ,el robot virara cap a la dreta i viceversa. També existeix la possibilitat de girar
sobre si mateix sense avangar, fent anar amb la mateixa forca pero sentits de gir contraris a

les rodes dels dos costats.

Aquest sistema de direccié, des del punt de vista de l'estimacié de l'estat, és problematic
en els girs. La relaci entre la diferéncia de forces en les rodes i la velocitat del gir depén
fortament de la friccié entre les rodes i el terra, ja que el gir es basa en lliscar sobre el terra.
Aixo significa que el model que fem servir estara fortament lligat al material del terra i les
seves condicions (pols, humitat, etc). Ara bé, l'estimacié relacionada al moviment rectilini
sera molt acurada sempre i quan les rodes no llisquin al avancar. El robot compta amb un
preprocessat de les dades provinents dels motors, proporcionant una odometria de rodes.

Aquesta odometria és passada al processador de WOLF-core processorOdom2d.

6.1.2 LIDAR

El robot vé equipat amb un sensor LIDAR (Laser Imaging Detection And Ranging). El seu
funcionament es basa en un feix de rajos laser que escombren ’espai a intervals determinats,

donant-nos les distancies fins als punts en els que incideixen.
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FI1GURA 6.2: Diagrama simplificat del funcionament d’un LIDAR

Tot i que el sensor fisic fa servir un feix de rajos laser per retornar un nivol de punts 3D,
pel cas 2D simplement ens centrarem en el raig que escombra parallelament al terra. Aquest

raig gira a 10 revolucions/s, i a cada 0.007 radians de gir ens diu la seva longitud (fins a un
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maxim de 100m). Aix0 ens permet reconstruir una aproximacié visual de ’entorn del robot,

i és el que farem servir visualment en els experiments per avaluar si ’estimacié és acurada.

El plugin de laser té implementat, entre altres, el processador processorOdomICP. Aquest
processador agafa els nivols de punts generats a dos keyframes consecutius i intenta alinear-
los. Si ho aconsegueix (amb una certa tolerancia d’error), podem saber quant s’ha mogut (i
rotat) el robot entre aquests dos keyframes a partir de la diferéncia entre els navols. Dels
nostres 3 processadors, aquest és el més acurat donades condicions adients pel seu correcte

funcionament (entorns “desendregats” on els punts no es concentren tots en pocs conjunts).

6.1.3 IMU

El robot també ve equipat amb una IMU situada en una posicié prou centrica. El més
important, pero, és que estigui en una part del robot fixa. Com que aquest robot no té
actuadors (per exemple, bracos), qualsevol lloc que no siguin les rodes seria adient. No
entrarem en més detall, ja que ja hem parlat d’aquests sensors i del seu processador de
WOLF al capitol 4.

6.2 Experiment: Petita volta al laboratori

F1GURA 6.3: El laboratori amb la trajectoria seguida.

L’experiment és prou senzill, el robot segueix la trajectoria indicada en la imatge i recopila
les dades dels sensors en ’arxiu .bag. Posteriorment, prenem aquest arxiu i el reproduim amb
ROS, donant-li les dades a WOLF amb 3 configuracions diferents per comparar els resultats.
No s’inclou cap configuracié on I'inic sensor és la IMU: a causa de la seva naturalesa, necessita
tenir un altre sensor present per poder estimar el seu biaix. Sense aquesta estimacié les dades

serien inutils.

6.2.1 Configuracié 1: LIDAR + Odometria de rodes + IMU

En aquesta configuracié estan actius tots 3 sensors i els seus respectius processadors. L’en-
q g p p

torn escollit és ideal pel LIDAR, que aconsegueix alinear els nivols de punts a gairebé tots
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els keyframes. L’odometria de rodes i la IMU aporten informacié extra que fa més acura-
da D'estimaci6, i permetrien l'estimacié de parametres del LIDAR (per exemple, la posicid

relativa al robot). El mapa resultant és la nostra base de comparacié ja que és el més acurat:

F1GURA 6.4: Mapa resultant de la configuracié 1.

F1GURA 6.5: Comparacié dels nivols de punts amb el laboratori.

6.2.2 Configuracié 2: Odometria de rodes

En aquesta configuracié I'inic sensor amb processador actiu és 'odometria de rodes. El

LIDAR es manté actiu per qiiestions de visualitzacid, pero esta inactiu dins el graf. Es a
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dir, els unics factors que hi ha al graf sén els corresponents a les rodes. Analitzarem els

problemes mencionats abans sobre els girs pas a pas:

FIGURA 6.6: Moviment rectilini inicial.

L’estimacié comenca prou bé, com podem observar per I’agrupament del niivol de punts. Hi
ha una lleugera tendéncia del robot de virar cap a ’esquerra, reflectida en com els nivols
de punts estan separats. L’odometria de rodes, pero, no ens diu que estigui girant cap a

I'esquerra, ja que I'ordre que ha rebut el robot és la d’anar recte.!

FiGURA 6.7: Primer gir.

! Aquesta tendéncia a virar lleugerament pot estar causada, per exemple, per una roda mal inflada.
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En fer el primer gir observem els primers problemes greus en l’estimacié. El model de
I’'odometria de rodes ens diu que hem girat un angle de més o menys 45°, pero sabem que a
la trajectoria real és de gairebé 90°. A causa d’aixo, els segiients nivols de punts apareixen
rotats 45° respecte on haurien de ser realment. A més a més, observem que la trajectoria

creua una linia verda (que és un armariet).

FIGURA 6.8: Segon moviment recte.

Com veiem, al fer marxa enrere i fer el segon gir aquest “compensa” 'error del primer gir,
causant que els segiients niivols de punts estiguin a uns -10° d’on haurien d’estar realment.

Observem de nou que la trajectoria travessa ara una linia verda generada per ’error anterior.

FI1GURA 6.9: Mapa resultant de la configuracié 2.
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La trajectoria acaba assemblant-se molt a la descrita per la configuracié 1, perd el mapa esta

clarament malament.

6.2.3 Configuracié 3: Odometria de rodes + IMU

En aquesta configuracié afegim a la anterior el sensor i processador per la IMU. Al haver-hi
ara més d’un sensor independent, comparant les mesures efectuades pels dos, el sistema pot
estimar també els parametres de calibratge. Als arxius YAML de configuracié li hem indicat
a WOLF que la covariancia de 'odometria de rodes en els girs és molt alta, causant que doni

prioritat a les dades de gir provenint de la IMU.

FIGURA 6.10: Situacid inicial.

Durant els primers segons de I'experiment, el robot esta quiet a la seva posicié inicial. Aixo
permet a WOLF fer una estimacio inicial dels biaixos de la IMU bastant acurada, comparant
lodometria de rodes (que diu que esta quiet) amb les dades de la IMU (que pel biaix diuen

que estem en moviment).
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FIGURA 6.11: Primer moviment recte.

Durant el primer moviment recte, els resultats séon practicament idéntics, ja que 'odometria

de rodes pel moviment recte és bona i no discrepa amb el que diu la IMU.

FI1GURA 6.12: Primer gir.

n canvi ré rimer gir veiem un ra millora. u rregir l'error
En canvi, després del e eie a clara millora. La IMU ha pogut corregir ’erro
que causava abans I'odometria i la trajectoria és consistent amb ’entorn, ja que no creua

cap linia verda.

Finalment, el resultat final té els nivols de punts millor posicionats, per tant I'estimacio de

la trajectoria és clarament millor que a la configuracié 2.
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FI1GURA 6.13: Mapa resultant de la configuracié 3.
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7 Conclusio

Al llarg d’aquest treball hem desenvolupat la teoria de preintegracié en el cas particular de
la IMU en un entorn 2D.

En el capitol 2 hem fet una introduccié a SLAM, centrant-nos en la representacié com a graf
de factors. Hem explicat com el problema acaba reduit a optimitzar una funcié no lineal que

anomenem funcié de cost, que és una suma d’errors amb pes.

Hem fet també una petita introduccié a la teoria de Lie al capitol 3, centrant-nos en els
seus aspectes rellevants en la posterior derivacié de les deltes. La teoria de Lie és molt més
extensa i complicada que el que hem exposat, pero creiem que és un bon primer tast per qui

vulgui entendre com formalitzar aquest tipus de problemes d’optimitzacié en varietats.

La principal contribucié d’aquest treball ha estat en el capitol 4, on hem desenvolupat la
teoria de preintegracié. Aquesta teoria no havia estat desenvolupada encara pel cas 2D,
només pel cas 3D. Hi hem arribat a unes definicions de les deltes, que ens permeten actualitzar
I’estat quan canvia ’estimacié d’alguna keyframe, sense haver de reintegrar totes les dades.
De manera similar, quan canvia I’estimaci6 del biaix podem actualitzar les deltes sense haver

de reintegrar. Aixo presenta una gran millora en el cost computacional.

Finalment, hem implementat tot aixo en un plugin de WOLF, que expliquem al capitol 5.
Un cop implementat hem dut a terme uns experiments, descrits a capitol 6, on hem vist
una clara millora en l'estimacié de l'estat quan la IMU s’afegia a un sistema amb només

odometria de rodes.

7.1 Experiments pendents

Tenim pendents encara una serie d’experiments. Per exemple, la IMU hauria de ser capag
de corregir una trajectoria del robot en que hi ha hagut un lliscament de les rodes amb el
terra. L’odometria de rodes seria incapag¢ de detectar que aixo ha passat, pero les dades de

la IMU podrien reconstruir aquest lliscament.

Un altre experiment pendent és el de veure si amb la IMU podem evitar un fenomen relacionat
amb D'estimacié del LIDAR: quan els ntvols de punts estan concentrats en dues linies rectes
paralleles (per exemple, quan el robot es mou per un passadis recte) pot passar que dos niivols
de punts consecutius encaixin prou bé d’entrada (excepte molt pocs punts a les puntes dels

nivols), causant que el robot pensi que esta quiet quan en realitat esta avangant. La IMU
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podria ser capag de corregir aquesta discrepancia informant al LIDAR del moviment, donant

lloc a un encaix més acurat que si descrigui moviment.

7.2 Futures linies d’investigacio

Com hem dit al capitol 4, no hem pogut fer servir les definicions de les Jacobianes correspo-
nents al grup de Lie de les IMUs en forma compacta, degut a que no hem trobat la forma
tancada de la jacobiana per la dreta de la varietat. Trobar aquesta expressié és complicat,
pero ens donaria molta més precisié en la propagacié de covariancies i actualitzacions de les
deltes.

En passar de la descripcié de les deltes en un espai 3D en la secci6 4.3.2, a la dels espais 2D
en la secci6 4.3.4, hem projectat sobre el pla XY eliminant aixi la dependéncia de la gravetat
g. Aixo introdueix la suposicié que els eixos de la IMU i el pla del terra estan perfectament
alineats, aixi com que el terra no té cap inclinacié. Investigarem a partir d’aqui quins efectes

tindria no suposar-ho, és a dir treballar amb superficies inclinades.

Un cop estudiat aixo, es pot anar un pas més enlla i preguntar-nos queé passaria amb su-
perficies on la inclinacié canvia segons la posicié. Duta al limit, aquesta situacié seria la
d’un robot mobil movent-se sobre un terreny variable, com podria ser un rover en un altre
planeta o un cotxe conduint per carreteres amb inclinacié variable. Aix0 seria molt 1til en

generalitzar el problema 2D i poder-lo aplicar a terrenys no controlats.
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A Regles de derivacio en grups de

Lie

En tot aquest apéndix, a no ser que es digui el contrari, estarem usant les versions per la

dreta dels operadors i les Jacobianes.

A.1 Regla de la cadena

Sigui Y = f(X) i Z = g(¥). La regla de la cadena és:

Dz Dz DY
DX DY DX
o en forma de jacobianes:
z Z
JZ =333%

Per demostrar-la aplicarem (3.21) tres vegades:

g(f(X D7) — g(F(X) @ IFT
M — JZ = JZ)Y
g(f(X) & IYT) — g(f(X)) © IFIYT

A.2 Jacobiana de l’invers

vt DX Log((AT) (X Exp(r))”)
Tv = pr =g T
. -1
~ lim Log(X Exp(—71)X™")
T—0 T
_ APV
(Rt
T—0 T
=—Ady

on hem usat (3.6) i (3.13).

(A1)

(A.2)
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A.3 Jacobiana de la composici6

gy Z DXed) o, Log((Xo )7 o (X0 Fxp(r) 0 V))
X

DX o T—0 T (A.8)
_ lin%] Log(Y ™ o ]ixp(r) o)) (A.9)
1 \AV\V
— i V@)Y (A.10)
7—0 T

= Ady (A.11)
= Ady" (A.12)

on hem usat (3.13) i (3.15).

De la mateixa manera:
o D(X o)) . Log((XoY)'o(XoYoExp(r)))
XoY __ _
Jyo = Dy 71_11}1%] - (A.13)
T

=17 (A.15)

A.4 Propietats de la jacobiana de la varietat

Sigui é7 una petita pertorbacié a R™. Aplicant la definicié de jacobiana arribem a les

segilients aproximacions:

Exp(T 4 é1) = Exp(7) Exp(J,(7)dT) (A.16)
Exp(7) Exp(67) ~ Exp(T + J.(7)07T) (A.17)
Log(Exp(7) Exp(67)) ~ 7 + J.! (7)7 (A.18)

Podem també definir la jacobiana de la varietat per I’esquerra com:

€D Exp(T)
Ji(m) = 5 (A.19)
amb aproximacions analogues:
Exp(7 4 61) = Exp(J;(7)dT) Exp(T) (A.20)
Exp(é7) Exp(7) ~ Exp(T + J;(7)d7) (A.21)
Log(Exp(67) Exp(T)) ~ 7 + J;' (1)o7 (A.22)

A.5 Jacobiana de Log()

A partir de A.18:
I = 3 (Log (X)) (A.23)
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A.6 Jacobiana dels operadors suma i resta
Ji@r _ JXoExp(r) _ AdEXp(T)_l (A.24)
XoExp(T) vtExp(T
Jf@T = JExp(TI;( )JT () = J(7) (A.25)
o) 1o 1o -1 -
TN =3 AL = -5 ) (4.26)
Log(X 1oy 1o -
JS"S@X — yLos( )J§ Y= Tt (A.27)

- X—loy T
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B Desenvolupaments del capitol 4

B.1 Preintegraci6é incremental de les dades

Substituint la integracié discreta de (4.12):

1 1
Pr = Pj + Vj5t + §g5t2 + §Rjaj5t2

Vi =v; + gbt + Rya,dt (B.1)
R, =R, exp([wj&]x)
en la definici6 de les deltes (4.13):
Ap;; =R/ A Lons
Pij =R (Pj —pi = Vildlij — SgAL
AVij = R;r (Vj —V; — gAtij) (B2)
AR;; = R/ R;
arribem a:
T L oo 1 2 1 2
Apir = R; | pj + V0t + 5807 + S R;a;01" — pi — villy, — SgAL
1 1
= R,ZT (pj —pi + Vit — igAt?j + (Vj —-V; — gAtij)(st + 2Rjaj5t2>
1
= Apz‘j + Avijdt + iARijaj(StQ
Av,, = AR: (Vj + got + R;a0t — v; — gAtir) (B_3)
=R, (vj — v; — gAt;; + gbt — gbt + R;a;6t)
= AVZ'j + ARZ-jaj(St
ARzk = R;FR] exp([wjét]x)
= ARZ']' exp([wjét] ><)
on hem usat que At;, = ot + At;;.
B.2 L’espai tangent
1 0 -1 0 A -1 1A
AA:AM:»a—g(A A):a—g(Aa):0<:>A A+ATA=0 (B.4)
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Trobant que

—ART (Ap — AvAY)

ART | - <ARTAV - ARTAV) _ART (A'p — AVAL— AvAt>

Al = (B.5)
—At
0 1
i definint les variacions instantanies v =: aaA—gp, a:= 8<9ATV’ 5= 88—%, ila matriu [w] := ARTAR
tenim:
[w] ARTa ART (b —sAv)
AMA= |0 0 5 (B.6)
| 0 0
[—ARTAR ARTa ART (v —sAv)
—ATA = 0 0 5 (B.7)
L 0 0 0
Es a dir:
W +w]" 0 0
ATA+ATA = 0 0 0| =0 <= [w| és antisimetrica (B.8)
00

Per tant lestructura de I'element 7 = A'A és la d’una delta on la AR és una matriu

antisimetrica i la resta sén parametres lliures.

B.3 Expressions tancades de R, 9, P

En el nostre cas de dimensi6 2 tenim les segiients propietats per [f],,:
0 -1
1. =
e[ 7

o), = [0 ‘9] —o[],

0 0 (B.9)
Ok — o1
O =0°[1], = —0%[0],
0] =07
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Usant aquest fet, R, Q i P esdevenen:
1 oo 1. 4
R:I+[«9]X+§[9]X+3! o5 + ..
62 62
— (Bl — T B+
>0 0> o (B.10)
=1 (1=t )+ (1—§+§+ )
in(6
— cos(0)] + S”;() 0],
= cos(#)I +sin(0) [1],, = R(0)
1 1 1
Q:I+§[9]x+§[9]i+@[9ﬁ+--
1 62 6>
=IOl -5l - 1o+
6> ot 1 62 ¢
sin(0) 1 — cos(0)
=1 0 [‘9}>< T
_sin(6) 1 — cos(0)
11 1.5 1, 4
P_§I+§[]x+@[]x g[e]x_}_
1.1 62 6>
=gl g0 = = 5 Ol +
1 0* ¢! 162 o
=IG -ttt G-t ) (B.12)
1 — cos(0) 0 — sin(6)
- I 62 [9]>< 93
1 — cos(0) 6 — sin(0)
=1 02 [1]>< 02
A partir d’aqui és trivial trobar les seves derivades:
dR(0 .
dé) = —sin(0)I + cos(9) [1],, = R(0) [1], (B.13)
dQ(0)  Bcos(0) — sin(0) Osin(f) + cos(0) — 1
0= 72 I+ 02 1], (B.14)
dP(0) 6sin(f) + 2cos(f) — 2 0 — 2sin(f) + 6 cos(0)
p— —_— B.l
do 93 I 93 [1]>< ( 5)
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C Arxius

A continuacié segueix una llista dels arxius creats/modificats en la creacié del plugin per la
IMU en 2D:

Creats

1. include/imu/factor/factor_imu2d.h
2. test/gtest_factor_imu2d.cpp

3. include/imu/math/imu2d_tools.h

4. test/gtest_imu2d_tools.cpp

5. include/imu/processor/processor_imu2d.h
6. src/processor/processor_imu2d.cpp
7. test/processor_imu2d_UnitTester.cpp
8. test/processor_imu2d_UnitTester.h
9. test/gtest_processor_imu2d.cpp

10. demos/processor_imu2d.yaml

11. src/yaml/processor_imu2d_yaml.cpp
12. include/imu/sensor/sensor_imu2d.h
13. src/sensor/sensor_imu2d.cpp

14. demos/sensor_imu2d.yaml

15. src/yaml/sensor_imu2d_yaml.cpp

16. include/imu/feature/feature_imu2d.h
17. src/feature/feature_imu2d.cpp
18. CMakelLists.txt
19. test/CMakelists.txt

Modificats
1. include/imu/capture/capture_imu.h

2. src/capture/capture_imu.cpp
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3. src/sensor/sensor_imu.cpp
4. test/gtest_feature_imu.cpp

5. test/gtest_processor_imu.cpp
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