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Desenvolupament en Seérie de Fourier

Formulacié matematica

Funcié original (periodica)

A
2
A A wx = Z”fx = Tx
0 ‘ ‘ ¢
0 T, oT, 3T,

Forma trigonomeétrica:

f®

f@®) =ag+ Z ay, cos(nwyt) + by, sin(nwyt)
n=1

ag, ay i b,: Coeficients de Fourier
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Desenvolupament en Seérie de Fourier
Formulacions alternatives

Forma trigonometrica:

Interpretacio fasorial (t = 0)

n=1

f@®)=ay+ i ay, cos(nwyt) + by, sin(nawyt)

/
\ 4
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Desenvolupament en Seérie de Fourier

Formulacions alternatives
Interpretacio fasorial (t = 0):

Forma trigonometrica:

J© = a0 + Y an cos(nard) + by sin(not) =0

n=1
v

Forma «circuital»:

f@®) =A,+ i A, cos(nwyt + ¢p)

n=1
v

A, = A
A, cos(not + @,) = Re{A, "'}
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Desenvolupament en Seérie de Fourier

Formulacions alternatives

Forma trigonometrica:

f@®)=ay+ i ay, cos(nwyt) + by, sin(nawyt)

n=1

Forma «circuital»:

f@®) =A,+ i A, cos(nwyt + ¢p)

n=1

Forma exponencial:

o B

n=—oo
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Calcul dels coeficients de Fourier

Utilitzem la forma exponencial per calcular els coeficients de la circuital

f@)=Ag+ i A, cos(nwyt + ¢,)

n=1

Els coeficients es calculen amb:

s =1
n TxT

X

F@t)-e7 et gy (EO = Ti J f@ dt)

Una vegada calculats fem:

Ay=7¢ =cy Es sempre un valor real (= valor mig de f(t) en T,)
Ay =2"[c)
(P = 4y
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Exemple de calcul dels coeficients (I)

Aplicacio al senyal quadrat de valor mig nul

Quadrada amb T, = 1s (v, = 2rrad/s)

A
Tx
? \ TX«
=0 t
= 1 2 3
_ A -

1
G = J v(H)dt =0
0

1/ 1
. J A.ejzmmj -
0 1/2

== ﬁ (Gnicament per n imparell)
jnr
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0  pernparell
A =0 A= er nimparell
e P
0 per n parell
Po = 0 @n = b1 .
-3 pern imparell

[se]
4A
vy(t) = Z - cos (27mt - 75[)
n=1
n imparell
o« 4A
= Z — sin(27nt)
n=1 nir
nimparell
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Exemple de calcul dels coeficients (I)

Aplicacio al senyal quadrat de valor mig nul
Quadrada amb T, = 1s (v, = 2rrad/s)

AT‘XTMM

n <25

= o : t
& J 1 2
PV R "

1
G = J v(H)dt =0
0

1/ 1
. J A.ejzmmj -
0 1/2

== ﬁ (Gnicament per n imparell)
jnr
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0  pernparell
A =0 A= er nimparell
e P
0 per n parell
Po = 0 @n = b1 .
-3 pern imparell

v®= >

n=1
n imparell

(o]
n=1
n imparell

4A .
— sin(27nt)
nr
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Exemple de calcul dels coeficients (I1)

Aplicaci6 al senyal dent de serra

Dent de serra amb T, = 1s (w, =2rad/s) A A
A= A =2
nr
T
Po = 0 Pn = 5
(o]
1 . vy(t) = % Z A 0s (Zamt + g)
c . —lap| - é i n=1 "1
C, A-tdt==A-t°| = — (valor mig) ~
0 2 o 2 A A
1 ==- Z — sin(27nt)
A 2 n=1 "
e,= | At-e?Mdt = = j—
o 2nmw
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Exemple de calcul dels coeficients (I1)

Aplicaci6 al senyal dent de serra

Dent de serra amb T, = 1s (w, =2rad/s) A A
AO = 5 An = —
nr
T
Po = 0 Pn = 5
(o]
A A p3
1 . N (t) = 5 Z n_ﬂ: 0s (Zﬁnt + E)
[ A-tdt = =At*| = = (valor mig) n=1
0 2 b 2 A w— A
1 ==- Z — sin(27znt)
A 2 n=1 "
e,= | At-e?Mdt = = j—
o 2nmw
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Exemple de calcul dels coeficients (11I)

Aplicacio al senyal sinusoidal rectificat a mitja ona

Rectificada amb T, = 1s (w, = 27rrad/s)

e

3
r1
EO = Vg(t) dt = - = é
JO s
YA
¢ = Asin(2rt)-e 7 dt = - = A
Jo 4j
;-1/2
_ ; —A
ez = | vi()edmdr = ... =
paifll b g( ) (nz - 1)7[
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A ern=1
A 2 pern =
Ay = — A, =
° T " ﬁ[ per n > 2, n parell
0 per nimparell
- pern=1
=0 = 2
& o - pern > 2,nparell
A A .
ve(t) = = + = sin(2nt)+
T 2
(o)
2A
- Z — cos(2mnt)
= (nf =
n parell
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Exemple de calcul dels coeficients (11I)

Aplicacio al senyal sinusoidal rectificat a mitja ona

Rectificada amb T, = 1s (w, = 27rrad/s)

n<8
JAWAS
1 2

‘1
3
r1
EO = vg(t)dt = e = é
JO s
YA
¢ = Asin(2rt)-e 7 dt = - = A
Jo 4j
;-1/2
_ ; —A
ez = | vi()edmdr = ... =
pa%ezll b g( ) (nz - 1)7[
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A ern=1
A 2 pern=
Ay == A, =1 oA
b4 G, pern > 2, n parell
0 per nimparell
- pern=1
=0 = 2
& o - pern > 2,nparell
A A
ve(t) = = + = sin(2nt)+
T2
- Z 5 cos(27mnt)
n=2 (n - Ur
n parell
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Exemple de calcul dels coeficients (V)

Aplicacio al senyal triangular

Senyal triangular amb T, = 1s (w, =2rad/s)
A 0 per n parell
AO =5 An = .
2 <z pern imparell
“o o per n parell
= o= - per nimparell
1
G = J v(H)dt = = A
o 2
1/ 1 o
C, = 2Ate Mt + | —2A(t — 1)-e7¥™ dt v (t) = _4A cos (27tnf)
g 2.2
0 1/2 n=1 nemw
i 1l
== 22A2 (4nicament per n imparell) " impare
n*r
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Exemple de calcul dels coeficients (V)

Aplicacio al senyal triangular

Senyal triangular amb T, = 1s (w, =27rad/s)

1
G = J v(H)dt = = A
b 2

1/ 1
c, = J 2At-e ¥ dt + J —2A@ —1)-e72™ dt
0 1

2

= =— (4nicament per n imparell)

Orestes Mas (Circuits i Sistemes Lineals)

Resposta a senyals periodics

vg(t) = Z

n=1
n imparell

_\o per n parell

<z pern imparell

0 per n parell

- per nimparell

cos (27nt)
n?r?
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Representacio espectral de senyals periodics (1)

Composicid frequencial dels senyals

Partim de la forma «circuital»:

f@)=Ag+ Z A, cos (nwyt + @,)
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Representacio espectral de senyals periodics (1)

Composicid frequencial dels senyals

Partim de la forma «circuital»:

f@®)=A)+ Z Ay, cos (nwyt + ¢p)
—

n=1

Component «DC» (w = 0)
Valor mig de f(t)
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Representacio espectral de senyals periodics (1)

Composicid frequencial dels senyals

Partim de la forma «circuital»:

f@®)=Ay+ Z A, cos (nwt + ¢,)
| ——

n=1
\

Component «DC» (w = 0) Harmonics (n’hi ha o)
Valor mig de f(t) Valor mig nul
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Representacio espectral de senyals periodics (1)

Composicid frequencial dels senyals

Frequiéncia
(multiples enters de w,)

Partim de la forma 4circdital»:
f@®) =40+ Z A, cos (nwt + @)
=1
A

Component «DC» (w = 0) Harmonics (n’hi ha o)
Valor mig de f(t) Valor mig nul
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Representacio espectral de senyals periodics (I1)

Composicio frequiencial - Ona quadrada simétrica

Quadrada amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A =10V
o« 40 ( zz)
Vvo(t) =0+ — cos | 2 x 1000 nt — =
10 o\ ay () 2 >
—_ nimparell
= 0 1 2 3,
E tims] n_ flH] AN e
—10— 0 0 0 0°
\/ \/
=3 1 1000 12,73 -90°
15 Espectre 2 2000 0 0°
) 3 3000 4,24 -90°
> 10 4 4000 0 0°
:m 5 5000 2,55 -90°
> 571 fIkHz] 6 6000 0 0°
0 ‘ L L L L L L L L L L ] 7 7000 1’82 790D
— 8 8000 o o
. 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 9 9000 141 o0
;0 45 | 25 25000 0,51 —90°
% : : :
-9 ¥ @
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Representacio espectral de senyals periodics (I1)

Composicio frequiencial - Ona quadrada simétrica

Quadrada amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A =10V
o« 40 7
v(t) =0+ —cos(2nx1000nt——)
10 f\vl\ I\v/'\ /\V/\ g é nr 2
—_ nimparell
>
= 0 1 2 3,
= tms] n_ flH] AN e
-10— \vanv \vanv; 0 0 0 0°
1 1000 12,73 -90°
15 Espectre 2 2000 0 0°
Py =3 3 3000 4,24 -90°
> 10 4 4000 0 0°
:m 5 5000 2,55 -90°
> 571 fIkHz] 6 6000 0 0°
0@ ® T I I I I I I I I | 7 7000 1,82 =90
> 8 8000 o o
0 2 1 i 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 9 9000 141 _90°
\;" 45 | 25 25000 0,51 —-90°
xt : : :
-9 ¥ @
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Representacio espectral de senyals periodics (I1)

Composicio frequiencial - Ona quadrada simétrica

Quadrada amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A =10V
o« 40 7
10 2AaA A~ A A AN vg(t):0+z Ecos(ZﬂxlOOOnt—E)
A" a4 A" an~ 4 A" an 4 n=1
—_ nimparell
>
= 0 1 2 3,
= tms] n_ flH] AN e
~10— YAy Ve 0 0 0 0
1 1000 12,73 -90°
15 Espectre 2 2000 0 0°
) 3 3000 4,24 -90°
> 10 4 4000 0 0°
:M =3 5 5000 2,55 -90°
> 571 fIkHz] 6 6000 0 0°
e o T o ) 7 7000 182 90
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 8 8000 0 0 .
Y S > w01 -
\;" 45 | 25 25000 051  —90°
- ' H H
-9 ¥ @
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Representacio espectral de senyals periodics (I1)

Composicio frequiencial - Ona quadrada simétrica

Quadrada amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A =10V
« 40 p3
v(t) =0+ —cos(2nx1000nt——)
10 JArcadt A Arcadh f4 é o 2
—_ nimparell
>
= 0 1 2 3,
= t[ms] n flH AN g
=10 VAR 'ARA'; 0 0 0 0°
1 1000 12,73 —90°
15 Espectre 2 2000 0 0°
) 3 3000 4,24 -90°
S 10 4 4000 0 0°
= 5 5000 2,55 —90°
> 571 fIkHz] 6 6000 0 0°
T ? [ © 7 7000 182 —90°
0@ e ! ¢! o * 8 2000 o o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 s
16— o o o > S0 1 -
‘;a 45 | 25 25.000 0,51 —90°
- ' i M
-90 ¥ @
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Representacio espectral de senyals periodics (I1)

Composicio frequiencial - Ona quadrada simétrica

Quadrada amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A =10V
« 40 ( n)
v,(1) =0+ — cos | 27 x 1000 nt — =
10 nvA AVA AVA 2 ,.vl\ g( ) ; nr 2
—_ nimparell
>
= 0 1 2 3.
= t[ms] n flH AN g
-10 lpeaeaatyg aosaacay) 0 0 0 0°
1 1000 12,73 —90°
15 Espectre 2 2000 0 0°
° 3 3000 424 -90°
> 10 | 4 4000 0 0°
= 5 5000 2,55 —90°
> 571 fIkHz] 6 6000 0 0°
e o T o ? e ® 7 7000 182 —90°
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 o g Y g v
Ve L e e e e 70900 AT =0
‘;0 45 | 25 25.000 051 -90°
% : : :
-90Y @
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Representacio espectral de senyals periodics (I1)

Composicio frequiencial - Ona quadrada simétrica

Quadrada amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A =10V
« 40 ( n)
v,(1) =0+ — cos | 27 x 1000 nt — =
10 A B 5 ot) é nw 2
—_ nimparell
>
= 0 1 2 3
= t[ms] no flH] AN g
—10— W A 0 0 0 0°
1 1000 12,73 —90°
15 Espectre 2 2000 0 0°
P 3 3000 4,24 —-90°
S 10 4 4000 0 0°
= 5 5000 2,55 —-90°
> 571 T fIkHz] 6 6000 0 0°
1ol ol oV og® e g0, N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 g Y g v
0e ® ® ® ® ® o 9000 Al =90
\;" —45 | © 25  25.000 0,51 —-90°
3 : : :
-90Y @
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Representacio espectral de senyals periodics (I11)

Composicio6 freqiiencial - Ona dent de serra

Dent de serra amb T, = 1ms (w, = 27 x 1000 rad/s) i A = 10V

8000 0,397 90°

@ @
——@ v 1@
/oo 1@

4V, []

10
S oo
= vg(t)=5+zﬂcos(znx1000nt+ E)
\'20 o = nr 2
= > t[ms]
0 * ¢ u d
0 1 2 3
n f[Hz A V] o,
Espectre
0 0 5 0°
7.5 1 1000 3,18 90°
i~ 5 2 2000 1,59 90°
= 3 3000 1,06 90°
= .
> 25 T flkHz] 4 4000 0,79 90
5 5000 0,636 90°
0+ hd e o o o 6 6000 053 90°
0 1 3 7 8 9 10 11 12 7 7000 0,45 90°
} 8
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Representacio espectral de senyals periodics (IV)

Composicio freqiiencial — Ona rectificada /%

Rectificada amb T, = 1 ms (o, = 27 x 1000 rad/s) i A = 10V

(1) [V]

Espectre

7.5

2.5

FIkHz]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

v(t) =

0 +5cos(27z><1000t— g)

- 20
+ ———— cos (27 x 1000 nt — 7,
; m(n?—1) ( )
n parell
n f[Hz] A, [V] #n
0 0 3,18 0°
1 1000 5 -90°
2 2000 2,122 —180°
3 3000 0 0°
4 4000 0,424 —180°
5 5000 0 0°
6 6000 0,1819 —-180°
7 7000 0 0°
8 8000 0,1010 —180°
25 de maig de 2021 13/18
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Calcul de la resposta dels circuits a excitacions periodiques

Interpretacié frequencial
1/2m
!
1 / + I_J!—I + \
% 3 v _—
Xy @)=7

V(1) [V]
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Calcul de la resposta dels circuits a excitacions periodiques

Interpretacio freqtiencial

1/21

+ +

/7 1/2 , ju \ Vo(t) — ?

ve(®) [V]

0 t[s]
0 1 2 3

Raonar via Transformada de Laplace és mala idea:
@ Les transformades de Laplace de senyals periodics no sinusoidals sén molt
complicades (infinits harmonics — infinites sinusoides — infinits pols)
@ Laplace obté també el transitori, i no hi estem interessats

@ El plantejament freqiiencial és molt més simple i directe

Orestes Mas (Circuits i Sistemes Lineals)

Resposta a senyals periodics 25 de maig de 2021 14/18



Calcul de la resposta dels circuits a excitacions periodiques

Interpretacio freqtiencial

1/2m
S U S | K
= / ; 1/2n s \
. t Vo
s , Xy @)=7
0 t[s]
0 1 2 3
1 1 1
= « 5 _ =
— 05 s 05 — = 05
1> I >
0 0 0 fHz]
012345 012345 012345
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Calcul de la resposta dels circuits a excitacions periodiques

Interpretacio freqtiencial

1/2m

< + +
= / v, Ve 3 v, \
2 2 ) _
s , Xy @)=7
0 t[s]
0o 1 2 3
1 1 1
S % S
= 05 X g 05 = = o5
> g >
0 0 0 fIHz]
012345 012345 012345
90 90 90
= o _ =
= o + 5 o = = o ftha)
“ 12345 = 2345 5 12345
—90 R —90
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Calcul de la resposta dels circuits a excitacions periodiques

Interpretacio freqtiencial

V(1) [V]

[HG27 f)]

aH(27f) [']

2345

Resposta a senyals periodics

. 2
=
0 t[s]
0 1 2 3
1
=
= 05
1>
0 fHz]
012345
90
> 0 f[Hz]
*t 123 45
-90

25 de maig de 2021
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Exemples d’aplicacions de I'analisi de Fourier



Aplicacié 1: Seleccié d’harmonics per filtrat passabanda

Selecci6 del primer harmonic

V(1) [V]
|
|
1r
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Aplicacié 1: Seleccié d’harmonics per filtrat passabanda

Selecci6 del primer harmonic

v,(®) [V]
|
1
11
|
=
VY
o~
| —a
Il
~

Vel [V]
X
HG27 )]
©
LIL
I
Vel [V]

- fIHZ]
012345 012345 012345

Resposta a senyals periodics
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Aplicacié 1: Seleccié d’harmonics per filtrat passabanda

Selecci6 del primer harmonic

— 1 + *
>
a ‘) R Vol(£) =7

Vol [V

[HG27 f)

141 1 1
= % _
‘gq 05 ¢ k 0.5 0=3 0.5
0 —I—o—l—o—’» 0 0 f[Hz]

0123435 0123435 012 3 435

0123 435

90 %0 0
= = o
= 0 + 5 0 = = -% fHz]
< 2 4 \ID 2345 3

~90 * 9o ~180

25 de maig de 2021 16/18
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Aplicacié 1: Seleccié d’harmonics per filtrat passabanda

Selecci6 del primer harmonic

V(1) [V]
5=
T
1r
g1
v(®) [V]

0.5

I
Vol [V]

=1
X
HG27 )]
=1
©
(IL
I

0 0 0 fIHz]
2 3 45 012 3 45 0123435

(=
—

0123 435

90 ) 0
= < =
= 0 + & 0 = = -% f[Hz]
> S |
2 % 4 = 2345 %
~90 * 9o ~180
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Aplicacié 1: Seleccié d’harmonics per filtrat passabanda

Selecci6 del tercer harmonic

o 1
2,
=
0
o 1 2 3
14 1 1
= < 5 o=t - =
= 05 ¢ S 05 = = 05
1> I >
0 0 0 fIHz]
012345 012345 012345
012345
90 90 I
= Q =
0 + 5 0 = = -9+ fIHz]
2 34 S 12345 %
juny
—90 T —180
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Aplicacié 1: Seleccié d’harmonics per filtrat passabanda

Selecci6 del tercer harmonic

v (1) [V]

Vel V)
=1
=1 w —
X
IHG2x £l
=1
=1 w —
T
=
Il
Vil V]
o
=1 w —
=
juny
&N,

0123435 0123435 012 3 435

90 90, 0 et
= Q =
=0 + & 0 = = -9 flHz]
> : |
2 % 4 = 12% 45 %
T
~90 * g0 b —180 +
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Aplicacié 2: Obtencio del valor mig d’un senyal periodic

Noteu que el raonament NO depén del senyal concret

—e
+
Vg(t) ? V.M. E‘ Espectre d’amplitud de I'entrada
- > I
— ol 1T v+
0 f 2 3 4 5k
Recordem:
@ El valor mig d’un senyal f(t) és
%fo(t)dt, que es correspon amb _
’harmonic A,. .
@ L’harmonic A, esta ubicat a la =
frequiéncia f = 0 (DC). 0 1 1 1 1 1
- 0 fx 2fX 3fx 4fX Sfx
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25 de maig de 2021 18/18



Aplicacié 2: Obtencio del valor mig d’un senyal periodic

Noteu que el raonament NO depén del senyal concret

Amplificacio del filtre
Espectre d’amplitud de I'entrada

— ) AN S SN S N
0 f 2f, 3fx 4fy 5fx

vy(t) ? V.M.

IVl V]

Recordem:

@ El valor mig d’un senyal f(t) és
%fo(t)dt, que es correspon amb

’harmonic A,. =
@ L’harmonic A, esta ubicat a la =
freqiiencia f = 0 (DC). 0+ : : : : :
- 0 fx 2fX 3fx 4fX SfX
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Aplicacié 2: Obtencio del valor mig d’un senyal periodic

Noteu que el raonament NO depén del senyal concret

—e
+
—_ Amplificacio del filtre
Vg(t) ? V.M. E‘ Espectre d’amplitud de I'entrada
- >
— NS S S Y
0 f 2 3f 4fx 5f
Recordem:
@ El valor mig d’un senyal f(t) és
%fo(t)dt, que es correspon amb _
’harmonic A,. .
@ L’harmonic A, esta ubicat a la =
frequiéncia f = 0 (DC). 0 1 1 1 1 1
- 0 fx 2fx 3fx 4fX Sfx
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Aplicacié 2: Obtencio del valor mig d’un senyal periodic

Noteu que el raonament NO depén del senyal concret

—e
+
—_ Amplificacio del filtre
Vg(t) ? V.M. ;‘ Espectre d’amplitud de I'entrada
- >
— AN . S S
0 f 2 3f 4fx 5f
Recordem:
@ El valor mig d’un senyal f(t) és
%fo(t)dt, que es correspon amb _
’harmonic A,. .
O Lhermee A, asid) it a la > Espectre d’amplitud de la sortida
frequiéncia f = 0 (DC).

- 0 fx 2fX 3fx 4fX SfX
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