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1.- Introduccio’.

El 1696 Guillaume Frangois Antoine Marques de L'Hospital (1661-1704)
publica I"Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes, el
primer manual sobre calcul diferencial. Aquesta obra conté, entre d’altres,
una secci6 dedicada a la determinacié de maxims i minims. Un dels pro-
blemes tractats en aquesta seccid és el segiient: donada una circumferencia
i dos punts exteriors C i F, es demana trobar un punt E de la circumferéencia
de manera que la suma dels segments CE i EF sigui minima. Anys més tard,
al Traité analytique des sections coniques (1707), obra postuma de L’Hospital,
tornem a trobar el mateix problema, enunciat de la manera segiient: donada
una circumferencia de centre A i dos punts exteriors E i F, cal trobar el punt
M sobre la circumferencia de forma que els angles AME, AMF siguin iguals.
Tot i que sense fer-ne referencia explicita, el problema tractat per L’Hospital

en aquestes dues obres esta relacionat amb el que es coneix com a “problema
d’Alhazen” (965-1040)>.

1 Aquesta recerca esta inclosa en el projecte HAR2016-75871-R del Ministerio de Economia
y Competitividad espafiol. Es basa en el treball final de grau de Matematiques de Laura
Pefia, defensat el 10 de juliol de 2020 amb la qualificaci6 de notable alt a la Facultat de
Matematiques i Estadistica de la Universitat Politécnica de Catalunya. Vegeu PENA (2020).

2 Alhazen és el nom occidental amb el qual es coneix al matematic arab Ibn al-Haytham (965-
1039). Al llarg del treball ens referirem a I'autor amb aquest nom. Per a més informaci6 sobre
Alhazen, vegeu SABRA (1972), SMITH (2006).
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El problema d’Alhazen se centra en l'estudi de la reflexi6 sobre miralls
corbats i, en particular, miralls convexos. La solucié que va donar Alhazen
era geometrica i molt llarga. La cerca de solucions més curtes i visuals del
problema va ser objecte d’estudi al segle XVII, fent tis de les noves eines
matematiques analitiques i de calcul, tal com evidencien els problemes de
L’'Hospital abans esmentats.

L’estudi de la reflexi6 de la llum forma part de la catoptrica, una branca
de l'0Optica. Les teories de la llum al segle XVII s’han estudiat abastament®.
D’altra banda, hi ha excel-lents estudis historics sobre el fenomen de la refrac-
cié*. Tanmateix, és dificil trobar treballs especifics sobre l'estudi de la reflexié
al segle XVII, i els que n’hi ha formen part d’estudis generals sobre teories de
la Ilum i optica.

Per aquesta rad, el tractament del problema d’Alhazen al segle XVII pot
aportar llum a l'estudi de la reflexi6 en aquest periode. A la vegada, el segle
XVII, segle de l'algebritzaci, va aportar noves demostracions d’aquest pro-
blema d’optica. Aixi, 1'objectiu principal d’aquesta contribuci¢ és aportar
evidencies sobre 'acceptacio del procés d’algebritzacio en la resolucié del
problema d’Alhazen al segle XVII, a partir de les solucions proposades per
alguns autors, com Isaac Barrow (1630-1677), Christiaan Huygens (1629-1695)
i René de Sluse (1622-1685), fins arribar a la contribucié de L'Hospital.

2.- El problema d’Alhazen.

L’obra d’Alhazen se centra principalment en I'0Optica. El seu tractat més
conegut, Kitab al Manazir (1021), en set volums, estudia la llum i la percepcid
de la visié humana. El cinque volum esta dedicat a I'estudi de la reflexio i la
formacié d’imatges en diferents tipus de miralls (plans i corbats) i conté, entre
d’altres, 'anomenat “problema d’Alhazen”.

El primer matematic del qual es té constancia que va intentar trobar expli-
citament el punt de reflexié sobre un mirall corbat va ser Claudi Ptolemeu (90
d.C.-170 d.C)°. Ptolemeu va realitzar un estudi de la percepci6 visual al seu

DIJKSTERHIUS (2004), SABRA (1981), SHAPIRO (1973).

ANDERSEN (1983), BOYER (1959), i més recentment CARDONA SUAREZ i GUTIERREZ
VALDERRAMA (2020) , DONG (2020) i HEEFFER (2006).

5 El tractat Cafoptrica, d’autoria dubtosa, perd que alguns autors atribueixen a Euclides (325
aC-265 aC), presenta un estudi sobre els miralls i sobre la reflexié de la llum sobre aquestes
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tractat d’optica, obra de la qual només ens ha arribat una traduccio al 1lati,
que a la vegada és una traduccié parcial d’una traduccié arab de I'original.
Als llibres III i IV del seu tractat, Ptolemeu estudia els miralls convexos i con-
caus. Ara bé, Ptolemeu s’interessa essencialment per la formacié d‘imatges, i
no pas per la determinacié dels punts de reflexi6 en miralls®.

Tot i que Ptolemeu no va trobar la solucié del problema general, ni per a
miralls convexos ni per a concaus, si que va donar solucions a casos concrets
quan l'objecte i I'observador es trobaven en diferents posicions. Segles més
tard, Alhazen es va basar en I'obra de Ptolemeu i, des d'una perspectiva cri-
tica, va reprendre l'estudi del problema que porta el seu nom’. Alhazen troba
una solucidé pel cas més simple, els miralls plans. Per resoldre el problema
amb miralls esferics, Alhazen distingeix entre miralls convexos i concaus.

Escrita en arab® la primera traducci6 al llati que es coneix de Kitab al
Manazir la va realitzar al segle XII Gerardo de Cremona (1114-1187) amb
el titol De Aspectibus, nom llati amb el qual es coneix actualment el tractat
d’optica d’Alhazen’.

Al segle XVI es va publicar una nova traduccié al llati, a la ciutat de
Basilea!?. Friedrich Risner (1533-1580) va publicar el 1572 Opticae Thesaurus,
una traduccié al llati dels set llibres de I'obra d’Alhazen. Aquesta edicio
també incloia els deu llibres escrits pel filosof Witelo (1230-1290). De fet, a la
primera plana del llibre (Fig. 1) es pot llegir la segiient inscripcié:

“Diccionari d’optica. Els set llibres de I'arab Alhazen, editats per prime-
ra vegada. Del mateix autor que el llibre dels crepuscles i la formacié dels
niivols. Igualment, els deu llibres de Witelo Turingopolonio, tots ells revisats,
il-lustrats i augmentats amb il-lustracions. Afegits també comentaris al llibre

superficies. S’hi estudien els casos de miralls plans, convexos, concaus i amb formes corbes.
Aqui es fan servir les lleis de la reflexié per definir com es comportaven els raigs de llum
quan aquests incidien sobre els miralls. No es determina el punt de reflexi6 explicitament,
només s'indiquen les propietats que ha de complir aquest punt.

SMITH (1996).
SMITH (2004).

Es conserven diverses copies de la versio arab, perd no I'original.

O ® NN

Gerardo de Cremona va ser un traductor italia del segle XII que va treballar a I'Escola de
Toledo on va traduir obres de l’arab i el llati. L’autoria d’aquesta traduccid esta actualment
atribuida a Gerardo, tot i que es creu que també va rebre ajuda d’altres autors de 1'Escola de
Toledo a la que va pertanyer. LINDBERG (1981), SMITH (2004).

10 Per més detalls sobre altres traduccions, vegeu PENA (2020), 18-19.
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d’Alhazen fets per Friedrich Risner”1.

Aquesta edici6 va contribuir a la circulacié de 'obra d’Alhazen a Europa.
Johannes Kepler (1571-1630), Huygens i René Descartes (1596-1650), entre
d’altres, van fer referencia a 1'obra d’Alhazen a partir d’aquesta traducci6!®

Figura 1. Portada de I'Opticae Thesaurus de Risner (1572).

Com s’ha esmentat abans, al llibre V Alhazen estudia la reflexié en miralls:
miralls plans, miralls esferics concaus i convexos, miralls cilindrics i conics. A
les proposicions 1 a 4 del segon capitol, fa I'estudi de miralls plans on conclou
que la imatge és paral-lela al punt de 1'observador. A les proposicions 5 a 17
comengca l'estudi de miralls esferics convexos. Estudia casos particulars del
problema com, per exemple, el cas en que I'observador o 1'objecte es troben

11 De l'original en llati: Opticae thesaurus. Alhazeni Arabis libri septem, nunc primiim editi. Eiusdem
liber De crepusculis & nubium ascensionibus. Item Vitellonis Thuringolopoli libri 10. Omnes
instaurati, fiquris illustrati & aucti, adiecti etiam in Alhazenum commentarijs, a Friedrich Risner
(RISNER, 1572). "Thuringolopoli” fa referencia als origens turingis i polonesos de Witelo,
filosof natural i tedleg que va traduir al llati el Kitab al Manazir al segle XIII.

12 MAZUECQOS (1993).
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sobre la superficie del mirall.
Continuant amb els miralls convexos, a la proposicié 18 Alhazen enuncia
el problema segtient (Fig. 2):

“Donats un mirall convex i un punt visible, determinar el punt de reflexié'®”.

¥

Figura 2. Representacié mirall convex, A representa 1’observador, B I’objecte i D
el punt de reflexi6 al mirall que hem de determinar'“.

o]

Es tracta del que es coneix com a “problema d’Alhazen”. Alhazen es
proposa trobar el punt de reflexié a un mirall convex donada la posici6 de
I'objecte i I’observador. Alhazen estableix sis proposicions previes a la solucio
del problema (proposicions 19-24). L’objectiu d’aquestes proposicions és anar
demostrant propietats geometriques que fara servir per demostrar les pro-
posicions posteriors, fins a arribar a la demostracié del problema inicial. Per
demostrar totes aquestes proposicions, Alhazen fa servir només geometria
de triangles semblants i propietats dels triangles'. Es basa en els Elements
d’Euclides per justificar aquestes propietats'. Finalment, a la proposici6 25

13 SMITH (2006), vol. I, 415.
14 MAZUECOS (1993).

15 L/analisi i demostracions d’aquestes proposicions es poden consultar a PENA (2020), 21-27 i
annex.

16 Veure HEIBERG i MENGE (1895) i I'annex a PENA (2020).
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Alhazen troba el punt de reflexié d’un mirall convex, donades la posici6 de
l'objecte i 1'observador?”. Un cop ha determinat el punt, demostra que aquest
és el que compleix la llei de la reflexid, és a dir, que I'angle d’incidencia i el
de reflexi6 son iguals.

En les seccions segiients analitzarem com alguns autors del segle XVII
tracten el problema d’Alhazen amb metodes més analitics.

3.- El problema d’Alhazen al segle XVII.

La transformacié de les matematiques al segle XVII va influir en les noves
demostracions del problema d’Alhazen d’aquest periode'®. Aixi després de la
difusié de les obres de Francgois Viete (1540-1603) i Descartes, alguns mate-
matics van intentar resoldre el problema d’Alhazen emprant procediments
algebraics.

A finals del segle XVI, amb l'obra de Viete, In Artem Analyticen Isagoge
(1591) Viete va intentar explicar el cami que emprava per resoldre les equa-
cions emmarcant-lo dins l'analisi grega. L’objectiu del seu “art analitic” era
proporcionar un metode per a resoldre tots els problemes, ja siguin aritmetics
0 geometrics, mitjangant tres processos. El primer consistia en transformar el
problema en una equacié composta de quantitats conegudes i desconegudes
(zetetica). El segon en provar els teoremes coneguts a partir de l'equacié
plantejada (poristica). En I'tltim procés, que era el més important per Viete,
s’estudiava l'estructura de les equacions plantejades per a poder trobar la
solucio (exegetica). Aixi resumia Viete aquestes idees al final de la seva obra:

“Finalment, l'art analitic, dotat de les seves tres formes zetetica, poristica i
exegetica, reclama per a ell mateix la solucid del problema més gran de tots que
és SOLUCIONAR TOTS ELS PROBLEMES".”

Viete va introduir 1'algebra “nova”, emprant la que va anomenar “logis-

17 SMITH (2006), vol. 1, 427.

18 Al segle XV, Leonardo da Vinci (1452-1519) va intentar trobar una solucié matematica del
problema, sense exit, només solucié mecanica a partir d'un instrument mecanic. Vegeu
COOLIDGE (1963), 53-54, PEN A (2020), 9-10. BAKER (1881) presenta una breu revisié biblio-
grafica del problema.

19 “Denique fastuosum problema problematum ars Analyticae, triplicem Zetetices, Poristices &
Exegetices formam tandem induta, jure sibi adrogat, quod est, NULLUM NON PROBLEMA
SOLVERE” (VIETE, 1970, 12).
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tica especiosa”, o sigui, calculs amb “especies”, en front de la “logistica
numerosa”’, o sigui, calculs amb nombres que ja es desenvolupava a les
algebres renaixentistes anteriors. El sistema de Viete era un metode de calcul
d’especies, tipus o classes d’elements més que de calculs directes amb cada
element. Les especies de l'algebra de Viete eren tot tipus de magnituds,
numeriques com ara els nombres naturals i racionals, perd també geometri-
ques com ara les longituds, les arees, els volums o els angles. L’obra de Viete
va tenir una gran difusié i a principis del segle XVII, un bon nombre de mate-
matics van comengar a adonar-se que els procediments algebraics eren una
eina molt ttil per resoldre problemes geometrics. Tanmateix un dels punts
fonamentals per la introduccié de l'algebra a la geometria, va ser l'edicid i
difusi6 de I'obra de Descartes titulada La Géométrie (1637) que apareix com
un apendix del Discours de la Méthode. Aquesta transformacid de les mate-
matiques actualment alguns I'anomenem algebritzacié de les matematiques?.

Aixi, al segle XVII, trobem diversos autors que van tractar I'Optica en
aquest sentit. Els principals autors van ser Descartes i Willebrord Snell (1580-
1626), que van trobar a la mateixa epoca i de forma independent la llei de la
refraccié®!. A la Dioptrique (1637), Descartes defensava la teoria corpuscular,
definint la llum com composta per corpuscles que viatjaven a velocitat infi-
nita. A més, feia al-lusio al problema d’Alhazen, pero sense donar la soluci6
al problema?%.

Entre 1668 i 1669, Barrow imparteix una serie de llicons d’optica. Si bé
Barrow no s’atribueix I'autoria de cap de les teories de la llum que va explicar
durant les llicons, si que va treballar diferents problemes d’optica relacionats
amb la reflexié i la refraccio, la solucié dels quals si sén originals de Barrow.

20 Sobre l'algebritzacio, vegeu MANCOSU (1996); MASSA-ESTEVE (2012 i 2020).

21 Altres autors que també van estudiar la refraccié van ser Pierre de Fermat (1607-1695) i
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Als seus estudis d’optica, Alhazen havia fet una
important observacio, que la relacié entre 'angle d’incidencia i refraccié no es manté constant
i estudia aquest fenomen en medis com l'aire i 'aigua. Fermat, al segle XVII, va contribuir
amb el que avui en dia es coneix com el Principi de Fermat. Aquest establia que el trajecte que
segueix la llum en propagar-se d'un punt a un altre és tal que el temps emprat en recorrer el
cami és minim sense importar el medi. Vegeu LAKSHMINARAYANAN et al (2002). També, el
1684, Leibniz publica l'article Nova methodus, per mostrar la potencia del nou calcul. En aquest
article tracta, entre d’altres, el problema de la refracci6 on presenta com a hipotesi que la llum
segueix el cami minim quan passa d"un medi a un altre. Llavors, primer determina l'expressié
del cami que segueix el raig de llum i després, mitjancant I'tis del calcul diferencial, determina
que la distancia d’aquest cami és minima. Vegeu BLANCO (2019); SONAR (2018).

22 SABRA (1981).
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Un dels problemes d’optica que tracta és el problema d’Alhazen, del qual
dona una solucié geometrica sense interpretacio fisica.

Més endavant, al Traité de la lumiere (1690) Huygens desenvolupa la
seva teoria ondulatoria de la llum, a diferéncia de la teoria corpuscular de
Descartes. Huygens defensava que una font lluminosa emet ones esferiques,
de la mateixa manera que un moviment ondulatori en la superficie de 'aigua
emet ones superficials i que cada particula afectada per un front lluminoés es
transforma en l'origen d’un nou front?®. Mentre estudia '0optica, Huygens
descobreix I'obra i el problema d’Alhazen, que intenta resoldre d’'una manera
més efectiva. Com veurem, el problema d’Alhazen, ila seva solucid, va ser un
dels temes tractats per Huygens a la seva correspondencia amb Sluse.

Durant la mateixa epoca, James Gregory (1638-1675) va intentar trobar
una soluci6 analitica del problema d’Alhazen sense exit?. En 'obra Optica
Promota (1663) Gregory analitzava les propietats refractives i reflectants de
les lents i miralls basats en diverses seccions coniques i desenvolupava la
teoria del telescopi de Kepler. Tot i que no va trobar la soluci6 al problema
d’Alhazen, a la proposicio6 34 (Fig. 3) d'aquesta obra, Gregory afirma que si un
raig es reflecteix d’A a B en una superficie, la reflexié es produeix en un punt
on la superficie toca un el-lipsoide que té els seus focus a A i B®.

23 BLANCO LASERNA (2015).

24 Gregory fou un matematic i astronom escoces que va treballar amb series infinites i conver-
gents per trobar les arees del cercle i la hiperbola. També va descriure el primer telescopi
reflectant practic, conegut avui en dia com telescopi gregoria.

25 SMITH (1992).
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Figura 3. Proposici6 34 de I'obra Optica Promota de Gregory?®.

En aquesta contribuci6 revisarem les solucions del problema d’Alhazen
proposades per Barrow, Huygens i Sluse, i L'Hospital, en el cas del mirall
convex. Tot i no haver realitzat cap estudi especific dels fenomens de la
reflexié o la refraccié, L'Hospital va donar diferents solucions del problema
d’Alhazen, tant en el context del nou calcul leibnizia, com del tractament
analitic de les coniques. Les seves propostes ens serviran per fer una reflexié
sobre la utilitzacié de llenguatge simbolic i les eines analitiques, algebraiques
i de calcul a finals de segle XVII.

4.- El problema d’Alhazen per Isaac Barrow (1630-1677).

El 1664, Isaac Barrow (1630-1677)% va impartir un un nombre considerable
de conferéncies matematiques. Aquestes llicons van tractar conceptes basics

26 GREGORY (1663).
27 Sobre la vida i obra de Barrow, consulteu WHITESIDE (1971) i FEINGOLD (1990).
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com el nombre, la magnitud i la proporcid; va aprofundir en la relaci6 entre
les diverses branques de les matematiques; i va considerar la relacié entre
matematiques i filosofia natural, sobretot el concepte d’espai. Més tard, el
1665 va donar les primeres llicons de geometria, perd va haver d’interrompre
les seves llicons a causa del tancament de la universitat per la plaga de la
pesta®. Entre 1667 i 1669 Barrow va impartir conferencies d’optica durant la
seva estada a Cambridge.

Fou John Collins (1625-1683) qui s’encarrega de la publicaci6 de la major
part de les conferéncies de Barrow: Lectiones Opticae es va publicar el 1669,
Lectiones Geometricae el 1670 i Lectiones Mathematicae el 1683. El 1674 es van
publicar conjuntament les llicons d’optica i geometria (Fig. 4) %.

Figura 4. Portada Lectiones Opticae & Geometricae, edicié del 1674 [2].

Respecte al contingut d’aquestes conferencies cal recordar que a l'epoca
de Barrow havia comengat un periode en el que d’una manera de pensar en
matematiques quasi exclusivament geometric es va passar a un pensament
matematic més algebraic. Aquest procés de canvi de pensament fou lent i no

28 Quan la universitat va tornar a obrir 1'abril de 1666, Barrow va impartir 8 llicons més, pero
al juny es va haver de tornar a tancar la universitat per la pesta i no va tornar a obrir fins a
l'abril de 1667, quan va acabar les llicons de geometria abans de comengar amb les d’optica,
que van durar fins principis de 1669.

29 Aquesta és l'edicio, digitalitzada, que hem fet servir. Esta dividida en dues parts: lectiones
opticae i lectiones geometricae. L'editor d’aquesta obra va afegir una taula explicativa de la
notacié que fa servir Barrow i una carta al lector.
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lineal ni en el temps ni en I'espai, ja que no fou el mateix, ni en cada pais, ni
tan sols en el si d'un grup de matematics. Alguns autors varen adoptar les tec-
niques algebraiques en la seva obra i, a la vegada, varen intentar justificar-les
o transformar-les d’acord amb la matematica classica. Altres, malgrat conei-
xer l'existencia d’aquests procediments, els varen considerar aliens al pensa-
ment matematic i fins i tot, uns pocs varen acceptar aquesta nova manera de
pensar com un complement més pel desenvolupament de les seves tecniques
matematiques.

Aixi, Barrow, en les seves Lectiones Mathematicae (1683) també va pren-
dre postura sobre la nova algebra (Fig. 5). Barrow considerava l'aritmetica
com una part del pensament geometric, la geometria 1'tinica ciencia per
excel-lencia i ’algebra, la percebia com un instrument de 1ogica®. John Wallis
(1616-1703), contemporani seu, va escriure Arithmetica Infinitorum (1655) on
exposava els procediments algebraics i analitics de Viete i Descartes. Aquest
extensiu us de l'algebra per Wallis va ser fortament rebutjat per Barrow, que
ho argumentava basant-se en la definicié de quantitat com 1'objecte de la
matematica i explicant que els nimeros només son acceptables quan estan
fonamentats en la realitat geometrica. Aixi, Barrow exclamava:

“D’aqui que podem saber com jutjar pel que fa a l'opinié d’aquest gran Home
que a vegades hem mencionat [Wallis], qui per a demostrar que I” Aritmetica
es molt més extensa que la Geometria, transfereix per complet el conjunt de
I’Algebra, des de la Geometria a I’ Aritmetica, determinant que les Equacions
Algebraiques pugen més amunt que les Geométriques, i negant que la
Geometria ofereixi tantes Dimensions com Graus exhibeix I’ Aritmetica; amb
més pel mateix proposit. Tanmateix tot aixo pot ser discutit molt facilment,
dient que per aquestes equacions algebraiques o dimensions, o graus arit-
metics, o no s'entén res, no significa res de res, totes son imaginaries quimeres
i mers monstres; o bé tenen quelcom que respon a elles en la geometria, on si
signifiquen i representen. Pero en realitat no hi ha cap niimero, cap poteéncia
algebraica, cap grau aritmetic, al qual no responguin les magnituds infinites,
de qualsevol tipus, tals magnituds son representades i expressades apropiada-
ment per aquests Niimeros®.”

30 Vegeu MANCOSU (1996, 87) i PANZA (2008).

31 “Ex quo obiter perspicere licet quid judicandum sit de aliquoties memorati egregii viri sen-
tentia; qui sc. ut Arithmeticam Geometria multo latitis extendi faciat manifestum universam
Algebram Geometriae abjudicatam addicit Arithmeticae; aequationes Algebricas altius
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[15AACI BARROW
| Mathematice Profefforis Lucafiani
LECTIONES
[iabita in Scholis Publicis
Academix Cantabrigienfis :

LoNDIRI;

B g >t

Figura 5. Portada Lectiones Mathematicae, edicié del 1683.

Les conferencies sobre oOptica que va donar Barrow es basaven en 1'obra
de Kepler, Descartes i Thomas Hobbes (1578-1679), entre d’altres. En aquestes
llicons, Barrow va fer contribucions importants per determinar la ubicacié de
la imatge després de la reflexi6 o la refracci¢ i va fer suggeriments sobre una
teoria de la llum i els colors.

A la seva primera conferencia d’optica (Lectione I), Barrow va discutir
fonaments i suposicions i va definir termes com llum i imatge. A més, va
establir diversos fonaments sobre 1'0Optica on va explicar expressament que

ascendere statuit, quam Geometricas; negatque Geometriam tot suppeditare dimensiones,
quot Arithmetica gradus ostentat, & in illam sententiam pluscula. Quae tamen facilisime
discuti possunt omnia, dicendo, per istas aequationes (vel dimensiones) Algebraicas, gra-
dusve Arithmeticos vel omnino nihil intelligi, nil revera significari; at omnes imaginaries
esse Chimaeras, & mera ......; vel aliquid ipsis in Geometria respondere, quod significent &
repraesentent. Sicut revera de facto nullus est quisquam numerus, nulla potestas Algebrica,
nullus gradus Arithmeticus, cui non respondeant infinitae, quovis in genere, magnitudines
quas illi numeri representant & exprimant apposite.” (BARROW, 1683, 52-53).
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ell no reclamava l'autoria de cap de les lleis establertes:

“No necessito res més per explicar les hipotesis que tots els optics tenen en
comil els uns amb els altres i que necessariament s’han de definir com a base
per construir aquesta ciéncia. No faré cap esfor¢ per demostrar el que he dit, ja
que sembla més que clar que amb la [lum no es poden donar aquestes proves,

tot i que diversos experiments demostren que es donen en realitat”>?.

A aquesta mateixa 1li¢6, Barrow defineix un raig de llum com el cami
rectilini tracat per un punt i estableix que les inflexions tenen lloc a un pla
perpendicular a la superficie del medi on impacta el raig de llum.

A la segona conferéncia (Lectione II) és on estableix aquestes inflexions
com els fenomens anomenats reflexié i refraccié. Barrow explica que la
diferencia entre aquests dos fenomens depen del medi en el qual els raigs
de llum impacten. En el cas de la reflexi6, Barrow estableix que quan el raig
de llum BD (Fig. 6) xoca obliquament a la superficie EF, aquest rebota en la
mateixa direccié en queé BD rota sobre el centre Z de tal manera que aquesta
rotacié dura fins que D talla la superficie al punt d. L'angle de reflexi6 des del
punt B és el mateix que l'angle Z d B. Per simetria de la situacid, els angles
d’incidencia i reflexid son iguals.

c "ng—'.':’

Figura 6. Illustracié sobre la reflexio a les Lectiones opticae & geometricae (1674)
de Barrow.

32 BARROW (1674), 12-13.
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A aquesta mateixa 1licd, Barrow també treballa el cas de la refraccio®.
A les segiients llicons, Barrow estableix algunes explicacions més d’optica i
presenta exemples de reflexio i refraccié en superficies planes i més endavant,
corbes.

A la lectione IX, Barrow s’ocupa del problema d’Alhazen (Fig. 7):

“Donat un cercle reflectant (amb centre C), donant dos punts, dibuixar una

recta per un d'ells, el reflex de la qual passa per l'altre”.

Figura 7. Enunciat problema d’Alhazen a la lectione IX de Lectiones opticae
& geometricae (1674) de Barrow.

La solucié proposada per Barrow és purament geomeétrica i fa servir
una corba auxiliar que no indica ben bé com dibuixar-la. Al llarg de la seva
demostracio, com era esperable, no fa servir eines algebraiques, només expli-
ca com es trobaria el punt (o punts) desitjats. Barrow resol el problema en el
cas d'un mirall convex (cas IV de la Lectione IX): donat un cercle reflectant
(mirall convex circular) amb centre C, un observador A i un objecte X volem
trobar el punt N de reflexié sobre el cercle reflectant (Fig. 8).

33 Aquest cas no el treballem, ja que aquesta contribuci6 esta enfocada a un cas particular de la
reflexié sobre una superficie corba.
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Figura 8. Il'lustracio6 de la lectione IX de les Lectiones opticae & geometricae (1674)
de Barrow.

Per trobar aquest punt N, Barrow dibuixa el radi CA (que Barrow anome-
na superdiametre CA) que descriu el cercle CIA i el diametre CA (que Barrow
anomena semidiametre) que descriu el cercle AHG. Des de C, dibuixem la
recta CI on I és el punt de tall de la recta AH amb el cercle AIC. El punt N és
un punt sobre la recta CI de manera que els triangles ANI i HNI sén semblants
i, en particular, els angles INA i INH so6n iguals.

El que realment esta fent Barrow és trobar el lloc geometric de tots els
punts N tals que si dibuixem una recta qualsevol des del centre C, N és el punt
sobre la recta que compleix que els angles ANC i HNC siguin iguals. La corba
a puntets representa tots aquests punts N i, si bé Barrow explica com trobar
un punt N no explica com dibuixar aquesta corba. La corba és la representacio
d’una equacié de tercer grau que es pot trobar expressant les propietats que
han de complir els triangles que es formen quan dibuixem la recta que passa
pel centre C.

Tot i presentar el problema a les seves llicons d’optica, el tractament de
Barrow al problema d’Alhazen és purament geometric. Aixi Barrow no fa ser-
vir I'algebra, que no considera una branca de les matematiques, per explicar
la corba que ha trobat, fet que fa impossible trobar 'equacié d’aquesta corba
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a partir de la seva solucié d’una manera senzilla. Barrow troba un punt que
compleix la condicié d’angles del problema i a partir d’aqui explica com es
trobarien tots els punts que ho compleixen. Barrow explica que tots aquests
punts formen una corba i que els punts que estiguin sobre la circumferéncia
seran els punts buscats. Barrow no troba l'equacid, ni tan sols reconeix que
es tracta d’una ctbica. L'tinica opcié que es té per dibuixar aquesta corba es
anar buscant els punts que pertanyen a ella i fer una aproximacioé geometrica
de la corba. En finalitzar el problema, Barrow no fa cap comentari sobre si els
punts trobats sén tots reals (en un sentit fisic), els punts que troba només sé6n
la soluci6 geometrica al problema*. Tanmateix també al final del problema,
Barrow esmenta explicitament a Alhazen, 1lloa els seus escrits pero critica el
seu llarg discurs per resoldre el problema, descriu la solucié d’Alhazen com
llarga i tediosa. A més, Barrow defensa que la seva solucié geometrica és més
elegant i senzilla que la soluci6 d’Alhazen.

5.- Correspondéncia entre Christiaan Huygens (1629-1695) i René Sluse
(1622-1685)%,

La reticencia de Barrow a I’hora de fer servir l'algebra per resoldre aquest
problema contrasta amb 'enfocament de Huygens i Sluse. Aixi, la utilitzacio de
I’algebra per resoldre el problema d’Alhazen és tema de discussio enla corres-
pondencia de Huygens i Sluse®. En un carta de 13 d’agost de 1657, Huygens
escriu a Sluse que el problema d’Alhazen és el que li sembla més remarcable de
I'obra d’Alhazen, especialment perque el resol sense fer servir 'algebra:

34 Si es trasllada aquest problema al problema fisic inicial del mirall convex (I'observador A i
I'objecte H), no tots el punts trobats sén visibles per I'observador. De fet, només el punt N
pertanyent al triangle AHN de la figura 8 és el punt que I'observador és capag de veure.

35 BOS (1972).

36 Una part de la correspondencia entre Huygens i Sluse sobre el problema d’Alhazen va ser
publicada com “Excerpta ex Epistolis Non-Nullis, Ultro Citroque ab Illustrissimis Viris,
Slusio & Hugenio,ad Editorem Scriptis, de Famigerato Alhazeni Problemate Circa Punctum
Reflexionis in Speculis Cavis aut Convexis” (Phil. Trans., vol. 8, 97, 6119-6126) i una segona
part del tractament de la solucié com “Continuatio Excerptorum ex Epistolis Slusianis &
Hugenianis, Super Alhazeni Problemate Optico, in Aitis is Philosophicis Proxime Pragressis
Commemorato” (Phil. Trans., vol. 8, 98, 6140-6146). Aquestes publicacions eren transcrip-
cions comentades de les cartes que s’havien enviat Huygens i Sluse en relacié al problema
d’Alhazen entre 1669 i 1672. En aquesta contribucié hem fet servir la traduccié en angles
d’aquestes publicacions HUTTON et al (1809).

28



METODES ANALITICS EN EL S. XVII VOLUM XVIIT 2020

“Per mi, res memorable apareix a tota I'obra d’Alhazen excepte aquest proble-
ma, i sempre m’ha sorprés que ho pogués fer sense 1'iis de 1'algebra®”.

En aquesta mateixa carta, Huygens encoratja a Sluse a intentar resoldre el
problema d’Alhazen. No és fins més tard, el 26 de juny de 1669 (uns mesos
abans que es publiqués el resultat de Barrow), quan Huygens envia la solucié
del problema a Henry Oldenburg (1619-1677)%. En la seva carta, Huygens li
explica que ha trobat una solucié al problema d’Alhazen recentment i que troba
que és una soluci6é molt elegant. Aquesta solucié ve inclosa com un annex de la
carta que porta el titol: Problema d’Alhazen. Donat un mirall sigui concau o convex
i també el punt de I'ull i de I'objecte vist, trobar el punt de reflexio®. (Fig. 9)

Rotm Mt

: 9{.&/ %’w/ﬂ cavs aut cankd, ilw_qfw veuls el puncdy
o Rt DI, i, prrediom fhscionis-

En govulam, ex plars: guat chhum Falil A puncini, reales
Cnty it in B, ot punctum vindde n € /{W"DM}W‘-
L A fadiag plein goradum D o i
nt nﬂxﬁn},mi-.'

R i pinatn A%
Csrdatr cireadi iarvangt
rinbin, cugiio Lk LHrm T,
P Guewrrat a8 producla
CE Rt ik Duched TA.
oA Wstia proportismalis KA,
oty M, paredloln B YL
e agymploton . Rurvics vint:

U propurtvinalir X, 1 Ao, AL &
L et dY wyaadd i, Qeccatun’ :
M parallil Az ragud m.é

b aqymplotis: 'JW
Sl 1% 15" g 2 gudpty
ot Qi D, grdiadam A0
wna cum gundraly AL, crant pun.
ke X % zum/émkuﬁfﬁ
onchus gpovitis. 3, imyinins
: oyt maribndis i
intayrltimes cam iram frinkan, D0, rrENInE goineln '-r';,{zmw qustedn
'f,,,,a,,@mj, Lt s ot g preflna sddum ool @{M-vldlt‘f, )
o hgpe Vhirte /-'Q/‘l‘ﬂjyé, Dsorcliside s

»
ctum Famrum corom SSLgg ez ABC. g oo iprze bsmaond 1 lar

pratasmen, o v

v

Figura 9. Annex de la carta n® 1745 de Huygens a Oldenburg on resol el
problema d’Alhazen.

37 “Mihi in toto Alhasenis opere nihil memorabile praeter hoc unum occurrit, semperque mira-

tus sum illum absque Algebrae auxilio id construere potuisse”. Carta N° 399, vol II de les
obres completes de Huygens.

38 Henry Oldenburg fou secretari de la Royal Society (fundada el 1660). A més va ser un dels
editors fundadors de Philosophical Transactions of the Royal Society. A més de Huygens i Sluse,
tenia una important xarxa de correspondents a Europa.

39 “Problema Alhaseni. Dato speculo cavo aut convexo, itemque oculo et puncto rei visae, invenire
punctum reflexionis”. N° 1745, Volum VI de les obres completes de Huygens.
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En la resoluci6 del problema, Huygens tracta a la vegada el problema
del mirall concau i convex, ja que considera el cercle sencer com el mirall i
en funcid d’on es troben els punts solucio sobre la circumferencia diferencia
entre el cas concau i convex. Es a dir, fa un tractament fisic de la solucid. Per
exemple, si des dels punts de I'observador o I'objecte es traga una recta a un
dels punts solucid i aquesta recta interseca la circumferencia, aquest punt
solucid pertany al mirall concau (agafariem com a mirall concau una secci6
de la circumferencia).

En la resolucié que dona en aquesta primera carta, Huygens no fa servir
llenguatge simbolic per indicar les relacions i equacions que troba, només les
descriu. Per exemple, per expressar §=c£ (notacid que farem servir per ser

més agils) diu que 4, b i c sén proporcionals o x* ho expressa com el “quadrat
de x”. L’tinic cas en que no utilitza les descripcions és per escriure la meitat
d’un segment, % AB . També, cal tenir en compte que Huygens dona per fet

que la solucié del problema és una hiperbola, fet que fa que la seva solucié
estigui orientada a la cerca de les asimptotes i algun punt de la hipérbola.

El primer que fa Huygens és definir A com el centre del mirall esferic, B
I'ull (que equival al punt de 'observador) i C el punt visible. A continuacio,
agafa el pla on es troba A, B i Ci tracta el problema com un problema al pla
ino al'espai (Fig. 10).

——

Figura 10. Figura corresponent a I'annex de la carta de Huygens a Oldenburg
(tal com apareix a Phil. Trans. vol. 8, 97, 6119-6126).

30



METODES ANALITICS EN EL S. XVII VOLUM XVIIT 2020

A continuacid, explica que a la circumferencia de centre A és on es troba-
ran els punts de reflexié. Seguidament, descriu la circumferéncia que passa
pels punts A, Bi C amb centre Z i traca AE perpendicular a BC. E és el punt
d’interseccié d’aquesta recta amb BC, R el punt d’interseccié amb la cir-
cumferencia ABC i O el punt d’interseccié amb la circumferéncia que forma
el mirall.

Sigui N el punt sobre la recta tal que AN sigui tercera proporcional a AR i
AO, ésa dir,%=%) i dibuixa la recta NM (M representa qualsevol punt a

la recta) paral-lela a BC, que sera una de les asimptotes de la hiperbola.
Tot seguit, troba I sobre AO de manera que EA, %OA , IA siguin propor-

cionals, és a dir: 1
EA ?AO
10 1A
2

iun cop trobat I, considera IY, igual a IN. Traca YM paral-lela a AZ, que sera
l'altra asimptota.
Quan ha trobat les dues asimptotes, Huygens troba dos punts X i S sobre

2
la hiperbola, que compleixen IX =1S i [S? _AY + AP . Llavors, la hiperbola
2

talla la circumferencia de centre A. Les seccions dD donen els punts
d’interseccié amb la circumferencia DO, que seran els punts de reflexié
buscats. Per representar el punt de reflexid, Huygens fa servir la d pels que
pertanyen al mirall concau i D el punt que pertany al mirall convex.

El 24 de setembre de 1670, Oldenburg envia aquesta soluci6é a Sluse i
aquest li respon al novembre del mateix any. Sluse li explica que un cop
ha reduit la solucié de Huygens a calculs, ha vist que la seva soluci6 i la de
Huygens son molt similars, els dos han fet servir la construccié d'una
hiperbola a partir de les asimptotes. La soluci6é que presenta Sluse segueix
els mateixos passos que ha fet Huygens, pero ell expressa cada relacio en ter-
mes analitics, amb llenguatge simbolic, per trobar 'equacié de la hiperbola.

Huygens accepta la solucié de Sluse, tot i que considera la seva propia
més natural. Sluse envia una segona soluciéo a Huygens. Aquesta soluci6
millorada redueix el nombre de calculs que ha de realitzar i troba l'equacio
de la hiperbola d’'una manera més senzilla, fent servir 1'algebra i llenguatge
simbolic.

L’any 1672, Huygens proposa nova solucio (N° 1891, vol. VII), on, tal com
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mostra la Figura 11, fa servir llenguatge simbolic. En la seva resposta, Sluse
exposa una altra analisi del problema, tot destacant el fet que una mateixa
construccio es pot deduir a partir d’equacions diferents.

P b Ikl e et e
Problema Alhazeni,

Dato Circulo, cujus centrum A, radios AD, & pun&is duobus
B, C; invenire pundum H in circumferentia circul $V. Fig V1
dari, unde ducte HB,HC, faciant ad circumferentiam -k
angulos quales .

anatar inventum, dnlique AM relta, que bifwriam [fecer angalom
BAC, dscarwr ¢i perpemdicularis HE , itemque B M, CL, Jangatnr
porre AH , cui perpend. fit HE, rellifgue BH, HC, weprrat AM in
ponilis K, G,
Sit jam AM=3  Dviaerge equaler aeguli KHE & CHZ fve EHG 3
MB=b eftque EHA angulngreilus, ericmt KE ad EG, itak A
AL =¢ #d AG. Buis vera BM ai MD, m HF «d FK,
LC =n erit, "
Radins AD =d wt BM+ HF «d HF, ita MF ad FK

AF =x bty —y——a:x| a{-w
" FH=yY Ty adiFdx
g Fo kb

: ; y

Rar(is, qﬁajﬂd.[(-‘,;t F‘IJF ad FG, erit permwpands o dividea-
ds CL-HF #d HF, #t LF ad FG : s

By ks S {i_‘?, qui ablard ab AF=x,

ﬁﬁ"u_.“i’:'?_ Eff autem EA= Td quia propertionales FA |

AH,

2

(
)

Figura 11. Contingut de la carta N 1891, vol. VII de Huygens, amb la Figura VI
corresponent, tal com apareix a Phil. Trans. vol. 8, 98, 6140-6146.

La correspondeéncia entre Huygens i Sluse fa palesa la importancia de 1'ts
de l'algebra en la resolucié del problema d’Alhazen. Si bé és cert que en la
seva primera carta a Sluse, Huygens no fa servir un llenguatge simbolic, en la
seva posterior correspondencia entre ambdos observem una transicio, un us
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creixent de I’algebra i d’eines analitiques. Aquesta segona construccié sembla
estar connectada amb la solucié proposada per L'Hospital anys més tard,
com s’analitza a continuacio.

6.- Les solucions de Guillaume Antoine, Marqués de L’Hospital*® (1661-
1704).

El1 1696 L'Hospital publica Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des
lignes courbes, el primer manual de calcul diferencial de Leibniz. Aquest llibre
va ser una contribucié extremadament important, donant una gran embran-
zida al nou calcul i, en particular, a la seva circulacid i ensenyament. Es va
utilitzar durant molt de temps i es va fer servir com a model per als propers
manuals de calcul.

L’Hospital va escriure un altre tractat excel.lent, el Traité analytique des sec-
tions coniques et de leur usage pour la résolution des équations dans les problémes
tant déterminés qu’indéterminés, publicat postumament el 1707. El tractat de
coniques de L'Hospital il-lustra I'estat de consolidacié de la geometria anali-
tica a I’'Europa de finals del XVIIL.

Ambdues obres presenten el problema d’Alhazen. A 1'Analyse des infi-
niments petits és tractat com un problema de minims, equivalent a la cerca
del cami minim que segueix la llum. Al Traité analytique des sections coniques
el trobem enunciat com un problema de geometria de manera que es com-
pleixi una igualtat d’angles equivalent a la llei de la reflexio. A continuacio,
s’analitzaran les solucions del problema proposades per L’Hospital en aques-
tes dues obres.

6.1.- Solucio6 a I’exemple X, secci6 lll, de ’Analyse des infiniments petits.

L Analyse des infiniments petits té un total de deu seccions. A la primera sec-
cid es donen les regles basiques del calcul diferencial. La segona seccid tracta
sobre la utilitzacié del calcul diferencial per trobar les tangents de tota classe
de corbes. La tercera secci6 son qiiestions de maxims i minims i a la quarta
fa servir el calcul diferencial per trobar punts d’inflexio. Les cinc seccions
segiients tracten problemes més nous, topics de recerca de finals del XVIII,
com les evolutes (seccié V), les caustiques per reflexid i refraccio (seccions

40 Es poden consultar detalls biografics a: BLANCO (2019), COOLIDGE (1963), 147-154.
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VIi VII), i les envolvents a una familia de corbes (seccio VIII). La seccio IX
esta dedicada a la resolucié de diversos problemes, fent servir els metodes
precedents; aqui hi trobem el que avui coneixem com a regla de L’Hospital,
que permet avaluar limits amb indeterminacions. Finalment, a la secci6 X es
compara l'elegancia del nou calcul amb els metodes no tan agils de Descartes
i Hudde.

A la tercera seccio, sobre maxims i minims, trobem l'exemple X (Fig. 12).
Tot i que en cap moment en fa referencia, l'enunciat es correspon al problema
d’Alhazen. L'exemple X diu el segiient:

“Donat el cercle AEB, i donats els punts C i F fora del cercle, trobar el punt
E sobre la circumferéncia tal que la suma de les rectes CE i EF sigui la més
petita possible*.”

Exemrre X
58. ¢ cercle 422 éeane donné de pofition avec les Fic, (o
peints €, F hors de ce cercle ; trouver fur (3 circonfiren-
cele £ tel que la fomme des deoives CF, EF foic Ia
mai fil eft pollible. :
Sup que le poine £ (oix celuy que 'on cherche,
& menant par ke centre 0 la ligne 026, il ot clair qu'elle
{era perpendiculaire fur la circonférence 4EB; & partant
* gqucles angles FEG, CEG ferons €gaux entt’eux. Sidone * Artesr.
Yon mene 4 en forte que Pangle Exo foir égal A Tan-
CEO, & de méme EX en fotre que langle Exo foie
A langle FFo, & les panalleles £p, EL 3 oF, oC;
on Formera les wriangles femblables oCE & 0Ff,0FF &
OEK, HDE & KLE; & cn nommant les contubs 0F ou .4
ou OB, #: 0C, b; OF , ¢; & les inconnués 6D ou LE, x;
DE ou 0L, 7 i lon aura 0H we i’ , oF =2, & fip

(2 —-F )} DE(y) i+ KL (y—22 ), LE (). Donc
Jl::!:-—'r*'-w—ﬁ?.q'ifcﬂwéw-im i une hyper-
‘on confiruira facillemene i
('ﬁdc“.:i point cherché E. AL apo S

Figura 12. Enunciat i solucié de I'exemple X, capitol 3, de I’ Analyse de L’Hospital.

L’Hospital resol el problema de la manera segiient: sigui E el punt buscat,
i es dibuixa la recta OEG (O és el centre de la circumferencia) que és perpen-
dicular a la circumferencia (Fig. 13). I per I'exemple anterior i el seu corol-lari,
L’Hospital afirma que els angles FEG i CEG son iguals.

41 "Le cercle AEB étant donné de position avec les points C, F hors de ce cercle, trouver sur sa
circonferénce le point E tel que la somme des droites CE, EF soit la moindre qu’il est possi-
ble". L'HOSPITAL (1696), 49.
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Figura 13. Figura corresponent a I'exemple X de I’Analyse de L'Hospital.

Cal aturar-se una mica en aquests resultats previs, ates que és aqui justa-
ment on s’aplica el calcul diferencial. A I'exemple IX (Fig. 14), donades dues
indeterminades CE (u), EF (z), i una quantitat composta per aquestes (per
exemple, au + zz), es proposa determinar quina ha de ser la posici6é de u iz
perqueé la quantitat sigui maxima o minima. Igualant a 0 la seva diferencia:

adu +2zdz =0
Obté la relaci6 entre les diferencies de u i de z:
du. —dz ::2z. a
Es a dir, la posici6 de les rectes CE, EF és tal que quan u creix, z disminueix.
Tragant GL, GI perpendiculars a CE, EF, i considerant un punt e infinitament
proper a E, a partir de triangles semblants, es pot deduir que:

GL. Gl :: du. —dz :: 2z

on GL i GI sén els sinus de I'angle GEC i de I'angle GEF, respectivament. A
partir d’aqui, ja queda determinada la posicié de CE, EF.
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Figura 14. Figura corresponent a I'exemple IX de I’Analyse de L'Hospital.

Al Corollari de 'apartat 57 explica com trobar la posicié de la recta EF,
donades la posicié i magnitud de la recta CE, i la magnitud d’EF. Donat
I'angle GEC, el seu sinus GL també donat, i, per tant, el sinus GI de I'angle
buscat GEF. Si es descriu la circumferéncia de diametre EG, i es porta el valor
de GI sobre la circumferencia, la recta EF que passa pel punt I tindra la posicié
buscada.

La situacio6 descrita a 'exemple X es pot considerar com un cas particular
de lI'exemple IX i el seu corol‘lari, on la quantitat que es vol minimitzar aqui
és u+z (és a dir, CE+EF). En conseqiiencia:

GL. Gl :du.dz:1—GI=GL

Si els punts C, F cauen del mateix costat de la corba, és evident que 'angle
FEG ha de ser igual a I'angle CEG.

Tornant a 'exemple X, es traca EH de manera que l'angle EHO sigui
igual a I'angle CEO. De la mateixa manera, es traga EK tal que I'angle EKO
sigui igual a 'angle FEO. També es tracen les paralleles ED i EL a OF i OC
respectivament. Amb aquesta construccié s’obtenen les parelles de triangles
semblants segiients: OCE i OEH, OFE i OEK, i HDE i KLE.

Siguin les mesures conegudes OE = OA = OB =4, OC=b1i OF = ¢, i siguin
OD =LE=x1DE =OL =y les desconegudes.

Fent servir la semblanga de triangles tindrem:

OH=% (a partir dels triangles semblants OEH i OEC)
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Ok =24 (a partir dels triangles semblants OFE i OEK)
c

I finalment:
aa aa
HD (x=5)"DE (y) :: KL(y=" )"LE (x)
D’aquesta tltima igualtat obtenim l'equacio:

x—ag—x= yy— a—fz ,
que correspon a una hipérbola que podem construir facilment i que talla el
cercle en el punt buscat E.

En aquest problema no trobem cap referencia per part de L"'Hospital a que
sigui un problema d’optica o que estigui basat en un problema d’optica. Pero,
com hem vist, per resoldre el problema utilitza el resultat que els angles FEG
i CEG sén iguals, essent aquesta la propietat que ha de complir el problema
d’Alhazen. Per tant, podem interpretar els punts C i F (Fig. 13) com si fossin
I'espectador i I'objecte, i el punt E sobre la circumferencia el punt de reflexio
sobre el mirall convex. El fet que la suma de CE i EF sigui minima, es pot
entendre com que el cami que segueix el raig de llum quan es reflecteix sobre
una superficie és minim, resultat que ja havia establert Ptolemeu*2.

6.2.- Solucio a I’exemple VII, llibre X, del Traité analytique des sections
coniques.

Al Traité analytique des sections coniques (obra dividida en 10 llibres)
s’estudien les coniques des del punt de vista de la geometria cartesiana. Als
tres primers llibres L'Hospital treballa la parabola, I'el-lipse i la hiperbola,
respectivament, demostrant algunes de les seves propietats. Al quart llibre
resol alguns problemes basics on estan implicades les tres coniques. Al llibre
V tracta alguns calculs relacionats amb les coniques i al llibre VI mostra que
les coniques que tracta Apol-loni a partir del con circular sén les mateixes que
les que ell ha anomenat el-lipse, parabola i hipérbola. Al sete llibre estudia les
equacions de segon grau, equacions que utilitza per resoldre problemes sobre
coniques al llibre VIII. Al nove llibre treballa amb seccions coniques on fa
servir equacions de grau major que dos i, finalment, el llibre X, que és el més
llarg, tracta problemes determinats i intenta trobar solucions més senzilles a

42 LINDBERG (1981).
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problemes ja coneguts.

Al llibre X tornem a trobar el problema d’Alhazen. En particular, a
I'exemple VII, que analitzarem a continuacio. El problema el tracta geometri-
cament i fa servir I'algebra per a les demostracions. El problema I'enuncia de
la manera segiient:

“Donat un cercle de centre A i radi la recta AM, i donats dos punts E i F al
mateix pla, es vol trobar sobre la circumferencia dins l'angle EAF, el punt M
tal que, havent tracat les rectes AM, EM, FM; els dos angles AME i AMF
siguin iguals entre ells*3.”

Tot i que L’Hospital no ho esmenta explicitament, podriem considerar els
punts E i F (Fig. 15) com I'objecte i 'observador, respectivament, essent el cer-
cle de radi AM el mirall circular convex i M el punt de reflexi6 sobre el mirall.

Abans de resoldre el problema L'Hospital aclareix que les rectes AE i AF
han de ser diferents per tal que el problema no sigui trivial, ja que, si AE = AF
el punt buscat es trobara sobre la bisectriu de I'angle EAF. L’'Hospital dona
dues maneres diferents de trobar el punt M. Ara bé, tot i ser solucions dife-
rents en ambdues acaba trobant I'equacié d’una hiperbola que, quan interseca
amb la circumferencia, dona els punts buscats.

Primera manera*

L’Hospital suposa que M és el punt buscat (Fig. 15). Traca les rectes MB,
MD tals que els angles MBA, AMF siguin iguals als angles MDA i AME,
i per tant, entre ella. Els triangles AFM i AMB son semblants i els trian-
gles AEM i AMD també. D’aqui, s’obtenen les relacions AF.AM::AM.AB i
AE.AM::AM.AD.

43 "Un cercle qui a pour centre le point A & pour rayon la droite AM, étant donné, avec deux
points E, F, sur le méme plan; trouver sur la circonférence au dedans de 1'angle EAF, le point
M tel quayant mené les droites AM, EM, FM; les deux angles AME, AMF, soient égaux
entr'eux". L’HOSPITAL (1707), 389.

44 1'HOSPITAL (1707), 390-394.
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Figura 15. Representacié de la primera manera, segons la figura 255 del
Traité analytique des sections coniques, lamina 28, 392.

Fins aqui, la solucié donada és molt similar a la presentada abans, de fet
es basa en les mateixes parelles de triangles semblants. Pero a diferencia de la
solucié donada a I"’Analyse, aqui tot seguit mostra la construccié de la hiper-
bola equilatera obtinguda:

yy —by — xx +ax =0,
que talla la circumferéncia en el punt buscat. Sobre les linies AF, AE, es pre-

nen les linies AB, AD que son les terceres proporcionals de AF, AM i de AE,
AM (Fig 16).

39



Laura PeENA, MoNica Branco, M? Rosa Massa-ESTEVE VOLUM XVIIT 2020

Figura 16. Segons la figura 256 del Traité analytique des sections coniques,
lamina 29, p. 398.

Sigui C el punt mig de la recta DB, i per C tracem CH paral-lela a AB.

1 1
c1<=\f_ L
g b

de forma que la hiperbola amb centre C amb semidiametre CK talla la cir-

Prenem:

cumferencia en el punt buscat M.

Per comprovar que aquest punt és el que compleix la condicio de
I'enunciat, es dibuixa la recta CL paral-lela a AD i, llavors, les rectes CH i CL
divideixen en dos les rectes AD i AB, a O i L respectivament. D’aqui, s’obté:

CH=AP—AL=x—%a i HM=y—%b

Pero, per la propietat de la hiperbola equilatera, HM?>=CH*+CK?, es té:
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yy —by +%bb =xx —ax +%aa +%bb —%aa
o el que és el mateix, yy — by = xx — ax que, si es reescriu en forma de pro-
porcié queda

BP (x—a). PM (y) :: DQ (y—b). QM (x)

Ates que els angles BPM i DQM sén iguals i els costats dels triangles BPM
i DQM s6n proporcionals, els dos triangles sén semblants. Es a dir, els angles
MBP i MDQ sén iguals i aixo implica directament que els angles ABM i ADM
també ho son.

Finalment, de les proporcions AB.AM::AM.AF i AD.AM::AM.AE, resulta
que les parelles de triangles ABM i AME, ADM i AME, i ABM i ADM s6n
semblants. D>aquestes relacions de semblanca s'obté que l'angle ADM = angle
AME i angle ABM = AMF. D’on es dedueix que els angles ABM i ADM sén
iguals i, per tant, els angles AMF i AME so6n iguals.

De la mateixa manera L’Hospital prova que la hipérbola oposada a aques-
ta també talla la circumferencia en un altre punt M “dins I'angle oposat al
vertex de l'angle EAF”, tal que els angles AME i AMF son iguals. Tot i que
aquest cas ja no es correspondria amb el problema del mirall d’Alhazen, pero
L’Hospital I'ha tractat des del punt de vista geometric, no des del punt de
vista fisic. L’'Hospital també afegeix en aquest cas la possibilitat d’obtenir
una equacié amb només la quantitat desconeguda x. Utilitzant l'equacio del
cercle xx + yy = aa i una propietat de la hiperbola vista a 'apartat 100, arriba
a una equacio de quart grau tal que una de les seves arrels sera el valor de la
x buscat:

x* — 2bx3 — mmxx + 2aabx — aabb =0

I acaba aquesta primera manera discutint els casos x “vertadera” i major
que b, x “falsa”, o x “vertadera” i menor que b (seguint la classificacié de
Descartes), segons el costat on caigui M en relacié a AP.

Segona manera*®

A partir de parelles de triangles semblants diferents, partint de la tangent
a la circumferencia en el punt buscat, L’Hospital planteja la segona manera de
resoldre el problema. Sigui M el punt buscat, MD perpendicular al radi AM
(és a dir, tangent a la circumferencia), que talla AF en el punt D; GH paral-lela

45 L’HOSPITAL (1707), 394-395.
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a AM, i es pren G sobre la linia EM, que talla AF en el punt C (Fig. 17).

A partir de la semblanca de FAM i FDH es compleix: AM.DH::AF.FD. Els
triangles CAM, CDG també son semblants, d’on s’obté la relacié: AM.DG::AC.
CD. D’aquestes relacions es dedueix que DG = DH, ja que estem suposant
que els angles AME i AMF s6n iguals i, per tant, els angles DMG i DMH
també ho son.

A partir d’aquestes semblances s’arriba a la relacié AF.FD::AC.CD i, per
tant, AF+FD.AF::AC+CD.AC=AD.AC.

I}

Figura 17. Representacié de la segona manera, segons la figura 257 del
Traité analyitique des sections coniques, lamina 29, 398.

D’altra banda, P i B sén els punts sobre AF tals que MP i EB son perpen-
diculars a AF. 1 Q és el punt sobre EB de manera que MQ és perpendicular
a EB. Ara anomenem a la recta AM; b, AB; ¢, BE i d, AF, que so6n conegudes.
Siguin AP, x i PM, y.

Els triangles APM i AMD sén semblants, d’on obtenim que:

AP (x) - AM (a) :: AM (a) - AD, i, per tant: AD = %l

Aleshores FD=AF—AD=d - %1 . Pels triangles semblants EQM i MPC

es té la relacié EQ.QM::MP.PC, que és el mateix que:

EB — MP (c — y). AP — AB (x — b) : MP (y). PC
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d’on obtenim PC = xcy—_by . Finalment, donat que AC=AP+PC, es pot establir
-y
cx — by
c-y

que AC =

Per acabar, substitueix a l'expressié AF+FD.AF::AD.AC els “valors anali-
tics” de les linies i arriba a 'equacio:

2cdxx — aacx — 2bdxy + aaby + aady = aadc

Finalment, si es divideix per 2cd i prenent b+d=f per simplificar, ens queda

aa_ . aaf 1

2 “Tog V=0

xx—i X —
c Y

que és l'equacié d'una hiperbola “entre les seves asimptotes”, que es cons-
trueix tal com mostra a l'apartat 339 del Llibre VII del seu tractat. Aquesta
hiperbola talla la circumferéncia en el punt buscat M.

Em ambdues maneres, L’'Hospital arriba a I'equacié d’una hiperbola, amb
un enfocament similar al que es troba a la carta de Huygens de 1672 abans
esmentada, si bé és cert que, per establir I'equacioé de la hiperbola, L’'Hospital
no treballa amb les asimptotes, sindé amb el centre i el semidiametre. De fet,
en una carta a L’Hospital de setembre 1693 (N° 2819, vol. X), Huygens es
queixa que 1’Académie des Sciences no hagi publicat aquesta nova solucié
seva, molt millor que la seva primera construccio6. Per tant, és plausible que
L’Hospital hagués llegit aquesta publicacio i que li servis de font d'inspiracio6
per a les seves construccions. La presentacioé de diferents maneres de resoldre
un problema es pot considerar una eina pedagogica per part de L'Hospital.
Finalment, en les seves dues propostes esta clar que L'Hospital aposta per
utilitzar llenguatge simbolic i eines algebraiques, una mostra de l'estat de
consolidacié de la geometria analitica a 'Europa de finals del XVIL

7.- Consideracions finals.

L’estudi del problema d’Alhazen en el segle XVII ha servit com a fil con-
ductor per trobar evidencies sobre el posicionament en relacid a I'algebritzacié
de les matematiques, a I'ts de llenguatge simbolic i d’eines analitiques i de
calcul per resoldre un problema d’optica. Per resoldre aquest problema,
Alhazen es basa en els Elements d’Euclides i arriba a una soluci6é geometrica,
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llarga i farragosa. En canvi, els autors tractats en aquesta contribuci6 intenten
trobar solucions més curtes i agils. Pero el grau d’acceptacio de les eines alge-
braiques i de llenguatge simbolic varia segons l'autor.

Aixi en el cas de Barrow, el fet de considerar I'algebra com una eina no
necessaria, fa que la seva solucid sigui purament geometrica, sense algebra.
A més, Barrow defuig el llenguatge simbolic, ja que no vol fer servir abrevia-
tures algebraiques. Considera que la geometria és la ciencia matematica per
excel-lencia i I’algebra és una eina de logica.

Al contrari que Barrow, la discussi6 entre Huygens i Sluse sobre el proble-
ma d’Alhazen s’engega justament com una especie de repte, per explorar com
es podria resoldre el problema mitjancant 1'is de l'algebra. Timidament, el
llenguatge simbolic va guanyant protagonisme en el tractament del problema
a la correspondencia entre Huygens i Sluse.

Finalment, si bé I'estil de les solucions desenvolupades per L’'Hospital al
seu tractat de coniques recorden el tractament de Huygens i Sluse pel que fa
a llenguatge simbolic i s d’eines analitiques, en el seu Analyse des infiniment
petits L'Hospital va més enlla i tracta el problema d”Alhazen com un proble-
ma de minims, és a dir, com a aplicacié del calcul diferencial.

L’estudi de les solucions de Barrow, Huygens, Sluse i L'Hospital il-lustra
el fet que el procés d’algebritzacié fou lent, i no uniforme. I alhora fa pales
la potencia de les noves eines matematiques que emergeixen al segle XVII: la
geometria analitica i el calcul.
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