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;Cambia la nocion de 7 si cambia el ambiente?

por

Miguel-C. Munoz-Lecanda

RESUMEN.  Partiendo de las ideas clasicas sobre la definicién de 7 en el
plano geométrico, se extienden esas ideas al caso de superficies de revolucién
y también a dimensiones superiores a dos. En este ultimo caso se proponen
y comparan diferentes posibilidades en la definicién, asi como las propiedades
de las distintas generalizaciones construidas. Al final, vistas las divergencias
de interpretacién, se propone una definiciéon general que iguala la definicién
usando la longitud de la circunferencia con la que usa el area del circulo.

1. INTRODUCCION HISTORICA

La circunferencia y el circulo han ejercido un profundo atractivo sobre los se-
res humanos y de ello queda constancia desde que se tienen referencias. Tanto si
es como objetos concretos o como creaciones abstractas, también como fuente de
ideas relacionadas con algunas aplicaciones practicas como la rueda y su eje, y re-
laciondndola con otras ideas méas abstractas como el nimero 7. Algunas culturas
llegaron pronto a reconocer la constancia de la relacién entre la longitud de una cir-
cunferencia y su didmetro; otras tardaron més. Pero todas ellas sintieron interés por
esos objetos geométricos relacionandolos con propiedades o fuerzas sobrenaturales
o con informaciones muy profundas sobre la estructura del mundo en que vivian.
Parece que es un poco més tardia la constancia de la relacién entre la superficie del
circulo y el cuadrado del radio, y también la igualdad entre los dos «niimeros» como
aproximaciones a la idea de 7, igualdad que se atribuye a Arquimedes, 287-212 AC.

El céalculo del valor de 7 procede inicialmente de la primera aproximacién, des-
pués los métodos se han ido refinando. Damos en el Cuadro 1 algunos resultados
significativos a lo largo del tiempo, en los que hay que tener en cuenta que las fechas
de muchos de los datos iniciales son aproximadas. Estan tomadas esencialmente de
[1], [2], [9] ¥ de la tabla que se presenta en [13].

En este trabajo no vamos a tratar de calcular m, tampoco de hallar aproxima-
ciones, sino de comparar la definicion de 7 con otras definiciones posibles también
asociadas a circunferencias y de intentar llevar esas ideas a otros lugares distintos del
plano, por ejemplo a espacios de dimensién mayor que dos o a superficies curvadas,
en particular a superficies de revolucién en el espacio ordinario.

Evidentemente, 7 es el ntimero real dado por su definicién clésica: longitud de
una circunferencia en el plano geométrico ordinario dividida por su didmetro; y la
observacion experimental, desde hace mas de tres mil anos al menos, de que no
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Afo Persona/Lugar/Método Valor/Cifras

~ 2000 AC Babilonia 25/8 = 3.125

~ 2000 AC Egipto (16/9) ~ 3.1605

~ 1100 AC China 3

~ 550 AC Israel 3

~ 250 AC Arquimedes/Grecia (223/71,22/7)

~ 250 AC Chung Hing/China V10 ~ 3.16

~ 150 AC  Tolomeo/Grecia-Egipto ~ 377/120 ~ 3.14166
~ 500 DC Aryabhata/India 62832/2000 = 3.1416
~ 800 DC Al-Juarismi/Persia 3.1415926535897932
1220 DC Fibonacci/Ttalia 3.141818
1424 DC Al-Kashi/Persia 3.141818
1596 DC van Ceulen/Holanda 32 cifras
1705 DC Sharp/Inglaterra 72 cifras
1855 DC Richter/Alemania 500 cifras
1949 DC ENIAC 2037
1959 DC IBM 704 16167
1967 DC CDC 6600 500 000
1973 DC CDC 7600 1001 250
1986 DC CRAY-2 29360111
1999 DC Hitachi SR8000 206 158 430 000
2004 DC HITACHI 1351100000000

2011 DC 2x Intel Xeon X5680 10000000 000 000

Cuadro 1: Valores de 7 conocidos.

depende de la circunferencia que se haya tomado. Partiendo de eso, en cada uno de
los apartados aclararemos cémo se hacen esas diferentes ampliaciones a situaciones
geométricas diferentes al plano ordinario.

De acuerdo con esa intencién, la organizacién del trabajo es la siguiente:

En la secciéon 2 se recuerdan y comparan en lenguaje moderno las definiciones
de m mediante la longitud de una circunferencia y el area de un circulo en el plano
euclideo.

La seccién 3 se dedica a generalizar la idea de 7 a la superficie esférica S? C R3
con la distancia ordinaria inducida. Se da la definicién utilizando la longitud de
una circunferencia. Para ello hay que aclarar lo que es una circunferencia sobre la
superficie esférica. Se comprueba que, en este caso, la relacion entre la longitud de
una circunferencia y su didmetro depende de la circunferencia que se tome.

La construccién del caso anterior se amplia en la secciéon 4 al caso de algunas
superficies de revolucién en R?, particularizando a los casos del paraboloide y del
hiperboloide de revolucién y comparando los resultados. Otra vez se comprueba que
depende de la circunferencia que se tome.

En la seccién 5 se estudia el caso euclideo para esferas de dimensién mayor que
dos. La nocién de 7 se generaliza de tres formas diferentes comparando los resultados
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y estudiando los limites asintoticos con respecto a la dimensiéon. Ninguna de las tres
depende de la circunferencia, en realidad hiperesfera, que se tome.

En este caso, se observa que las dos definiciones, la que proviene de la longitud
y la que proviene del drea, no coinciden. Se propone una definicién, que incluye
la funcién Gamma, que generaliza el caso del plano euclideo al espacio euclideo de
cualquier dimension y que hace que las dos definiciones coincidan en todos los casos.

Finalmente, la seccién 6 se dedica a anadir unos comentarios a lo realizado y a
senialar algunas perspectivas futuras.

La referencia y fuente fundamental de informacién e ideas ha sido [3], aunque
[4] v [7] se han usado esporddicamente. Las relaciones asociadas con la funcién I" se
han tomado de [12], y las férmulas que permiten calcular la superficie y el volumen
de una esfera en cualquier dimensién se han tomado de [11].

2. CASO DEL PLANO EUCLIDEO

Supongamos que vivimos en un plano euclideo que identificamos con R? dotado
de un producto escalar euclideo y referido a una base ortonormal e, e;. Una cir-
cunferencia Sk de radio R y centro el origen tiene como ecuacién z? + y? = R?, es
decir,

Sh={(z,9) €R% 2?4 4% = B},

Vamos a calcular su longitud L(S}%). Para ello, por simetria observamos que es cuatro
veces la longitud de la interseccién con uno de los cuadrantes de R? y esa interseccion
con el primer cuadrante K; se puede representar como

SENKi = {(z,y) €R* 2,y >0,y = (R* — 2%)'/?},

de donde

— 2

. R Y R 22 1/2
L(SR):4/ (1+9y'(x)%) dm:4/ <1—i—R2 > dx
0 0
R
= 4R/ (R? — 2~ Y2 da.
0
Haciendo el cambio de variable x = Rz tenemos

1/2

L(SR) = 45{/01 (1—-2%)" " dz.

Y por tanto , cociente entre L(SF) v 2R, vale

1 1
T = L(Sk) = 2/ (1— z2)71/2 dz,
0

que es independiente de R.
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COMENTARIO. Esa integral es impropia en el limite superior, pero es convergente.
En efecto, su convergencia es equivalente a la de la integral en [0,1] de la funcién

f(z) = (127" ya que

_2\-1/2
lim £
z—1 (1 — z)—1/2

1/V2,

y la integral de f es convergente como se comprueba directamente calculando una
primitiva.

Si tomamos otra circunferencia con centro en un punto (a,b) # (0,0), el cdlculo
es equivalente y se obtiene el mismo valor. También podemos observar que una
traslacion conserva las longitudes y nos lleva el centro de la circunferencia al origen.

Tampoco depende ese valor de tomar cualquier producto escalar euclideo en el
plano, ya que una isometria nos lo transforma en el caso que hemos considerado.

De ahi podemos enunciar como ya probado el siguiente resultado:

TEOREMA. En el plano euclideo la relacion entre la longitud de una circunferencia
y su didmetro no depende de la circunferencia elegida; es una constante, a la que

llamamos 7, que vale
1
T = 2/ (1- 22)_1/2 dz.
0

Como consecuencia podemos decir que, dada una circunferencia de radio R en el
plano ordinario, su longitud es 27 R.

COMENTARIO. Otra definiciéon de 7 se obtiene mediante la integral

1
7r:2/ (1—2*)Y%dz

—1

que proviene de tomar el drea A limitada por una circunferencia de radio R dividida
por el cuadrado del radio. La relacién entre las dos definiciones se obtiene de la
siguiente manera:

1. Por una parte, utilizando la definiciéon de 7 relacionada con la longitud, el area
limitada por una circunferencia de radio R viene dada por

R
A= / 21z dx = TR?,
0

entendiendo que el circulo es la unién de circunferencias de centro el origen y
radios z € [0, R], y aplicando las ideas de Cavalieri para la integracion.

2. Pero, también, utilizando la ecuacién que define la circunferencia, 22 4y? = R?,
en R?, esa area es

R 1/2 ! 1/2
A:2/ (R? — 2?) da;:2R2/ (1—t2)""at
—R -1

mediante el cambio x = Rt. En este caso hemos interpretado la integral como
area bajo la grafica de una funcién continua.
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De ahi la equivalencia entre las dos definiciones habituales de m mediante integracién
asociada a la longitud de una circunferencia y al area encerrada, es decir

! 1/2 ! —1/2
7r:2/ (1—a?) daf:2/ (1—2%) dz.
0

—1

La primera igualdad la acabamos de conseguir, comparando las expresiones 1. y 2.
anteriores, y la segunda es la definicién de m que hemos adoptado.

En lo que sigue utilizaremos la aproximacién por la longitud y el didmetro como
preferente, y al final de la seccién 5 comentaremos lo que ocurre con la aproximaciéon
mediante el area y el cuadrado del radio.

3. CASO DE LA SUPERFICIE ESFERICA EN EL ESPACIO R?

Vamos a quedarnos de momento en dimensién dos pero no en el plano. Em-
pecemos por una superficie esférica en el espacio ordinario de tres dimensiones y
supongamos que vivimos sobre esa superficie, sin separarnos de ella. Eso obliga a
medir la distancia poniendo hilos, o lineas, sobre la superficie de la esfera que seran
lineas curvas, no como en el espacio de tres dimensiones, o en el plano, que medimos
distancias tomando lineas rectas.

Asi, tomemos una esfera Sf, de centro el origen de R? y radio p, y llamemos N, S
a sus polos norte y sur respectivamente.

Lo primero que hemos de hacer es determinar cémo son las circunferencias sobre
la esfera. Para ello necesitamos conocer las curvas equivalentes a las rectas del plano,
es decir, las curvas geodésicas. Esas curvas que miden la minima distancia entre dos
de sus puntos son los circulos méximos (siempre que no lleguen a més de media
circunferencia, pues en tal caso ya no miden la minima distancia). Ahora, si tomamos
un punto en la esfera como centro, los puntos que estan a la misma distancia sobre
la esfera de ese punto forman una circunferencia sobre la esfera. Esa circunferencia
sobre la esfera también tiene forma de circunferencia plana y es la interseccién de un
plano con la esfera. Asi, las circunferencias sobre la superficie Sg que consideramos
son las intersecciones con planos.

Lo primero que hay que observar es que una circunferencia en la esfera 5’3 tiene
dos centros distintos y, si no es una circunferencia maxima, también dos radios dife-
rentes. Ello es debido a la simetria de dicha esfera (ver al final del apartado 3.1 unos
comentarios sobre los posibles problemas que nos da esa situacién). Para evitarlos de
momento, fijaremos un punto de la esfera, por ejemplo el polo norte, y tomaremos
circunferencias de centro ese punto. A lo largo de la seccién iremos comentando los
aspectos diferentes si cambiamos el centro de la circunferencia que consideramos.

Una circunferencia especial en esa esfera es el ecuador, al que llamaremos EC.
Visto desde y sobre la esfera, ese ecuador es una circunferencia de centro el punto
N y de radio en la esfera R = 2wp/4 = wp/2. Su longitud es L(EC) = 27mp. De ahi
obtenemos que, sobre la esfera y para el ecuador, la relacion entre su longitud y su
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didmetro, relacién a la que llamaremos w(EC'), vale

L(EC) 2mp
EC) = =— =2.
m(EC) 2R mp
Si tomamos ahora una circunferencia, S3, paralela al ecuador pero a una distancia
angular 8 del polo norte, obtenemos que su longitud como circunferencia de radio
r = psen 3 del plano de R? dado por z = pcos 3 es

L(Sg) = 2mr = 2mpsen 5.

Pero, sobre esa esfera Sg, la circunferencia Sg tiene radio R = pf, asi que m(Sg), la
relacion entre la longitud y el didmetro de Sg pero visto en la esfera, vale

(S5) = L(Sg) 2mpsenf3  senf3

2R 208 | B8
que depende de S, razén de la notacién 7(Sg), y por lo tanto del radio de la circun-
ferencia.

Asi pues, sobre una esfera la relacion entre la longitud de una circunferencia y
su didmetro no es constante, es dependiente del radio de la circunferencia.

Si ahora acercamos la circunferencia al polo norte, tenemos

sen
lim 7(Sg) = lim = b =7
B—0 B—0

Pero, si la acercamos al polo sur,

lim 7(Sy) = lim 7222 —

B—m B—7

3.1. COMPARACION ENTRE LA ESFERA Y EL PLANO EUCLIDEO

En el parrafo anterior se han utilizado los dngulos sobre la esfera. Aparentemente
el procedimiento ha sido distinto del estudio previo que hemos hecho en el plano y
ademas parece esconder que la mediciéon de angulos proviene de interpretar, adecua-
damente, esos resultados anteriores sobre la circunferencia. Vamos a ver ahora cémo
se puede hacer lo anterior sin referencias a los angulos, utilizando la integraciéon para
hallar las longitudes y los radios de las circunferencias sobre la esfera.

La esfera Sﬁ de radio p y centro el origen en R3 es el conjunto

Sz = {(z,y,2) € R3; 2% +y* + 22 = p?}.

Vamos a calcular la relaciéon entre longitud y didmetro de la circunferencia S,
interseccion de la esfera con el plano z = ¢, con ¢ € [0, p).
Longitud en R3:

. . . 1/2
S, es una circunferencia de R? de radio r = (p? — ¢?) /2,

Su longitud es L(S.) = 27 (p? — 02)1/2-



LA GACETA % ARTICULOS 87

Radio de S. en Sg:

’ —1/2 1
R(S.) = / p(p? — 22) dz = p/ (1- tz)—l/z dt,
¢ c/p

habiendo hecho el cambio de variable z = pt y teniendo en cuenta que ese radio

2

es la longitud de la curva dada por y = (p* — 22)1/2 para z € [e, p].

Y por tanto,

LS. 27 (p? — 02)1/2 2 _ C2)1/2
2R(Sc) 2 I7 p(p? — z2)_1/2 dz

=T
12 p(p? — 22"V dz

m(Se)

)

que depende de p y de c.
Si hacemos ¢ — p, es decir, nos acercamos al polo norte, aplicando la regla de
I’Hopital obtenemos

2_62)1/2 2—c2)_1/2

lim 7 (S,) = lfm — " =) —erlp -
c—p c—p fcp p(pQ _ 22) / dz c—p _p(pQ _ 02) c=p P

por lo que en las cercanias del polo norte el comportamiento es «como» en el plano,
tal como habiamos obtenido anteriormente utilizando el angulo 3.
Y si hacemos ¢ — 0 nos acercamos al ecuador y, entonces,

) L )
g%w(Sc) = iﬂ% chp (P —2)

s

=7 lim ¢ = =
c—0 pfcl/p (1—t2)_1/2 dt fol(l_tQ)—l/Zdt ’
puesto que ya sabemos que T = 2 fol (1-— 22)_1/ ? dz. Tal como habfamos obtenido
directamente para el ecuador de la esfera.

Veamos ahora lo que ocurre si tomamos una circunferencia mas alejada del polo
norte que el ecuador. Sea ¢ € (—p,0] vy S. = {(z,9,2) € S%(p); z = ¢} y calculemos
su longitud y su radio en la esfera S2(p):

Longitud de S.:
S, es una circunferencia de R? de radio r = (p? — 02)1/2.
Su longitud es L(S.) = 2 (p? — 02)1/2-

Radio de S, en S2%(p):

0 0

T —1/2 o ~1/2

R(S.) = > / p(p* — 2?) dz = 5> er// (1—12) dt.
c c/p
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De donde el valor de m(S,) en este caso es

_L(S.) 27 (p? — 02)1/2 27 (p? — 02)1/2
2R(Se)  mpt2 [ p(p> -2 Az mp+2p [, (1—12) V2t

77(50)

Si hacemos ¢ — —p obtenemos

lim 7(S.) =0.
c——p
Tal como hemos dicho al principio de la seccion, las circunferencias en la esfera

con centro en el polo norte también son circunferencias de centro el polo sur. En
este caso tenemos una cierta ambigliedad en la definiciéon de 7 para la esfera que
se manifiesta en ese sumando constante, wp, que aparece en el denominador de las
expresiones anteriores. En la seccion 4, el paraboloide y el hiperboloide de revolucién
nos permitirdn comparar la situacion con la de la esfera.

3.2. ALGUNAS CONCLUSIONES

De todo lo anterior se pueden extraer algunas conclusiones:

La interseccién de la esfera S?(p) de R?® con un plano nos da una circunferencia
en el plano que también es una circunferencia en la esfera, pero con distinto centro y
distinto radio en un caso y el otro. La recta perpendicular a ese plano que pasa por
el centro de la esfera nos determina sobre la esfera dos puntos a los que llamaremos
polos asociados al plano. Esos dos puntos son centros de la circunferencia si la
observamos desde y sobre la esfera. Como circunferencia del plano, su centro es la
interseccién de ese plano inicial con esa recta perpendicular.

En detalle podemos considerar tres situaciones diferentes:

1. Si el plano es tangente a la esfera nos da un punto. En este caso la longitud
de la circunferencia es cero y su radio también.

2. Si el plano contiene un didmetro, entonces obtenemos que la interseccion es
una circunferencia méxima de la esfera. Respecto de los polos asociados, la
circunferencia sera el ecuador.

Ese ecuador es una circunferencia en la esfera S?(p) de centro uno cualquiera
de los dos polos asociados. Para ella, la relacién entre su longitud y su didmetro
vale 2.

3. Siel plano no contiene ningtin diametro, entonces la circunferencia obtenida es
un paralelo. En este caso tenemos una circunferencia en la esfera cuyo centro
es uno cualquiera de los dos polos, pero de distinto radio segiin el polo que
escojamos. Respecto al més cercano su radio es menor que mp/2, y respecto al
més lejano es mayor que mwp/2.

En el primer caso, la relacion entre la longitud y el didmetro es mayor que 2 y
menor que 7. En el segundo es menor que 2.

La simetria de la esfera nos permite conocer que nada de lo que hemos comentado
depende del punto que elijamos como polo norte o del plano que tomemos para cortar
la esfera.
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4. SUPERFICIES DE REVOLUCION

Ahora seguiremos en dimensién dos pero cambiaremos la superficie esférica por
otras superficies.

Empezaremos estudiando dos casos particulares, el paraboloide y el hiperboloide
de revolucién, y después un caso méas general. En todas esas superficies hay que
empezar por determinar las circunferencias de esas superficies con las que vamos a
trabajar, y calcular el radio y la longitud de esas circunferencias. Ademas, todo eso
hay que hallarlo sobre la superficie.

4.1. PARABOLOIDE DE REVOLUCION

Consideramos ahora el paraboloide de revolucién de ecuacién z = 22 + 2, es
decir, nuestra superficie serd el conjunto

P = {(I,y,Z) € Rda = l'Z +y2}7

y tomemos el punto @ = (0,0,0) € P.

La superficie P es de revolucién alrededor del eje OZ y estd generada por la
curva z = 2. Las curvas interseccién de P con un plano que contenga al eje OZ,
las generatrices de P, son curvas geodésicas en la superficie, es decir, sobre ellas
se realiza la distancia minima. Como consecuencia, la curva, S, interseccién de la
superficie con un plano de ecuacién z = ¢, ¢ > 0, nos da una circunferencia en P de
centro el punto @ y radio, R(S.), la longitud de una de esas generatrices desde el
centro @ hasta S.. De ahi tenemos que:

Longitud de S.:
La curva S. es una circunferencia en R3 de radio ¢!/2.
Su longitud es L(S.) = 2rc'/2.

Radio de S. en P:

1/2

RSy = [ s

ya que es la longitud de la pardbola z = 22, y = 0, para z € [0, 01/2].

1/2 d,

De donde el valor de 7(S.) en este caso es
L(S.) 2mcl/? cl/?

2R(S:) 9 focl/z 1+ 4x2)1/2 dz fOCI/Q 1+ 4172)1/2 dz

W(SC)

que depende de c.
Podemos observar que

) . c!/? , (1/2)c1/2

T S T g e (LA A2

) ) ct/? . (1/2)c1/2

lim m(Se) = lim —7 vz, A A e e e
e oo [ (14 4a2) P ge oo (L4 4e)V2(1/2)e

con lo que el comportamiento es distinto al del caso de la esfera.
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COMENTARIO. El caso que hemos tratado en el paraboloide es el que corresponderia
a la esfera de radio unidad. Si queremos tratar para el paraboloide un caso mas
general, basta estudiar la superficie dada por z = a(z? + %?), con a > 0. Los
resultados que se obtienen son los mismos y no dependen de « en general.

4.2. HIPERBOLOIDE DE REVOLUCION

Consideramos ahora la rama de hipérbola de ecuacién 22 = y?> — 1, y > 0, en
el plano YZ de R? y construimos la superficie de revolucién generada al girar esa
curva alrededor del eje OY, es decir la superficie definida por

H={(z,y,2) eER* 2? + 22 =9y> — 1,y > 1}.

En este caso, las hipérbolas generatrices son curvas geodésicas de H, por lo tanto la
curva S, interseccién de H con y = ¢, ¢ > 1, es una circunferencia en H de centro
el punto Q = (0,1,0) y radio la longitud de una generatriz desde ese centro hasta la
circunferencia S.. Solo vamos a utilizar esas circunferencias. Para ese caso tenemos:

Longitud de S, en R3:
La curva S. es una circunferencia en R? de radio (¢? — 1)
Su longitud es L(S.) = 2r(c? — 1)/2.

Radio de S. en H:
c 2y2 _ 1 1/2

ya que es la longitud de la hipérbola de ecuacién z = (y? —1)/2, contenida en
el plano x = 0, desde y = 1 hasta y = c.

/2

De donde el valor de m(S,) en este caso es

r(5.) = L(S.) 2r(c® — 1)"/? o (¢ —1)"?
“ 7 2R(S. ) 02 1\Y2 . e (o2 1 \V2
2 (=) Ty (%)
que depende de c.
En esta situacién, tenemos
2 1)1/2
lirr{ w(Se) = lirr% 73
c—r c—r 2_
flc (nyz711> dy
=7 lim o —1) i —ﬂlim#_ﬂ'
=1 (22 =1)/( =12 “emtge2 )2
2 1 1/2 1
lim 7(S,) = 7 Tim —C )1/2 =7 lim ﬁ:—w,
c—00 c—00 f (2y2—1) d c—00 (262 _ 1) \/§
1\ 2 Y

con lo que el comportamiento es distinto al del caso de la esfera y del paraboloide
de revolucion.
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4.3. SUPERFICIES DE REVOLUCION MAS GENERALES

Consideramos ahora el caso genérico de una superficie de revolucién T’ generada
por la curva diferenciable de ecuacién z = f(x), para x > 0, al girar alrededor del eje
OZ. Supondremos que f(0) = 0y que f/(0) = 0 para asegurar la diferenciabilidad
de la superficie, y también que f'(x) > 0 cuando = > 0, para asegurar que f(x) crece
para todo > 0. Con estas condiciones, la definicién paramétrica de T es

T ={(z,y,2) € R* x =wucosv,y =usenv,z = f(u),u > 0,v € [0.21)}.
Tomando ¢ > 0y zg = f(c), obtenemos la circunferencia
Se ={(x,y,20), x = ccosv,y = csenv, zg = f(c),v € [0,2m)}

contenida en la superficie de revoluciéon T'. Dicha circunferencia S. en T tiene centro
el punto (0,0,0) y radio en T la longitud de la curva z = f(x) para x € [0, c].

Longitud de S. en R3:
La curva S, es una circunferencia en R® de radio c.

Su longitud es L(S.) = 2mc.
Radio de S. en T":

R(S.) = / (4 P @?)? de,

ya que es la longitud de la curva de ecuaciones y = 0, z = f(x), desde z =0
hasta z = c.

Por tanto, el valor de m(S,) en este caso es

_ L(S.) B 2me — c
2R(S,) 21‘(;3 (1+ f’(a:)Q)l/Z da fOC (1 —|—f’(x)2)1/2 dx

m(Se)

9

que depende de c.
En esta situacion,
c

lim 7(S.) = 7 lim — =7lim ——— =
c—0 c—0 fo (1+ f’(x)2)1/2 dx =0 (1 4 f/(c)z)l/Q

suponiendo que f’ es continua en x = 0. Merece la pena observar que es el mismo
resultado que el obtenido en los casos particulares anteriores: esfera, paraboloide o
hiperboloide de revolucién.
Si hubiéramos supuesto que lim,_, f'(x) = a, habriamos obtenido que
1

ST S
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COMENTARIOS

. En los casos anteriores hemos tomado sobre las superficies estudiadas unas

circunferencias especialmente faciles para poder hacer los calculos sin proble-
mas. Esas superficies consideradas contienen muchas otras circunferencias de
las que no es facil calcular su longitud ni tampoco su «forma geométricay.

. Asi como en la esfera todos los puntos tienen el mismo comportamiento debido

a la simetria, no ocurre lo mismo en el paraboloide y el hiperboloide ni en las
superficies de revolucién analizadas. Las geodésicas no son tan elementales si
tomamos como punto base, como centro, otro diferente al vértice y, por lo
tanto, las circunferencias tampoco son curvas sencillas en esos casos.

Las tres superficies consideradas y la mas general de revolucion son de curva-
tura positiva. En el caso de curvatura negativa, por ejemplo el hiperboloide
de ecuacién z = z2 — y?, no es sencillo determinar las circunferencias aunque
se tome como centro el punto (0,0,0). En ese caso se podria hacer el estudio
local en un entorno de ese punto pero seria méas delicado. Y ademaés no anadiria
nada a la comprensién de las ideas que se estdn presentando.

El plano es la superficie de curvatura constante nula en el espacio ordinario.
Las esferas son las de curvatura constante positiva.

Por otra parte, es sabido que no existen superficies de curvatura constante
negativa, no singulares y completas, en el espacio euclideo de tres dimensiones,
lo que obliga a hacer solamente estudios locales, en el entorno de un punto. En
[8] se pueden ver comentarios y dibujos sobre la forma de las circunferencias
en los casos considerados y en otros en los que la curvatura es negativa. Incluir
alguno de esos casos complicaria enormemente los calculos y no clarificaria los
objetivos de este trabajo.

. El estudio del limite cuando el radio tiende a infinito no se puede hacer en

general, pues depende del comportamiento asintético de la superficie.

En los casos anteriormente tratados, se podria haber optado por la definiciéon
de 7 en el plano euclideo a partir del area limitada por la circunferencia y el
cuadrado del radio en lugar de la longitud de la circunferencia y el didmetro.
En general, los resultados que se obtienen indican que no se verifica la igualdad
de los dos cocientes, al contrario de lo que ya hemos visto que si ocurre en el
plano euclideo.

Como ejemplo veamos el caso de la esfera Sg tomando el polo norte como
centro y su ecuador EC como circunferencia sobre la superficie esférica:

Superficie limitada sobre S? por la circunferencia EC: S(EC) = 2mp*.
Radio de EC al cuadrado: R? = (7p/2)2.

Tomando la superficie limitada y el radio al cuadrado obtenemos

S(EC) 21 p? 8

Rz (mp/2)?
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mientras que, tomando la longitud y el didmetro habiamos obtenido anterior-

mente,

L(EC’)_27r7p_2
2R wp

resultados que no coinciden.

Es decir, las dos aproximaciones clasicas para definir m que coinciden en el
plano no lo hacen para la esfera de R? en general.

5. DIMENSION MAYOR QUE DOS

Ahora vamos a aumentar la dimension. Hasta este momento nos hemos limitado
a dimension dos. Veamos lo que ocurre en dimensiones mayores.

Empezamos analizando la situacién en el espacio de tres dimensiones y podemos
observarla desde diferentes puntos de vista.

Primera aproximacién en R3: Para definir 7 en el plano hemos utilizado como
primera aproximacion clasica el cociente entre la longitud de la circunferencia
Sk C R? y la longitud, 2R, de su didmetro.
Si consideramos la situacién equivalente en R®, en vez de una circunferencia
S}k y su longitud, tendriamos que considerar la superficie esférica S% y su area
como numerador, y ademés proponer un denominador adecuado que genera-
lice el didmetro de la circunferencia en R?. Por ejemplo, podemos considerar
el ecuador de la esfera, que es una circunferencia Sk, y tomar la superficie
limitada por ella en ese plano ecuatorial de 5’12%, superficie que es TR2.

Segunda aproximacién en R3: En el plano, la segunda aproximacién era el co-
ciente entre el drea encerrada en el plano por S§ y R?.
Ahora, en R? tendriamos como numerador el volumen limitado por la esfera
S% y como denominador R3.

Aunque maés adelante veremos otras posibles interpretaciones, si queremos am-
pliar estas ideas al caso general, es decir al espacio R”, esto nos lleva a estudiar
la «superficie» y el «volumen» de una bola en R™. Es importante darse cuenta de
que el numerador lo hemos de medir en R™, pero el denominador lo medimos en
R™ ! aunque ambas sean magnitudes del mismo «grado dimensional» tanto si son
longitud en el plano, area en el espacio o volumen en dimensiones superiores. Eso es
lo que hace que no dependa del radio R de la esfera.

Empecemos entonces por definir con claridad los objetos geométricos que vamos
a utilizar y sus medidas en la dimensién adecuada.

5.1. ESFERAS EN R™

La esfera de R™ de centro el origen y radio R, que llamaremos Sﬁ_l C R™, esta
definida por

Syt ={(a e € R (@) 4+ (@) = RY).
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El volumen limitado por S}Lz_l en R™ y la superficie de dicha esfera son, respectiva-
mente,

W”/QR”
r(2+1)

nﬂn/2Rn71

(n—l d
r(z+1) "

V(S = =1

VSE) =

.. -1 . —92

Si intersecamos S~ con su plano ecuatorial obtenemos una esfera S3 = con-
tenida en R”~!, es decir, una esfera de dimensién uno menos. Sustituyendo en las
expresiones anteriores obtenemos que el volumen de Sﬁ_Q CR" !es

n—1)/2 pn—1
Vs =T
I(3+3)
en donde ha de ser n > 2. Para n = 2, tenemos V(S%) = 2R, que es el caso del
diametro de una circunferencia.

En las expresiones anteriores, I'(x) es la conocida funcién Gamma. Como solo
aparece evaluada en nimeros naturales n o en cocientes de la forma n/2, Gnicamente
necesitamos saber que I'(1) = 1 y I'(x + 1) = zT'(x), con lo que I'(n) = (n — 1)! si
n>1yquel(1/2) = 71/2, valores que se pueden encontrar calculados en cualquier
libro de célculo.

Existen muchos textos en los que se pueden consultar, calculadas con detalle, las
expresiones anteriores para las esferas de dimension superior. Sefialamos entre ellos
tres de muy diferente intencién y estilo, [5, 6, 10]. Los tres son de acceso facil, en
particular el tercero es de libre acceso digital.

5.2. PRIMERA GENERALIZACION DE m: II; (R™)

Partimos aqui de la primera definiciéon de 7 en el plano euclideo que corresponde
al cociente entre la longitud de la circunferencia y la de su diametro.

Tomamos la esfera S}%_l C R™ y, de acuerdo con los comentarios anteriores, para
definir esa primera generalizacién tendremos:

Numerador: «Superficie» de Sp™": S(Spi1).

Denominador: «Superficie» delimitada por el ecuador 5171572 en el plano R"~!:
V(SE2).
La expresién del denominador se sigue de que el plano ecuatorial de Sﬁ_l esta
definido por ™ = 0 en R", y su interseccién con Sg_l es la esfera Sﬁ_Q contenida
en el espacio R !, que es ese plano ecuatorial.
Llamaremos IT; (R™) al correspondiente cociente, que seré la primera generaliza-
cién de 7. Asi, tenemos

-1

na"/2R"1T (2 4+ 1
I, (R") = G+ );
2

) _
(Sn 2)  pn=1)/2 pn— 1/1’\ (%
nrl/D (54 3) nrlC(5+4) 2T (54 )
T(z+1) (n/2)T (%) G
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Es decir, si n > 2,

(241
Hl(Rn) — 2771/2 (2 jl— 2) .
(3)
Para el caso n = 2, se tiene
S(SL) 27R
LR = A =" =1
1R V(sy) ~ 2R "

He aqui unos ejemplos:

1. n=23:
~S(S%)  2nt/?r(2)
L) =v6n - T
S gy S 2T (3) 8
e T T e
s S(S4) 3) 16
I, (R%) = V(S?;) = 2771/2@ =3

en donde hemos utilizado las ya citadas expresiones I'(z41) = 2T'(z), ['(1/2) = 7/2.

5.2.1. OTRAS EXPRESIONES DE II; (R")

A fin de poder calcular el limite de IT; (R™) cuando n — oo vamos a obtener otras
expresiones, separando los casos en que n sea par o impar. Dichas expresiones nos
permitirdn ademds comprobar que II; (R™) contiene a 7 solo si n es par.

Utilizaremos que la funcién I' cumple lo siguiente:

_ I |
r <k+ ;) _ @D 2R, -

2k 22k ElT
1. Caso n par: n =2k, k=1,2,3,... En este caso se tiene que
211/2T (k + 1) (2k)! ko (2k
M (R2ky =22~ \"T3) _op1/2 2N a/2 . M '
1B (k) TRk E (k1) T Tt \

Ahora, aplicando la aproximacién de Stirling m! ~ m™ e~™+/2wm para m
grande, para el caso par obtenemos
. %y _ 1 (2k)!
A (R = i To2k—1 kl(k —1)!
) (2k)2k e=2k\/drk
= lim
k—oo 22k=1 Lk e=k\/9k (k — 1)k—1e—k+1, /27w (k — 1)

i 2 YR
77Tkggoe7r1/2 k—1 k—lioo'
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2. Caso n impar: n=2k+1, k=1,2,3,... Esta vez,

-1
T, (R?+1) = 2r/PT (k+1) 12 k! 2%FE! _ g2k <2k) .

T+l ~ 7 @2 k

Y el limite asintético es

. dhily _ g (KDZ 22
o0, T = . ™ ey
k2F e=2k(27k) 22k 1 4tk

im = lim —— =0
k—oo  (2k)2k e—2k\/Ark k—oo \/4mk
De todo lo anterior podemos concluir que

n—1
lim TI;(R") = lim S5k )

— L = o0.
n—00 n— 00 V(Sg72)

5.2.2. COMENTARIOS

1. Puede observarse que IT; (R?*+1) es racional mientras que IT; (R?*) es irracional.
2. Ademds,
11, (R?) k(2k)1?

2k 241y _ _
I (R™) - I (RTF) = 4k, I, (R2F+1) " gdkgld

3. De donde
) Hl (RQk)
lim ———————
k—oo I (R2k+1)

utilizando la aproximacién de Stirling para n!.

=1

5.3. NUEVA GENERALIZACION DE m: II5(R™)

En la generalizacion anterior hemos entendido que la expresién 2R, en el denomi-
nador del cédlculo tradicional de 7 en el plano, se referia a la longitud del didmetro,
es decir, la medida del segmento de la recta de corte de la circunferencia con su
recta ecuatorial. Su extensién natural ha sido la medida de la esfera ecuatorial de
dimension uno menos.

Pero podriamos haber pensado que ese 2R se referia al didmetro elevado a la
unidad, que es la dimensién de la recta ecuatorial. Entonces la generalizacién natural
sera poner:

Numerador: «Superficie» de Sp~": S(SpE1).

Denominador: Dos veces el radio elevado a n — 1: (2R)" 1.
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De acuerdo con eso, llamaremos II5(R"™) a

na"/2R" 1
I, (R") = G B C =) na"/?
2 - (QR)”_l - (2R)n—1 - T (% + 1) on—1"

Considerando por separado el caso par y el caso impar, tenemos:
1. Cason par: n =2k, k=1,2,3,...,
2knk 7k

2ky __ —
LR™) = T(k + 1)22k—1 — (k — 1)122k=2"

2. Cason impar: n=2k+1,k=1,2,3,...,
(2k + 1)7k+1/2 (2k + 1)7h+1/2 p (B + 1)1 (2k +1)22

(R = = =7
D(k+1+5)2% S22 2k + 1))

El comportamiento asintético viene dado por

lim TIy(R?*) =0,

k—oc0

o (k+ 1) (2k +1)22 0

lim I (R**) = 1i
Jm TR = lim )y
utilizando otra vez la aproximacién de Stirling.
Y por tanto IIo(R™) tiende a cero si n tiende a infinito.

5.4. AUN OTRA GENERALIZACION DE 7: II3(R™)

Tal como hemos comentado, la segunda definicién tradicional de 7 proviene del
area del circulo dividida por su radio al cuadrado. Esto nos dara la tercera genera-

lizacion de 7:
. <2 RN p
V(SE) T(2+1) "
II5(R™) = R/ _ 2 =

que nos obliga otra vez a separar los casos de n par o impar:
1. Cason par: n =2k, k=1,2,3,...,

k k
Ma(R2*) = "~ _ T
3(R™) T(k+1) &
2. Caso n impar: n=2k+1,k=1,2,3,...,
k+1/2 k+1/2 92(k+1) (. 1 1)1
My (R 1) = — =L = ¥ Gkt 1)
I CEE s R 21y v A OS]

22(k+1) (k41)!

Lo que nos da como comportamiento asintético que II3(R™) tiende a cero cuando
n crece.
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5.5. COMPARATIVA DE LAS TRES GENERALIZACIONES

Presentamos una tabla de las tres generalizaciones realizadas para valores peque-
nios de la dimensién n:

n 3 4 5 6 7 8
II; (R™) 4 37m/2 24/3 3-5m 2°/5 5-7m/23
I (R™) ™ n2/22  w?/(2-3) 3 /25 73/(22-3-5) «*/(27.3)
I3(R™)  22x/3  «2/2 2372/(3-5) =%/(3-2) 24x3/(3-5-7) 7t /4!

En el caso del plano, n = 2, las tres definiciones coinciden con el valor tradicional,
esto es, .

Estas generalizaciones varian en funcién de la dimension, y ademds las tres nos
dan diferentes valores en todas las dimensiones salvo en el caso ya mencionado del
plano. Teniendo en cuenta que todas ellas son generalizaciones naturales de las dos
aproximaciones a la definicién de 7 en el plano, hay que observar que en dimensiones
superiores esas dos aproximaciones asi generalizadas no coinciden entre si.

5.6. COMENTARIO SOBRE LOS DENOMINADORES

Si consideramos las generalizaciones ITo(R™) y II3(R™), parecen ser las més in-
mediatas a partir de las que originan la nociéon habitual de 7 en el plano, pero no
coinciden sus valores salvo para n = 2.

Nos preguntamos si es posible definir unos «buenos denominadores» que nos
dieran el mismo resultado para el cociente si consideramos las dos aproximaciones
ultimas hechas, es decir, tomar la superficie, que corresponde a la longitud de la cir-
cunferencia en el plano, o tomar el volumen, que corresponde a la superficie limitada
por la circunferencia en el plano, en el numerador del cociente que nos define 7, y
eso para cualquier dimensién.

Comparando las dos expresiones de II2(R™) y II3(R™) obtenidas arriba, tenemos
que, despejando 7/2, nos queda

e S V(S
= Tarn—1_  _Rv__
T'(n/2+1) T'(n/2+1)

lo cual proporciona los denominadores adecuados para obtener el mismo resultado
en las dos aproximaciones.
También lo podemos escribir como

H(R") 2 S(SE _ V(S}Li‘l)7
I'(n/2+41) nRr—1 Rr

conservando asi la igualdad de las expresiones clasicas. Por eso lo hemos llamado
TI(R™). Pero el cociente obtenido depende de la dimensién del espacio, es decir,
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de n. Estas dos igualdades serian una generalizaciéon de las dos aproximaciones pa-
ra obtener 7 en el plano. Ahora habria que preguntarse por el significado de ese
denominador I'(n/2 4+ 1) que, en particular, depende de la dimensién.

Si los separamos para n par (2k) o impar (2k + 1), tenemos

oky _ T
nE*) =T, k21,
k 2(k+1) |
H(R2k+1) — ﬂ_k: 2 _ 7rk2 (k+ 1)’ k > 1.
@k — 1)1 2+ 1)

Una tabla con algunos valores de II(R™) es la siguiente:

n 2 3 4 ) 6 7 8 9
R = 227/3 =2/2 2372/15 =36 2*73/105 n*/24 257%/945

6. COMENTARIOS FINALES Y PERSPECTIVAS

1. Se han estudiado posibles generalizaciones de la idea cldsica geométrica que
define m mediante el cociente entre la longitud de una circunferencia en el plano
y su diametro tanto a otras geometrias distintas del plano, algunas superficies
de R3, como a dimensiones superiores a dos.

2. La generalizacién al caso de otras geometrias, como la esfera o las superficies
de revolucién, no conserva esta constancia de la relacion que define w, ya que
depende del radio de las circunferencias tomadas.

3. También se han definido expresiones que generalizan a cualquier dimensién
las dos definiciones de 7 en el plano, la primera tomando la longitud de una
circunferencia y la otra utilizando el area de un circulo.

Estas generalizaciones muestran que no se conservan algunas de las propie-
dades que ocurren en el plano euclideo, en particular, la igualdad de las dos
aproximaciones geométricas a la definicién de .

4. Pero se ha obtenido una expresién que generaliza la igualdad de las dos apro-
ximaciones a 7 en el plano, sea por la longitud de la circunferencia o por el
area del circulo. Esa expresién depende de la dimensién pero no del radio de
las esferas tomadas.

Tampoco se comportan todas de la misma manera cuando se hace el estudio
asintotico con la dimensién.

5. El estudio realizado sobre la esfera 52 C R® se puede trasladar a las esferas
Sﬁ_l C R"™ teniendo en cuenta que los hiperplanos de R™ cortan a la esfera
S}é_l en esferas de dimensiéon n—2 a las que se podria aplicar el procedimiento
seguido en el caso de S2.

También seria posible estudiar el caso de «superficies» de revolucién en dimen-
sién mayor que tres.
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6. Otro estudio pendiente es el caso de las geometrias hiperbdlica o eliptica, al
menos en el plano. En este caso se podran utilizar resultados semejantes a los
de [8].
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