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Introduccio

El concepte abstracte d’anell va sorgir, en la segona meitat del segle XIX, de dues teories
diferents; la teoria d’anells commutatius i la teoria d’anells no commutatius. Aquestes, al seu
torn, van sorgir de I’estudi de problemes diferents.

D’una banda, la teoria d’anells no commutatius va sorgir de I'intent d’estendre els nombres
complexos a diversos sistemes de nombres hipercomplexos.

En canvi, la teoria d’anells commutatius moderna, objecte d’estudi d’aquest treball, té
origen en 'estudi de geometria algebraica i la teoria de nombres algebraics. En aquest context,
la primera definicié del concepte d’anell commutatiu, va ser introdida en 1981 per Richard
Dedekind, en connexié amb el problema de la factoritzacié no tnica d’enters algebraics, tot i
que no el va anomenar aixi. No obstant, actualment, s’acostuma a usar la definicié donada
per Emmy Noether 'any 1921, en el seu article Idealtheorie in Ringbereichen, en el qual va
desenvolupar les bases de la teoria d’anells commutatius. Veure, per exempe [11], [12].

A grans trets, un anell és un sistema algebraic format per un conjunt no buit i dues opera-
cions internes, la suma i el producte, que verifiquen certes propietats.

Aquest treball, motivat per I'interes personal en la materia, es centra de forma exclusiva en
I’estudi dels anells commutatius i, especialment, en l'estudi de la teoria de la divisibilitat en
dominis integres. Més concretament, els objectius d’aquest treball es resumeixen en:

1. Analitzar les conseqiiencies i resultats que deriven d’imposar certes condicions en els anells
commutatius; com per exemple, entre d’altres, les condicions de cadena ascendent i des-
cendent, 'existencia de maxims comuns divisors i minims comuns multiples, 'existéncia
d’una factoritzacié tinica o bé 'existencia d’una norma Euclidiana.

2. Caracteritzar, en funcié de les propietats anteriors, les families d’anells: Noetherians,
Artinians, dominis GCD, dominis de Bézout, dominis de factoritzacié unica (DFUs),
dominis d’ideals principals (DIPs) i dominis Euclidians.

3. Estudiar i entendre les relacions que existeixen entre les families anteriors. En paricular,
comprovar que es verifiquen les implicacions segiients:

A Artinia <= A Noetheria i dim(A) = 0. (1)

A Euclidia = A DIP = A DFU = A domini GCD == A domini. (2)



ADIP = A domini de Bézout

y U (3)
ADFU = A domini GCD

4. Comprovar i entendre, per mitja de contraexemples, que cap dels reciprocs de les implica-
cions en (2) 1 (3) és cert en general. Al seu torn, entendre per que els dominis de Bézout
no es poden incloure en la cadena d’implicacions (2).

5. Presentar i demostrar els resultats i exemples comentats en els punts anteriors de forma
clara i ordenada. Aixi com introduir els conceptes i resultats previs necessaris per a
entendre’ls.

L’estructura d’aquest treball és la segiient:

Capitol 1. Establim la base d’aquest treball, introduint els anells de forma general. Pre-
sentem la definicié d’anell detalladament, aixi com les seves propietats més generals. Presentem
també diversos conceptes i subsistemes basics: els morfismes d’anells, els ideals, els anells quoci-
ent i els anells de fraccions, juntament amb algunes propietats tils en demostracions posteriors.
Finalment, estudiem dos tipus d’ideals de gran importancia en la teoria d’anells i, en definitiva,
en aquest treball: els ideals primers i els ideals maximals.

Capitol 2. Comencem a imposar certes condicions en els anells per tal d’obtenir resultats
més forts. En particular, estudiem les condicions de cadena ascendent i descendent, i d’element
maximal i minimal. En funcié d’aquestes condicions, distingim dos tipus d’anells: els anells
Noetherians i els anells Artinians. Provem que es verifica ’equivalencia (1). Per tal de provar-
ho, introduim els conceptes de radical i modul, i analitzem diverses caracteristiques dels anells
Noetherians i Artinians.

Capitol 3. Amb l'objectiu de tractar la divisibilitat en els anells, centrem 1’estudi del capitol
en els dominis. Estudiem, entre d’altres, 'existéncia de maxims comuns divisors, minims co-
muns multiples i solucions per a ’equacié de Bézout en dominis, el problema de la factoritzacio
unica i 'algorisme d’Euclides, i les conseqiiencies que en deriven. En funcié d’aquestes pro-
pietats, distingim i caracteritzem les families de dominis GCD, de Bézout, factorials, d’ideals
principals i Euclidians. Provem que es satisfan les implicacions en (2) i (3).

Capitol 4. En aquest capitol estudiem els reciprocs de les implicacions en (2) i (3), i
demostrem que no sén certs en general. Estudiem també per que els dominis de Bézout no
es poden incloure en la cadena d’implicacions (2). Més concretament, analitzem exemples de
dominis no GCD, dominis no factorials, dominis factorials que no sén d’ideals principals, un
exemple de domini d’ideals principals que no és Euclidia, un exemple de domini DFU (i GCD)
que no és de Bézout, i un exemple de domini de Bézout (i GCD) que no és DFU (ni DIP).

Capitol 5. Exposem breument les conclusions i comentem el possible cami a seguir en un
treball futur.



Capitol 1

Preliminars

En aquest capitol introduim una serie de definicions i resultats, alguns d’ells basics, que cons-
titueixen part de la base matematica sobre la qual es desenvolupa aquest treball. Per a més
detalls o demostracions es recomana la referencia [2].

1.1 Definicio d’anell

Comencem per recordar la definicié d’anell i algunes de les seves propietats més basiques.

Definicié 1.1.1. Un anell A és un conjunt, no buit, dotat de dues operacions algebraiques
internes, que denotem (+) i (+), i anomenem suma i producte, respectivament, tals que, per a
tot a,b,c € A, es satisfan els axiomes segiients:

1. (A,+) és un grup abelia, és a dir:

e (a+b)+c=a+ (b+c) (associativitat de la suma);
e a+b=>+a (commutativitat de la suma);

e existeix un element de A, que denotem 0, i anomenem element neutre de la suma, o
zero, tal que 0+ a = a + 0 = a (existencia de I'element neutre per a la suma);

e existeix un element de A, que denotem —a, i anomenem element oposat de a, tal que
a+ (—a) = (—a) + a =0 (existencia de 'oposat per a la suma).

2. (A,-) verifica que:
e a-(b-c)=(a-b)-c (associativiat del producte).
3. (A, +,-) verifica que:

ea-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+0b-c (propietat distributiva del producte
respecte de la suma).

Nota 1.1.2. Sovint escriurem ab, enlloc de a - b, per a referir-nos al producte de a per b.



Observacié 1.1.3. Sigui A un anell. Aleshores ’element neutre de la suma és inic. Per a tot
a € A, el seu oposat —a és tnic.

Observacié 1.1.4. Sigui A un anell, a € A. Aleshores, 0-a=a-0=0.

Un exemple trivial d’anell és 'anell format per un unic element, el zero. Aquest anell
s’anomena [’anell trivial o [’anell nul. No obstant, ’estructura interna de I’anell nul no resulta
interessant i, per aquest motiu, en aquest treball es consideraran anells de més d’un element.

Definicié 1.1.5. Sigui A un anell. Diem que A és un anell unitari si:
4. A verifica que:
e existeix un element de A, que denotem 1, tal que 1-a =a-1 = a, per a tot a de A
(Panomenem element unitat).
Observacié 1.1.6. L’element unitat d’un anell unitari és unic.
Observacié 1.1.7. Sigui A un anell unitari. Aleshores, 1 =0 <= A = {0}.

Observacié 1.1.8. Sigui A un anell unitari. Aleshores, (—1)-a =a-(—1) = —a, per a tot a
de A.

Definicié 1.1.9. Sigui A un anell diferent de zero i unitari, a € A. Diem que a és un element
invertible si existeix un element de A, que denotem a™!, tal que, a-a™' = a™'-a = 1 (’anomenem
element invers de a). Denotem A* al conjunt dels elements invertibles de 1’anell A.

Nota 1.1.10. Fixem-nos que en general no té per que existir 1’element invers per al producte.
Per exemple en ’anell dels enters, Z, el numero 2 no té invers pel producte.

Definicié 1.1.11. Sigui A un anell. Diem que A és un anell commutatiu si:
5. A verifica que:
e a-b="0-a, peratot a,b de A (commutativitat).

Observaci6 1.1.12. Sigui A un anell diferent de zero, commutatiu i unitari. Aleshores (A*,-)
és un grup commutatiu. L’anomenem el grup multiplicativ de A.

Definici6 1.1.13. Un cos K és un anell commutatiu i amb unitat, 1 # 0, tal que K* = K\ {0}.

Definicié 1.1.14. Sigui A un anell diferent de zero, commutatiu i unitari, B C A. Diem que
B és un subanell de A si amb la suma i el producte de A, B és un anell, i 1, € B. La notaci6
14 fa referencia a l'element unitat de ’anell A.

Definicié 1.1.15. Siguin A i B dos anells diferents de zero, commutatius i unitaris. Diem que
una aplicaciéo f : A — B és un morfisme d’anells si f és invariant respecte de la suma, el
producte i I’element unitari. Es a dir, si, donats x,y € A, es verifica:
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(i) flz+y) = fl2)+ ),
(ii) f(zy) = f(@)f(y),
(i) f(1a) = 15
Es comprova que la imatge de A per f és un subanell de B.

Definicié 1.1.16. Sigui A un anell diferent de zero, commutatiu i unitari, a € A. Diem que
a és un divisor de zero si existeix b € A, b # 0, tal que ab = 0. Denotem per Z(A) al conjunt
dels divisors de zero de 'anell A. Es a dir:

Z(A)={ac A|3be Ab#0iab=0}.

Es trivial veure que el zero és un divisor de zero. Els anells on el zero és I'inic divisor de
zero son prou importants com per a tenir nom propi.

Definicié 1.1.17. Sigui A un anell diferent de zero, commutatiu i unitari. Diem que A és un
anell integre o domini (d’integritat) si:

6. A verifica que:
e ab=0=a=000b=0, per a tot a,b de A.

En aquest treball, si no s’indica el contrari, es suposara que tots els anells sén commutatius
i amb unitat 1, 1 # 0.

Exemple 1.1.18. Vegem alguns exemples d’anells [12]:
1. T'anell commutatiu, unitari i integre, dels enters: Z;

2. lanell commutatiu, unitari i integre, dels enters de Gauss: Z[i| = {a + bi | a,b € Z};
3. T'anell commutatiu i unitari, pero no integre en general: Z/nZ> on n és un enter;
4. elscossos: QCRCC,iF, = Z/pZ, on p és primer;

5. I'anell commutatiu, unitari i integre, dels polinomis amb coeficients en un cos K: K[X],
KX, ..., X,].

Els seus respectius grups multiplicatius son:
L(Z)" ={1,-1}
2. (Zli]))r =A{1,-1,i,—i};
3. <Z/nZ>* = {EJ | n ik son coprimers};
4. K* =K\ {0};
5. (Klz))* =K\ {0} i K[zq,...,z,] =K\ {0}.
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1.2 Ideals

Recordem que, si no s’indica explicitament el contrari, tots els anells son diferents de zero,
commutatius i unitaris.

Definicié 1.2.1. Sigui A un anell. Un ideal de A és un subconjunt I C A que verifica:
1. 0el,
2. v,yel = x+yel,
B.aeA rel = arel.

Exemple 1.2.2. El subconjunt de 'anell dels enters format pels nombres parells és un ideal.
Més generalment, donat un enter n € Z, el subconjunt format pels multiples de n és un ideal
de Z. De fet, veurem que tot ideal de Z és d’aquesta forma.

Observacié 1.2.3. Sigui A un anell. Aleshores es verifica:

1. A té, com a minim, dos ideals trivials, {0} i A. S6n els anomenats ideals impropis.
Qualsevol altre ideal de A és anomenat ideal propi.

2. Sigui [ un ideal de A. Aleshores, | = A<= 1€l << INA* # O.
3. A és un cos <= els tnics ideals de A sén els impropis.

4. Si i J sén ideals de A, aleshores la interseccié I N J, és un ideal de A. Més en general,
si {I»}, és una familia d’ideals de A, aleshores la interseccié Ny és un ideal de A.

5. Si I i J sén ideals de A, aleshores la suma [ + J = {z+y|xel,ye J}, és un
ideal de A. Més en general, si {I,}, és una familia d’ideals de A, aleshores la suma

Yoalh= {Z/ Ty | T\ € I,\}, és un ideal de A. La notacié ¥ fa referencia a suma finita.

6. Si /i J sén ideals de A, aleshores el producte I - J := {xy |z € I,y € J}, és també un
ideal de A.

7. Sili.J soénideals de A, aleshores, I -JCINJCI, JCI+J.
Definicié 1.2.4. Sigui A un anell, x4,...,z, € A.

e Anomenem ideal finitament generat per 1, ..., T,, a:
(w1, 22,...,2n) ={a1m1+ ... +apz, | a; € A}.
En particular, si n = 1, diem que és un ideal principal, i el denotem per:

(x) = (z) ={ax | a € A}.

Aquesta definicié s’estén facilment a un subconjunt no finit N C A qualsevol:
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e Sigui N C A. Anomenem ideal generat per N a:
(N) = {Z/ax la€ Az e N}.

Observacié 1.2.5. Sigui A un anell, N C A. L’ideal generat per N és el menor ideal de A
que conté N. De fet, es té:
(N) = N I.

I ideal de A, NCI

Exemple 1.2.6. Sigui f : A — B un morfisme d’anells. Aleshores el nucli de f, Ker(f), és
un ideal de A.

1.3 Anell quocient

De forma analoga a la teoria de grups, s’introdueix el concepte d’anell quocient.

Definicié 1.3.1. Sigui A un anell, I un ideal de A, x,y € I. Definim la relacié: = ~ y <
x—yel.

Observacio 1.3.2. La relacié definida previament és una relacié d’equivalencia, i.e., reflexiva,
simetrica i transitiva.

Observacié 1.3.3. Donat x € A, la classe de x ve donada per:
r={ycAly~at={ycAly—a=zz2¢€l}
={yedly=a+zz2€el}=ua+1

Definicié 1.3.4. Sigui A un anell, [ un ideal de A. Definim el conjunt quocient de A modul I
com:

Ar—{(zlreAy={z+1|ze A},
és a dir, el conjunt de les classes d’equivalencia de A modul 1.

L’interes d’aquest conjunt és que hereta I'estructura d’anell de A. La clau per a veure-ho
resideix en 'observacié segiient.

Observacié 1.3.5. Sigui A un anell, I un ideal de A, z,y € A/I. Aleshores les operacions
suma (+) i producte (+) en A/I, definides per:

¢ T+ji=3+y,

&I

'g::x'y7

no depenen de Ueleccié del representant. Es a dir, donats 2/, y € A, tals que 2’ ~ z, y ~ y, es
té:

7 i

e x+y~a+y, ipertant, T+y=ac+ty=a+y =2+

v
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o zy~2a'y, ipertant,z-y=7-y=a -y =2 -y.

L’Observacié 1.3.5 ens diu, en altres paraules, que tant la suma com el producte de A
estan ben definits en A/I. Es comprova que amb aquestes operacions el conjunt quocient té
efectivament estructura d’anell.

Proposicié 1.3.6. Sigui A un anell, I un ideal de A. Aleshores (A/1,+,-) és un anell. En par-
ticular, si A és unitari, respectivament, commutatiu, aleshores A/I és unitari, respectivament,
commutatiu.

Definicié 1.3.7. L’anell (A/I,+,-) s’anomena anell quocient de A modul I.

El resultat segiient estableix una identificacié entre els ideals d'un anell A que contenen
I'ideal I, i els ideals de A/I. Aquesta identificacié s'usa sovint en demostracions en teoria
d’anells.

Proposicié 1.3.8. Sigui A un anell, I un ideal de A. Aleshores, l’aplicacid

T A— A/l
Tr—1T,

és un morfisme d’anells. A més, existeiz una correspondencia bijectiva entre els ideals J de A
que contenen I, i els ideals J de A/I, donada per J = 7~} (J)

Exemple 1.3.9. Sigui A =7, [ = (n) = nZ C A. Aleshores A/I = 7Z/nZ, és a dir, és 'anell
de les classes d’enters modul n, que ve donat per:

A/I:Z/nZ:{ﬁ,i,...,n—l}.

Exemple 1.3.10. Sigui A = K[z], I = (f(z)), on f(z) € A és un polinomi de grau n > 1. Ve-
gem quina forma tenen els elements de I'anell quocient A/I = K[z]/(f(x)). Sigui g(x) € A/I.
Podem expressar g(z) com: g(x) = f(x)q(z) + r(z), on o bé r = 0, o bé grau(r(z)) <
grau(f(z)) = n (més endavant tornarem a aquest punt i ho provarem amb més detall). Ales-

hores, tenim:

G=fq+r=fqg+r=f=a+amz+...ta, 12" L=ag+az+...+a, 2" "

A més, donats dos polinomis constants o, € A, es té: a ~ <= a — 3 € (f(z)) <
a— [ = f(z)h(x), per a algun h(z) € A. Com que o = f3, i grau(f(z)) > 1, necessariament
h(z) = 0. Per tant, a ~ <= «a = 3. Es a dir, en la classe d’equivalencia a € A/I d’una
constant @ € A, no hi ha cap altre constant que no sigui a. Aixo ens permet escriure a = «,
entenent que qualsevol altre representant de la classe & és de la forma o+ f(x)h(x), per a algun
h(z) € A. Aixi, tenim:

A/ =K[z]/(f(z) ={ao+aZ+ ...+ a, 12" |a; €EK,Vi=0,1,...,n—1}.

Un punt interessant de I’Exemple 1.3.10 és, que quan es fa el quocient d’un anell de polinomis
modul un dels seus polinomis, automaticament s’obté una arrel d’aquest. Es a dir, en el quocient
Alz]/(f()), es té la igualtat f(x) =0 i, per tant, f(Z) =01 T és una arrel de f.
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Exemple 1.3.11. Vegem un cas particular de I'Exemple 1.3.10. Sigui A = R[z], I = (z® + 1).
Aleshores A/I = R[z]/(z* + 1) = {a +bZ | a,b € R}. Observem que l'equacié 72 + 1 = 0 té
soluci6 en A/I. De fet, es comprova que A/I = R[x]/(2?+ 1) = C, on la classe de x s’identifica
amb el nombre complex 7, veure [4].

Teorema 1.3.12 (Primer Teorema d’Isomorfisme). Sigui f : A — B un morfisme d’anells.
Aleshores, 'aplicacio: 3
f:A/Ker(f) — Im(f),

amb f(@) = f(a), és un isomorfisme d’anells.

Demostracid. Siguin a,b € A/Ker(f). Tenim:

L fla+b) = fla+b) = fla) + f(b) = f(a) + f(b) = f(a) + F(D).
2. f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a) - F(b) = f(a) [ (b).

3. f()=f(1)=1.

I f és clarament injectiva i exhaustiva. O]

1.4 Simetritzacio

Sabem que els unics elements invertibles en Z sén 1 i —1. No obstant, tot element de Z és
invertible en Q, on els elements s6n de la forma a/b, on a,b € Z,b # 0. En teoria d’anells, diem
que Q és el cos de fraccions de 'anell Z.

En aquesta seccié introduim el cas general d’aquest concepte. Provarem que donat un anell
A, es pot construir un anell @), contenint A, en el qual tot element de A\ Z(A) és invertible. En
particular, si A és un domini, aleshores 'anell () és un cos, i tot element de () és de la forma
a/b, on a,b € Ab+#0.

Definicié 1.4.1. Sigui S un subconjunt no buit d’un anell A. Diem que S és un sistema
multiplicatiu si

1.1e€S.
2. a,beS=abes.

Observacié 1.4.2. Sigui A un anell. Aleshores S = A\ Z(A) és un sistema multiplicatiu. En
particular, si A és un domini, S = A\ {0} és un sistema multiplicatiu.

Definicié 1.4.3. Sigui A un anell, S un sistema multiplicatiu de A i A x S el conjunt dels
parells ordenats (a,b) tals que a € Aib € S. Siguin (a,b), (¢,d) € A x S. Definim la relacié:
(a,b) ~ (¢,d) <= Ft €S, tal que t(ad — bc) = 0.

Observacio 1.4.4. La relacié definida previament és una relacié d’equivalencia, i.e., reflexiva,
simetrica i transitiva.
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%, o bé (a,b), la classe d’equivalencia de (a,b). El conjunt de totes

les classes d’equivaléncia de A es denota per S™1A. Es a dir,

Nota 1.4.5. Denotem per

S’lA:{(a,b)]aeA,beS}:{%]aeA,bES}.
Observacié 1.4.6. Sigui A un anell, S un sistema multiplicatiu de A, a/b,c/d € ST'A. Ales-
hores les operacions suma (+) i producte (-) en S~*A, definides per:

(ad + bc)

¢
d’ bd

JOIORE

no depenen de l'eleccio del representant. Es a dir, estan ben definides.

+

ol RS

Es comprova que, amb les operacions suma i producte definides previament, el conjunt
quocient S~ A té estructura d’anell.

Teorema 1.4.7. Sigui A un anell commutatiu ¢ unitari, S un sistema multiplicatiu. Aleshores
(S7YA, +,-) és un anell commutativ i unitari.

Definicié 1.4.8. Sigui A un anell, S un sistema multiplicatiu. L’anell S7'A s’anomena anell
de fraccions de A respecte de S.

Observacié 1.4.9. Sigui A un anell, S un sistema multiplicatiu. Considerem ’aplicacio
w:A— S1A

a
ar— ¢(a) = T

Tenim que ¢ és un morfisme d’anells, amb Ker(p) = {a € A| 3 s € S tal que sa =0}. En
particular, si SNZ(A) = &, aleshores ¢ és injectiva. Per tant, en aquest cas, podem identificar
tot element de a amb l'element p(a) = a/1 € STt A. D’aquesta forma, si S = A\ Z(A), podem
considerar A C St A.

Teorema 1.4.10. Sigui A un anell, S = A\ Z(A). Aleshores l'anell de fraccions de A respecte
de S, STYA, verifica les propietats segiients:

(i) A és un subanell de ST'A (amb la identificacid vista a I’Observacié 1./.9).
(ii) Tot element a € A\ Z(A) és invertible en S~ A.
(iii) Tot element de ST*A és de la forma a/b, a € A,b € S.

El Teorema 1.4.10 és valid per a tot anell A. Observem que en el cas particular en que A és
un domini, es té Z(A) = {0}, i per tant S = A\ {0}. En aquest cas, amb les propietats vistes
al Teorema 1.4.10 és facil veure que S~ A és un cos.
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Definicié 1.4.11. Sigui A un domini, S = A\ {0}. Aleshores el cos S7'A s’anomena cos de
fraccions de A. El denotem K(A).

Trivialment, podem reescriure el Teorema 1.4.10 de la forma segiient.

Teorema 1.4.12. Sigui A un domini, K(A) és cos de fraccions de A. Aleshores es verifiquen
les propietats segiients:

(i) A és un subanell de K(A) (amb la identificacio vista a I’Observacio 1.4.9).
(ii) Tot element a € A, a # 0, és invertible en K(A).
(i1i) Tot element de K(A) és de la forma a/b, a,b € A,b# 0.

Exemple 1.4.13. Considerem 'anell dels enters, Z. Per ser Z un domini, podem prendre el
sistema multiplicatiu S = Z \ {0}. Aleshores el cos de fraccions de Z ve donat per:

K(Z)={a/b|a,be Z,b# 0} =Q.

1.5 Ideals maximals i primers

Tot ideal propi d’un anell A esta contingut com a minim en un ideal més gran, A. Si un ideal
propi és tan gran que només esta estrictament contingut en A diem que és maximal. Més
formalment:

Definicié 1.5.1. Sigui A un anell, m un ideal de A. Diem que m és un ideal maximal sim C A
i satisfa:
mCJCA=m=JobéJ=A,

per a qualsevol ideal J de A. Es a dir, si m és un element maximal del conjunt:
{J|J ideal de A, J # A},

per la relacié d’ordre inclusio.

Definicié 1.5.2. Sigui A un anell. Definim [’espectre maximal de A com:

Max(A) = {m | m és un ideal maximal de A} .

Els ideals maximals sén de gran importancia en la teoria d’anells. Malaularadament, en
general no es disposa de cap metode constructiu per a obtenir ideals maximals d’un anell donat.
No obstant, el Lema de Zorn ens assegura l’existencia d’ideals maximals.

Definicié 1.5.3. Sigui (X, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Sigui X C ¥ un
subconjunt de X.

e Diem que y € ¥ és una cota superior de X si x <y, per atot x € X.
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e Diem que z € ¥ és un element maximal de ¥ si, quan es compleix z < s, per algun s € X,
aleshores necessariament z = s.

En general no tot conjunt parcialment ordenat té elements maximals.

Definicié 1.5.4. Sigui (X, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Donat un subconjunt
X C X, diem que X és una cadena de X si és totalment ordenat, és a dir, si per a tot parell
r,2y€e X,obéx <y,obéy <z

Ens trobem ara en condicions d’enunciar el Lema de Zorn. El Lema de Zorn dona unes
condicions suficients per a l’existencia d’ideals maximals.

Lema 1.5.5 (Lema de Zorn). Sigui (X, <) un conjunt no buit i parcialment ordenat on tota
cadena X de X té cota superior en Y. Aleshores ¥ té un element mazimal.

L’enunciat del Lema de Zorn 1.5.5 és suficientment complex com per no ser un resultat
intuitiu. No obstant, és possible provar que és equivalent a I’Axioma de ’eleccid, el qual és
forca raonable. La prova d’aquesta equivalencia queda fora de 'abast d’aquest treball.

Utilitzant el Lema de Zorn 1.5.5 es pot provar el resultat segiient.
Teorema 1.5.6 (Teorema d’Artin). Sigui A un anell, A # {0}. Aleshores A té ideals mazimals.

Demostracio. Sigui ¥ = {I | I ideal de A, I # A}. Aleshores (0) € 3, per tant ¥ # &. A més,
la inclusi6é indueix un ordre parcial sobre ¥. Sigui X una cadena de ¥, X = {I, | A € A}.
Prenem I = Uycply. Vegem primer que [ és un ideal. Clarament 0 € I, i ax € I, per
qualssevol a € A, x € I. A més, per a tot parell z,y € I, es té que x € I, y € I,, per
a certs \,u € A, i donat l'ordre total de la cadena X, sense perdua de generalitat, podem
suposar que Iy C [, = v +y € [, € I. En particular, I € X, ja que altrament tindriem
le A=1= 1€ 1), peraalgun A\ € A = I, = A, fet que es contradiu amb I, € X. Aixi,
doncs, I és clarament una cota superior de la cadena X. Per tant ens trobem en condicions
per a aplicar el Lema de Zorn 1.5.5, i podem afirmar que existeix un element J € ¥ maximal
de X. Clarament J és també un ideal maximal de A. m

Un tipus molt important d’ideals maximals en teoria d’anells sén els ideals primers. La
nocié d’ideal primer és una generalitzacié dels elements primers en aritmetica, i els punts en
geometria.

Definicié 1.5.7. Sigui A un anell, p un ideal de A. Diem que p és un ideal primer de A si
p C A i satisfa:
rTyeEp=1xEpobéychy,

per a tot =,y € A.

Definicié 1.5.8. Sigui A un anell. Definim [’espectre primer de A com:

Spec(A) = {p | p és un ideal primer de A} .
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Lema 1.5.9. Sigui A un anell, si m és un ideal maximal, aleshores m és primer.

Demostracio. Siguin x,y € A tals que xy € m. Si z € m, ja ho tenim. Altrament m C m+ ().
Per ser m maximal, m + () = A. Aleshores, 1 € m + (z), és a dir, 1 = z 4 ax, per a alguns
z€em, a € A Pertant, y = yz + axry € m. O

Observacié 1.5.10. El reciproc del Lema 1.5.9 no és cert en general.

Exemple 1.5.11. Sigui A =Z,1ip = (0). Clarament p és un ideal primer de A, ja que Z és un
domini. En canvi, p € (2) € A, i per tant p no és un ideal maximal. Més generalment, donat
un domini A # 0, on A no és un cos, aleshores 'ideal (0) és primer perd no maximal.

Definicié 1.5.12. Sigui A un anell, p un ideal primer de A. Anomenem al¢ada de p, si és
finita, a la longitud maxima h, d’'una cadena d’ideals primers Py C P, C ... C P, = p en A.

Definicié 1.5.13. Sigui A un anell. Anomenem dimensio de Krull de A, si és finita, a I’alcada
maxima d’un ideal primer de A. La dimensié de A es denota per dim(A).

La proposici6 segiient dona una definicié alternativa d’ideal primer i maximal, d’is recurrent
en demostracions.

Proposicié 1.5.14. Sigui A un anell, m,p ideals de A. Aleshores:
(i) m és mazimal <= A/m €s un cos.

(i1) p és primer <= A/p és integre.
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Capitol 2

Anells Noetherians 1 Artinians

Els resultats vists en el Capitol 1 sén valids per a qualsevol anell, recordant que en aquest
treball tot anell és diferent de zero, commutatiu i unitari. Per tal d’obtenir teoremes i resultats
més forts és necessari imposar certes condicions de finitud. En particular, les condicions de
cadena ascendent i descendent, i d’element maximal i minimal, juguen un paper important. En
aquest capitol estudiem les condicions anteriors, i distingim, en funcié d’aquestes, dues classes
d’anells: els anells Noetherians i els anells Artinians. La referéncia principal és [2].

Novament suposem, si no es diu el contrari, que tots els anells son commutatius, amb unitat

1i1 0.

2.1 Anells Noetherians

Comencem per definir formalment les condicions de cadena descendent i element maximal.
Veurem, en la Proposicié 2.1.3, que de fet aquestes dues condicions sén equivalents en un
conjunt no buit parcialment ordenat.

Definicié 2.1.1. Sigui (X, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Diem que ¥ verifica
la condicio de cadena ascendent (CCA), si tota cadena ascendent, és a dir, conjunt numerable
totalment ordenat, estabilitza. Es a dir;

1<z <...=dNeN, talque ay =xn11 = ...

Definicié 2.1.2. Sigui (X, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Diem que ¥ verifica la
condicio de ’element mazimal (CMax), si tot subconjunt no buit de ¥ té un element maximal.

Proposicié 2.1.3. Sigui (X, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Aleshores sén equi-
valents:

(i) 3 verifica la CCA;

(i1) ¥ wverifica la CMaz.
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Demostracio. (i) = (ii). Sigui X un subconjunt de ¥, X no buit. Suposem que X no té
element maximal. Prenem zy € X. Com que xy no és maximal, podem prendre x; € X \ {z¢},
amb z; > x9. Com que z; no és maximal, podem prendre z5 € X \ {xg, 21}, amb xo > 7.
Recursivament, construim una successié (z;);, amb z; € X \ {xq,...,x;1}, 1 ; > x;_1, per a
tot 7. Aleshores, la cadena ascendent:

To < T1 < Ty < ...,

no estabilitza, fet que es contradiu amb la hipotesi.
(1) <= (ii). Sigui
$0§l’1 §$2< ceey

una cadena ascendent de ¥. Considerem el conjunt X = {zg,x1,...}. Per hipotesi, X té un
element maximal. Sigui xy 'element maximal de X, aleshores és clar que la cadena estabilitza
a partir de V. O

Les definicions i proposicié previes son valides per a tot conjunt no buit parcialment ordenat.
Observem que en un anell, A, la inclusio, C, indueix un ordre parcial en el conjunt format pels
ideals de A. Amb aquestes nocions podem introduir els anells Noetherians, una classe d’anells
de gran importancia en geometria i en algebra commutativa.

Teorema 2.1.4. Sigui A un anell. Aleshores son equivalents:
(i) el conjunt dels ideals de A verifica la CCA;
(11) el conjunt dels ideals de A verifica la CMax;
(iii) tot ideal I de A és finitament generat.

Demostracio. (i) <= (ii). Vist a la Proposici6 2.1.3.
(1) = (iii). Sigui I un ideal de A. Suposem que I no és finitament generat. Prenem aq € I.
Com que I no és finitament generat, podem prendre a; € I\ (ag). De nou, com que I no és
finitament generat, prenem ay € I\ (ag,a1). Recursivament, construim una successié (a;);, tal
que, a; € I\ (agp,a1,...,a;_1), per a tot i. Aleshores:

(ap) € (ap,a1) € (ap,ar,az) < ...,

és una cadena ascendent d’ideals que no estabilitza, la qual cosa suposa una contradiccié amb
la hipotesi.
(i) <= (iii). Sigui

LCLCLC...,
una cadena ascendent d’ideals de A. Considerem I = J,», ;. Es comprova facilment que [/
és un ideal. Per hipotesi I = (ay,...,a,), per tant, existeix N tal que ai,...,a, € Iy. Aix{
doncs, la cadena estabilitza a partir de Iy. O

Definicié 2.1.5. Sigui A un anell. Diem que A és Noetheria si A satisfa les condicions equi-
valents del Teorema 2.1.4.
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Proposicié 2.1.6. Sigui A un anell Noetheria, I un ideal de A. Aleshores A/I és Noetheria.

Demostracié. Vegem que tot ideal de A/I és finitament generat. Sigui J un ideal de A/I.
Per la Proposicié 1.3.8, sabem que J és un ideal de A que conte I. Com que A és Noetheria,
A = (xg,...,z,), per a alguns xy,...,x, € A. Aleshores, J = (Tg,...,T,) en A/I. ]

2.2 Anells Artinians

Analogament, de forma dual, es pot definir la condicié de cadena descendent i la condicié
d’element minimal en un conjunt no buit parcialment ordenat. Es facil veure que aquestes dues
condicions soén equivalents.

Definicié 2.2.1. Sigui (3, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Diem que X verifica la
condicid de cadena descendent (CCD), si tota cadena descendent estabilitza, és a dir;

r1>x9>...—3INeN, talque xy =2xny11=...

Definicié 2.2.2. Sigui (3, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Diem que X verifica la
condicio de l'element minimal (CMin), si tot subconjunt no buit de ¥ té un element minimal.

Proposicié 2.2.3. Sigui (X, <) un conjunt no buit parcialment ordenat. Aleshores son equi-
valents:

(i) 3 verifica la CCD;
(i1) ¥ wverifica la CMin.

Definicié 2.2.4. Sigui A un anell. Diem que A és Artinia si el conjunt dels ideals de A satisfa
les condicions equivalents de la Proposici6 2.2.3.

Proposicié 2.2.5. Sigui A un anell Artinia, I un ideal de A. Aleshores A/l és Artinia.

Demostracio. Donada una cadena descendent d’ideals de A/I, per la Proposicié 1.3.8, sabem
que és de la forma:
Jo2J12J22 ...,

on els J; son ideals de A que contenen I. Aleshores, Jo O J; O Jo O ... és una cadena
descendent d’ideals de A que contenen I. Com que A és Artinia, Jy = Jy41 = ..., per a algun
N > 0. Aleshores, Jy = Jyy1 = ..., 1 per tant, la cadena estabilitza. O

2.3 Una altra caracteritzacio dels Anells Artinians

Tot i aparent similitud en les definicions d’anell Artinia i anell Noetheria, la condicié Artiniana
és molt més restrictiva. De fet, es comprova el segiient:

Teorema 2.3.1. Sigui A un anell. Aleshores:

A és un anell Artinia <= A és un anell Noetheria i dim(A) = 0.
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Per tal de provar les implicacions anteriors, és necessari introduir els conceptes de radical i
modul, i fer algunes deduccions que deriven de les condicions Noetheriana i Artiniana.

Definicié 2.3.2. Sigui A un anell, I un ideal de A. El radical de I, denotat per rad([), és
rad(/) ={x € A| 2" € I, per a algun n > 0} .
Observacié 2.3.3. Sigui A un anell, [ un ideal de A. Aleshores rad(/) és un ideal de A.

Demostracio. Clarament 0 € rad(I). Sigui x € rad(/), a € A. Com que z € rad([), z" € I,
per a algun n > 0. Aleshores (az)" = a”2™ € I, i per tant ax € rad([). Prenem ara y € rad([),
amb y™ € I, per a algun m > 0. Sigui [ :=n + m — 1. Aleshores, tenim:

!
n _
(z+y) = Z (k>xl Ry
k=0
Cadascun dels termes de I'expressié anterior és de la forma z!~*y*. Si k > m, aleshores
y* € I = 2%k € [ Altrament, 7% € I = 21"%y* € I. Per tant, (z +y)! € i

(x+y) er(]). O

Definici6 2.3.4. Sigui A un anell. Anomenem nilradical de A al conjunt dels elements nilpo-
tents de A. El denotem n(A). Es a dir:

n(A) =rad(0) = {x € A| 2" =0, per a algun n > 0}.

Proposicié 2.3.5. Sigui A un anell. Aleshores el nilradical de A és la interseccio de tots els
ideals primers de A.

Demostracio. Sigui n' la interseccié de tots els ideals primers de A. Hem de veure que n’ =
n(A). Comencem per veure que n(A) C n'. Sigui x € n(A). Aleshores 2 = 0, per a algun
n > 0. Sigui p un ideal primer de A qualsevol. Tenim que 2" = 0 € p i, com que p primer,
necessariament xr € p. Es a dir, = pertany a tots els ideals primers de A i, conseqiientment,
x € 0. Reciprocament, suposem que x € A no és nilpotent. Sigui

Y={ICA|Ilidealde A, 2" ¢ I,Yn > 0}.

Clarament (0) € X i, amb la inclusié, ¥ és un conjunt no buit, parcialment ordenat, on tota
cadena té cota superior. Pel Lema de Zorn 1.5.5, ¥ té un element maximal. Sigui J I’element
maximal de ¥. Vegem que J és primer. Siguin a,b ¢ J. Aleshores els ideals J + (a) i
J + (b) contenen estrictament a p i, per tant, no pertanyen a ¥ (ja que p és maximal en ).
Aixi, 2™ € J+ (a), i 2™ € J + (b), per a alguns n,m > 0. Per tant, 2"t € J + (ab) i,
conseqlientment, J + (ab) ¢ X. Aleshores, necessariament ab ¢ J, la qual cosa implica que J
és primer. Aixi{, docns, hem trobat un ideal primer de A que no conté a x, és a dir, x ¢ n’. [

Vegem primerament algunes propietats que deriven de la condicié Noetheriana. Comencant
per provar que el nilradical d’'un anell Noetheria és nilpotent. De fet, provarem el resultat
seglient, més general.
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Proposicié 2.3.6. Sigui A un anell Noetheria. Aleshores tot ideal de A conté una poténcia
del seu radical.

Demostracio. Sigui I un ideal de A, rad([]) el seu radical. En particular, per ’Observaci6 2.3.3,
rad(/) és també un ideal de A. Per ser A Noetheria, rad(/) és finitament generat. Siguin
Ty,..., T, € A, tals que rad(l) = (xy,...,x,). Aleshores, per atot i =1,...,n, tenim z}" € I,
per a algun n; > 0. Sigui m = (> n; — 1) + 1. Aplicant la formula del Binomi de Newton,
obtenim que tot element de rad(1)™ esta generat pels productes ' - - -z amb Yo ki =m.
Per la definici6 de m, necessariament k; > n;, per a algun i. Es a dir, tots els productes
ah -k amb Y7 ki = m, pertanyen a rad(I) i, per tant, rad(I)™ C r(1). O

Corol-lari 2.3.7. Sigui A un anell Noetheria. Aleshores el nilradical de A és nilpotent.

Amb I’ajuda dels propers resultats, es comprova que, en els anells Noetherians, el nilradical
es pot expressar com una interseccié finita d’ideals primers.

Observacié 2.3.8. Sigui A un anell reduit, és a dir, n(A4) = 0. Sia,b € A, i ab= 0, aleshores
rad(a) Nrad(b) = 0.

Demostracio. En efecte, és facil veure que rad(a)Nrad(b) = rad(ab). Per tant, rad(a)Nrad(b)
rad(ab) = rad(0) = n(A) = 0.

]
Proposicié 2.3.9. Sigui A un anell, I un ideal radical de A, és a dir, rad(I) =1. Sia,be A
son tals que ab € I, aleshores I =rad(I + (a)) Nrad(l + (b)).

Demostracio. Prenem B = A/I. Com que I és un ideal radical, aleshores B és un anell reduit.
En efecte, si £ € B és tal que " = 0, per a algun n > 0, aleshores 2" € [ = x € rad(]) =
I = 7z = 0. Com que ab € I, aleshores ab = 0 en B. Aplicant 1'Observacié 2.3.8, tenim
rad(a) Nrad(b) = (0). Es a dir,

rad ((I + (a))/I) Nrad ((I + (b))/I) = (0) en B.

Aixi, doncs,
(0) = (rad( + (a))/I) N (rad(I + (b))/1).
Es a dir, I = rad(I + (a)) Nrad(I + (b)), per la Proposicié 1.3.8. O

Proposicié 2.3.10. Sigui A un anell Noetheria. Aleshores tot ideal radical de A €és interseccio
finita d’ideals primers.

Demostracio. Sigui
Y. ={I| I ideal radical de A, I no és interseccié finita d’ideals primers de A} .

Volem veure que > = @. Suposem que % # &. Com que A és Noetheria, existeix I € X
element maximal de ¥. En particular, I no és primer. Per tant, existeixen a,b € A, tals que
ab € I,1a,b ¢ I. Per la Proposici6 2.3.9, I = rad({ + (a)) Nrad({ + (b)). Observem que
I C I+ (a) Crad(I+ (a)) i, analogament, I C rad(I + (b)). Com que I és element maximal
de X, aleshores rad(I + (a)) i rad(I + (b)) no sén de X. Per tant, rad(I + (a)) i rad(I + (b)) sén
intersecci6 finita d’ideals primers i, en particular, I = rad(I + (a)) Nrad(I + (b)) és interseccié
finita de primers, la qual cosa suposa una contradiccio. O
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Corol-lari 2.3.11. Sigui A un anell Noetheria. Aleshores el nilradical de A és interseccio finita
d’ideals primers de A.

Demostracio. Tenim n(A) = rad(0) és un ideal radical. Aplicant la Proposicié 2.3.10, ja ho
tenim. [

Estudiem ara algunes de les propietats dels anells Artinians. Comencant per provar que els
anells Artinians tenen, efectivament, dimensié zero.

Proposicié 2.3.12. Sigui A un anell Artinia. Aleshores tot ideal primer de A és mazimal.

Demostracio. Sigui p un ideal primer de A. Aleshores, per les Proposicions 1.3.8 1 2.2.5, tenim
que B = A/p és un domini Artinid. Sigui z € B, z # 0. Aleshores, per la CCD, (V) = (zV11),
per a cert N € N. Per tant, 2%V = 2V 'y = 2Vay, per a algun y € B. Com B és un domini i
x # 0, necessariament ry = 1. Es a dir, x és invertible en B, la qual cosa implica que B és un
cos. Concloem, de nou per la Proposicié 1.3.8, que p és maximal. O

Corol-lari 2.3.13. Sigui A un anell Artinia. Aleshores dim(A) = 0.

El Corol-lari 2.3.7, ens assegura que en un anell Noetheria, el nilradical és nilpotent. Vegem
que aquesta propietat també es verifica en els anells Artinians.

Proposicié 2.3.14. Sigui A un anell Artinia. Aleshores el nilradical de A €s nilpotent.

Demostracié. Com que A verifica la CCD, n(A)* = n(A)*! = ... = I, per a algun k > 0.
Suposem que I # (0). Sigui

Y ={J|Jideal de A, IJ # (0)}.

Aleshores I € ¥ # @. Com que A és Artinia i ¥ no buit, sabem que existeix K un element
minimal de 3. Com que JK # (0), aleshores existeix € K, tal que I # (0). Tenim (z) C K i
() € X. Per la minimalitat de K en X, necessariament (z) = K. Perd (zI)I = zI? = zI # (0)
izl C (z). De nou, per la minimalitat de (z) = K, tenim (x) = z/. Aixi, x = zy, per a algun
y€l. Pertant,z =ay=ay’=...=ay" = .... Pero y € [ = n(A)* C n(A). Per tant, y és
nilpotent i x = 0, la qual cosa suposa una contradiccio. O

A partir del lema segiient, es demostra que els anells Artinians tenen un nombre finit d’ideals
maximals.

Lema 2.3.15. Sigui A un anell, I, ..., I, ideals de A, p un ideal primer de A. Suposem que
N I; € p. Aleshores I; C p, per a algun i.

Demostracid. Suposem que I; € p, per a tot i. Aleshores, per a cada i, existeix z;, tal que
z; € I, x; ¢ p. Per tant, [[x; € [[,I; € Nil;. Pero, [, ;i ¢ p, ja que p és primer. Per tant,

Proposicié 2.3.16. Sigui A un anell Artinia. Aleshores A té un nombre finit d’ideals maxi-
mals.
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Demostracio. Considerem el conjunt format per totes les interseccions finites m; N...Nm,, on
els m; son ideals maximals. Aquest conjunt té un element minimal. Sigui m;N...Nm, 'element
minimal. Aleshores, per a tot ideal maximal m, esté mNm;N...NAm, =m;N...Nm,. Pel
Lema 2.3.15, tenim que m; C m, per a algun ¢, i per ser m; maximal, es té m = m,. O

Un punt clau de la demostracié del Teorema 2.3.1, es basa en el fet que, en un anell en el qual
I'ideal (0) es pot expressar com a producte finit d’ideals maximals, les condicions Noetheriana
i Artiniana sén equivalents. Per tal de demostrar aquest resultat, és necessari introduir el
concepte de moduls.

Definicié 2.3.17. Sigui (M, +) un grup abelia i A un anell commutatiu i unitari. Una estruc-
tura de A-modul en M és una aplicacio:

Ax M — M
(a,z) — az,

que anomenem producte per elements de A, tal que, per a tot a,b € A, x,y € M, verifica:

1. a(z +y) = ax + ay.

2. (a+b)xr = ax + bx.

3. (ab)x = a(bx).

4. 1-z==x.
Observacio 2.3.18. Si A és un cos, un A-modul és el mateix que un espai vectorial sobre A.
Observacié 2.3.19. Si A = Z, els Z-moduls sén els grups abelians.

Observacio 2.3.20. Totes les definicions valides en teoria d’espais vectorials es poden estendre
a la teoria de moduls excepte aquelles en que s’hagi de dividir per escalars.

Definicié 2.3.21. Un A-modul M es diu Noetheria si la familia de submoduls de M verifica
la CCA. Analogament, un A-modul M es diu Artinia si la familia de submoduls de M verifica
la CCD.

Proposicié 2.3.22. Sigui 0 — M, i> M, 2 M3z — 0 una successio exacta de A-moduls. Es
a dir, f injectiva, Im(f) = Ker(g) i g exhaustiva. Aleshores, My és Noetheria (respectivament,
Artinia) <= My i M3 son Noetherians (respectivament, Artinians).

Demostracio. Veurem la demostraci6 per al cas Noetheria. Per al cas Artinia la prova es realitza
de forma similar.

(=>). Una cadena ascendent de submoduls de M; (o M)) dona una cadena ascendent de
submoduls de M5 i, per tant, estabilitza.

(«<=). Sigui (L,,),>0 una cadena ascendent de submoduls de M;. Aleshores (g(Ly))n>0 és una
cadena en M3, i (f~'(Ln))n>0 és una cadena en M;. Per a n prou gran, ambdues cadenes
estabilitzen i per tant, (L, ),>o estabilitza. O
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Proposicié 2.3.23. Sigui E un K-espai vectorial. Aleshores son equivalents:
(i) E és de dimensio finita;
(ii) tota cadena de subespais vectorials de E té un nombre finit d’inclusions estrictes;
(111) el conjunt dels subespais vectorials de E wverifica la CCA;
(iv) el conjunt dels subespais vectorials de E verifica la CCD.

Demostracio. (i) => (ii). Trivial.

(i) = (iii) i (iv). Es clar per la propia definicié.

(iii) 1 (iv) == (i). Suposem que E és de dimensié infinita. Sigui (z,),>¢ un conjunt infinit
numerable de vectors linealment independents de E. Sigui U, respectivament V,,, el subespai
vectorial generat per zi,...,x,, respectivament, &, 1, Tni2,.... Aleshores, la cadena (U,),>0,
respectivament, (V},),>0, és infinita i estrictament ascendent, respectivament, descendent. [

Proposicié 2.3.24. Sigui A un anell en el qual el producte my ---m,, on els m; son ideals
mazximals de A no necessariament diferents, és igual a l'ideal (0). Aleshores A és Noetheria si
i només si A és Artinia.

Demostracio. Tenim les successions exactes

0—m — A— A/m; — 0,
00— mmy —my —)ml/mlmg —)O,

00— (my--my_q) — (Mg---my_o) — (My---m,_5)/(my---my,_4) — 0.

De les successions exactes i de la Proposicié 2.3.22, es dedueix que A és Noetheria <= A/m;,
my/mymy, ..., (my---m,_o)/(my---m,_;) son Noetherians. Com els m; sén maximals, A/m;
és un cos. Observem que els factors (my ---m;_q)/(my ---m;), sén espais vectorials sobre el cos
A/m;. Per tant, per la Proposicié 2.3.23, A/my, my/mymy, ..., (my---m, o)/(mg---m, 1)
sén Noetherians si i només si sén Artinians. Aixi, de nou per la Proposicié 2.3.22, A/m;,
my/myms,..., (my---m,_5)/(my---m, 1) sén Artinians si i només si A és Artinia. O

Ens trobem ara en condicions d’abordar la demostracié del Teorema 2.3.1.

Demostracio del Teorema 2.3.1. (=). Pel Corol-lari 2.3.13, tenim que dim(A) = 0. Per tant,
Spec(A) = Max(A). A més, la Proposici6 2.3.16 ens assegura que A té un nombre finit d’ideals
maximals. Siguin my, ..., m,, els ideals maximals de A. Aleshores, n(A) = m;N...Nm,. Per la
Proposicié 2.3.14, existeix k > 0, tal que n(A)* = (0). Aixi, com que m; ---m,, Cm;N...Nm,,
aleshores:

mb o mf C(min.. nm,)f =n(A)f =0.

Per tant, com A és Artinia, per la Proposicié 2.3.24, A és Noetheria.
(«<=). Per hipotesi, dim(A) = 0. Per tant, Spec(A) = Max(A). Pel Corol-lari 2.3.11, tenim
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n(A) =m;N..Nm,, amb m; € Max(A). Pel Corol-lari 2.3.7, 3k > 1, tal que n(A)* = 0. Com
en la implicacié anterior, tenim que my ---m,, € my N ... N'm,, aleshores:

mbomf C(myn..Nm,)" =n(A)* =0.

Com A és Noetheria, per la Proposicié 2.3.24, deduim que A és Artinia. O
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Capitol 3

Families de dominis

En aquest capitol estudiem la teoria de la divisibilitat en dominis. Aixi, suposem que tots els
anells sén diferents de zero, commutatius, unitaris i integres. Les referéncies principals sén [2],

1] i [9].

3.1 Divisibilitat

Recordem que, si no s’indica explicitament el contrari, a partir d’ara tots els anells sén diferents
de zero, commutatius, unitaris i integres.

Definicié 3.1.1. Sigui A un domini, z,y € A. Diem que = divideiz y (o y és maltiple de x) si
existeix z € A, tal que y = xz. Escrivim z|y, o bé y = &. L’element z s’anomena quocient de

Y per x.

Observacié 3.1.2. Es trivial veure que x|y <= (y) C (z). Es a dir, estudi de la divisibilitat
és equivalent a ’estudi de les relacions d’inclusié entre els ideals principals.

Observacié 3.1.3. Sigui A un domini, z,y € A. Sén equivalents:

(i) existeix un element u € A*, tal que y = ux;
(i) aly i ylz;
(iii) (z) = ().

Demostracio. (i) = (ii). De lexpressi6 y = ux, deduim que z|y. A més, com que u € A*,
multiplicant ambdds costats de y = ux, per u™!, obtenim u~ly = z, provant que y|z.

(ii) = (iii). En aquest cas tenim (y) C (x) i (z) C (y), és a dir, (y) = ().

(iii) = (i). En particular y € (z), i per tant Ju € A tal que y = uz. Vegem ara que u € A*.
Per hipotesi tenim que x € (y), és a dir, 3w € A tal que x = wy. Substituint z = wy, en
I'expressié y = uz, obtenim: y = vwy — y — uwy = 0 = y(1 — uw) = 0. Per ser A domini,
la darrera expressié implica que o bé y = 0 0 bé 1 —uw = 0. Si y = 0, aleshores x = 0 i podem
prendre u = 1 € A*. Altrament uw = 1, i per tant u € A*. O]

31



Definicié 3.1.4. Sigui A un domini, z,y € A. Diem que z i y sén associats, i denotem x ~ v,
si es compleix la condicié (i) (equivalentment (ii) o bé (iii)) de I’'Observacié 3.1.3.

Observacioé 3.1.5. La relacié x ~ y,“ser associats”, és una relacié d’equivalencia, i.e., verifica
les propietats reflexiva, simetrica i transitiva.

En l'estudi de la divisibilitat, els elements els distingirem llevat classe d’equivalencia per la
relacio ser associat.

Definicié 3.1.6. Sigui A un domini, a,b € A:
e Diem que d € A és un mazim comi divisor de a i b, i el denotem d = mced(a, b), si
d|a,d|b, i, si cla, c|b = c|d,

per a qualsevol ¢ € A. Dit amb altres paraules, d = mcd(a,b) si, (a,b) C (d), i (
menor ideal principal de A que compleix aquesta propietat, i.e., (a,b) C (¢) = (d
per a qualsevol ¢ € A.

e Diem que m € A és un minim comu maltiple de a i b, i el denotem m = mem(a, b), si
m=a,m==>b, i,sic=a,c=b= c=m,

per a qualsevol ¢ € A. Dit amb altres paraules, m =mcm(a,b) si, (m) C (a) N (b), i (M)
és el major ideal principal de A que compleix aquesta propietat, i.e., (¢) C (a) N (b) =
(¢) C (m), per a qualsevol ¢ € A.

~—

Aquestes definicions s’estenen de forma immediata per a tot nombre finit d’elements.

Observacié 3.1.7. Sigui A un domini, a,b € A. Siguin d,d’,m,m’ € A. Suposem que
d =mcd(a,b), m =mcm(a, b). Aleshores:

d~ d <= d' és un maxim comu divisor de a i b;

m ~m' <= m' és un minim comui miltiple de a i b.

Demostracio. (=>). Comencem pel primer cas. Siguid’ € A, tal que d ~ d’. Vegem que d’ és un
maxim comu divisor de a i b. Sabem que d’' = du, per a algun u € A*. Al seu torn, per hipotesi,
d és un maxim comu divisor de a i b, i en particular, d | aid | b, és a dir, a = ad, b = [3d, per a
certs o, B € A. Com que d = u~'d', obtenim a = au™'d’, b = Bu™'d' = d' | a,d' | b. Suposem
ara que existeix ¢ € A, tal que ¢ | a, ¢ | b. Per hipotesi, ¢ | d, és a dir, existeix § € A, tal que
d=dc= u'd =dc = d =udc = c| d. Per tant, d’ és un maxim comu divisor de a i b.

Provem ara el segon cas. Sigui m’ € A, tal que m ~ m’. Vegem que m’ és un minim comu
multiple de a i b. Sabem que m’ = um, per a algun u € A*. Al seu torn, per hipotesi, m és
un minim comu multiple de a i b, i en particular, m = a im = b és a dir, m = aa, m = (b,
peracertsaﬁeA Prenent m = u~!'m/, obtenim v 'm’ = aa = m’ = uaa = m’' = a, i
utm! = b= m' = ufb = m’ = b. SuposemaraqueemstelxcEA tal que ¢ = a, ¢ = b.
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Per hipdtesi, ¢ = 1, és a dir, existeix § € A, tal que ¢ = dm = ¢ = du"'m/ = ¢ = m’. Per
tant, m’ és un minim comu multiple de a i b.

(«<=). En el primer cas, per hipotesi tenim que d i d’ sén maxims comuns divisors de a i b,
i en particular, d’ i d sén divisors de a i b. Per ser d maxim comu divisor de a i b, i d’ divisor
de aib, es té que d' | d. Analogament, obtenim que d | d’. Es a dir, d ~ d'.

Finalment, tenim que m i m’ sén minims comuns multiples de a i b, i en particular, m i m/
son multlples de a i b. Per ser m minim comu multlple de aib,im’ imultiple de aib, es té
que m’ = m. Analogament, obtenim que m = m/’. Es a dir, m ~m/ O]

Aix{ doncs, les notacions ‘med(a, b)’, respectivament, ‘mcm(a, b)’, fan referencia a la classe
d’associats formada per tots els maxims comuns divisors de a i b, respectivament, tots els
minims comuns multiples de a i b. Es clar, en certes ocasions cometem un abus del llenguatge.
Per exemple, en dominis com Z, i K[z], parlem de el maxim comu divisor de dos elements ja
que existeix un representant destacat d’entre tots els elements de la classe d’associats: I'enter
positiu a Z i el polinomi monic a K[z].

3.2 Dominis GCD

Definicié 3.2.1. Sigui A un domini. Diem que A és un domini GCD (de l'angles, ‘greatest
common divisor’) si tot parell d’elements de A té un maxim comu divisor.

Veurem que els dominis GCD es poden definir de forma equivalent com dominis on tot parell
d’elements té un minim comu multiple.

Proposicié 3.2.2. Sigui A un domini, a,b € A. Aleshores es verifica:

(1) existeix el minim comi maltiple de a i b <= (a) N (b) és un ideal principal. En
particular, en aquest cas el minim comu multiple de a i b és un generador de [ideal

(@) N (b);
(ii) existeix el minim comi miltiple de a i b => existeiz el mazim comi divisor de a i b.

Demostracio. (i) (=). Suposem que m = mecm(a,b). Vegem que (a) N (b) = (m). En efecte,
siz € (a)N(b) = = = au iz = bv, per a certs u,v € A. Es a dir, # és multiple comi
de a i b. Per definicié6 de mem, x és multiple de m, o sigui © € (m). Reciprocament, sigui
z € (m). Com que m = mem(a,b), aleshores m = au i m = bv, per a certs u,v € A. Per tant
r=my=auy =bvy iz € (a)N(b).

(«<=). Suposem que (a) N (b) = (m). Vegem que m = mcm(a,b). En efecte, com que m €
(m) = (a) N (b) = m = ax = by, per a certs x,y € A. Per tant, m és un multiple comi de a i
b. D’altra banda, si m’ és un altre miltiple comu de a i b, aleshores m’ € (a) N (b). Per tant,
m' € (m)im’ =rm. Aixi m és mem(a, b).

(ii). Suposem que existeix m = mcm(a,b). Per la propietat (i), (a) N (b) = (m) és un ideal
principal generat pel minim comu multiple. Com que ab € (a) N (b) = (m), aleshores ab = md,
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amb d € A. Vegem que d és un mcd(a,b), on d = ab/m. En efecte, tenim m = ax = by, per a
certs z,y € A. A més, ab = md = axd = byd. Simplificant, a = yd i b = xd. Per tant, d és un
divisor comti de aib. Suposem qued' | aid' | b. Aleshoresa = d'uib = d'v, per a certs u,v € A.
Multiplicant @ = d'u per v obtenim av = d'uv = bu. O sigui, av = bu € (a) N (b) = (m). Aixi,
bu = mz, per a algun z € A. Multiplicant a = d'u per b obtenim ab = bd'u = md'z i, com que
ab = md, aleshores md = ab = md'z i, simplificant, d = d'z. Aixi d’ | d i d és el maxim comu
divisor de a i b.

]

Teorema 3.2.3. Sigui A un domini, a,b € A. Aleshores son equivalents:
(i) existeiz m € A, tal que m = mcm(a,b);
(i1) per a tot r € A\ {0}, existeir d € A, tal que d = med(ra,rd).

Demostracio. (i) = (ii). Sigui m = mcm(a,b). De la prova de la Proposicié 3.2.2, deduim que
d := ab/m és el maxim comu divisor de a i b. Sigui r € A,r # 0. Vegem que rd = mcd(ra,rb).
En efecte, d | aid | b, implica que rd | raird | rb. Siguie € A, tal que e | raie | rb. Aleshores
e | rab. A més, element rab/e satisfa a | (rab/e), respectivament, b | (rab/e), ja que e | rb,
respectivament e | ra. Per tant, m | (rab/e) = em | rab = e | rab/m = rd.

(ii) = (i). Vegem que

ab
b) = ————.
mom(a, ) med(a, b)
En efecte, sigui d := mcd(a,b), m := ab/d. Tenim,
b . 50
m=a-1im = b-.
d d
Es adir, m = aim = b Sigui n € A, tal que n = a in = b. Aleshores ab | nb i
ab | na. Per tant, ab | mecd(na,nb). Per hipotesi sabem que med(na,nb) existeix, i de la
prova de la implicacié anterior deduim que mecd(na,nb) = n - med(a,b) = nd. Per tant,
ab | nd = (ab/d) | n = m | n. O

Corol-lari 3.2.4. Sigui A un domini. Aleshores son equivalents:
(i) existeiz el minim comi mailtiple per a tot parell d’elements de A;
(ii) existeix el maxim comi divisor por a tot parell d’elements de A.

Observacié 3.2.5. Es important remarcar que hi ha dominis en que tant el maxim comu
divisor com el minim comu multiple no tenen per que existir.

Exercici 3.2.6. Sigui A el subanell de Z[t] format pels polinomis sense terme de grau 1.
1. Proveu que efectivament A és un subanell de Z]t], i deduiu que A és integre.

2. Llisteu els divisors comuns de ¢°,t%, en A.
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3. Proveu que t°,t% no tenen maxim comu divisor en A.
4. Proveu que 2,3, no tenen minim comu multiple en A.
Resolucidé. Clarament, A = {ag + a1t + ast* + ... + a,t" | r > 1, a; € Z, a1 = 0} C Z[t].

1. Es trivial veure que 1 € A. Per tant, per provar que A és un subanell de Z[t], resta
veure que A és tancat per a la suma i el producte de Z[t], i conté els elements oposats.
Donats f = ag + aot? + ..ot € A, g = By + Pot? + ..But™ € A, es té:

fH+g=ag+ B0+ (ag+ Bo)t? + ...+ (a + B )t"T™ € A,

f g = 040,60 -+ 06062t2 + Oégﬂ()t2 + ...+ Oénﬁmtn—i_m S A,
—f=—ag+ (—a)t? + ... + (—a,)t" € A.
Concloem, doncs, que A és un subanell de Z[t]. Per ser Z[t| integre, i A un subanell de

Z[t], A és integre.

2. Els divisors de t° sén, llevat d’associats, 1,t2,¢3, ¢, i els divisors de t° sén, llevat d’as-
sociats, 1,t2,t3,t*, t%. Es a dir, els divisors comuns sén, llevat d’associats, 1,¢2, 3.

3. Observem que t? 1 1,#3 4 ¢2 t* { t3, i per tant cap d’ells pot ser el maxim comu divisor.

4. Observem que t° és un multiple comt de t2? i 3, ja que t° = t? - t3. Aix{ doncs, en cas
d’existir el minim comu multiple de 2, ¢3, aquest hauria de dividir >. A més, no pot tenir
un grau inferior a 5, ja que aleshores o bé 2 o bé t3 no el dividirien. Per tant, 1'inic
possible candidat, tret d’associats, és t°. Pero t% = ¢? - t* = ¢3 - t3 també és un multiple
comu, i t° { t°. Per tant, no exiteix el minim comi multiple de ¢2, 3.

]

3.3 Dominis de Bézout
Observacié 3.3.1. Sigui A un domini, a,b € A. Aleshores:
(d) = {(a,b) <= d = mcd(a,b) i lequacié aX + bY = d, té solucié en A.

Demostracio. (=>). Si (a,b) = (d), clarament (d) és el menor ideal principal de A que compleix
(a,b) C (d), i per tant d =mcd(a,b). A més, en particular, d € (a,b), és a dir, existeixen
x,y € A, tals que ax + by = d.

(«<=). Per ser d el maxim comu divisor de aib, es té (a,b) C (d). A més, per hipotesi existeixen
z,y € A, tals que ax + by = d, d’on deduim que (d) C (a,b). Conseqiientment, (d) = (a,b). [

Definicié 3.3.2. Sigui A un domini, a,b € A, i d =mcd(a,b). Anomenem equacié de Bézout a
I'equacié aX + bY = d, i identitat de Bézout a 'expressié d = au + bv, on (u,v) € A X A, i.e.,
a una solucié de I'equacio de Bézout.
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Definicié 3.3.3. Sigui A un domini. Diem que A és un domini de Bézout si per a tot parell
d’elements a,b € A, existeix un maxim comu divisor de a i b, i 'equacié de Bézout té solucié
en A.

Observacié 3.3.4. Sigui A un domini de Bézout. Aleshores A és un domini GCD.

Sovint també es defineix un domini de Bézout com un domini on la suma de dos ideals prin-
cipals és també un ideal principal, o bé un domini on tot ideal finitament generat és principal.

Proposicié 3.3.5. Sigui A un domini. Aleshores son equivalents:
(i) A és un domini de Bézout;
(ii) la suma de dos ideals principals de A és un ideal principal de A;
(iii) tot ideal finitament generat de A és principal.

Demostracio. (i) = (ii). Sigui A un domini de Bézout, a,b € A. Volem veure que la suma
d’ideals principals (a) + (b) = (a,b), és també un ideal principal. Per ser A un domini de
Bézout, existeix un maxim comu divisor, d € A, de a i b. Per tant, (a,b) C (d). A més, de nou
per hipotesi, I'equacié de Bézout té solucid, és a dir, d = ax + by € (a,b), per a certs x,y € A.
Concloem que (d) = (a, b).

(il) = (iii). Veure que tot ideal finitament generat és principal és equivalent a veure que tot
ideal generat per dos elements pot ser generat per un de sol. Sigui I = {(a,b) = (a) + (b), per a
certs a,b € A. Aleshores, per hipotesi, existeix d € A, tal que (a) + (b) = (d).

(iii) = (i). Siguin a,b € A. Volem veure que existeix un maxim comu divisor de a i b, i que
I'equacié de Bézout té solucié en A. Per hipotesi, existeix d € A, tal que (a)+(b) = (a,b) = (d).
Aleshores clarament d és un maxim comu divisor de a i b. A més, d € (a,b), per tant 'equacié
de Bézout té soluci6 en A. O

Observacié 3.3.6. Notem que hi ha dominis on pot existir el maxim comu divisor de dos
elements i en canvi pot no existir una solucié per a l’equacié de Bézout.

Exercici 3.3.7 (Exercici 2.4 de [1]). Considereu els elements z,y, de Z[x,y|. Proveu que 1
és el maxim comu divisor de x i y, pero 1 no és combinaci6 lineal de x i y (i.e., 'equaci6 de
Bézout no té solucid).

Resolucio. Els divisors de x a Z[x, y| sén, llevat d’associats, 11 x. Els divisors de y a Z[x, y] sén
llevat d’associats, 11 y. Es a dir, I"inic divisor comu de x i y a Z[x,y] és, llevat d’associats, 1.
Per tant, en particular, 1 és el maxim comu divisor de x i de y. Considerem ara una combinacid
lineal qualsevol de x i y:

ax + by,

on a,b € Z[x,y]. Observem que ar, respectivament, bx, no pot tenir terme independent, ja
que tots els termes estan multiplicats per x, respectivament, per y. Es a dir, les combinacions
lineals de x i y a Z[x, y] no tenen terme independent, i cap d’elles pot ser igual a 1. O
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3.4 Anells factorials

Es ben sabut que tot element de Z diferent de zero té una factoritzacié en producte d’enters
irreductibles, i que aquesta factoritzacio és tinica llevat d’ordre i associats. L’anell de polinomis
K[z] sobre un cos K gaudeix de la mateixa propietat. En aquesta seccié analitzem la classe
d’anells que satisfan aquesta propietat: els anells factorials.

Definicié 3.4.1. Sigui A un domini, p € A\ (A*U{0}). Diem que p és un element irreductible
sip=ab= a € A* 0o b e A*, per a tot a,b € A.

Definicié 3.4.2. Sigui A un domini, p € A\ (A* U {0}). Diem que p és un element primer si
ab € (p) = a € (p) o b € (p). Es a dir, si (p) és un ideal primer.

Lema 3.4.3. Sigui A un domini, p € A\ (A*U{0}). Sip és primer, aleshores p és irreductible.

Demostracio. Suposem que p = ab. Aleshores ab € (p). Com a conseqiiencia de la primalitat
de p, podem afirmar, sense perdua de generalitat, que a € (p). Es a dir, existeix a € A tal
que a = pa. Per tant, a = aba. Per ser A integre i a # 0, aleshores necessariament 1 = b i
be A% m

Observacié 3.4.4. En general, com es veura a I’exemple segiient, irreductibilitat no implica
primalitat.

Exemple 3.4.5. Sigui A = {ag+ ait + ast* + ...+ a,t" |r > 1, a; € Z[t], ay =0} C Z. A
I'exercici 3.2.6 s’ha vist que A C Z[t] és un subanell de Z[t], i en particular, un domini. Vegem
que t? € A és irreductible perd no primer. Que t? és irreductible és trivial, ja que els seus tnics
divors sén, llevat d’associats, 1 i t2. No obstant, t3 -3 = 2.t € (t2), pero t3 € (t?), per tant
2 no és primer.

Definicié 3.4.6. Sigui A un domini. Diem que A verifica la condicié de [’element primer
(CEP) si tot element irreductible de A és primer.

En els propers Lemes, el 3.4.7 1 el 3.4.8, es veuran condicions suficients per a que es verifiqui

la CEP.

Lema 3.4.7. Sigui A un domini. Si per a tot a € A\ (A*U{0}), existeir una inica descompo-
sicid de a en producte d’elements irreductibles (llevat d’ordre i associats), aleshores A verifica

la CEP.

Demostracio. Siguip € A\ (A*U{0}) un element irreductible; vegem que p és primer. Suposem
que ab € (p), aleshores existeix o € A tal que ab = pa. Si ab = 0, per ser A integre, o bé
a=0¢€(p),obéb=0¢€ (p). Siae A*, aleshores b = a~'ab € (p), i viceversa. Prenem, doncs,
a,be A\ (A*U{0}). Observem que en aquest cas a € A\ (A*U{0}); siné tornariem a un dels
casos anteriors. Per hipotesi, a = p{*---pi», b= qfl coegPm o=t rY onels p;, q;, Ty, SO0
elements irreductibles de A, i els «;, 5;,7; sén enters no negatius. Aleshores:

ab=pi" - para)t - qpr = pa = prt -1,

De la unicitat en la descomposicié en factors irreductibles deduim que p ha de ser igual a algun
dels p;, g;. En el primer cas a € (p), i en el segon b € (p). ]
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Lema 3.4.8. Sigui A un domini. Si per a tot a € A\ (A* U{0}), existeiz una descomposicio
de a en producte d’elements primers, aleshores A verifica la CEP.

Demostracio. Sigui p € A\ (A* U {0}) un element irreductible; vegem que p és primer. Per
hipotesi, p = p1---py, on 7 > 1 i els p; sén primers. Vegem que r = 1, i per tant p = p;
és primer. Per hipotesi p ¢ (A* U {0}), per tant » > 0. Suposem que r > 2. Sabem que
pi ¢ (A*U{0}), per a tot ¢ < r. En particular, p; ¢ (A* U {0}), i per ser p irreductible,
necessariament (p;---p,) € A*. Aleshores, py - (p3-+p.) - (p2-p3---p,)~' = 1, la qual cosa
suposa una contradiccié amb py ¢ A*. O

En el darrer Lema, 3.4.8, no s’ha imposat que la descomposicié en primers sigui tnica. No
obstant, en el cas d’existir, ho és:

Lema 3.4.9. Sigui A un domini i siguin pi, ..., Pm, qi,- - -, qn, €lements primers de A tals que:

Pr1-"Pm =41 qn-
Aleshores es té que m = n, i que p; = q;, llevat d’ordre i associats.

Demostracio. Siguin py,...,Pm, 1 q1,- .., ¢, elements primers de A, i suposem

Pr-"Pm =41 Gn.

Procedirem per induccié sobre m. Si m = 0, tenim ¢; - - - g, € A*, de forma que n = 0 (ja que
els ¢; no sén invertibles). Per m > 0, p1-+pm = ¢+ Gn = q1++ - qn € (p1). Com que p; és
primer, podem suposar que ¢; € (p1). Aixi ¢ = pya. Com que p; ¢ A* i ¢; és irreductible,
aleshores o € A*. Aixi doncs, simplificant ambdds costats i canviant gs per ags tenim

pl...pm:ql...qn:pz...pm:qQ.HH.qn.
Per hipotesi d’induccié concloem que m = n i p; i ¢; sén associats. O
Teorema 3.4.10. Sigui A un domini. Aleshores son equivalents:

(i) Per a tot a € A\ (A* U {0}), existeiz una inica descomposicio de a en producte
d’elements irreductibles (llevat d’ordre i associats).

(i1) Per a tot a € A\ (A* U {0}), existeiz una unica descomposicid de a en producte
d’elements primers (llevat d’ordre i associats).

(iii) per a tot a € A\ (A* U{0}), ezisteiz una descomposicid de a en producte d’elements
primers (llevat d’ordre i associats).

Demostracio. (i) = (ii). Sigui a € A\ (A* U {0}). L’existéncia de la descomposici6 de a en
producte d’elements primers és conseqiiencia directa del Lema 3.4.7. Al seu torn, del Lema
3.4.9, deduim la unicitat d’aquesta descomposicié (llevat d’ordre i associats).

(i) = (iii). Es obvi.

(iii) = (i). Sigui a € A\ (A* U {0}). Per hipotesi, a descomposa en producte d’elements
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primers. Pel Lema 3.4.3, sabem que els elements primers sén irreductibles, i per tant, en
particular, existeix una descomposicié de a en producte d’elements irreductibles. D’altra banda,
de la hipotesi (iii) i del Lema 3.4.8, en deduim que A verifica la CEP. Es a dir, en aquest
cas, la primalitat és equivalent a la irreductibilitat. Finalment, pel Lema 3.4.9, sabem que
la descomposicié de a en producte d’elements primers és tnica (llevat d’ordre i associats).
Concloem, doncs, que la descomposicié de a en producte d’elements irreductibles també és
tunica (llevat d’ordre i associats). O

Definicié 3.4.11. Sigui A un domini. Diem que A és un domini de factoritzacid inica (DFU)
o anell factorial si satisfa (1) (o (ii) o (iii)).

Observacié 3.4.12. Sigui A un DFU. Aleshores tot element a € (A \ {0}), es pot expressar
de la forma:
a=ugy" - q,",

on u és invertible, els elements ¢; sén irreductibles, ¢; i ¢; no sén associats per ¢ # 7,1 o > 0.
Si a € A*, aleshores per a tot ¢, a; = 0, i a = u. Altrament, els ¢; tals que o; > 0, juntament
amb les seves multiplicitats, «;, son els factors irreductibles en que descomposa a.

El resultat segiient és la base de moltes de les propietats elementals dels DFUs, com per
exemple el Teorema de caracteritzacié 3.5.3, que es veura més endavant.

Lema 3.4.13. Sigui A un DFU, i siguin a,b elements de A diferents de zero. Per [’Observacio
3.4.12 sabem que son de la forma:

a = uqtlll .. .q?’"j

b — qull .« .qu’
on u i v son invertibles, els elements q; son irreductibles, q; © q; no son associats per a i # j,
ic; >0, B; >0 (de manera que els factors irreductibles de a, respectivament, b, son aquells g;

tals que o; > 0, amb multiplicitat o;, respectivament, 3; > 0, amb multiplicitat 5;). Aleshores
es compleix:

(i) (a) C (b) <= «a; > f;, per a tot i =1,...,r.
(11) a i b son associats (és a dir, (a) = (b)) <= o; = Bi, per a tot i =1,...,r.

(11i) Els factors irreductibles del producte ab son la col.leccid de tots els factors irreductibles

de a i deb.

Demostracio. Comengarem per veure (iii). Tenim que:

T  A— + T T
ab=ug® g% - vg) - g = wvg T gt

on uv és invertible, per ser w,v invertibles i clarament, per I’Observacié 3.4.12, els factors
irreductibles del producte ab son la col.leccié de tots els factors irreductibles de a i de b.
Provem ara (i). Comencem per la implicacié directa. Suposem que (a) C (b), en particular
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a € (b) i per tant 3o € A tal que a = bzx. Per (iii) sabem que els factors irreductibles de
a son la col-leccid dels factors irreductibles de b i de = i per tant, en concret, a; > [3;, per a
tot i« = 1,...,r. Reciprocament, suposem «; > f3;, per a tot i = 1,...,r. Aleshores 3y € A
tal que a = by, per tant a € (b) i conseqlientment (a) C (b). Finalment vegem (ii): a i b sén
associats (és a dir, (a) = (b)) <= (a) C (b) i (b) C (a). Per (i) sabem que aix0 es compleix si
inomés sia; > f;ia; < B, peratote=1,...,r. Es a dir, si i només si o; = 3;, per a tot
1=1,...,7. 0

Aquest resultat és molt util ja que permet transformar problemes de teoria d’anells en pro-
blemes d’aritmetica. Una de les aplicacions d’aquest mecanisme es troba en la prova d’existencia
de minims comuns multiples i maxims comuns divisors en els DFUs. S’ha vist previament, a
I’Exercici 3.2.6, que aquests no tenen per que existir en un domini qualsevol. Aplicant el resultat
anterior, es comprova que si que existeixen en els DFUs.

Proposicié 3.4.14. Sigui A un anell factorial i siguin a,b, elements de A diferents de zero.
Aleshores existeizen tant el mazxim comi divisor com el minim comi mailtiple de a, b.

Demostracio. Per ser A un DFU, tenint en compte I’Observacié 3.4.12 podem escriure:
—ug® g% b= Lo gPr
a = uq, 4., 0=7vq 4

on u i v sén invertibles, els elements ¢; sén irreductibles, ¢; i ¢; no sén associats per ¢ # j, i
a; > 0, B; > 0. Vegem que

d=q"---q",

01 o
m_QI ”'qrr7

on 7; = min(ay, 5;) i 0; = max(«y, 1), sén, respectivament, el maxim comu divisor i el minim
comu multiple de a,b. Comencem per veure que d = med(a,b). Clarament d|a,d|b. Sigui c,
tal que c|a, ¢|b. Aleshores, pel Lema 3.4.13, necessariament ¢ = wq]" - - - g7, on w € A*, i 4; <
min(«;, 57). Per tant, de nou pel Lema 3.4.13, ¢|d. Vegem ara que m = mcm(a,b). Clarament
m = a,m = b. Sigui e, tal que ¢ = a,e = b. Aleshores, pel Lema 3.4.13, necessariament
e=z2q7" - ¢, on z € A* i 6; > max(ay, 3;). Per tant, de nou pel Lema 3.4.13, e = 7. n

Observem que 'argument seguit en la demostracié anterior ens dona una forma de calcular
maxims comuns divisors i minims comuns multiples en un DFU. Aquest procediment és una
de les formes estandard de calcular el med a Z : factors comuns elevats al minim exponent. No
obstant, aquesta no és 'inica forma de calcular el med a Z. Més endavant tornarem a aquest
punt. De fet, els mcds a Z gaudeixen de propietats que no hauriem d’esperar en un domini
qualsevol, ni tan sols en un DFU.

Corol-lari 3.4.15. Sigui A un DFU. Aleshores A és un domini GCD.

Exercici 3.4.16 (Exercici 2.2 de [1]). Sigui A un DFU, siguin a,b,c € A, tals que a | be i
mcd(a,b) = 1. Proveu que a divideix ¢. Aquest resultat es coneix com el Teorema d’Euclides.
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Resolucié. Com a | be, tenim que (be) C (a), i per tant, pel Lema 3.4.13, els factors irreductibles
de a, formen part dels factors irreducitbles de be, que, de nou pel Lema 3.4.13, sabem que sén
la col-leccié de tots els factors irreductibles de b i de ¢. Perdo med(a,b) = 1, i tenint en compte la
demostracio de la Proposicio 3.4.14, deduim que cap dels factors irreductibles de a, ho és també
de b. Per tant, necessariament, tots els factors irreductibles de a, comptant multiplicitats, han
de formar part dels de ¢. De nou pel Lema 3.4.13, obtenim que a | c. O]

3.5 Una altra caracteritzacio dels DFU

En el proper capitol s’analitzaran alguns dominis on la factoritzacié unica falla, és a dir, que
no tots els dominis sén DFU, com ja es podia intuir. Per a provar-ho, vegem a continuacié que
el problema de la factoritzacié tinica en un domini esta lligat amb la relacié entre primalitat i
irreductibilitat. Primer, notem:

Observacié 3.5.1. Sigui A un DFU, aleshores A satisfa la CEP.

Demostracio. Conseqiiencia directa del Teorema 3.4.10 i del Lema 3.4.7 (o bé el Lema 3.4.8).
O

A continuacid, veurem que suposant que es verifica la CCA, els DFU queden totalment
caracteritzats per I’equivalencia entre primalitat i irreductibilitat.

Observacié 3.5.2. Sigui A un DFU i sigui ¥ = {(a)|a € A}, i.e., el conjunt dels ideals
principals de A. Aleshores el conjunt parcialment ordenat (X, C) verifica la CCA.

Demostracio. Considerem una cadena ascendent d’ideals principals:

((11) g (ag) g (ag) Ce

Veurem que només pot haver-hi un nombre finit d’inclusions estrictes, i per tant la cadena
estabilitza. Siguin (0) € (a;) € (a;) on @ < j. Si a; o bé a; és invertible, aleshores ne-
cessariament (a;) = A, i la cadena estabilitza. Prenem doncs, a;,a; € A\ (A*U{0}). Suposem
que (a;) € (a;). En particular, a; € (a;), és a dir, a; | ;. Aleshores, pel Lema 3.4.13, el nombre
de factors irreductibles de a; (comptant multiplicitats), ha de ser estrictament menor al de a;,
(no poden ser iguals ja que aleshores, de nou pel Lema 3.4.13, tindriem (a;) = (a;)). Com que
aquest nombre ha de ser finit, enter i no negatiu, no pot decreixer de forma infinita. Es a dir,
només pot haver-hi un nombre finit d’inclusions estrictes, i passat aquest nombre la cadena

estabilitza. O]
Teorema 3.5.3. Sigui A un domini. Aleshores A és un anell factorial si i només si
e ¢s compleix la condicio de cadena ascendent per a ideals principals de A i

e tot element irreductible és primer.

41



Demostracio. (=) Vist al Corol.lari 3.5.1 i a ’Observacié 3.5.2.

(<=) Suposem ara que es compleix la condicié de cadena ascendent per a ideals principals i
que tot element irreductible és primer en A. Vegem que A és DFU. Prenem a € A\ (A* U {0})
i suposem que no existeix una descomposicié de a en factors irreductibles. En particular a no
és irreductible: Ja;,b; € A\ (A* U {0}) tals que a = a1b; i, 0 bé a; o bé by no descomposa en
producte d’irreductibles. Sense perdua de generalitat, podem suposar que a; no descomposa en
producte de factors irreductibles. En particular a; no és irreductible i podem escriure a; = asbs,
on as, by € A\ (A*U{0}) i, 0 bé ay 0 bé by no descomposa en producte de factors irreductibles.
Podem seguir amb aquest procediment indefinidament i obtenim

Donat que els b; no sén invertibles,

(a1) G (az) S (a3) & -+

és una cadena ascendent d’ideals principals que no estabilitza, cosa que suposa una contradiccié
amb la hipotesi. Aixi, doncs, tot a € A\ (A* U {0}) admet una descomposicié tnica en factors
irreductibles. En particular, com que, per hipotesi, A verifica la CEP, per a tot a € A\ (A*U{0})
existeix una descomposicié de a en producte d’elements primers. Aplicant el Teorema 3.4.10
concloem que A és DFU. O

Exercici 3.5.4 (Exercici 2.8 de [1]). Sigui A un DFU i sigui I # (0) un ideal de A. Proveu
que tota cadena descendent d’ideals principals de A contenint [ estabilitza.

Resolucid. Considerem
(a1) 2 (az) 2 (az) 2 ... C I,

on a; € A, I C (a;), per a tot i. Per a cada i, denotem per m;, la quantitat de factors
irreductibles, comptant multiplicitats, en que descomposa a;. Pel Lema 3.4.13, sabem que la
successié de naturals (m;);~o és creixent. Prenem x € I, és clar que (a;) 2 (x), per a tot i.
Sigui n la quantitat de factors irreductibles, comptant multiplicitats, en que descomposa x. Pel
Lema 3.4.13, sabem que m; < n, per a tot i. Aleshores, la successié de naturals (m;);~o, per
ser creixent i fitada, estabilitza. Conseqiientment, de nou pel Lema 3.4.13, la respectiva cadena
descendent també estabilitza. O

Exercici 3.5.5 (Exercici 2.9 de [1]). Proveu que si A és un DFU, aleshores tot ideal primer de
A d’algada 1 és principal.

Resolucid. Sigui p un ideal primer de A d’alcada 1. Per ser p d’al¢ada 1, sabem que p # (0).
Prenem a € p, a # 0, sabem que a ¢ A* ja que p # A. Sigui a = p;y - - - p,, la descomposicié
de a en elements primers. Aleshores p;---p,. € p. Com a conseqiiencia de la primalitat de p,
podem assumir, sense perdua de generalitat, que p; € p, i.e., (p1) C p. Si (p1) = p, ja ho tenim.
Altrament, (0) € (p1) € p és una cadena d’al¢ada 2 de p, cosa que contradiu la hipotesi. [

Exercici 3.5.6 (Exercici 2.6 de [1]). Sigui A un domini que verifica la propietat segiient: la
interseccié d’una familia qualsevol d’ideals principals de A és un ideal principal de A.
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e Proveu que existeixen els maxims comuns divisors en A.

e Proveu que els DFU verifiquen aquesta propietat.

Resolucié. Donat un subconjunt N C A qualsevol, prenem d € A, tal que (d) = ﬂ ().
€A, (N)C(x)
Per hipotesi sabem que existeix. Comprovem que d és el maxim comu divisor de N. Per a tot
a € N, és té que a € (d), i per tant d | a. A més, si existeix ¢ € A, tal que a € (c) per a tot
a € N, aleshores (N) C (¢). Per tant (d) C (¢), i ¢ | d. Vegem ara que els DFU verifiquen
aquesta propietat. Sigui A un DFU, {(as)},., una familia d’ideals principals de A. Prenem
I = Njea(ay). Sabem que [ és un ideal de A. Hem de veure que és principal. Per la Proposici6
3.4.14, podem assegurar que existeix m € A, tal que m és el minim comu multiple del conjunt
{ax},ea- Aleshores clarament (m) = Ny(ay). O

3.6 Dominis d’Ideals Principals

Definicié 3.6.1. Sigui A un domini. Diem que A és un domini d’ideals principals (DIP) si tot
ideal I de A és principal.

Corol-lari 3.6.2. Sigui A un DIP. Aleshores A és Noetheria.
Demostracio. Per ser A DIP, tot ideal de A és principal, i en particular, finitament generat. [

Proposicié 3.6.3. Sigui A un DIP. Sigui N C A\ (A*U{0}), un subconjunt de A. Aleshores
exiteizen med(N) i mem(N), i l'equacié de Bézout té solucid en A.

Demostracio. Considerem I = (N), l'ideal generat per tots els elements de N. Per ser A DIP,
existeix d € A, tal que (N) = (d). Per definicié és clar que d és un maxim comu divisor de N.
Com que d € (N), I'equacié de Bézout té solucié en A. Prenem ara m, tal que (m) = (,cy(a).
Clarament m és un minim comu multiple de N. O

Corol-lari 3.6.4. Sigui A un DIP. Aleshores A és un domini de Bézout i, en particular, un
domini GCD.

Proposicié 3.6.5. Sigui A DIP, i sigui p € A irreductible. Aleshores (p) és maximal.

Demostracio. Donat que p és irreductible, p ¢ (A* U {0}) i es té (0) C (p) € A. Vegem que
(p) és maximal. Sigui I un ideal propi tal que (p) C I. Per ser A DIP, I = (x) per a algun
z € A\ (A*U{0}). Tenim que p = axz, per a algun a € A. Per ser p irreductible, necessariament
a € A* i concloem que (p) = 1. O

Corol-lari 3.6.6. Sigui A un DIP. Aleshores A wverifica la CEP.

Demostracio. Sigui p € A un element irreductible. Aleshores, per la Proposici6 3.6.5, (p) és un
ideal maximal, per tant, pel Lema 1.5.9, (p) és un ideal primer i en particular p és primer. [J

Proposicié 3.6.7. Sigui A un DIP. Aleshores Spec(A) = Max(A) U {0}.
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Demostracio. (2). Aplicaci6 directa del Lema 1.5.9.

(C). Sigui p un ideal primer de A. Per ser A DIP, p = (p), per a algun p € A. Si p = 0,
aleshores p = (0) i ja ho tenim. Altrament p és primer i, en particular, pel Lema 3.4.3, p és
irreductible. Aleshores, aplicant la Proposicié 3.6.5, tenim que (p) és maximal. O

Corol-lari 3.6.8. Sigui A un DIP. Aleshores dim(A) < 1.

Demostracio. Per la Proposicié 3.6.7, sabem que tot ideal primer (diferent de zero) és maximal.
Es a dir, per a tot parell d’ideals primers p, # (0), p, # (0), tals que p, C p,, es té p, = p,. En
particular, donada una cadena d’ideals primers de A, (0) € po C p; C ... C p,, necessariament,
Po=p1=..=p, Es a dir, tota cadena d’ideals primers de A té com a molt longitud 1. [

Teorema 3.6.9. Sigui A un DIP, aleshores A és DFU.

Demostracio. Per ser A un DIP, A verifica la CEP (Corol-lari 3.6.6). A més, per ’Observacié
3.6.2, sabem que A és Noetheria, i per tant, tots els ideals de A, i en particular els principals,
verifiquen la CCA. Consequentment, pel Teorema 3.5.3, A és DFU. n

S’ha vist doncs, que el conjunt format pels DIPs esta inclos en el conjunt format pels DFUs.
Més endavant es veura que aquesta inclusié és estricta; és a dir, el reciproc del Teorema 3.6.9
no és cert en general. Hom podria comencar a intuir aquest fet observant que, tal i com s’ha
vist a la Proposicio 3.6.3, en els DIPs, els maxims comuns divisors de a i b, sén combinacions
lineals de a i b. Aquesta és una condicié forta que de fet caracteritza els DIPs dins del conjunt
dels anells Noetherians, tal i com es comprovara en I’Exercici seglient. Aquesta condicié no es
compleix en general en els DFU.

Exercici 3.6.10 (Exercici 2.7 [1]). Sigui A un domini Noetheria. Suposeu que per a tot
a,b € A, a,b diferents de zero, el maxim comu divisor de a i b és combinaci6 lineal de a i b.
Proveu que A és DIP.

Resolucio. Per ser A Noetheria, sabem que tot ideal de A és finitament generat. Per tant,
és suficient veure que tot ideal de A generat per dos elements pot ser generat per un de sol.
Sigui I = (a,b) un ideal de A. Prenem d =mcd(a,b), i vegem que (a,b) = (d). La inclusi6
(a,b) C (d) és trivial, ja que, per ser d =mcd(a,b), és té que d | a, i d | b. A més, per hipotesi
d és combinaci6 lineal de a 1 b, és a dir, d € (a,b), i per tant (d) C (a, b). O

Es podrien resumir els darrers resultats com:
A DIP = A DFU, Noetheria i dim(A4)< 1.

Seria raonable preguntar-se si la implicacié contraria de la darrera expressié és certa. A con-
tinuacié veurem que si. Es més, veurem que les condicions A Noetheria i dim(A) < 1, ja
caracteritzen els DIPs.

Lema 3.6.11. Sigui A un domini. Aleshores, A és un DIP <= tot ideal primer de A és
principal.
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Demostracio. (=). Per ser A DIP, tot ideal de A és principal. En particular, tot ideal primer
de A és principal.
(«<=). Sigui ¥ = {I | I ideal de A, no principal}, i.e., ¥ és el conjunt dels ideals de A que
no sén principals. Si ¥ = &, ja hem acabat. Volem veure que si ¥ # &, aleshores existeixen
ideals primers no principals de A. En efecte, suposem que ¥ # &. Primerament observem que
el conjunt (3, C), és un conjunt no buit, parcialment ordenat, on tota cadena ascendent té una
cota superior. Efectivament, sigui I € I; C I, C ..., una cadena ascendent de Y. Prenem
I = Ujenl;. Aleshores I és un ideal de A inclos a ¥, i és una cota superior de la cadena. En
primer lloc, 0 € I;, per a tot ¢, i per tant 0 € [. Siguin x,y € I, aleshores existeixen i, j, tals
que z € I;, y € I;, sense perdua de generalitat I; C I}, i per tant « +y € I; C I. Sigui x € I,
a € A, aleshores x € I; per a algun i, i conseqiientment ax € I; C I. Per tant hem vist que [
és un ideal de A. A més, aquest ideal no és principal, ja que si I = (z), per a algun =z € A,
aleshores x € I; per a algun ¢,iesté [ = (x) C I; C I = I, = I = (x), fet que suposa una
contradiccié amb I; € ¥. Es a dir, I € X, i clarament [ és una cota superior de la cadena
(I;);. Per tant, pel Lema de Zorn 1.5.5, podem assegurar que el conjunt (¥, C) té un element
maximal. Sigui J € ¥, 'element maximal de >. Vegem que J és primer. En primer lloc, J # A,
ja que J = A = (1), suposa una contradiccié6 amb J € ¥. Suposem que 3 a,b € A, tals que
abe J,a ¢ Jb¢ J. Aleshores J C (J,a), i per ser J maximal a ¥, necessariament (J,a) ¢ 3,
i per tant (J,a) és un ideal principal de A, i.e., (J,a) = (c), per a algun ¢ € A. Observem que
JC(J:c)={xeA|xce J}. En efecte, clarament J C (J : ¢). A més, podem expressar
¢ de la forma ¢ = u +va, on u € J,v € A. Aixi, bc = bu + bva, amb u € J ab € J. Tenim
bc € J, ipertant b € (J : ¢), pero en canvi b ¢ J. Per tant J C (J : ¢). De la maximalitat de
J a 3 deduim que (J : ¢) és principal, és a dir, (J : ¢) = (d), per a algun d € A. A més, tenim
JC(J:c) ¢, jaquesiz e J, aleshores x € (J,a) = (¢) = = = ac, on a € (J : ¢). Per tant,
r=ace (J:c) c Aixi:
JC(J:¢c)-c=(d) c=(cd)
de(d)=(J:¢c)=cdeJ
fet que suposa una contradiccié amb J € . Per tant, tal i com voliem veure, J és un ideal
primer no principal. O

}:(c@ C J C (ed) = J = (cd),

Teorema 3.6.12. Sigui A un domini. Aleshores les tres condicions segiients son equivalents:
(i) A és DIP;
(ii)) A és DFU, Noetheria i dim(A) < 1;
(iii) A és DFU i dim(A) < 1.
Demostracio. (i) = (ii). Vist al Teorema 3.6.9 i als Corol-laris 3.6.8 1 3.6.2.
(ii) = (iii). Es obvi.
(iii) = (i). Primerament veurem que tot ideal primer de A és principal. En efecte, sigui p un
ideal pimer de A. Si p = {0} ja ho tenim. Altrament, existeix algun = € p,x # 0. Per ser p
primer, x ¢ A*. Aleshores, per hipotesi, x = p; ---p, € p, on els p; s6n primers. Sense perdua
de generalitat, podem suposar que p; € p i (p1) C p. Per ser dim(A) < 1, necessariament

(p1) = p, 1 per tant p és principal. Aleshores, pel Lema 3.6.11, deduim que A és DIP.
O

45



3.7 Dominis Euclidians

Els dominis Euclidians sén anells en els quals es pot efectuar una ‘divisio amb residu’. Es per
exemple el cas de Z 1 K[z], on K és un cos. El punt clau resideix en que tant a Z, com a K|z], es
té una nocio de la ‘mida’ dels elements; el valor absolut d’un enter a Z i el grau d'un polinomi
a K[z]. En ambdés casos, s’obté un control sobre la ‘mida’ del residu quan s’efectua la divisid.
La definicié de domini Euclidia és simplement una abstraccié d’aquest fet.

Definicié 3.7.1. Sigui A un domini. Anomenem norma Fuclidiana a una aplicacid,

N:A\{0} — N
a+— N(a),

tal que oer a tot a,b € A, amb b # 0, existeixen ¢, € A, amb r =0 o bé N(r) < N(b), tals
que
a=bq+r.

La darrera expressié, s’anomena divisio Fuclidiana de a per b, i els elements ¢ i r sén, respec-
tivament, el quocient i el residu (o reste).

Definicié 3.7.2. Sigui A un domini. Diem que A és un domini Euclidia si A té una norma
Euclidiana.

Nota 3.7.3. La norma Euclidiana no té per que ser unica.
Exercici 3.7.4. Proveu que Z és un domini Euclidia.
Resolucio. Es comprova que 1'aplicacié

|- [:Z\{0} — N
x — |zl

és una norma Euclidiana a Z. Donats a,b € Z, amb b # 0. Usant l'algorisme de divisé usual a
Z, (veure [13]), obtenim ¢,r, amb r > 0 tals que a = bg+r,iobér=0,0bé 0 <r < |b. O

Exercici 3.7.5. Proveu que si K és un cos, aleshores K[z]| és un domini Euclidia.
Resolucio. Es comprova que 1'aplicacié

grau : K[z] \ {0} — N
f— grau(f),

és una norma Euclidiana a K[z|. Donats f,¢g € K|[z], g # 0, usant ’algorisme de divisié usual
a K[x] (veure [8]), obtenim ¢, r, tals que f = gg+r,i0bér =0, o bé grau(r) < grau(g). O

Proposicié 3.7.6. Sigui A un domini Euclidia. Aleshores A és un DIP.

46



Demostracié. Sigui I un ideal de A, hem de veure que I és un ideal principal. Si I = {0} =
I =(0) i ja ho tenim. Altrament, prenem b € I,b # 0, un element tal que N(b) < N(x), per a
tot x € I\ {0}. Vegem que I = (b). Clarament (b) C (I), donat que b € I. Hem de veure que
I C (b). Sigui a € I, considerem la divisié Euclidiana de a per b :

a=bq+r,
per a alguns ¢, € A, amb r =0 o bé N(r) < N(b). Observem que
r=a—bg €1

Per ser N(b) la norma minima dels elements de I diferents de zero no es pot complir N(r) <
N(b). Per tant, necessariament, » = 01 a = bg € (b), tal i com voliem veure. O

3.8 Algorisme d’Euclides

Una de les caracteristiques més importants dels dominis Fuclidians és 'existencia d'un algo-
risme eficient per al calcul de maxims comuns divisors: [’algorisme d’Euclides. Tal i com s’ha
comprovat a la Proposicié 3.7.6, els dominis Euclidians sén DIPs, i en conseqiiencia, pel Teore-
ma 3.6.9, sén DFUs. La Proposicié 3.4.14 ens assegura l'existencia de maxims comuns divisors
en els DFUs, i en la seva demostracié s’indica un procediment per a trobar-los. No obstant,
‘I’algorisme’ vist a la prova de la Proposicié 3.4.14 no resulta practic; per exemple, si es volgués
trobar el maxim comu divisor de dos enters a,b, caldria factoritzar a i b, cosa que, amb els
algorismes i tecnologies actuals, resulta infactible per a niimeros d’uns pocs centenars de digits.
El gran avantatge de l'algorisme d’Euclides resideix precisament en que esquiva la necessitat
de factoritzacio.

El lema clau en que es basa 'algorisme d’Euclides és el resultat segiient:
Lema 3.8.1. Sigui a = bq + r, en un domini A. Aleshores (a,b) = (b, r).

Demostracio. De la hipotesi deduim que r = a — bg, provant que (b, ) C (a,b). De a = bq +r,
es dedueix que (a,b) C (b, r). O

Observacié 3.8.2. En particular, si a = bg + r, i ¢ € A, aleshores:
(a,b) C (c) <= (b,1) C (c).
Es a dir, els divisors comuns de a i b sén els mateixos que els de b i r.

Corol-lari 3.8.3. Suposem que a = bg+r, en un domini A. Aleshores a,b tenen mazxim comau
divisor si i només si b,r tenen maxim comi divisor, i en aquest cas med(a,b) = med(b, 7).

Demostracio. Sabem que d és el maxim comu divisor de a,b <= (a,b) C (d) i (d) és el menor
ideal principal de A que compleix aquesta propietat <= (b,7) C (d) i (d) és el menor ideal
principal de A que compleix aquesta propietat <= d és el maxim comu divisor de b, r. m
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Els resultats previs: Lema 3.8.1, Observacié 3.8.2 i Corol-lari 3.8.3, es compleixen en qual-
sevol domini; suposem ara que A és un domini Euclidia. En aquest cas es pot utilitzar la divisio
Euclidiana per a guanyar cert control sobre els residus r. Donats a,b € A, amb b # 0, es pot
aplicar la divisié Euclidiana repetidament de la forma segiient:

a:bQ1+T1,
b=11q2 + 12,

1 =T2q2 + T3,

mentre el residu r; sigui diferent de zero.
Lema 3.8.4. Aquest procés finalitza; és a dir, ry =0 per a N suficientment gran.

Demostracio. Cada linia del proces anterior és una divisié Euclidiana, per definicié de norma
Euclidiana, mentre r; sigui diferent de zero es compleix:

N(T1)>N(T2)>N(7’3)>...

Si no existis N amb ry = 0, tindriem una successio infinita i estrictament decreixent d’enters
no negatius, cosa que no és possible. O

Per tant, la taula de divisions, amb rq = b, ha de ser de la forma segiient:

a = Troq1 + 71,
To = T1q2 + T2,

1 = T2q3 + T3,

rN—3 =TN_2gN—1 + TN-1,

T'N—2 = TI'N-14N+1,
amb ry_1 # 0, I'altim reste no nul.
Proposicié 3.8.5. Amb la notacid prévia, ry_1 €s el mazxim comd divisor de a,b.
Dempstracio. Pel Corol-lari 3.8.3 tenim:
mced(a,b) = med(b,r1) = med(ry,79) = -+ - = med(ry_1, ry_2).

Com que ry_o = ry_1qn_1 €S té ry_o € (ry_1); per tant (ry_1,7ny_2) = (ry_1) i clarament
ry_1 és el maxim comu divisor de ry_1,7ny_2 i, en conseqiiencia, de a i b. O
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Capitol 4

Ordenant dominis

En el Capitol 3 s’han introduit i caracteritzat les families de dominis GCD, de Bézout, factorials,
d’ideals principals i Euclidians. De les Proposicions 3.7.6 1 3.4.14, i el Teorema 3.6.9, es dedueix
la cadena d’inclusions segiient:

{Dominis Euclidians} C {DIPs} C {DFUs} C {Dominis GCD} C {Dominis} .

En aquest capitol provem, analitzant alguns contraexemples, que totes les inclusions anteriors
son estrictes.

4.1 Dominis no GCD

Primer cal remarcar, tal i com s’ha vist en el Capitol 3, que I'existencia de maxims comuns
divisors per a tot parell d’elements no és una caracteristica propia de tots els dominis integres.
En efecte, a 'Exercici 3.2.6, s’ha vist que en el domini:

A={ao+ ait + axt’ + ... + apt" | a; € Z, ay =0} C Z[t],

no existeixen ni el maxim comu divisor de ° i ¢4, ni el minim comd multiple de t? i ¢3.

4.2 Dominis no DFU

Clarament, els exemples de dominis no GCD sén també exemples de dominis no DFU. No
obstant, en aquesta seccié abordem alguns exemples classics, des del punt de vista de la facto-
ritzacié unica, de dominis no DFU. Per exemple, sigui A ’anell vist en la seccié anterior,

A= {CL(] +art +agt? + ... +apt" | a; €7, ay = 0} C Z[t].

Ja hem comentat que és un domini no GCD i, per tant, ja podem deduir que no és factorial.
En efecte, és facil veure que, t3-¢3 1 t2-¢2 -2, sén dues factoritzacions diferents de t® en producte
d’elements irreductibles de A.

Vegem ara, des del punt de vista de la factoritzacié unica, alguns exemples classics, extrets
de [9], de dominis no DFU.
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Exemple 4.2.1. Sigui A = Z[\/—5] = {a +byv/=5,a,b € Z} C C. A és clarament un subanell
dels complexos i, en particular, un domini. No obstant, no és un DFU. En efecte, observem que
6 =2-3=(1++-=5)(1—+/=5). Provarem que aquestes sén dues factoritzacions diferents de 6
en producte d’elements irreductibles de 'anell A. Per a tractar el problema de la factoritzacié
en A considerem ’aplicacio:

N:A—N
a— N(a),

on, donat o = a + b\/—5 € A, es defineix o/ = a — /=5, i N(a) = ad’ = a® + 5b*. Es facil

veure que l'aplicacié N satisfa:
1. N(a) e N, per atot @ € A;1 N(a) =0 siinoméssia=0,
2. N(aB) = N(a)N(p), per a tot «, 5 € A,
3. N(a) =1siinoméssiae A ésinvertible.

De la darrera propietat deduim que els tnics elements invertibles de A sén 4+1. Per tant, els
elements 2,3, 1++1/—511—+/=5 no sén invertibles en A. Vegem que sén irreductibles. Suposem
que 2 = af, per a certs «, 5 € A. Aleshores 4 = N(a)N(f3), i de les propietats de N deduim
que N(a) € {1,2,4}. Si N(a) = 1, aleshores « és invertible, i ja ho tenim. Si N(«a) = 4,
aleshores 3 és invertible i ja ho tenim. Altrament, N(a) = 21 2 = a® + 5b%, on a,b € Z i
a = a+ byv/=5. Perd l'equacié 2 = a® 4+ 5b no té solucions en els enters i per tant suposa una
contradiccié. De forma similar es comprova que 3,1+ +/—51i 1 — /=5 sén també irreductibles.
Per tant, 2-3,1 (1 ++1/=5) - (1 — v/=5), sén dues factoritzacions de 6 en producte d’elements
irreductibles de A. A més, donat que els unics elements invertibles de A sén +1, clarament 2,3
no sén associats de (1 4+ +/—5), (1 — v/=5). Per tant, hem trobat dues factoritzacions diferents
de 6 en producte d’elements irreductibles en A.

Seguint el mateix raonament que a I’Exemple 4.2.1, és facil provar que els segiients casos
son també exemples de dominis que no sén DFU.

Exemple 4.2.2. Sigui A = Z[y/—6]. A és un domini on la factoritzaci6 en producte d’elements
irreductibles no és necessariament tnica. En particular, tenim 6 = 2 - 3 = /—6+/—6.

Exemple 4.2.3. Sigui A = Z[v/10]. Aleshores 2 -5 i /10 - v/10, sén dues factoritzacions
diferents de 10 en producte d’elements irreductibles de A.

4.3 GCD no DFU

Trobar exemples assequibles de dominis GCD que no sé6n DFU resulta complicat. A continuacid,
n’estudiem un. L’exemple segiient es troba en [5] en forma d’exercici, com a exemple de domini
de Bézout no DIP. Veurem que de fet, es tracta d’'un domini de Bézout (i, en particular, GCD),
que no és DFU.
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Exemple 4.3.1. Sigui K un cos, Xy, Xi,...,X,, ... un conjunt infinit numerable de variables.
Sigui A = K[Xy, X1,...,X,,...] anell de polinomis en el conjunt infinit numerable de variables
Xo,X1,...,Xn, ... sobre el cos K. Sigui I = (Xo — X7, X1 — X3,..., X, — X2, ,,...) C A ideal
de A. Considerem 'anell quocient

R=A/I =Klzg,z1,...,%p,...],

on denotem z; = X; = X; + I. Veurem que R és un domini de Bézout que no és DFU.

Comencem per veure que R és un domini de Bézout. Per a cada i > 0, considerem el
morfisme d’anells ¢; : K[X;] — R, que envia X; a z;. Prenem R; := Im(p;). Com R; és
la imatge del subanell K[X;] C A pel morfisme d’anells ¢;, tenim que R; és un subanell de
R. Resumint, pel Primer Teorema d’isomofisme 1.3.12, ¢; : K[X;] — R; és un isomorfisme
d’anells. Es comprova que R; C R;;1, per a tot ¢ > 0. En efecte, sigui a € R;, aleshores
o = ax;, per a algun @ € K. Per tant, o = ax; = az?; = ¢i1(aX?,) € Ripr. Aixi, és facil
veure que R = U;>oR;. Concloem, doncs, que R és un domini de Bézout. En efecte, sigui /
un ideal finitament generat de R. Aleshores, exiteix un N € N, tal que els generadors de [
pertanyen a Ry i, per tant, I C Ry. Com que K[Xy] és Euclidia i, en particular és DIP, i Ry
és isomorf a K[Xy], es comprova que Ry és DIP. Per tant, I és principal.

Vegem ara que R no és DFU. Més concretament, veurem que existeix una cadena d’ideals
principals en R que no estabilitza. Sigui P, = (X, ..., X,) ideal de A. Observem que A/P, =
K[X41, Xpio, -..] és un domini. Per tant, per la Proposicié 1.5.14, P, és un ideal primer. Sigui

Jn=Py+1=(Xo,..., X))+ (Xo— X2, X — X2,,..).

Sigui a,, = J,,/I = (P, + I)/I = (xp, x1,...,2,), jaque, en R, x; = a7, ;. Aleshores, clarament,

uogalg...gang..‘
és una cadena ascendent. Com que, en R, xy = 2%, z; = x3,..., z,_1 = 22, aleshores, tenim
n n—1 .
que zo = 22"z =22 ... w, 1 =22 Aixi, doncs,
_ _ /2n  2ntt 2 _
A = (X0, T1, ..., Tp) = (X5 X5 ey Ty Tp) = (T).

Per tant,
g = (.770) - a = (.Z‘l) c ... C a, = (In> C ..

és una cadena ascendent d’ideals principals de R. Volem veure que no estabilitza. Es suficient
veure que a, 1 ¢ a,, per a tot n > 1. Suposem que a,_; = a,. Aleshores, per la Proposicié
1.38, P,_1+ 1= P, + 1. Pero,

Poa+1= (X0, ... Xn 1) +{Xo— X1, ... Xpn— X2, ...) =
= P+ 1= (Xo, ., X1, Xo— X1y, X — X201y )

Analogament,
Po+1=(Xo, .., X0, Xo— X1, o0, X — X201,
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Com que X,, € P,+ 1,81 P, 1+ 1= P, + 1, tenim:

X, €P 4+ 1= (Xo, oo, X1, Xo— X1, oo, Xy = X201y ) =

n—1
— Xo =Y Xifi + X2 fo+ (Xn = X2 ) frr + oo+ (Xt + X2) foms (4.1)
i=0
per a alguns fo, ..., fin € K. I 'expressié anterior és valida en tot K[Xy,..., Xx| on N > m.
Vegem que 'equacié anterior no té solucions en K[Xy,..., Xy], N > m. En efecte, sigui
N >m,
@ . K[Xo,. .. ,XN] — K[Xo, RN ,XN],
tal que

0, peratoti=0,...,n—1.
X2 peratoti=mn,...,N.

p(X;) = {

Aplicant ¢ en la igualtat (4.1), obtenim X]%,N_n = X]%,N_HH fn, la qual cosa suposa una contra-
diccié. Aixi, hem trobat una cadena ascendent d’ideals principals de R que no estabilitza. Per
tant, pel Teorema 3.5.3, concloem que R no és DFU.

4.4 DFU no DIP

Un dels exemples classics de DFU que no és DIP és I’anell de polinomis en dues variables z, v,
sobre un cos K, és a dir, K[z, y]. Resulta relativament facil veure que K[z, y] no és un DIP. No
obstant, veure que és un DFU és més complicat. Per tal de provar que K]z, y] és efectivament
un DFU, s6n necessaris diversos resultats dels anells de polinomis sobre DFUs, que introduim
en la Seccié 4.4.1.

4.4.1 Anells de polinomis sobre DFUs

Es ben sabut que l'anell de polinomis en una variable = sobre un cos K, i.e., K[z|, és un DFU.
Es més, a I’Exercici 3.7.5, s’ha comprovat que és Euclidia. En aquesta seccié provem que ’anell
de polinomis en n variables z1, ..., x, sobre un cos K, i.e., K[zy,...,x,], és també un DFU.
De fet, provem el resultat segiient, més general:

Teorema 4.4.1 (C.F.Gauss). Sigui A un DFU. Aleshores Alx| és un DFU.

Abans de veure la prova del Teorema 4.4.1 és convenient estudiar les propietats de I'anell
de polinomis Alz], on A és un DFU. Per a més detall, es recomanen les referencies [9] 1 [2].

Observacié 4.4.2. Sigui A un domini. Aleshores A[z] és un domini.
Observacié 4.4.3. Sigui A un domini. Aleshores (A[z])* = A*.

Demostracio. Si f(z) € (Alz])*, aleshores 1 = f(z)g(x) per a algun g(z) € Af[z]. Com
grau(l) = 0, necessariament f,g € A*. ]
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Observacié 4.4.4. Sigui A un domini. Aleshores, si p és irreductible en A, p és irreductible
en Alx].

Demostracio. Sigui p € A irreductible. Suposem que p = f(x)g(x), per a alguns f(x), g(x) €
Alz]. Com grau(p) = 0, necessariament f,g € A. Per tant, o bé f € A* = (A[z])*, o bé
g € A* = (Alz])*. O

Definicié 4.4.5. Sigui A un DFU, f(z) = ag+ a1z + ... + a,2" € A[z]. Anomenem contingut
de f(z) a:
c(f(x)) = med(ag, ay, . . ., a,),

i el denotem per ¢(f(x)). Diem que f(x) és primitiu si c(f(x)) = 1.

Observacié 4.4.6. Sigui K un cos, f(z) € K[z] un polinomi no constant i no irreductible.
Aleshores, f(x) = g(x)h(x) per alguns g(z), h(z) € Kz], amb grau(g(z)), grau(h(x)) > 1. En
particular, grau(f(z)) > 2.

Demostracio. Si grau(g(z)) = 0, respectivament, grau(h(z)) = 0, aleshores g(z) = g € K\
{0} = K*, respectivament h(z) = h € K\ {0} = K*. O

Observacié 4.4.7. Sigui A un domini, f(z) € A[z] un polinomi no constant, no irreducti-
ble i primitiu. Aleshores, f(z) = g(z)h(z), per a alguns g(z), h(z) € Alz], amb grau(g(x)),
grau(h(z)) > 1. En particular, grau(f(z)) > 2.

Demostracio. Com f(z) no és irreductible, f(z) = g(z)h(x), per a alguns g(x), h(z) € Alx]
no invertibles. Suposem que grau(g(x)) = 0. Aleshores g € A\ (A* U {0}) i ¢ divideix tots
els coeficients de f(z). Per tant, c(f(z)) # 01 f(z) no és primitiu, la qual cosa suposa una
contradiccié amb la hipotesi. O

Proposicié 4.4.8. Sigui A un DFU, p € A. Aleshores, si p és primer en A, p és primer en
Alx].

Demostracid. Clarament p # 0 i p no és invertible en A. Per tant, p no és invertible en Alz].
Siguin

d(z) =do + dyx + ... + dpa" € Alx],

e(r) =ey+ ez + ... + epa™ € Alxl,

tals que p 1 d(z) i p 1 e(z) en Alx]. Vegem que p 1 d(x)e(x) en A[z]. Prenem d,,es € A els
coeficients d’index minim tals que p { d, i p 1 ;. En particular, com que p és primer en A,
p1dyes. Tenim,

7+

d(z)e(x) = doeg + ... + (Z drﬂ-es_i) 2+ dye, ™.

i=—r

Observem que p divideix tots els sumands del coeficient de z"¢ llevat de d,e,. Aixi, doncs,
p1d(x)e(z) i concloem que p és primer en Alx]. O
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Proposicié 4.4.9. Sigui A un DFU i K = K(A) el seu cos de fraccions. Sigui f(x) € Alz],
un polinomi no constant. Suposem que f(x) descomposa en f(x) = u(z)v(z), on u(z),v (:1:)
K(z) son de grau > 1. Aleshores, existeiz X\ € K, tal que \u(z) € Alx], \'v(z) € Alx] i
f(x) = Au(z)) (A v(x)) és una descomposicié de [ en producte de polinomis de Alx| de graus
> 1. En particular, si f és irreductible en Alx], aleshores f és irreductible en Klx].

Demostracio. Sigui a € A, respectivament, b € A, el minim comu miiltiple dels denominadors
dels coeficients de u(x), respectivament, v(z). Aleshores, f(x) = u(x)v(x) = (1/a)g(z)(1/b)h(x),
amb g(x), h(x) € A[z]. Multiplicant per ab, tenim abf(z) = g(x)h(z).

Sigui p; € A primer que divideix ab (recordem que A és DFU). Es a dir, ab = p1c1, per
a algun ¢; € A. Per la Proposicié 4.4.8, p; també és un element primer de A[z]. Com que
pilabf(z) = g(z)h(x), aleshores o bé p1 | g(z) o bé p1 | h(z) en Alz]. Suposem que p1 | g(z).
Es a dir, g(x) = p1g1(z), per a algun ¢;(z) € A[z]. Aleshores, pyci f(x) = abf(z) = g(x)h(z) =
o (z )h( ). Simplificant py, tenim ¢; f(z) = g1 (x)h(x) en Alz], on ¢; € A.

Repetim el procés: sigui po € A primer que divideix a ¢y. Es a dir, ¢; = poco, per a
algun c; € A. Per la Proposicié 4.4.8, py també és un element primer de A[z]. Com que
p2 | aif(z) = gi(z)h(z), aleshores, o bé py | gi(x) o bé py | h(x) en Alxz]. Suposem que
po | h(z) (altrament és andleg). Es a dir, h(z) = pohy(z), amb hi(z) € Alz]. Aleshores,
p2eaf(z) = a1 f(x) = qi(@)h(z) = p2g1(x)ha(z). Simplificant p,, tenim co f(z) = gi(z)h(z) en
Alz], on ¢y € A.

Sigui ab = p; - - - pn, la descomposicié de ab en factors primers en A. Hem vist que cada
factor p;, o bé divideix g(x) o bé divideix h(x) (o bér ambdds). Podem anomenar oy, . .., «, als
factors primers de ab que divideixen g(x) i o := ay -+, € A. Igualment, podem anomenar
p1, ..., Ps als factors primers de ab que divideixen h(x) i § := f1--- s € A. De manera que
ab = af. Aleshores, el que hem vist de manera recurrent és que: oy | g(x), as | g(z)/o i,
successivament, a, | g(z)/(a---a,_1). Analogament, 3, | h(x), B2 | h(z)/F i, successivament,
Bs | () /(Br -+ - Bo-1)-

Aixi, ab = af, amb o, € A i g(x) = ad(z), h(z) = fe(x), amb d(z),e(x) € Alx].
Finalment, (ab)f(x) = g(z)f(x) = ad(z)fe(zr) = (af)d(x)e(x) = (ab)d(x)e(z). Simplificant,
f(x) = ( Je(z). D’altra banda, f(z) = u(z)v(z), amb u(x) = (1/a)g(x), g(x) = ad(x),
v(x) = (1/b)h(x) i h(xz) = Be(x). Substituint, f(z) = (a/a)(5/b)d(x)e(x). De f(x) = d(z)e(z)
ide f(z) = (a/a)(B/b)d(x)e(x), deduim que (a/a)(B/b) = 1. Anomenant A = /b € K, tenim
a/a = XViwu(z) = (a/a)d(x) = \7ld(x) i, per tant, Au(z) = d(x) € Alx]. Analogament,
v(z) = (B/b)e(x) = Xe(x) i, per tant, \lv(z) = e(x) € Alz]. O

Proposicié 4.4.10. Sigui A un DFU, K = K(A) el cos de fraccions de A, f(x) € Alz] un
polinomi no constant. Aleshores f(x) és irreductible en Alz| si i només si f(x) és primitiu i
f(z) és irreductible en K|z].

Demostracio. (=>). Suposem que f(z) és irreductible en A[x]. Aleshores f(z) és primitiu.
En efecte, altrament, f(z) = c(f(x))f*(z) seria una descomposicié de f(x) en dos elements no
invertibles de A[z], ja que c(f(z)) ¢ A* i grau(f*(z)) > 1. Com que, per hipotesi, f(x) no és
constant, tenim que f(z) ¢ (K[z])* = K\{0}. Suposem que f(z) = u(x)v(z), amb u(x),v(x) €
Klx] de grau major o igual a 1. Aleshores, per la Proposicié 4.4.9, f(x) = (Au(z))(A'v(x)),
amb (Au(z)), (A 'v(z)) € A[z] no irreductibles.
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(<=). Com que f(x) és no constant, tenim que f(x) ¢ A*, f(x) # 0. A més, per hipotesi,
f(z) és primitiu. Si f(x) no és irreductible en A[z], per 'Observacié 4.4.7, f(z) = g(x)h(z),
amb g(x),h(x) € Alz] C K|x] de grau > 1. Per tant, f(z) no és irreductible en K|[z]. O

Proposicié 4.4.11. Sigui A un DFU, f(x) € Alz] un polinomi no constant. Si f(x) = ag(z)
amb a € A i g(x) primitiu, aleshores a = c(f(x)).

Demostracié. Es clar que a | ag(z) = f(z) = a | ¢(f(x)). Sigui ¢(f(z)) = p1---p, la
descomposicié en primers en A. Tenim f(x) = c(f(x))f*(x), on f*(z) és primitiu. O sigui,
pr--pef*(x) = ag(x). Per tant, py [ ag(z) i p1 1 g(x) (per ser g(x) primitiu). Aleshores, per
la Proposicié 4.4.8, p; | a. BEs a dir, a = piag, per a algun ay € A. Aixi, py - p.f*(z) =
ag(xz) = prazg(x). Simplificant, p; - - 'prf*(l‘) = az9(x) = p2 | axg(x) i p2 { g(x). De nou, per
la Proposicié 4.4.8, tenim que ps | ag i ag = peas. Aixi, ps - p,.f*(x) = asg(x) = poazg(x) =
ps - prff(x) = azg(x). Recursivament, p.f*(x) = a,9(x), p, | a,g9(x), pr 1 g(x) = p, | a, i
ar = pray41. Pertant, a = pras = pipaas = ... = p1 -+ pr1@y = p1--- proaprarn = c(f(2)) a1
O sigui, c¢(f(z)) |aia]|c(f(x)). Per tant, a = c(f(x)), llevat d’associats. O

Lema 4.4.12 (Lema de Gauss). Sigui A un DFU, f(x),g(z) € Alx] polinomis no constants.
Aleshores c(f(x)g(z)) =c(f(z))c(g(x)). En particular: f,g primitius <= fg primitiu.

Demostracio. Siguin u(z),v(z) € Alz]. Suposem que u(x) és primitiu i u(x)v(z) no és primitiu.
Aleshores existeix p € A primer, tal que p | u(z)v(z). A més, p{u(z). Per tant, per la Proposi-
ci6 4.4.8, p | v(z) i v(x) no és primitiu. Es a dir, si v(x) i u(z) sén primitius, aleshores v(z)u(z)
és primitiu. Ara escrivim f(z) = c(f(z))f*(x) i g(z) = c(g(x))g*(x) amb f*(z),g*(x) € Alz]
primitius. Per tant, f*(x)g*(x) és primitiu. Aixi, tenim fg = (c(f(x))c(g(x)))f*(x)g*(x).
Aleshores, per la Proposicié 4.4.11, ¢(fg) = c(f(x))c(g(x)). O

Demostracidé del Teorema /./.1. Hem de veure que per a tot f(x) € Alz] \ ((A[z])* U{0}),
existeix una tnica descomposicié de f(z) en producte d’elements irreductibles de A[z].

Veurem primerament l'existéncia de la descomposicié. Si grau(f(z)) = 0, aleshores f € A.
Com A és factorial, f descomposa de forma tinica en producte d’elements irreductibles de A. Per
’Observaci6 4.4.4, sabem que s6n també irreductibles en A[x], i ja ho tenim. Si grau(f(z)) > 1,
aleshores, f(z) € Alz] C K[z], on K = K(A), el cos de fraccions de A. Com K és un cos,
K{z] és Euclidia (vist a 'Exercici 3.7.5) i, en particular, un DFU. Per tant, existeix una tnica
descomposicié, f(z) = fi(x) - ---- fr(x), on els fi(x) sén elements irreductibles de K[z] i,
conseqlientment, grau(f;(x)) > 1. Per tant, aplicant la Proposicié 4.4.9 de forma recursiva
obtenim:

f@) = fi(z) - filz) = f(2) = (MA@) - A fal@) - fol(@),

f(il?) = (Alfl(x)) e ()‘rflfrfl(x)x)‘l_l T )‘;—llfr(w)) =
= f(@) = (M fi(®@)) - (A—1 froa (@) (A fr(2),
on A=A A 1 i peratoti=1,...,r, \; € K, \if;(x) € Alz]. Aixi doncs, tenim:
f(x) = Mfi(@) - A fo(@) = e fi(@) fi(@) - e fr(@) frl) =
- C()‘lfl(l‘)) T C()\rfr(x))fl(x) T fr(’x)a
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on els fi(z) sén irreductibles en A[z], per ser irreductibles en K[z] i primitius (Proposicié
4.4.10). A més, ja hem vist que c¢(A;fi(x))---c(A\ fr(x)) € A descomposa en producte d’ele-
ments irreductibles en A[z]. Per tant, hem provat que existeix una descomposici6é de f(z) en
elements irreductibles de A[z].

Hem de veure ara que la descomposicié és tnica. Suposem que

f(@) = 91(2) - gn() = ha(@) - - o (1),

on els g;(x), h;(x) sén elements irreductibles de A[z]. Suposem, sense perdua de generalitat,
que g1(z), ..., g-(x),h1(z), ..., hs(z), son de grau zero, i g.11(x),. .., gn(x), hsr1(x),. .., hp(x),
sén de grau major o igual a 1. Prenem el contingut de f(x), que pel Lema 4.4.12; i la Proposici6
4.4.11, sabem que ve donat per:

e(f(2) = gu- g = ha- b,

Per tant, per ser gq,...,9,,h1,...,hs € A irreductibles, i A un DFU, deduim que r = s i
g; = h;, Vi < r, llevat d’ordre i associats. Al seu torn,

Gr1(2) - gu(T) = hgy1 () - - - b (),

en K[z|. En particular, per ser g,11(x),...,gn(x), hsi1(x),. .., hy(x) irreductibles en Alz] i
de grau major o igual a 1, per la Proposicié 4.4.10, sabem que sén irreductibles i primitius
en K[z]. Com Klz] és un DFU, n = m, i g;(z) = h;(x) en KJz|, llevat d’ordre d’associats.
Per tant, g;(z) = ¢;hi(x), on ¢; = ‘g—:,ai,bi € A = big; = a;h;. Finalment, b; = c(b;g;(z)) =
c(ahi(x)) = a;, aixi doncs, ¢; = 1,1 a; = b;, llevat d’associats. Per tant, tal i com voliem veure,
hi(z) = g;(x), llevat d’associats. O

Teorema 4.4.13. Sigui A un DFU. Aleshores Alzy,...,x,] és també un DFU.

Demostracio. Aquest resultat és conseqiiencia del Teorema 4.4.1 per induccié en el nombre de
variables. O]

Corol-lari 4.4.14. Sigui K un cos. Aleshores K[z1,...,x,] és DFU.

4.4.2 Exemples de DFUs no DIPs

Ens trobem ara en condicions d’analitzar alguns exemples de DFUs que no sén DIPs.

Exemple 4.4.15. Sigui A = Z[z], 'anell de polinomis en una variable x amb coeficients a 1’anell
dels enters Z. Vegem que A és un DFU que no és DIP. Com Z és un DFU, pel Teorema 4.4.1, A
és un DFU. Per tal de veure que A no és un DIP considerem, per exemple, I'ideal I = (2, z) C A.
Veurem que I no és principal. Suposem que existeix f(x) € A, tal que I = (f(x)), aleshores
2 =h(x)f(x) iz = g(x)f(x), per a certs h(z),g(x) € A. Com grau(2) = 0, necessarimaent
grau(f(z)) = 0, és a dir, f(z) = a € Z. A més, « divideix 2 a Z, per tant o bé a = £1, o
bé o = £2. En el primer cas tindriem 1 € (2,z) = A, la qual cosa suposa una contradiccid.
Suposem doncs que o € {—2,2}. En aquest cas, x = g(x)a, on g(z) = bz, per a cert b € Z,
és a dir, x = abz. De la darrera expressié obtenim ab =1 = « € (Z)" = {1, —1}, i per tant
arribem a una contradiccio.
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Sabem que I'Exemple 4.4.15 no funciona en el cas d’un anell de polinomis en una variable z
amb coeficients en un cos K, ja que, tal i com s’ha vist, en aquest cas K[z| és DIP. No obstant,
es comprova que la condicié DIP desapareix quan afegim més d’una variable.

Exemple 4.4.16. Sigui A = K[z, y|, 'anell de polinomis en dues variables x i y amb coeficients
a un cos K. Pel Teorema 4.4.13, sabem que A és un DFU. No obstant, A no és un DIP. Per tal
de veure que A no és un DIP provarem que l'ideal I = (x,y) C A no és principal. En efecte,
suposem que existeix f(z,y) € A, tal que I = (f(x,y)), aleshores = = bf(z,y) i y = cf(x,y),
per a certs ¢,b € A. Igualant els graus en x i en y de les dues expressions anteriors és immediat
veure que f(x,y) és dela forma f(x,y) = ap+a1x+asy+azxry. Mirant ara el grau total obtenim
az = 0. Al seu torn, no pot ser a; = ay = 0, ja que aleshores tindriem o bé (f(z,y)) = (0),
o bé (f(xz,y)) = A. Per tant necessariament f(x,y) = ag + a1 + azy, on o bé a; # 0, o bé
as # 0. Resulta facil veure que sota aquestes condicions el sistema d’equacions = = bf(z,y) i
y=cf(z,y), on ¢,b € A no té solucid.

De fet, utilitzant el mateix raonament que a I’Exemple 4.4.17, és trivial veure un cas més
general:

Exemple 4.4.17. Sigui A = Kl[zy,...,2,], Panell de polinomis en n variables z1,...,z,, on
n > 2, amb coeficients en un cos K. Aleshores A és un DFU pero no és un DIP.

4.5 DIP no Euclidia

Generalment, en els texts d’algebra abstracta per a estudiants i graduats, es demostra amb
un argument prou simple, tal i com s’ha vist a la Proposicié 3.7.6, que tot domini FEuclidia és
DIP. Aleshores es menciona que el reciproc no és cert en general, i sovint es cita a [10], on es
presenta el contraexemple:

2[FYT) oo (M) sz ce

2

No obstant, els detalls d’aquest exemple acostumen a ser omesos o deixats en forma d’una serie
d’exercicis.
Per tal de simplificar la notacié, sigui

g LtvV-19

2

durant tot el punt 4. La prova de que Z[f] no és un domini Euclidia és relativament senzilla. En
aquest treball, incloem una prova similar a la de [14]. En canvi, provar que A és un DIP resulta

més complicat. En aquest treball fem una prova similar a la de [3], basada en la caracteritzacié
dels DIP amb la norma de Dedekind-Hasse.
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4.5.1 Caracteritzacio dels DIP usant la norma de Dedekind-Hasse

Sabem, per la Proposicié 3.7.6, que el conjunt dels anells Euclidians es troba inclos en el
conjunt dels DIPs. No obstant, com ja hem comentant, aquesta inclusié és estricta. Es a dir,
no tots els DIPs tenen una norma Euclidiana. De fet, el que es veura seguidament, és que els
DIPs compleixen unes condicions similars pero més febles que les de 'existencia d’una norma
Euclidiana.

Aleshores, per definici6 existeixen ¢, r, tals que a = bqg +r, i 0 bé r =0, o bé N(r) < N(b).

Observaci6 4.5.1. Sigui A un domini, N una norma Euclidiana sobre A, a,b € A, b # 0.
)
Observem que si r = 0, aleshores b | a. Altrament, r = a — bq € {(a,b), i N(r) < N(b).

La darrera observacié permet debilitar la definicié de norma Euclidiana.

Definicié 4.5.2. Sigui A un domini. Anomenem norma de Dedekind-Hasse a una aplicacio,

N:A\{0} — N
r— N(x),

tal que, per a tot a,b € A, amb b # 0, o bé bla, o bé existeix algun r € (a,b) no nul, tal que
N(r) < N(b).

Observacid 4.5.3. Una norma Euclidiana és una norma de Dedekind-Hasse.
Demostracio. Trivial a partir de 'Observacié 4.5.1. O

L’interes d’aquesta nova definicié resideix en que aquest tipus de norma no només es troba
necessariament als dominis Euclidians siné en tot DIP. Es més, 'existencia d’una norma de
Dedekind-Hasse caracteritza els DIPs.

Teorema 4.5.4. Sigui A un domini. Aleshores A és un DIP si i només si A admet una norma
de Dedekind-Hasse.

Demostracié. (=). Donat que A és un DIP, A és un DFU. Considerem ’aplicaci6 segiient:

N:A\{0} — N
a=p1-pp— N(a) =n,

on pi - - - Pn, és la descomposicio de a en producte d’elements primers. En primer lloc observem,
que per ser una descomposici6 tnica (llevat d’ordre i associats) 1'aplicaci6 esta ben definida.
Vegem que N és una norma de Dedekind-Hasse en A. Siguin a,b € A, on b # 0. Si b | q,
ja ho tenim. Altrament (a,b) = (d) # (0), on d =mcd(a,b). Prenem r := d, i vegem que
N(r) = N(d) < N(b). En efecte, per ser d =mcd(a,b), en particular b = ad, per a algun
a € A. Aleshores, pel Lema 3.4.13, necessariament N (r) = N(d) < N(b), i a més, la desigualtat
anterior ha de ser estricta, ja que altrament tindriem o € A*, la qual cosa es contradiu amb
b1ta.

(«<=). Sigui I un ideal qualsevol de A. Si I = {0} = (0), ja ho tenim. Altrament, prenem
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b€ I,b+# 0, un element tal que N(b) < N(x), per a tot = € I\ {0}. Vegem que I = (b).
Clarament (b) C I. Hem de veure, doncs, I C (b). Siguiz € I, six =00 bé b | x, ja ho tenim.
Altrament, per hipotesi, existeix r € (z,b), r # 0, amb N(r) < N(b). Pero r € (x,b) C I, i per
tant N(b) < N(z), la qual cosa suposa una contradiccié amb el fet que N(b) < N(z), per a tot
zel\{0}. O

4.5.2 Z[0] és DIP

Prenem A := Z[0] en tot el punt. Observem primer que 62 = 6 —5 i, per tant, 62 € A. Es a dir,
A és tancant respecte al producte dels complexos; condicié necessaria per a ser A un subanell
de C, pero no trivial a partir de la definicié. En particular, es comprova que, en efecte:

A=Z10) ={(a+b9) | a,be Z} CC,

i A és un subanell de C. En particular, A és un domini. Per a veure que A és un domini
d’ideals principals, utilitzarem la caracteritzacié dels DIP amb la norma de Dedeking-Hasse
vista al Teorema 4.5.4. Es a dir, provarem que podem definir una norma de Dedekind-Hasse
en A.

Teorema 4.5.5. A = Z[0] és un DIP.

Demostracio. Volem veure que podem definir una norma de Dedekind-Hasse, N, sobre A. Es a
dir, siguin «, 8 € A, § # 0. Volem provar que o bé § | a, o bé existeix algun r € («, 3), no tul,
tal que N(r) < N(5). Dit amb altres paraules, si 8t «, i N(a) > N([3), aleshores existeixen
v,0 € A, tals que r :=ya — 668 # 0,1 N(ya — §5) < N(B). Considerem 1’aplicacio:

N:A—N
a— N(a) = aa,

és a dir, la norma usual als nombres complexos. Aleshores, és facil veure que es verifiquen les
identitats segiients:

(i) N(a+bd) =a*+ab+ 5b* € Z=°.
(ii) N(zy) = N(z)N(y), per a tot z,y € A,
(iii) N(x) >0 peratot z € A;i N(z) =0 siinoméssiz =0.

Vegem que N és una norma de Dedekind-Hasse en A. Siguin a, 8 € A, 8 # 0. Si | o, ja ho
tenim. Si ffai N(a) < N(B), prenem r = a € {a, §), i ja ho tenim. Altrament, escrivim:

a
— =a+bl,
B

on a,b € Q, i almenys un dels dos no és un enter (ja que altrament tindriem 5 | ). Aixo és
possible degut a que l'invers de 8 com a complex pertany a Q[f] C C i, per tant, aS~' € Q[6)].
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Veurem que, considerant tots els possibles valors de a i b, obtenim, per a cada cas, els elements
v,0 € A, tals que,

0<N(%’y—5> < 11iper tant, N(ay —5) < N(5).

Podem agrupar tots els possibles valors de a i b en set casos diferents. Notem per {n} Uenter
més proper a n, amb {n + 1/2} = n. Tenim:

1. Cas: a ¢ Z, b € Z. Aleshores, prenem v =1, § = {a} + b0 i tenim:

o 1
— — < — .
O<N<ﬁ7 5)_4<1

2. Cas: a € Z.

(a)
(b)

Cas: 5b ¢ Z. Aleshores, (a/3)0 = a + 5b — afl. Per tant, podem prendre v = 0,
0 = {a+5b} — ab.

Cas: bb € Z. En aquest cas, prenem v =1, § = a + {b} 6.

3. Cas: a,b ¢ Z.

(a)
(b)

(d)

Cas: 2a, 2b € Z. En aquest cas, (fa)/8 = —5b+ (a +b)f i a+b € Z. Per tant,
podem prendre v = 6, § = {—5b} + {a + b} 6.

Cas: 2a, 2b ¢ Z. Aleshores, o bé |b — {b}| < 1/3, o bé |2b — {20} | < 1/3. En el
primer cas, prenem v =119 = {a} + {b} 6 i tenim:

o' 35
O<N|[|=v—-0)< =<1
(5-1) =%
Per al segon cas, podem prendre 7 = 21 0 = {2a} + {2b} 0, amb la mateixa aproxi-
macio d’abans.

Cas: 2a € Zi2b ¢ Z. Si5b € Z, prenem v = 51 6 = {5a} + 5b0. Quan 5b ¢ Z,
prenem v = 20 i § = {2a + 10b} — 2ad.

Cas: 2a ¢ Z i 2b € Z. Prenem v =2, 6 = {2a} + 206.

4.5.3 Z[0] no és un domini Euclidia

En la nostra prova de que Z[f] no és un DIP els elements +1,+2 i +3 juguen un paper
molt important. Comencarem per veure que +1 sén els unics elements invertibles de Z[6)].
Seguidament, es veura que els elements £2 i £3 sén irreductibles en Z[f]. Sigui A := Z[f] en
tot el punt i,

N:A—N
a+— N(a) = aa,
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és a dir, la norma usual als nombres complexos, vista en el punt anterior. Farem primer una
serie d’observacions, que sén conseqiiencia directa de la definicié de 6.

Observacié 4.5.6. Es verifiquen les identitats segiients:

(iii) peratot z =a+b0 € A, Ox = —5b+ (a + b)#.

De (i) segueix que A és tancat per conjugacié complexa. Més endavant es veura que 6 i 6
no sén invertibles en A i, per tant, la identitat (ii) implica que 5 no és irreductible. Veurem
ara, a partir de les observacions previes i les propietats de N vistes en el punt anterior, que
efectivament 41 sén els tinics elements invertibles de A.

Lema 4.5.7. Donat a € A, les afirmacions segiients son equivalents:
(i) a=10a=-1;
(ii) « és invertible a A;
(i11) |af = 1.

Demostracid. (i) = (ii). Es clar.

(i) = (iii). Si « és invertible en A, aleshores existeix § € A, tal que 1 = af. Per tant,
1 =|aB| = |af|f|. Com |a| i |B] sén enters positius, deduim que |a| = |5] = 1.

(iii) = (i). Podem escriure o = a + bf, per a certs a,b € Z. Aleshores, per les propietats de
N, tenim 1 = |a| = a® + ab + 5b* = (a + b/2)* + (19/4)b*. Com a, b € Z, necessariament b = 0,
que al seu torn implica que a? = 1. O

Lema 4.5.8. Els elements +2 i +3 sdn irreductibles en A.

Demostracio. Com =1 son invertibles, només cal provar que 2 i 3 soén irreductibles. Comencem
per veure que 2 és irreductible. Clarament 2 € A\ (A* U {0}). Suposem que tenim 2 = af3,
per a certs o, 3 € A. Aleshores 4 = 2| = |af] = |a]|f]. Com |a| i |5] sén enters positius,
(laf, 18]) = (1,4),(2,2) o (4,1). Aplicant el Lema 4.5.7, obtenim que o € A* en el primer cas,
i 8 € A* en el darrer. Suposem que (|o, |3]) = (2,2). Aleshores, podem escriure o = a + b0,
per a certs a,b € A. Per tant, 2 = |a| = a® + ab + 5b* = (a + b/2)* + (19/4)v*. Com a,b € Z,
necessariament b = 0, cosa que implica que a? = 2 i suposa una contradiccié. La prova de que
3 és irreductible és similar. Clarament 3 € A\ (A* U{0}). Suposem que tenim 3 = af3, per a
certs a, B € A. Aleshores, 9 = |3| = |af| = |a||5|. De nou, com |a i || sén enters positius,
(lafs 18]) = (1,9),(3,3) 0 (9,1). Aplicant el Lema 4.5.7, obtenim que o € A* en el primer cas,
i 8 € A* en el darrer. Suposem que (|a, |3]) = (3,3). Aleshores, podem escriure o = a + bf3,
per a certs a,b € A. Per tant, 3 = |a] = a® + ab+ 5b* = (a + b/2)? + (19/4)b. Com a,b € Z,
necessariament b = 0, cosa que implica que a? = 3, la qual cosa suposa una contradiccié.  [J

Teorema 4.5.9. A = Z[0] no és un domini Euclidia.
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Demostracio. Suposem que A és un domini Euclidia. Aleshores, per definicid, existeix una
norma Euclidiana, D : A\ {0} — N; satisfent:

Va,geA on#0,Jq,re A talsquea=Lqg+r,iobér=0,o0bé D(r) < D(f).
Com que la imatge de D viu a N, podem triar m € A, tal que D(m) prengui el minim
valor possible subjecte a m # 0,m ¢ A*. Aleshores, siguin ¢, € A, el quocient i el residu,
respectivament, obtinguts en dividir m entre 2 en A. Tenim:

2=mqg+r, onobér=0o0béD(r)<D(m).

Tenim que D(m) és minim subjecte a ser m diferent de zero i no invertible. Per tant, o bé
r=20,0bé D(r) < D(m)ir ésinvertible en A, és a dir,r = —1 or =1 (Lema 4.5.7). Aix{:

e Si r = 0, aleshores m divideix 2. Com m no és invertible i 2 és irreductible en A,
necessariament ¢ és invertible en A, és a dir, ¢ = 1. Per tant, obé g =11 m = 2, o bé

g=—-11im= -2

e Sir = —1, aleshores m divideix 3. De forma analoga es dedueix que o bhé ¢ =1im = —3
obég=—-1im=3.

e Si r = 1, aleshores m divideix 1, fet que suposa una contradiccié donat que m no és
invertible per hipotesi.

Per tant hem vist que els tinics possibles valors de m séon £2 i £3. Dividim ara 6 per m en A,
obtenint:

6 =mq + ', per a certs ¢, € A, tals que o bé ' =0, o bé D(r') < D(m).

De nou, donat que D(m) és minim subjecte a ser m diferent de zero i no invertible, obtenim
quesir#0,0bér =—10bé 1. Aixi:

e Sir’ = 0, aleshores m divideix § en A. Pero m € {£2,£3}. Per tant, (1/m)0 ¢ A, la
qual cosa suposa una contradiccio.

e Sir’ = —1, aleshores m divideix 1+6 en A. Pero m € {£2,£3}. Per tant, (1/m)(1+6) ¢
A, la qual cosa suposa una contradiccio.

e Si7’ =1, aleshores m divideix —1+6 en A. Pero m € {42, +3}. Per tant, (1/m)(—1+0) ¢
A, la qual cosa suposa una contradiccio.
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4.6 Dominis de Bézout

Fins ara hem comprovat que les families de dominis Euclidians, DIPs, DFUs, i GCD, compleixen
les inclusions estrictes segiients:

{Dominis Euclidians} C {DIPs} € {DFUs $ C {Dominis GCD} C {Dominis} . (4.2)

Seria raonable preguntar-se on queden els dominis de Bézout respecte de la cadena anterior.
En aquesta seccid, veurem que es verifiquen les inclusions estrictes:

{DIPs} € {dominis de Bézout} C {dominis GCD}. (4.3)
Pero, no obstant:
{dominis de Bézout} ¢ {DFUs} i {DFUs} ¢ {dominis de Bézout} .

Per tant, els dominis de Bézout no es poden incloure en la cadena (4.2).

Que els DIPs sén dominis de Bézout és conseqiiencia directa de la Proposicié 3.3.5. A més,
per definicié, els dominis de Bézout s6n dominis GCD. Per tant, de la cadena (4.3), només resta
veure que les inclusions son estrictes.

Vegem primer un exemple de domini GCD que no és domini de Bézout, que també prova

que {DFUs} ¢ {dominis de Bézout}.

Exemple 4.6.1. Considerem ’anell de polinomis en dues variables x, y, sobre I'anell dels enters,
Z[z,y]. Com Z és factorial, pel Teorema 4.4.1, sabem que Z[z, y] és també factorial. Per tant,
en particular, pel Corol-lari 3.4.15, és també un domini GCD. No obstant, no és un domini de
Bézout. En efecte, a ’Exercici 3.3.7, s’ha comprovat que 1 és el maxim comu divisor de x i y
en Z[x,y] i, 'equacié de Bézout:

1 =ax + by,

1o té solucié en Z[z,y]. Es a dir, Z[z,y] és un domini GCD i DFU que no és domini de Bézout.

Aixi, tan sols resta veure que el reciproc de la implicacié DIP = domini de Bézout, no és
cert en general, i que {dominis de Bézout} € {DFUs}. Pero, de fet, aixd ja ho hem vist. En
efecte, a 'Exemple 4.3.1 hem estudiat un domini domini de Bézout (i, en particular, GCD) que
no és DFU (ni, en particular, DIP).

L’Exemple 4.3.1 resulta molt 1til per als objectius d’aquest treball. No obtant, es tracta
d’un anell un pel artificial. Un exemple més natural de domini de Bézout que no és DFU és
I’anell de les funcions enteres. Recordem:

Definicié 4.6.2. Una funcié f: D C C — C és anomenada holomorfa en el dominit D si f
és diferenciable (en el sentit complex) en tot punt de D. El conjunt format per les funcions
holomorfes en D es denota per O(D).
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Definicié 4.6.3. Diem que una aplicacié f : C — C és entera si f és holomorfa en tot C, és
a dir, si f € O(C).

Observaci6 4.6.4. Es comprova que, amb el producte i la suma puntuals, O(C) és un anell
commutatiu i unitari. Els elements invertibles en O(C) sén les funcions f € O(C) que no
s’anul-len en cap punt.

Aixi, I'anell de les funcions enteres és precisament O(C). Aquest anell va ser ampliament
estudiat per O.Helmer en [6]. En 1940, O.Helmer va provar en [6] que tot ideal finitament
generat en O(C) és principal. Per tant, per la Proposicié 3.3.5, O(C) és un domini de Bézout
i, en particular, un domini GCD. No obstant, no és un DFU. En efecte, en un DFU tot ele-
ment diferent de zero té necessariament un nombre finit de divisors primers, i O(C) no verifica
aquesta condicié. D’una banda, es comprova que els elements primers de A sén exactament les
funcions afins, f(z) = z — a. D’altra banda, la funcié f(z) = sin z té infinits divisors primers:
z—km, k € Z. No obstant, els detalls i demostracions d’aquest exemple queden fora de I'abast
d’aquest treball. Si el lector esta interessat es recomanen les referencies [6] 1 [7].

Vegem, finalment, que els dominis de Bézout, tot i no ser DIPs en general, si verifiquen
alguna de les condicions: factoritzacié unica, Noetheriana o bé la CCA en el conjunt dels ideals
principals, aleshores necessariament sén DIPs. Es més:

Proposicié 4.6.5. Sigui A un domini de Bézout. Aleshores son equivalents:
(i) A és Noetheria;
(i) A és un DIP;
(iii) A és un DFU;
(iv) A wverifica la CC'A en el conjunt dels ideals principals.

Demostracio. (i) = (ii). Per ser A Noetheria tot ideal de A és finitament generat. Aleshores,
com A és un domini de Bézout, per la Proposicié 3.3.5, tot ideal de A és principal.
(ii) == (iii). Vist al Teorema 3.6.9.
(iii) == (iv). Vist al Teorema 3.5.3.
(iv) = (i). Volem veure que tot ideal de A és finitament generat. Suposem que existeix un
ideal I € A que no pot ser finitament generat. Prenem z( € I, tal que I\ (zg) # &, que sabem
que existeix ja que I no és finitament generat. Prenem ara, z1 € I\ (zg), tal que I'\ (zg) # &.
Per ser A un domini de Bézout, tenim que (zg,z;) és un ideal principal. Sigui a; € A tal
que (zg,21) = (a1). Es clar que (z¢) C (20, 21) = (a1). Recursivament, obtenim (z;);>o, amb
xz; € I\ (xo,...,xi-1) # D, 1 (a;);>1 amb (a;) = (xg,...,x;). De forma que la cadena d’ideals
principals

(o) G (a1) & (a2) & -

no estabilitza, fet que suposa una contradiccié amb la hipotesis. O
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Capitol 5

Conclusions i1 treball futur

L’objectiu general d’aquest treball és l'estudi dels anells commutatius i, especialment, els
dominis integres. Resumint, els punts que hem tractat son:

1.

L’estudi de condicions de finitud en anells commutatius. En particular, 'estudi de les
condicions de cadena ascendent i descendent, i d’element maximal i minimal, aix{ com de
diverses propietats que s’en deriven.

L’estudi de la teoria de la divisibilitat en dominis. En particular, de les condicions:
existencia de maxims comuns divisors i/o minims comuns multiples, existéncia de so-
lucions per a '’equacié de Bézout, existencia de factoritzacié tunica, condicié d’element
primer, existencia de norma de Dedekind-Hasse, condicié que tot ideal sigui principal, i
existencia de norma Euclidiana.

L’analisi de les relacions existents entre les condicions esmentades en els punts anteriors.
Hem definit els anells Noetherians, Artinians, dominis, dominis GCD, dominis de Bézout,
DFUs, DIPs i dominis Euclidians. Demostrant, tal i com es volia, que:

A Artinia <= A Noetheria i dim(A) = 0. (5.1)
A Euclidia = A DIP = A DFU = A domini GCD == A domini. (5.2)

A DIP = A domini de Bézout

Y Y (5.3)
ADFU = A domini GCD

aixi com altres caracteritzacions interessants, d’entre les quals destaquem:

A DFU <= A verifica la CEP i la CCA en els ideals principals. (5.4)
A té norma de Dedekind-Hasse <= A DIP <= A DFU i dim(4) < 1. (5.5)

A DIP <= A domini de Bézout 1 Noetherida <= A domini de Bézout i DFU +—

<= A Bézout i CCA en els ideals principals
(5.6)
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4. La presentacio i analisi de contraezemples de totes les implicacions en (5.2) i (5.3). Do-
nem, també, un exemple de domini de Bézout que no és DFU, i d'un domini DFU que no
és de Bézout. Provant, aixi, que els dominis de Bézout no es poden incloure en la cadena
d’implicacions (5.2).

Alguns punts que no s’han pogut abordar en aquest treball i que romanen com a possible treball
futur sén:

e L’estudi de I'anell de les funcions enteres, i I’anell dels nombres enters algebraics, com a
exemples més naturals de dominis de Bézout no DFU.

e Aprofundir en la qiiestié de la factoriabilitat.
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