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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 - IMPORTANCIA, ANTECEDENTES E EVOLUCAO HISTORICA
DA DINAMICA ESTRUTURAL ESTOCASTICA

A necessidade cada vez mais sentida de quantificar de forma bastante rigorosa o
efeito que, sobre o comportamento das estruturas, é exercido por for¢as associadas a
diversos fen6menos naturais, apenas susceptiveis de serem convenientemente
caracterizados em termos probabilisticos, fruto de diversas aleatoriedades de natureza
temporal ¢ espacial, fez recair sobre a Teoria das Probabilidades um papel da maior
relevincia no Ambito da Dindmica Estrutural, & semelhanga alias do que tem vindo a
suceder noutras 4reas da Engenharia, das Ciéncias da Terra e da Economia.

Desse modo, é hoje viavel a aplicagdo de métodos probabilisticos & andlise de
problemas tdo diversos como 0 da quantificagao dos efeitos dos sismos ou do vento
sobre edificios, pontes e barragens, do efeito das ondas do mar sobre estruturas
oceanicas, de pressoes exercidas sobre avides ou engenhos aeroespaciais em resultado
de fenémenos de turbuléncia, ou da irregulariedade dos pavimentos sobre veiculos

automoveis.

Nesse sentido, ndo s6 foram criados modelos matematicos capazes de permitir
uma adequada caracterizagdo de diferentes tipos de excitagoes de natureza aleatdria,
como também foram desenvolvidas formulagoes teéricas com vista & quantificagdo dos
seus efeitos sobre o comportamento estrutural.

E se inicialmente o recurso a abordagens probabilisticas era essencialmente
justificado pela natureza aleatéria das acgbes actuantes, recentemente 0 seu campo de
aplicacdo tem-se tornado cada vez mais vasto, podendo contemplar-se a propria
incerteza estatistica associada a defini¢ao das propriedades estruturais.

Por outro lado ainda, do estudo de problemas locais ou de curto prazo, como a
anilise daresposta estratural auma excitacao aleatéria idealizada de forma estocastica,
tem-se tentado passar ao estudo de problemas globais ou de longo prazo, nos quais se
procura caracterizar a evolucdo temporal da fiabilidade estrutural de um sistema
submetido a uma sequéncia de miltiplas acgoes aleatorias ao longo do seu periodo de
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vida 4til, como pode suceder, por exemplo, com as estruturas de edificios sujeitas a
sucessivas acgdes sismicas, on com estruturas aeronduticas na sequéncia da realizagao
de um grande nimero de voos [141].

Apesar de os principais trabalhos de investiga¢io no campo da Dinamica Estrutural
Estocéstica terem surgido somente a partir dos anos sessenta, e de os conhecimentos
relativos a esta 4rea se encontrarem bem menos disseminados por entre estudantes e
investigadores que os relativos a Dindmica Estrutural Deterministica, data logo doinfcio
do século a primeira aplicagio de métodos estocssticos a0 estudo de fenémenos fisicos,
Com efeito, foi Einstein [67] quem pela primeira vez utilizoy 0 conceito de processo
estocastico na modelacio do movimento Browniano de particulas livres, campo em que
Se registaram posteriormente outras contribuigdes valiosas até aos anos quarenta,
designadamente por parte de Smoluchowski [145], Fokker [69], Planck [124], Ornstein
[114], Uhlenbeck [163] ¢ Wang [168],

Nao foi, no entanto, apenas nesses desenvolvimentos tedricos registados no mundo
da Fisica que se veio posteriormente a apoiar a Dindmica Estrutural Estocastica, jaque
entretanto outros estudos de grande utilidade tiveram lugar nos dominios da teoria do
controlo de sistemas e da teoria das comunicagoes, de que & paradigma a notavel
publicacio de Rice [129], paraalémde, em paralelo com todos esses trabalhos de fisicos
e electrotécnicos, se ter consolidado uma sélida teoria matematica ligada aos processos
estocdsticos e 4 andlise espectral, campo em que se destacam os contributos de Wiener
[177], Khintchine [89] e Kolmogorov [94].

Foi porém apenas no decorrer da década de cinquenta que a Dindmica Estrutural
Estocéstica recebeu um forte impulso no 4mbito do estudo de vibragdes em fuselagens
de avides a jacto causadas quer pela excitagdo aciistica dos motores, quer por fenémenos
de turbuléncia atmosférica [128]. Simplesmente, do aproveitamento de todo o trabalho
anterior levado a cabo nos dominios da Fisica, da Matematica e da Electrotecnia,
resultou com relativa facilidade uma teoria geral de andlise do comportamento dindmico
de sistemas lineares sujeitos a excitagoes aleatorias gaussianas, posteriormente utilizada
em variados dominios, nomeadamente na analise probabilistica da resposta de
estruturas ocednicas as acges das ondas do mar [151], de estruturas de ediffcios e pontes
a acgoes sismicas [66, 164] ou do vento [64], e de veiculos automéveis ou comboios
devido s irregularidades do pavimento ou dos carris de apoio [137].

Sucede contudo que muitos dos sistemas estruturais apresentam acentuadas
formas de comportamento nao-linear, tanto mais nitido quanto mais severas sio as
excitagoes actuantes e mais elevado é o nivel das vibragoes provocadas, facto que €, por
exemplo, particularmente importante em estruturas de edificios sujeitas a acgdes
Sismicas.
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Por essa razio, boa parte dos trabalhos de investigacdo a nivel mundial t€m
incidido, especialmente ao Jongo das tiltimas trés décadas, sobre a anlise estocéstica
do comportamento dindmico de sistemas nao-lineares, muito embora os problemas que
se colocam nesta drea apresentem bem maior delicadeza e complexidade, dado néo se
ter conseguido ainda estabelecer uma teoria geral e exacta para o tratamento desta
questao.

Sendo a excitacdo idealizdvel através de um ruido branco gaussiano, pode
comprovar-se, atendendo a teoria matemética das equagoes diferenciais estocasticas,
que a resposta pode ser traduzida por um processo de Markov [8, 42], obedecendo a
correspondente fungdo densidade de probabilidade de transi¢io a uma equacao
diferencial estabelecida por Fokker, Planck e Kolmogorov.

Simplesmente esta forma de abordagem do problema, embora constitua
actualmente a nica via susceptivel de conduzir a resultados exactos, é fortemente
restritiva, particularmente nos casos de excitacbes ndo-estaciondrias e de sistemas de
mltiplos graus de liberdade, em virtude da inexisténcia de um procedimento geral para
obtencio da solugdo analitica daquela equagio diferencial [42].

Nessas circunstincias, nao é de estranhar que se tenha registado um grande nimero
de tentativas de exploragio de abordagens aproximadas, umas vezes baseadas na
equagio de Fokker-Planck-Kolmogorov, e outras nas proprias equagdes de equilibrio
dinamico [30, 131, 132, 160].

Embora sejam extremamente numerosos 08 métodos aproximados ensaiados,
encontrando-se as respectivas formulagdes publicadas em teses, relatorios de
investigacdo, comunicagOes de conferéncias e revistas internacionais, todos eles
enfermam de limitacdes mais ou menos acentuadas.

De entre todas as vias possiveis de andlise, destacam-se porém o método de
linearizagdo estocastica equivalente [149] e as técnicas de simulacio digital [140] como
aquelas que encerram maiores potencialidades no que concerne ao tratamento de
estruturas de relativa complexidade, pesem embora algumas reservas gue possam ser
colocadas ao nivel do rigor da andlise de valores extremos da resposta ndo-gaussiana,
no primeiro caso, ou da eficiéncia do método em termos de tempo de cdlculo dispendido,
no segundo.

Por esse motivo, as mais recentes aplicagdes de maior interesse pratico dos métodos
de andlise estocastica no dominio da engenharia sfsmica tém-se apoiado nessas duas
vias, procurando-se simultaneamente ter em consideragdo o comportamento néo-linear
e 0 comportamento histerético-degradativo caracteristico das estruturas de engenharia
civil mais correntemente analisadas.
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Para o efeito, houve necessidade de recorrer a modelos de comportamento
histerético que naosé traduzissem com suficiente fidelidade o funcionamento estrutural,
como também fossem susceptiveis de proporcionar um tratamento matemético eficiente
do problema. Nesse sentido, e por esta Gltima razao, tornou-se conveniente traduzir 0
comportamento histerético dos sistemas mediante a consideragao de varidveis auxiliares
enddcrinas, reguladas por equagoes diferenciais nao-lineares, capazes de reflectir, em
cada instante, a influéncia da histéria passada [28, 175], podendo virios dos parametros
nelas intervenientes, condicionadores da configuragdo dos ciclos histeréticos, ser
determinados com base em técnicas de identifica¢do de sistemas que entretanto tém
vindo a ser desenvolvidas [152, 175].

De facto, se é certo que os modelos histeréticos baseados em leis empiricas de
carga-descarga [49], como os modelos bilinear, de Ramberg-Osgood, Clough, Takeda,
ou de Costa e Costa sio passiveis de ficil utiliz'agao quando se envereda pela via
determinfstica de integragio no tempo, e portanto também quando se recorre a técnicas
de simulagéo digital, j4 0 mesmo nio sucede quando se procura seguir o método de
lineariza¢ao estocdstica equivalente. Entao, € francamente preferivel recorrer amodelos
diferenciais como o introduzido por Bouc e Wen, e mais recentemente desenvolvido
por Baber [19], Noori [111], Park [119], Mochio e Samaras [ 108], possibilitando também
simular os efeitos da degradacao de rigidez e resisténcia, o efeito de "pinching", e mesmo
a abordagem de problemas de flexdo bidireccional de pegas lineares, ou de estados de
tensdo plana.

Para além disso, tem-se registado um esforgo crescente por incrementar o nivel
de sofisticagdo dos modelos estruturais utilizados, passando, por exemplo no caso da
andlise sismica de estruturas porticadas, da consideracao de modelos planos do tipo
"shear-building" para modelos Planos com rétulas ineldsticas usualmente localizadas
nas extremidades das barras [19, 32], ou mesmo, ainda mais recentemente, para modelos
tridimensionais [37].

Desta forma, a evolugio sofrida pela Dindmica Estrutural Bstoc4stica na Optica
da Engenharia Sismica, ao longo dos 1ltimos anos, embora nio possa classificar-se de
extraordinariamente rapida, por virtude da grande complexidade do tema tratado, tem
sido todavia suficientemente segura e progressiva para que se deva procurar utilizé-la
como ferramenta de anlise e dimensionamento no &mbito da Engenharia de Estruturas.

1.2 - ASPECTOS DESENVOLVIDOS NA MONOGRAFIA

A presente monografia comporta, para além de um capitulo de caracter
introdutério (Capitulo 1), dois capitulos fundamentais (Capitulos 2 e 3), cuja

4
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organiza¢io e desenvolvimento foram marcados pela preocupacio de sistematizar
adequadamente as mais importantes formulagdes tedricas que, no 4mbito da Dindmica
Estrutural Estocéstica, permitem efectuar a andlise da resposta aleat6ria de sistemas
nio-lineares, complementando cada capitulo com aspectos relativos = ao
desenvolvimento de programas de cdlculo automético, propositadamente elaborados
no sentido de fazer realgar as suas potencialidades a andlise da resposta sismica de
estruturas, mediante a apresentagio de alguns exemplos julgados elucidativos.

Deste modo, no Capftulo 2 comeca por se efectuar uma caracterizagdo dos
principais métodos de andlise da resposta aleatéria de sistemas nio-lineares,
designadamente das abordagens exactas e aproximadas baseadas na equagéo de
Fokker-Planck-Kolmogorov, dos métodos de perturbagio, de linearizagao estocastica
equivalente e de ndo-linearizagao estocastica equivalente, de truncatura gaussiana e
nao-gaussiana e das técnicas de simulagdo. Sao dessa forma avaliadas as potencialidades
das diversas formulagdes, destacando-se de forma particular a importincia da
linearizagdo equivalente como método aproximado da maior utilidade no tratamento
de sistemas de maltiplos graus de liberdade, razao por que esta abordagem é€
especialmente aprofundada. Complementarmente, € descrito um programa de célculo
que, baseado nesta formulagéo, possibilita efectuar aanélise sismica de estruturas planas
do tipo "shear-building" com comportamento bilinear eldstico, apresentando-se
exemplos de aplicagdo elucidativos, e confrontando-se os resultados obtidos por essa
via com os alcancados através de uma técnica de simulagao digital.

O Capitulo 3 é especialmente dedicado 4 analise da resposta aleatéria de sistemas
nio-lineares histeréticos através do método de linearizagio estocdstica equivalente,
dada a enorme importincia que este tipo de nio-linearidades assume no contexto da
engenharia civil. Assim, comegam por Set focados os métodos de Caughey e de Goto e
Temura para andlise da resposta estaciondria de sistemas nao-lineares de um grau de
liberdade, e em particular com comportamento bilinear eléstico, realgando-se de
seguida a utilidade do recurso a modelos histeréticos diferenciais como forma de
ultrapassar os aspectos restritivos decorrentes da aproximagéio de Krylov e Bogoliubov.
Efectua-se a descri¢io do modelo diferencial de Bouc-Wen, e de modelos dele
resultantes a partir de aperfeicoamentos posteriores introduzidos no sentido de
comtemplar diferentes aspectos, tal como a degradacéo de rigidez e de resisténcia, 0
efeito de "pinching" ou a flexao bi-axial, sendo também aflorada uma técnica de-
identificagao dos principais parametros caracteristicos do modelo, e indicada a forma
como pode ser efectuada a sua linearizacdo. E realizada uma breve referéncia aos
modelos diferenciais poli-lineares recentemente introduzidos por Suzuki e Minai, €
descrita a metodologia geral de andlise da resposta estaciondria ou nao-estaciondria de




Capitulo 1

sistemas histeréticos de miltiplos graus de liberdade caracterizados através de modelos
histeréticos diferenciais simétricos, A parte final do capitulo Ocupa-se da aplicagio do
método de linearizacio equivalente ao estudo do comportamento sismico de estruturas
porticadas planas com comportamento histerético caracterizado através dos modelos
de Wen, apresentando-se o fundamento e a descri¢do de dois programas de cilculo
automatico propositadamente elaborados no sentido de possibilitar a an4lise da resposta
sismica estaciondria e nao-estaciondria de estruturas de tipo “shear-building",
referindo-se, no entanto ainda, o modo de adaptar a formulagio utilizada de molde a
aplicd-la a um outro modelo estrutural mais sofisticado, no qual se consideram as
néo-linearidades concentradas em rétulas localizadas nas extremidades das barras,




Capitulo 2

METODOS DE ANALISE DA RESPOSTA
ALFATORIA DE SISTEMAS NAO-LINEARES

2.1 - INTRODUCAO

A anslise estocdstica do comportamento dindmico de sistemas lineares sujeitos a
accoes aleatdrias gaussianas estaciondrias ou nio-estaciondrias é hoje um problema
inteiramente dominado, em relagdo ao qual se dispoe de abordagens de grande
generalidade, possibilitando o desenvolvimento de rotinas relativamente simples para
efeito de utilizagdo corrente [59].

Sucede, porém, que muitos dos sistemas estruturais sao marcados por acentuadas
nao-linearidades geométricas ou materiais, que inviabilizam, em principio, a utilizagao
dessas formulacoes.

Por outro lado, mesmo nos casos em que, por mera questao de simplicidade de
célculo, 0 comportamento dos sistemas € suposto linear, ndo se pode esquecer que estes
apresentam sempre um limite de proporcionalidade a partir do qual as nao-linearidades,
clasticas ou inelésticas, comegam a revelar-se de uma forma tanto mais nitida, quanto
mais severas sio as excitagoes actuantes e mais elevado é o nivel de amplitude das
vibragoes provocadas, como sucede, por exemplo, no caso de muitas estruturas sujeitas
a acgOes sismicas.

Além disso, as ndo-linearidades podem envolver a caracterizacdo das proprias
ac¢bes actuantes, como sucede no caso das acgdes dindmicas induzidas por ondas
ocednicas sobre estruturas flexiveis, que podem considerar-se fungdes nao-lineares da
velocidade e da aceleracao, quer das particulas da dgua, quer da estrutura, de acordo
com a chamada equagao de Morison [109].

Por estas razdes, 0 principio da sobreposigao de efeitos, quer no dominio do tempo,
quer no domfnio da frequéncia, responsavel alids por uma aprecidvel simplicidade e
eficiéncia dos métodos de analise de sistemas lineares, perde validade.
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Um outro problema adicional, inerente aos sistemas ndo-lineares, advém do facto
de aresposta a excitagdes de natureza gaussiana ser nao-gaussiana, contrariamente ao
que sucede nos sistemas lineares, tornando-se desse modo insuficiente o conhecimento
dos momentos estatisticos de primeira e segunda ordem para assegurar a completa
caracterizagio da distribuicdo probabilistica da resposta. Este aspecto € alids tanto mais
importante, quanto as ndo-linearidades podem afectar de forma particular as caudas
da distribui¢do, podendo por isso a deficiente consideracio dos seus efeitos ser
responsdvel por erros de avaliacao da probabilidade de sobrevivéncia ou fiabilidade do
sistema.

A resposta dinmica de sistemas nao-lineares sujeitos a excitagdes aleatorias deve
poisser conseguida i custa da resolugdo dosistema de equagoes diferenciais ndo-lineares
tradutor do respectivo equilibrio dindmico, cujo tratamento matematico €, no entanto,
bastante mais dificil que no caso de sistemas lineares. Sendo a excitagdo gaussiana e do
tipo ruido branco, pode comprovar-se que a resposta de sistemas nio-lineares elasticos
€ de natureza markoviana [8, 42], sendo a correspondente densidade de probabilidade
de transi¢do regulada por uma equagio de Fokker~Planck-Kolmog0r0v [59]. Esta
abordagem, que apresenta a vantagem fundamental de poder conduzir a resultados
exactos, ¢ infelizmente aplicével a um nimero limitado de sitnacoes, e particularmente
restrito nos casos de excitages nao-estaciondrias e de sistemas de N graus de liberdade,
emvirtude da inexisténcia de um procedimento geral para obtencio dasolucdo analitica
exacta da equagdo de FPK.

Perante a grande dificuldade de resolucdo do referido sistema de equagdes
diferenciais nao-lineares estocasticas, é frequente, na prética, o recurso aos chamados
métodos de simulagio digital, também conhecidos por métodos de Monte-Carlo, que
consistem em interpretar aquele sistema como um conjunto infinito de sistemas de
equacoes diferenciais nio-lineares deterministicos, gerando-se artificialmente um
niimero teoricamente infinito de séries temporais da excitacio, compativeis com uma
determinada estrutura probabilistica pré-definida. Resolvendo sucessivamente cadaum
desses sistemas, através do recurso a programas de cilculo para anilise dindmica de
estruturas nao-lineares por integragdo no tempo, obtém-se o conjunto de realizagoes
da resposta que, uma vez tratadas estatisticamente, possibilitam estimar g
correspondente caracterizagio probabilistica.

Sendo esta via de andlise altamente dispendiosa e consumidora de tempo de
célenlo, vérias tém sido as tentativas no sentido de desenvolver abordagens aproximadas
que, embora menos rigorosas, se revelam de aplicac¢do mais acessivel e eficiente.
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Tais métodos podem classificar-se em dois grupos [30, 42, 131, 132, 150, 160},
incluindo o primeiro todas as técnicas aproximadas que, baseadas numa abordagem
markoviana da resposta, incidem sobre a equagao de Fokker-Planck-Kolmogorov
(FPK), e reunindo o segundo todas as formulagdes apliciveis 3s equagdes de equilibrio
dindmico.

As técnicas aproximadas baseadas na equagao de FPK [42, 131], entre as quais se
incluem, nomeadamente, as técnicas de truncatura, de médida estocéstica, iterativas,
numéricas, de caminhos aleatérios € baseadas em desenvolvimentos em série,
referem-se em geral apenas a sistemas de 1-GL, pelo que a sua utilizagao continua a
ser limitada em termos praticos.

Sao por isso as formulagoes pertencentes a0 segundo grupo aquelas que merecem
maior atencdo quando se pretende analisar sistemas de maior complexidade, sendo
diversas as abordagens desenvolvidas por varios autores, designadamente as técnicas
de perturbagao [50, 162], os métodos de linearizacdo estocastica equivalente [40, 167,
11, 146, 106 e a sua extensdo mais recente conhecida por ndo-linearizagdo equivalente
[43, 134], e os métodos de representacdo em séries de fungoes [30, 132].

£ assim objectivo do presente capitulo descrever comum certo detalhe as principais
abordagens utilizéveis na andlise estocastica da resposta de sistemas nao-lineares,
realgando as respectivas potencialidades e limitac¢des, 10 sentido de destacar as
vantagens inerentes a utiliza¢ao do método de linearizagio estocéstica equivalente, cujo
tratamento serd por isso posteriormente aprofundado no Capitulo 3, onde serdo
considerados os modelos de comportamento nio-linear de maior interesse no dominio
da andlise sfsmica de estruturas de edificios, conhecidos por modelos histeréticos.

Admitir-se-4 que o sistema & discretizavel num conjunto de elementos {initos,
podendo as nao-linearidades incidir sobre as respectivas matrizes de rigidez ou de
amortecimento. Comegard por se fazer uma breve referéncia as solugoes exactas
alcancéveis com base na equagao de FPK, bem como as abordagens aproximadas
correspondentes, sendo depois descritos 0s métodos mais potentes em termos de
aplicagoes, designadamente ‘a técnica de perturbagdo, o método de linearizagdo
estocéstica equivalente (ou ndo-linearizagao equivalente), as técnicas de truncatura e

de simulacio.

Para além de se realgar a importéncia pritica assumida pela linearizagao
equivalente, sublinha-se também o interesse da ndo-linearizagao equivalente e do
método de truncatura nao-gaussiana, como vias que possibilitam controlar os efeitos
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das nio-linearidades sobre o comportamento nao-gaussiano da resposta, aspecto que
assume particular importincia em termos da avaliacio da probabilidade de
nao-excedéncia de uma dada barreira,

Finalmente, é efectuada referéncia pormenorizada ao desenvolvimento de
"software” especifico para a andlise sismica de estruturas de tipo “shear-building" com
tomportamento bilinear eldstico, apresentando-se exemplos de aplicagio julgados
elucidativos, tratados através de um programa de célculo automatico propositadamente
elaborado para o efeito.

2.2 - ABORDAGEM MARKOVIANA BASEADA NA SOLUCAO DA
EQUACAO DE FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV

O problema da andlise da resposta dindmica de um sistema nao-linear a excitagbes
de natureza aleatéria é uma questao cuja formulagio matematica apresenta grande
analogia com outras questoes que se colocam noutras dreas do conhecimento,
designadamente na teoria do controlo de sistemas nao-lineares, na teoria das
comunicacoes e na electrénica,

Por esse motivo, embora o trabalho mais antigo relativo avibragoes aleatérias de
sistemas ndo-lineares se deva a Andronov et al [4], que se baseou numa abordagem
markoviana da resposta e no uso da equagao de Fokker-Planck-Kolmogorov, e
posteriormente se tenham registado outras contribui¢des do mesmo tipo na drea da
Dindmica, como as de Crandall [51], Ariaratnam [6), Lyon [105], Smith [144], Klein [91]
e Herbert [75], diversos trabalhos envolvendo técnicas semelhantes foram também
desenvolvidos noutras dreas, em particular na Quimica por Kramers [95] e na teoria de
controlo de sistemas nio-lineares por Chuang e Kazda [47].

A aproximagio markoviana da resposta de um sistema nao-linear sujeito a uma
excitagdo aleatéria de banda larga resulta directamente da teoria dos sistemas de
equagdes diferenciais estocasticos.

Com efeito, o equiltbrio dinimico de um sistema nao-linear eldstico de N-GL
sujeito a uma excitacio aleatéria P (t)pode ser traduzido pelo sistema de N equacées
diferenciais

Mg()+g(q.q,1)= pi(1) | (2.1)

sendo g( gg t) um vector caracterizador das forgas de restitui¢io nao-lineares,

Introduzindo o vector de estado y(t)' = [g(1) T, g_ (I)T], aquele sistema pode
transformar-se num outro sistema de 2N equacoes, definido por

10
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y(1)=aly, )+x () (2.2)
ou, se se preferir na forma diferencial
dy(t)=aly,dt+x(t)dl (2.3)
com

a( t)=< 9(t) } x(t)={ s } (2.4)
a7 \_ytgg.g.nf T MR |

Considerando-se a excitacao actuante caracterizada pela relagao formal
dW (t
(1= 0w ()=o) T (2.5)
sendo 6(¢) um vector de fung¢oes de modulagio determinfsticas, w (1) um processo

gaussiano do tipo ruido branco de média nula, e W (i) o correspondente processo de
Wiener, a equagéo (2.2), interpretada como uma equacdo de Ité [79], pode escrever-se
sob a forma

dy () =a(y,)dt+b()aW (1) (2.6)

em que

0
g(t)={M_19(t)} (2.7)

Ora, de acordo com a teoria das equagoes diferenciais estocasticas [8,42], asolugao
y (t)relativaaequagao (2.6) é umprocesso de Markov, sendoporisso afungio densidade
de probabilidade de transicio da resposta regulada por uma equacio de
Fokker-Planck-Kolmogorov, ou seja

apc(y_/xa) 2N (2NN 52
==t - —Z s—lape(y | za)]+§; ;T[Bupc(l 1y,1(2.8)

1 Yi an

sendo 'y e 0§ vectores constituidos pelos valores do processo vectorial markoviano

de resposta de dimensdo 2N nos instantes {, et (L, <l),y:eY,as componentes de
ordem i e de ordem jdo vector ), € 4;¢€ B 0s seguintes limites obtidos a partir dos
momentos incrementais de primeira e segunda ordem

E[AY.] E[AyDy)]

{y,t)=1lim Ay, D)=1lim —— 2.9
o (y = I A By = I =43 (2.9

11
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0s quais podem ser calculados com base no conhecimento das equagées de equilibrio
dinimico.

Nas situagdes em que o processo de resposta assume natureza estaciondria, o
primeiro membro da equagao (2.8) anula-se, sendo a densidade de probabilidade de
transi¢ao p (v | ¥ ,) substitufda por uma funcdo densidade de probabilidade ply)
independente do tempo e das condigdes iniciais, ou seja a equagdo de FPK assume a
forma

2N 2N aZ

2N 3 ]
‘Z;;[afp(x)ﬁé_l [B,;p(y)]=0 (2.10)

Q-

Yidy;

=]

)

Esta abordagem markoviana da resposta, embora apresente uma importante
vantagem por poder conduzir a solugbes exactas, reveste-se porém de sérios aspectos
restritivos.

Um primeiro obstaculo decorre do pressuposto de a excitacdo actuante ser
caracterizada por um ruido branco gaussiano de valor médio nulo, pois que, embora
I Muitos casos esta restrigdo possa ser contornada mediante o recurso a filtros
susceptiveis de gerarem processos coloridos com caracteristicas espectrais adequadas,
tal procedimento leva a um aumento da dimensio do processo markoviano da resposta,
envolvendo o conjunto sistema-filtro, introduzindo-se dessa maneira um agravamento
da complexidade do problema,

A dificuldade maior reside, contudo, no facto de ser muito limitada a classe de
sistemas ndo-lineares em relagdo aos quais é conhecida uma solugao exacta da equacao
de FPK [42].

No dominio dos sistemas de 1-GL, a equagio de FPK & rescliivel para equagbes
do movimento da forma

Gty +cq()+g(q,t)=w(t) (Z.11)

emque w (¢ )é um ruido branco gaussiano estaciondrio de valor médio nulo e densidade

espectral de poténcia constante de valor S o

Introduzindo o vector de estado y)=[q(t),q(t)]", esta equagao transforma-se

€m

y()=aly,t)+x(l) (2.12)

q'v(t)}z{ () }+{o}
{d(t) ~cg(D-g(q.0)) Nw) (213

traduzindo que

12
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Os coeficientes a ;e B,; da equagao de FPK, associada ao processo bidimensional

de Markov y (1) podem entao ser quantificados, ja que

E[Ay.]
=M 2.1
% Alzzré At Y2 (2.14)
. i+ AL
_ E[AY2] E{PTQ(U—Q(QJHAt+£ LDUUdu}
a, = lim ————=lim
atsc A At=0 At
=-cq(t)-g(q.t) (2.15)
. ELAYT)_
By = lim — =0 (2.16)
E[Ay A
|312=[3'21=“m——-————[ A yZ]=O (2.17)
Al=0 Al
. 1+ Al 2
e E[AYS . E{[(‘CCI(U—Q’(QJ))M+£ w(u)du}}
Bop= ML —717 7 0l (2.18)
amo Al 190, Al

Desenvolvendo o quadrado indicado na expressao de 3,2 € tendo presente que a fungéo

de auto-correlacdo da excitagdo é R ,(T) = 2118 ,6( 1), conclui-se de imediato que

P,,=21S, (2.19)

sendopossivel mostrar [41] que 0s limites dos momentos incrementais de ordem superior

sdo nulos.

Nestas condicoes, a equagio de FPK correspondente € a seguinte

15,22 - 2 (y,py+ o {ley,* (¥ )1PY =0 (2.20)
°3y2 2y, YaP 5y, Yo+t gly,)1P .
Segundo Wang ¢ Uhlenbeck [168], a solugdo respectiva é dada por

)
p(q,Q)=Cexp{—n‘;o[%+f:g(umu}} (2.21)

em gue C é uma constante de normalizagdo, determindvel através da condicao

f_” _pla.)dgdg=1 (2.22)

13
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No caso particular de um sistema linear, em que
¢=2%w, 9(q.)=wig(1) (2.23)

a equagao de FPK (2.20) reduz-se a

*p 2p op
ns, H(wyy + 28w, y,) Yoy 28w, p=~0 2.24)
ays 1 2 ay2 25}/1 E p (

podendo a respectiva, solucio exprimir-se em fun¢io de ge gpor

Ew?
2ns,

p(q,q)= exp[—%"(wiq%qz)] (2.25)

Aequagiode F okker-Planck—Kolmogorov € ainda resoltivel de forma exacta, caso
se introduza também uma nao-linearidade no amortecimento, transformando-se a
equagio (2.11) em

IO +RVIG+g(q,t)=w(t) (2.26)

sendo A (V) uma fungio da energia total

q-2
V=5+U(q) (2.27)
com
q
U(q)=f g(gldg (2.28)
obtendo-se nesse caso que [42]
_ Ly
p(q,d)=Cexp[—];§-f h(u)du] (2.29)

A resposta estaciondria de certos sistemas ndo-lineares de N-GL pode também
ser determinada através da equagao de FPK. Tal é possivel no caso de as equagoes do
movimento serem da forma

Ma()+Cg(t)+ VU (t)=w(t) (2.30)

em que M e C sdo matrizes simétricas, w(t) é um processo vectorial gaussiano

estaciondrio do tipo rufdo branco de valor médio nulo, com uma matriz de fungées de
inter-correlagdo proporcional & matriz de amortecimento, oy seja

Flw’(D1=0 R (t)=2dCh() (2.31)
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VU —[ﬂ ou 2L T (2.32)
—q 3@'1,3‘?2,””3(11\; .

representando I/ = U (g ) uma energia potencial.
Nesse caso, introduzindo o problema de valores e vectores proprios
Co =AM, (2.33)
pode escrever-se que
*TMP =] ¢TCP=X (2.34,35)

em que & é a matriz guadrada constituida pelos vectores proprios ¢, normalizados em

relagio 4 matriz de massa, / € a matriz identidade e A é uma matriz diagonal constituida
pelos valores proprios correspondentes.

Por outro lado, tendo em considera¢ao que a introdugdo da transformagéo linear
q(t)=®z(l) (2.36)

implica que
¢TIU _(1)=TU (1) (2.37)

a equagdo (2.30) pode transformar-se, tendo em conta as equagdes (2.34) a (2.37), no
seguinte conjunto de N equagoes diferenciais independentes

L+ Az()+ VU (1) =2 w(1) = w™(1) (2.38)
ou
zl(t)w\izl(t)jif)=wf(t) (i=1,2,...,N) (2.39)
sendo
Elw*()1=0 R _.(1)=2drd(T) (2.40)

—w

Recorrendo ao vector de estadoy (t)7 =[z (1 T, z(t)"), estas equagdes poder,
J “ Z q

por snavez, transformar-se no seguinte sistema de 2N equagoes diferenciais de primeira
ordem

15




Capituio 2

v (1) =¥Yuan(t)

_ oU(y) | _
Yin()=-Ny ()~ 5o rwi(D) (i=1,2,...,N) (2.41)

L

tornando-se vidvel calcular os coeficientes o ¢ € B;; da equacio de FPK associada ao
processo de Markov ¥ (1) de dimensdo 2N, caracterizador da resposta do sistema
nao-linear, seguindo um procedimento perfeitamente semelhante ao anteriormente
utilizado para sistemas de 1-GL (eq. 2.14 a 2.19), resultando assim que

A= Yienw ai+N=_7‘v5yl‘+N"aU(X)/ayx' : (2.42)

b;=0 by ,.x=0 b,=0 bivn.on = 2dN, (2.43)

i
(L, j=1,2,...,N; L#j)

Desta forma, a equacdo de FPK, que condiciona a fungdo densidade de
probabilidade estacionaria p( ¥), surge com o seguinte aspecto

2% p P H aU) ]
an, - e + ANYion* =0 (2.44
1; Layﬁm (;ayf(y Np) :;ayHN y N ayi p ( )

Asolugao respectiva foi primeiro obtida por Ariaratnam [6] parasistemas de 2-GL,
sendo posteriormente generalizada por Caughey [41], que chegou a seguinte expressio

para p(y)

2N
exp{—é[%E:YﬁN+bT2)]}

i=1]

pP{y)=— - — (2.45)
f_w f exp{-é[%;yiwﬂz)]}dw-.-dyzw

L

A semelhanca do que se passa nos sisternas de 1-GL, a equagdo de FPK é também
resoliive! caso se verifique uma nao-linearidade ao nivel das forgas de amortecimento,
desde que a equacio (2.39) seja substitufda por uma equacio da forma

aU(E)_ ” o
=w; (1) (i=1,2,...,N) (2.46)

4

Zi(y+c,h (VY2 (1) +

sendo
1 N
V=30 #+U(z2) (2.47)
i=1

¢ 7(V) uma fungdo positiva monotonamente crescente. w;(¢) é um ruido branco

gaussiano de valor médio nulo, tal que
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sz(f)=225(13) (2.48)
sendo Duma matriz diagonal relacionada com 08 coeficientes c;através da relacao

D,/c,=d (2.49)

Nesse caso, Caughey mostrou também que 2 solugiio de FPK correspondente

exp[—%fav h(u)du}

G G Y A P

conduz a que

(2.50)

2.3 - SOLUCOES APROXIMADAS DA EQUACAO DE FPK.
0 METODO DA MEDIA ESTOCASTICA

Como se depreende da leitura da sec¢do anterior, a abordagem markoviana da
resposta baseada na resoligdo da equagdo de Fokker-Planck-Kolmogorov, embora
tenha a vantagem de poder conduzir a resultados exactos, apresenta severas restrigoes
de aplicabilidade a sistemas de N-GL, mesmo no caso de excitagoes estaciondrias,
exigindo que, quer as nio-linearidades, quer as matrizes das fungdes de inter-correlacao
da excitagdo actuante, obedegam a relagbes em regra pouco compativeis com as

situagdes reais.

Por essa razdo, diversos autores ensaiaram variados métodos aproximados de
resolugio daequagio de FPK, empregando nomeadamente técnicas iterativas (Mayfield
[107], llin e Khasminski [78]} Kushner [97]), técnicas utilizando desenvolvimentos em
série (Atkinson [13], Payne [121], Stratonovitch [152] Bhandarri e Sherrer [25] ¢ Wen
[170]), técnicas de caminhos aleatérios (Toland e Yang [161]), técnicas de média
estocastica (Roberts e Spanos [133]), técnicas numeéricas (Wolaver [178] e Cumming
[57]) e de truncatura (Dashevskii [61-63]).

Estes métodos aproximados, baseados na equagao de FPK, referem-se em geral,
no entanto, a sistemas nao-lineares de 1-GL, pelo que o seu interesse préatico continua

a ser muito limitado.

Apesar disso porém, julga-se de interesse fazer referéncia a duas dessas
formulacdes, nomeadamente ao método da média estocastica e aos métodos de
truncatura, em virtude de, por um lado, o primeiro desses métodos constituir uma das
formulacbes aproximadas mais potentes no dominio dos sistemas de 1-GL, e de, por
outro lado, os métodos de truncatura encerrarem interessantes virtualidades,
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encontrando-se intimamente relacionados com o método de linearizagio estocastica
equivalente. Por esta Gltima razio alids, entende-se conveniente proceder neste ponto
unicamente a uma breve descrigao do método da média estocdstica, reservando para
fase posterior uma referéncia mais detalhada as técnicas de truncatura gaussiana e
nao-gaussiana.

O método da média estocsstica ("stochastic averaging"), aplicivel a sisternas
nao-lineares de 1-GL com baixo amortecimento, cuja resposta pode considerar-se de
banda estreita, ¢ devido a Stratonovitch [152], que generalizou uma técnica
anteriormente utilizada por Bogoliubov e Mitropolsky [26], aplicada em an4lises de
caracter deterministico.

Neste tipo de abordagem aproximada, aplicavel a equacoes de equilibrio da forma
() +eg(q.q,t)+wiq(t)=p(t) - (28D

emqueg (g, q,t)traduz as nao-linearidades do sistema, e p ({)é um processo de banda

larga, a resposta é analisada em termos da respectiva envolvente z e fase ¢, definidas
pelas relagoes

q(t)=z(t)cos[w,t+¢(t)] (2.52)
G(t)=-z(H)w,sen[w,t+¢(t)] (2.53)
Conjugando as equagdes (2.51) a (2.53), pode obter-se que [133]

p{t)

;3=—E-—g(zcos<1>,—zwnsends)sen@— sen ¢ (2.54)
wO o
: L
¢=—E-—g(zcos¢,—zwosen <I>)cos<1>—p( )coscb (2.55)
e€m que
P=w i+ (2.56)

Os segundos membros das equagoes (2.54) e (2.55) dependem ndo sé
explicitamente de z(t) e P (1), mas também de ¢(t) e tatravés dos termos de natureza
oscilatéria send e de cos¢. Como 0 andamento da envolvente = e da fase ¢ é
naturalmente caracterizado por variagbes muito lentas em sistemas de baixo
amortecimento, e em que a resposta € traduzida por processos de banda estreita, pode
introduzir-se uma aproximagao que consiste em substituir as componentes oscilatorias
por valores médios, calculados de forma deterministica, no caso das primeiras parcelas
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dos segundos membros das equagdes (2.54) e (2.55), ou de forma estocastica com base
num teorema limite utilizado por Stratonovitch [152] ¢ Khasminskii [88], no caso das
segundas, fun¢io também do processo estocastico de banda larga p ().

Seguindo essa via, € possivel demonstrar [133] que as equacdes (2.54) e (2.55)
podem substituir-se de forma aproximada por

nSp(wD,t)_\/nSp(w,,,t)w O

€
z=—0"0C + 2.97
€ S p(w,,t)
0= o= Galm) = W2 (2.58)
com
1 2%
Gl(z)=—2-R g(zcos@,—zwosen¢)sen¢d<b (2.99)
1 20
Gz(z)sﬁf g(zcos¢.—zwosen¢)cos¢d¢ (2.60)

em que S,(w,,1) €0 valor do espectro de poténcia evolutivo da excitagdo actuante

para w= Wy € W, (1) e w,(t)sdo dois ruidos brancos unitarios independentes. A
equagao (2.57) surge assim desligada da equagao (2.58), podendo ser representada na
forma diferencial traduzida pela equagao (2.6), pelo que z (1) pode ser interpretado
como um processo de Markov, cuja fungdo densidade de probabilidade de transi¢ao
p.(z|z,)éregulada pela equagdo de FPK [133]

op. :i[(_EGl(z)dnSp(wDJ)) ]+n8p(woJ)azpc

ot 2z W 2zws 2w dz?

(2.61)

equagio que, NO Caso de excitagdes estaciondrias, apresenta a seguinte solu¢ao exacta
conhecida :

. 2ew, 2
p(z)-—’Czexp{i—g%jf Gl(u)du> (2.62)
p o /¥ 0

Por outro lado, as equagdes (2.57) e (2.58) permitem também interpretar z(t) e
$ (1) como um processo de Markov bidimensional, ao qual esta associada uma outra
equacao de FPK que, comparada com a equacao (2.61), possibilita concluir que para
excitagoes estaciondrias

p(z,¢)=13(z)p(¢)=13(z)/2n (2.63)
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Deste modo, atendendo as relagdes entre (g, gle(z,¢) bem como 3 relagdo
Jacobiana entre fungées densidade de probabilidade [47], pode concluir-se também que
a fungio densidade de probabilidade correspondente 2 Tresposta estaciondria (g, g)é
dada por

p(g.q)= p(z) (2.64)

2w,z

com

2=y q?+(G/w,)? (2.65)

No caso particular de sistemas lineares, em que eg(q,q) = 28w, q, as equagoes
(2.62) e (2.64) conduzem exactamente as distribuicoes de Rayleigh e de Gauss.
Sendo a excitagio de cardcter nao-estaciondrio, a resolugdo da equagio de FPK

(2.61) torna-se extremamente dificil, dispondo-se apenas de uma solugo geral paraa
situagfo especifica de um sistema linear.

Como facilmente se compreende, a vantagem essencial deste método consiste em
substituir o problema da determinacéio da distribuicdo de probabilidade do processo de
Markov bidimensional ( G, d)por um problema andlogo em termos do processo de
Markov unidimensional relativo a envolvente =z simplificando consideravelmente o
problema em termos matemiticos, tornando-se vidvel posteriormente obter umg
aproximacao da distribuicao de probabilidade relativa a (g.qg)

2.4 - O METODO DE PERTURBACAO

O método de perturbacao é uma abordagem aproximada de anslise da resposta
aleatéria de sistemas ndo-lineares de N-GL, que se apoia directamente nas respectivas
equacoes de equilibrio dindmico.

Suponha-se estas equagées €xpressas sob a forma

M_c_’;;(t)+gg'(t)+!_<g_(t)+eg(g,g.t)=g"(1) (2.66)

€m que € constitui um parimetro de perturbagao, tradutor do grau de importancia das

nao-linearidades definidas pelo vector g( g 1@, 1), e considere-se que a solugdo g(i)
pode ser expressa através de um desenvolvimento em série de poténcias de ¢ isto &

g(t)=go(t)+Egl(t)+E2g2(t)+... (2.67)
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Entio, torna-se possivel, substituindo (2.67) em (2.66), reunindo os termos
correspondentes as mesmas poténcias de € € igualando-os a zero, transformar o
problema nao-linear traduzido pela equagio (2.66) na seguinte cadeia de problemas '

lineares
Mg, (1)+Cq,(1)+Kgq,(t)=p (D) (2.68)
Mql(f)+£Q1(f)+£Q1(t3=—Q(@_D'QD’U (2.69)

Desta forma, torna-se possivel obter a caracterizacio probabilistica da resposta
do sistema ndo-linear, recorrendo apenas a métodos de andlise de sistemas lineares.

Com efeito, desprezando o contributo dos termos correspondentes a poténcias de
e de ordem superior  primeira, e supondo a excitacao estaciondria, conclui-se da
equagdo (2.67) que o valor médio expectdvel da resposta é dado por

ﬂ_1q=E[g(i)]=E[go(f)]JfEE[gl(f)] (2.70)

obtendo-se os valores médios £[ g (1) ]e £[g, (t)]apartirda resolucio dos problemas

jineares traduzidos pelas equagdes (2.68) e (2.69), parao que se torna necessério calcular
o valor médio da excitagdo correspondente ao segundo problema, £ | g( g g,st))0
que pode ser feito a partir do conhecimento da distribuigio de probabilidade daresposta
correspondente ao primeiro.

Por outro lado, a matriz das fungoes de inter-correlagio instantdnea da resposta
é dada por

R (0)-ETqg" 1= Fla,al ]+ <{E[a,a7]+ Fla,a7 )] (2.71)

sendo o conmhecimento da matriz £{q,9 "1 decorrente da resolugao do primeiro
problema linear a que se refere a equagao (2.68).
O calculo da matriz £{q,q , ] pode, por sua vez, fazer-se tendo em conta que as

respostas g ,(t)eq, (¢)podem ser expressas sob a forma
g_ra(t)=f Eq(r)gq(t-—r)dr (2.72)

gl(t)=*£ n(1g(g,.4,t-DdT (2.73)

pelo que

21




Capitulo 2

Hlagl]=-["f Ry CEDELR (=)0 " (4404 - T ) IRT (1), d,
(2.74)

podendo o valor médio expectdvel £[ p(t-,) 97(g,.9,,t~T,)]calcular-se tendo

em considerag¢do a equagio (2.72), as caracterfsticas da excitagio aleatéria p(t)eas
propriedades dos processos gaussianos [50]. No entanto, o cilculo de £ [g,q9,]Indose
revela nada simples por esta via na maioria dos €asos.

Esta abordagem de analise da resposta, inicialmente utilizada por Crandall [50]
em sistemas de um ou dois graus de liberdade, foi posteriormente utilizada por Lyon
[104} em sistema continuos, ¢ por Tung [162], que baseando-se numa formulagio de
estado, conseguiu desligar as equagdes (2.68) e (2.69), criando um procedimento mais
simples de célculo da matriz das fungées de inter-correlagio da resposta em sistemas
de N-GL.

Astécnicas de perturbagio apresentam, no entanto, sérias restrigoes, naoséporque
autilizacio de termos do desenvolvimento em série (2.67) correspondentes a poténcias
de €superiores & primeira leva a clculos extraordinariamente pesados e trabalhosos,
mas também porque nio existe prova da convergéncia daquele desenvolvimento em
série.

A comparagao de resultados obtidos através desta técnica com os alcancados por
técnicas de simulagdo, ou com o recurso a solugbes exactas, permite porém concluir que
0 método de perturbagio conduz a boas aproximagoes desde que as ndo-linearidades
sejam pouco acentuadas.

2.5 - 0 METODO DE LINEARIZACAO ESTOCASTICA EQUIVALENTE

2.5.1 - Conceito de sistema linear equivalente

O método de linearizagdo estocastica equivalente teve a sua génese numa técnica
aproximada criada por Krylov e Bogoliubov [96] para analise da resposta de um sistema
ndo-linear a acgoes deterministicas, posteriormente generalizada por Booton [27) e
Caughey [40] ao caso de excitaghes aleatdrias.

Alideiabdsica subjacente ao desenvolvimento deste método consiste simplesmente
€M procurar aproximar a resposta do sistema nao-linear pela resposta de um sistema
linear equivalente, cujas caracteristicas sdo determinadas de modo a minimizar alguma
medida do erro cometido.
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Considere-se entio, para clarificar ideias, um sistema de 1-GL com
comportamento néo-linear em termos de amortecimento e de rigidez, sujeito a uma
excitagao aleat6ria, que vamos comegar por Supor estaciondria e de valor médio nulo,
sendo o equil{brio dindmico correspondente traduzido pela equagao

g +g(q.q,t)=pt)/m (2.75)

em que g(g,q,t)éuma fungio caracterizadora das nao-linearidades, suposta fmpar

em ge ¢, como sucede namaioria dos casos de interesse pratico, levando a que aresposta
g (t)tenha valor médio nulo por razoes de simetria.

A resposta deste sistema nio-linear pode ser aproximada pela resposta de um
sistema linear equivalente, caracterizado pelos pardmetros 3. € We obedecendo a
equagéo de equilibrio

G(OY+B. G +wigt)=pt)/m (2.76)

A fixagao dos valores de B, e W. ¢ naturalmente funcio da diferenca € entre os

primeiros membros das equagoes (2.75) e (2.76), sendo
e(t)=9(d,q,0)~B.gt)~wea(®) (2.77)

Um critério adequado para a escolha dos pardmetros do sistema linear equivalente
consiste em minimizar o valor quadrético médio F[€?], o que exige a satisfacao das
seguintes condicoes necessarias

) 24

——-aBeE[E] 0

-—a—E[e2]=O (2.78)
SWw,

Conjugando estas condigdes com a equagdo (2.77), e resolvendo as duas equagoes
resultantes em ordem a3 € wZ, resulta que

_Flq’IE[99(d, 1~ Flaq1E199(d.a)]
: E[q®1E[9%]- E[gd)?

(2.79)

w? = E[g%]1F[qg(q,9)1- E[gq)ELl4g(d.q)]
: E1q?1E1¢*1-Elqq]®

(2.80)

expressoes que se podem simplificar, tendo em conta que, sendo o processo de resposta

estaciondrio e de valor médio nulo

E[g*]=0? E[¢*1=0; E[qql=0 (2.81)
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pelo que
B=—HLD D2 £l99(4.q)) (2.82)
0 9q

Deste modo, os pardmetros definidores do sistema linear equivalente, 3, e w?,

Surgem expressos em fungio da propria estatistica da Iesposta, o que tende a dificultar
asua determinagio. No enténto, 0 problema pode ser ultrapassado se se Seguir uma via
iterativa, come¢ando por arbitrar valores iniciais para B, e w;, e calculando os valores
correspondentes de uZ e o2, Supondo-se a excitacdo actuante de natureza gaussiana, a
resposta do sistema linear equivalente sers do mesmo tipo, pelo que as varidveis (g, )
obedecem a uma distribui¢io de Gauss bidimensional, condicionada exclusivamente
pelos valores das varidncias o 2e0Z Por conseguinte, torna-se vidvel o cdlculo dos valores
medios EF{Gg(q,q )1 e E[qg(d,q)] tomando como base essa distribui¢io de
probabilidade conjunta, podendo posteriormente calcular-se os valores corrigidos def3,
ew} a utilizar na iteragao seguinte, e assim sucessivamente até que se atinja a desejada
convergéncia,

2.5.2 - Formulacio do método para sistemas de N-GL com
nio-linearidades simétricas sujeitos a excitacoes
estaciondrias de média nula

Embora o método de linearizagao estocastica equivalente tenha comecado por se
referir a sistemas nio-lineares de 1-GL sujeitos a excitagbes aleatérias [40], foi
posteriormente objecto de diversas contribuigdes (Foster [70], Yang [167], Iwan [81],
Atalik [11], Spanos | 146), Mason [106]) no sentido de o tornar aplicdvel, de uma forma
simples e eficiente, a sistemas de N-GL sujeitos a excitagdes estaciondrias ¢ mesmo
nao-estaciondrias.

Considere-se entio um sistema ndo-linear de N-GL sujeito a uma excitagéo
aleatéria gaussiana, que vamos comegar por supor caracterizada através de Um Processo
vectorial estaciondrio de valor médio nulo P (¢t} sendo o equilibrio dindmico respectivo
traduzido na sua forma mais geral pela equacio

9(q.9.q.t)=p(t) (2.83)

© que corresponde a admitir também ga possibilidade de ocorréncia de termos
nao-lineares fungio do vector de aceleracoes q(t) embora tal nio se verifique
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normalmente nos problemas de Dindmica Estrutural, onde as nio-linearidades incidem
geralmente sobre as matrizes de amortecimento ou de rigidez, ou seja apenas sobre 0s
termos fungio dos vectores de velocidades g (1) e de deslocamentos g (1

Suponha-se também que o vector g (q.q.,q,t)éimparem g, g e q, situacdo em

que se verifica a igualdade

9(q.4,4,t)=-9(-2,79,~¢:1) (2.84)

designando-se as nio-linearidades por simétricas [148], e assumindo entdo a média da
resposta £[g (t)]valor nulo por razdes de simetria.

O objectivo do método de linearizagdo estocdstica equivalente consiste neste caso
em aproximar a solugdo do sistema de equagdes diferenciais ndo-lineares (2.83) através
da solugio do seguinte sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem

Meg(f)“‘i_?ed(t)*{(_eg(tFEq(t) (2.85)

tradutor do equilibrio dindmico de um sistema linear equivalente, caracterizado pelas
matrizes de massa M , de amortecimento C , € de rigidez K ,, quando sujeito a mesma
excitagdo actuante.

A defini¢do daquelas matrizes € naturalmente funcdo da grandeza vectorial (1)
correspondente & diferenca entre 0s primeiros membros dos sistemas de equagoes (2.83)

e (2.85), ou seja

e(t)=g(4.9,9.0)- Mg~ C,a)-K,q(D) (2.86)

tornando-se necessdrio, para este efeito, minimizar alguma grandeza com ela
relacionada. Embora ndo exista um critério dinico de minimizacio para fixagdo dos
parametros do sistema linear equivalente (Patula e Iwan [120]), o procedimento
geralmente considerado como mais adequado, no caso de excitagdes de caricter
aleatorio, consiste em procuraf minimizar o valor médio expectvel do quadrado da

norma euclidiana do vector (1), ou seja

minimizar E[€"€] (2.87)

Em virtude das propriedades do operador & [ 1 esta condigio de minimiza¢ao

pode também expressar-se sob a forma

N
minimizar 2 E[ef] (2.88)
i=1
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representando €,a componente de ordem do vector € definida por (v. eq. 2.86)

N N N
E:(f)=Qf(Q,Q-st)“ Zm?jq"j(r)_ Z] Cieij(t)— Z kz'eij(t) (2.89)
i=1 i= i=1

e

em que 9,(q,q,q,!)representa a i-&simg componente do vector g, e m, ¢, e k°,
constituem os elementos da linha ze da coluna JdasmatrizesM ,C e K respectivamente.

Como a condigio (2.88) exprime a procura de minimiza¢io de um somatério de
Nparcelas nao-negativas, o critério usado equivale também & minimizacio de cadauma
das parcelas, ou seja corresponde a

minimizar £[e?] (2.90)

0 que exige a satisfacio das seguintes condigdes necessérias

2 2 o€,

—E[el]|=2F €, — |=0 (2.91)
amy; omy; .

a 2 aEI .

S E[ef1=2F| e, |=0 (2.92)
aC?j ) act‘j

2 Flef)=28| 2% o (t,j=1,2,...,N) (2.93)
—_— €)= Ef___ = L, J= 1y ey '
ak‘fj ' akf} j

Substituindo nestas equagoes a expressao de e, dada por (2.89), resulta que

N N N
meﬁ[@;@mZczE[qzqmZkﬁE[qtq,hE[q,gi(g'.g,gn (2.94)
i=1 =1 =1

N N N
Zsz[q[qj]JrZcﬁE[qzqmZfc;E[qtq,kE{q‘,-g;(g,g,gn (2.95)
1= I=1 l=1

N N N
D MAELG.q,1+ ) chElG,q,) ) Rafla.9,1=E1q,;0(9.9.9)1  (2.96)
{=1 i=1 Iy
(tL,7=1,2,...,N)
0 que equivale as seguintes relacées matriciais

M_BE[QQTMQEE[QQWgeE[gg’“kE[g(é,q,q)éﬁ (2.97)

MQE[QQTPQEE[QQTPEEE[QQTFE[Q(@ g.9)q"] (2.98)

MQE[QQT]J“EQE[QQT]‘fﬁgE[QQT]=E[Q(Q.Q-Q’)Q’T] (2.99)

26




Resposta Aleat6ria de Sistemas Nao-Lineares

Estas 3N equagdes, que fraduzem as condicOes necessarias para a satisfagdo da
condi¢ao de minimizacao (2.87), podem ainda expressar-se de forma mais condensada
se se introduzir o vector z, tal que

z"=1q".q"4") (2.100)
dando entdo lugar a relagdo matricial

KT

—_—

Efzz"1{ €. p=Elzg’(2)] (2.101)

-}

M T
No entanto, a satisfagdo destas equagdes por parte das matrizes M , C ,e K néo

garante necessariamente a minimizagao de £ [¢7 €] ou, 0 que é equivalente, de E[e],
porquanto as condigdes (2.91) a (2.93), que lhes deram origem, constituem condigoes
necessdrias mas nao suficientes para a ocorréncia de um minimo.

Importa por isso comparar o valor de F[eZ]relativoa M ,C e K como valor

correspondente £ €% lassociado a um outro qualquer terno de matrizes M., C.e K,

verificando-se as relagdes

er __ e e
my, =mg+ Amy;

e

el =ci+Acy (2.102)

k° =kfj+Ak§j

if
Utilizando, para esse efeito, um desenvolvimento em série de Taylor de £ € %]em

torno de m§, c i€k, ¢ tendo em consideragao que, sendo £ [ €2 Juma fungdo polinomial

quadratica daqueles pardmetros (v. eq. 2.89), sao nulas todas as derivadas parciais de
E[€2]de ordem superior a segunda, £ [ €2 Jpode exprimir-se através da equagao

N [9F[c? SE[€} SE[€?
E[Ef,]=E[Ei2]+Z [I]Amfﬁ [ ]Acfj+ J ]Akfj +
Sl emy; oci oky;

N { d%F[€?] 02E[€?]

™~

1
2.k,g=1 amikam“ aCikaC“

0%E[€ef]
o ——
okioki

d2F[€?
(il

e

e 2
kaDky+——
omgoch

) a
LAY iy

o oo OCELECT oo
mikAk”_"__—'—ACikAk“ (2-103)
akaak?[

22E[€?]

4—_
am?kak&
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Esta equagio pode ser substancialmente simplificada se, por um lado, se tiverem
presentes as condigdes (2.91) a (2.93), que obrigam ac anulamento das parcelas relativas
a0 somatério em J, e se, por ouiro, se proceder ao célculo das derivadas parciais de
segunda ordem cruzadas intervenientes nesta cquacao, tendo por base a equagio (2.89),
resultando [134]

] N ?
E[Eizi]z E[Ef]+§E{[z ((?)'Amfj-’-QjAclfQj-'-QjAk?j)] } (2.104)
/=

Desta forma, chega-se a importante conclusio de que

E[el]>E[e?] (2.105)

O que significa que, se existir um sistema linear caracterizado por matrizes de massaM ,

de amortecimento €. ¢ de rigidez X, satisfazendo a equagio (2.101), o valor
correspondente de F|e” €] nunca é maior que o relativo a qualquer outro terno de
matrizes M, C e K 7. Por outro lado, como a igualdade em (2.105) exige o anulamento
do somatério em jrepresentado na equacio (2.104), ou seja que

N
Z(@fM"LfﬁG;ACSﬁQ,-MZ-‘})=0 (2.106)
J=1 .

0 que equivale a dizer que as componentes do vector z"=[g",q", ¢ Isdo linearmente

dependentes em quaiquer instante do tempo ¢ conclui-se também que, se essas
componentes forem linearmente independentes, o valor de £ [e7€] correspondente s
matrizes M , C e K, constitui efectivamente um minimo absoluto.

Aindependéncialinear entre as diversas componentesdovectorz” =[g”, g7, 57}

€ alids também essencial para garantir a existéncia e unicidade do sistema linear
equivalente. Com efeito, para que a equagao (2.101) possa ser resolvida em ordem a
M, C ek, obtendo-se garantidamente uma solucio linica, é necessario que a matriz
das fungoes de inter-correlagio instantinea da resposta £{z2"] seja invertivel, e
portanto nao singular. Ora de acordo com a Teoria das Probabilidades [106], a matriz
E[z2"]é singular se e 56 se a probabilidade de pelo menos uma das componentes de
Zse poder exprimir como uma combinagdo linear deterministica das restantes for igual
aum,. Essa singularidade significaria alids, em termos fisicos, que o verdadeiro nimero
de graus de liberdade do sistema seria inferior a N, sendo pois sempre possivel eliminar
todas as equagdes de equilfbrio redundantes, por forma a garantir a nio singularidade
da matriz E[ zz Me a correspondente existéncia e unicidade do sistema linear

equivalente,
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Desta forma, a equagao (2.101) possibilita sempre a determinag¢do das matrizes
M, C eK  caracterizadoras do sistema linear equivalente, verificando-se apenas uma
dificuldade adicional decorrente de aquelas matrizes surgirem definidas em funcao da
propria estatistica da resposta desse sistema.

No entanto, o problema pode ser ultrapassado mediante o recurso a um
procedimento iterativo, em que as matrizes M , C e K, comegam por Ser arbitradas,
caracterizando-se posteriormente a estrutura probabilistica da resposta do sistema
linear correspondente, a partir da qual podem ser conhecidos 0s valores médios E[ 2z ]
e F[zg " (z)]constantes da equagao (2.101). Resolvendo esta equagio emordemaM ,
C,eK , obtém-se as versoes corrigidas daquelas matrizes a utilizar numa nova iteragao,
prosseguindo-se este procedimento até se atingir a desejada convergéncia.

2.5.3 - A hipdtese da natureza gaussiana da resposta e as condicoes
de Atalik-Utku

O calculo dos valores médios £{z 2 TleFElzg ¢ z)} intervenientes na equacao

(2.101), deveria em principio efectuar-se tomando por base a verdadeira distribuigdo
de probabilidade da resposta do sistema nao-linear, a qual pode assumir um caracter
néo-gaussiano, mesmo que a excitagdo actuante obedega a uma distribui¢ao normal.

Nio sendo obviamente possivel obter essa distribui¢dio, o método de linearizag¢ao
estocastica equivalente introduz uma aproximagio que consiste em passar a admitir que
ela coincide com a distribui¢do de probabilidade correspondente  resposta do sistema
linear equivalente.

Desta forma, e uma vez que a resposta de um sistema linear a uma excitacao
gaussiana é igualmente caracterizada por uma distribuicao normal, este método
pressupde também a natureza gaussiana do processo de resposta, hip6tese que, podendo
nao corresponder a verdade, constitui o principal aspecto restritivo desta abordagem
aproximada, nao possibilitando, em especial, avaliar as repercussoes  das
no-linearidades sobre as caudas da distribuiao de probabilidade correspondente a
resposta do sistema néo-linear, e impedindo, por este facto, uma caracterizagao
inteiramente correcta da probabilidade de sobrevivéncia ou de nao-excedéncia de
barreiras pré-definidas.

Tomando, porém, como boa tal aproximagdo, que € alids essencial ao
desenvolvimento do método de linearizagdo estocdstica equivalente, torna-se possivel
transformar a equagdo (2.101), obtendo uma forma mais simples e eficiente de
caracterizagdo dos elementos das matrizes M, C e K.
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Com efeito, pode demonsirar-se [11] que, sendog ( X Juma fung¢doreal do processo

estocastico vectorial gaussiano x (1), dispondo de derivadas parciais em ordem a cada
coordenada x,(¢)(i=1,2,..., N} e tal que se verifique a relagdo

N
[g(x)] < B EXp{ZxE'} (2.107)

i=]1

com a <z para algum valor de 3 e X qualquer, entio

FIXg()1=Elxx"] E[Vg(x)] (2.108)
em que V € o operador

Vo= 2 ° ° | 2.109

~ dxl ' axZ ’ v ’ axN ( ) )

Assim, lan¢ando mio desta propriedade dos processos estocdsticos gaussianos
vectoriais e pressupondo que as fungées g, ( z), tradutoras das nao-linearidades do
sistema em an4lise, respeitam as condigoes de aplicabilidade dessa propriedade antes
enunciadas, o que genericamente sucede, pode escrever-se que

E[EQT(E:_)]=E[§§T]E{{Z[g(z)]} (2.110)

€m que ./ [g(z)]é a matriz Jacobiana de g(z), pelo que, substituindo (2.110) em
(2.101), se obtém
K T
Flzz") € ) =Elzz"1E{J7g(2)]) (2.111)
MT
Admitindo-se que a matriz £ [2z7]éndo singular, por razoes Ja antes apontadas,
esta equacio apresenta pois a seguinte solucio tinica
K T
Co p=E{Jl1g(2)) (2.112)

—e

MT

Referindo-nos directamente as componentes g, g e g do vector % esta equacdo

pode escrever-se também sob a forma

30




Resposta Aleatdria de Sistemas Nao-Lineares

M, J . [9(q,9,2)]
C, p=F( 4,092, D] (2.113)
K Jl9(g.9,9)]

—

extraindo-se dela a conclusdo de que os elementos das matrizes M, C e K obedecem

as seguintes condicoes

a E ; 3 .!
m?j=5[_——-——g (gqg q—)} (2.114)
i
2 i q ] l:
cy;=E AL AL L L (g‘g 2) (2.115)
o2d ;
29:(q,9,
k§j=5[—g(—§f—g—)} (2.116)
]

Estas equagoes, devidas a Atalik e Utku [11], substituem pois com vantagem a
equagdo (2.101), desde que satisfeitas as condigdes consideradas na sua dedugio,
definindo de forma explicita os coeficientes das matrizes do sistema linear equivalente,
o que possibilita mesmo, em muitos casos de menor complexidade, uma solu¢ao analftica

directa do problema sem recurso a técnicas iterativas.
Estas equagoes permitem ainda constatar que as matrizesM ,C e K ,saosimétricas

NoSs casos em que as nio-linearidades estiverem associadas a potenciais v/ (g N4 (g_ Ye
U(q), de tal forma que as equagdes de equilibrio se possam exprimir sob a forma

=aW(g)+aV(g)+aU(g)
g aq; Clel:

9.(9.9,9) (2.117)

2.5.4 - Alguns aspectos praticos sobre a utilizacio do método

de linearizaciio equivalente

A formulagio do método de linearizagio estocastica equivalente, tal como foi
descrita nas duas secgdes anteriores, possibilita o facil desenvolvimento de rotinas de
calculo simples e eficientes, destinadas a caracterizacdo estatfstica aproximada da
respostade umsistema nio-linear de maltiplos graus de liberdade, com nio-linearidades
simétricas, a uma excitagao aleatéria traduzida por um processo estocastico vectorial
gaussiano estaciondrio de valor médio expectével nulo.
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Com efeito, quer a equagio (2.101), quer as condicées de Atalik-Utku, expressas
pelas equagoes (2.1 14) a (2.116), permitem definir 0s elementos das matrizes de massa,
de amortecimento e de rigidez do sistema linear equivalente em fungio das respectivas
caracterfsticas estatisticas da resposta, abrindo duas vias possiveis para a resolucio
pritica do problema.

A via mais geral, que possibilita o facil desenvolvimento de uma rotina de célculo,
mesmo no caso de sistemas de maior complexidade, consiste no recurso a uma técnica
iterativa, em que se comegam por arbitrar os valores iniciais dos elementos das matrizes
M, C,eK_, determinando em seguida a matriz de covaridncia da resposta do sistema
linear equivalente £ [z=z "1 Umavez conhecida esta matriz, podem calcular-se os valores
corrigidos de M, C.e K a utilizar na iteragdo seguinte, quer recorrendo 4 equagio
(2.101), o que envolve o cdlculo do valor médio E[ z QT( %J)]e ainversao da matriz
E[zz"] quer, o que ¢ substancialmente mais simples, utilizando as condi¢bes de
Atalik-Utku, (2.114) a (2.116), que fornecem directamente os elementos mi, cieky,
apartir do célculo dos valores médios expectdveis das derivadas parciais de 9:(q.q, q)
emordemadg, g, eq, respectivamente. Estes valores médios podem ser facilmente
quantificados com base nas propriedades dos processos gaussianos, devendo este
procedimento ser repetido Sucessivamente até que seja alcangada a necesséria

convergéncia.

Em certos casos de menor complexidade, pode no entanto seguir-se uma outra via
que, tomando por base as condigges de Atalik-Utku, possibilita mesmo uma resolugio
analitica directa sem recurso a quaisquer técnicas iterativas, Com efeito, sendo cada g,
fungio nio-linear de g, g e g, os valores médios das derivadas parciais indicados nas
equagoes (2.114) a (2.116) constituem momentos estatisticos conjuntos de ordem
normalmente superior 3 segunda, envolvendo as diversas componentes do vector

T _ r T =T
2 =19".g .91
Todavia, todos os momentos de ordem superior podem ser €xpressos em funcio

dos momentos de segunda ordem, através da aplicagio repetida da propriedade a que
se refere a equacio (2.108).

Por conseguinte, encontrando-se todos os parimetros caracterizadores do sistema
linear equivalente €xpressos em funcdo da matriz de covarifincia da resposta respectiva,
a resolugdo deste sistema linear, através de um dos métodos conhecidos para o efeito,
conduz directamente ag conhecimento da matriz £ [2z N

Ressalta pois claro, da descrigao sumiria destas duas vias possiveis de resolugio
do problema, que a forma utilizada por Atalik e Utku para traduzir as condigdes
necessarias para a minimizacio do valor médio £| gT €] veio introduzir no método de
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linearizagdo estocéstica equivalente uma consideravel simplicidade em termos de
utilizagao corrente, aumentando significativamente a eficiéncia das rotinas de calculo
em relacgdo a versdes anteriores do método apresentadas por Caughey [40], Foster [70]
e Yang [167].

Independentemente da 0p¢ao tomada quanto 2 utilizagdo de uma técnica iterativa
ou de resolugdo directa, o método de linearizagio equivalente envolve sempre a
resolugao de umsistema linear, o que pode naturalmente fazer-se recorrendo a qualquer
dos métodos referidos em [59).

Apesar disso porém, hd sempre vantagem em atender a alguns aspectos
particulares, no sentido de escolher a formulagao mais adequada a resolucao do sistema
linear, em especial quando se recorre a técnicas iterativas que envolvem a repeticao
sucessiva de célculos daquele tipo.

De uma forma geral, pode dizer-se que 2 escolha do método depende em larga
medida das caracteristicas da excitagdo actuante. Assim, sendo a excitagdo idealizavel
através de um ruido branco, a utiliza¢ao de uma formulagao de estado, envolvendo uma
abordagem no dominio do tempo, revela-se frequentemente vantajosa para estruturas
de dimensao média, podendo no entanto deixar de o ser 1o ¢aso de excitagoes coloridas,
particularmente aquelas ciue envolvem a introdugdo de préfiliros de ordem
relativamente elevada, ja que estes levam a um aumento significativo da dimensao do
problema, tornando-se entao preferivel seguir uma formulagio baseada nas relagoes
estocasticas excitagio-resposta no domfnio da frequéncia.

2.5.5 - Consideracio de nao-linearidades nao-simétricas ou de excitagdes

estacionarias de média nao-nula

O método de linearizagio estocdstica equivalente, tal como foi exposto até aqui,
pressup0e que as nio-linearidades do sistema, traduzidas pelo vector g (g.q,q)sdo
simétricas, facto que leva a que o valor médio expectavel da resposta E[ g (1)] seja nulo.

Embora se constate que essa hipotese corresponde efectivamente a maior parte
das nao-linearidades de interesse préatico, hd no entanto todo o interesse em identificar
as modificacdes a ter em conta nos €asos em que d fungio g (g, q,g)ndo € impar em

4 geq
Nessa situagio, o valor médio da resposta E[g(t)]deixa de ser nulo, mesmo que

o processo de excitagao tenha média nula, o que alids sucede também, guando o valor
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médio da excitagio £ DY t)]toma valor diferente de zero, qualquer que seja o tipo de
nao-linearidade.

Por conseguinte, os processos vectoriais estaciondrios de excitagdo e de resposta
podem considerar-se de uma forma geral expressos pelas relagoes

gq(t)=£j(t)+ﬂpq (2.118)
g(t)=go(t)+@q (2.119)

emque pJ(t)eq, (t)sdo os correspondentes processos de média nula, e m ,e€ 771 580

05 respectivos vectores de valores médios,
Substituindo estas duas relagées na equacio de equilibrio dindmico do sistema

nao-linear

9(q.9.q,t)=p(t) (2.120)

¢ aplicando o operador £ [ Jaambos os membros, resulta que

Flg(e,.q,.9,+m)1=m (2.121)

Lo
Subtraindo membro a membro cstas equagdes, obtém-se por seu lado
h(2,.9,.9,,m,,0)= pi(1) (2.122)
em que
E(Qﬁajgo.go'@q-f)=g(.'d_os;D,go+ﬂq,t)-ﬂg(éa,gosgwmm (2.123)

Desta forma, pode continuar a utilizar-se o método de linearizacfio estocistica
equivalente, aproximando a equagao (2.122) pela equacio

M,2,(D+C,0,(10+K g, ()= pi(t) (2.124)

correspondente ao equilibric dindmico de um sistema linear equivalente sujeito a uma
excitagdo traduzida pelo processo de média nula p 7 (¢} desde que simultaneamente se
tenha em consideragio a equagdo (2.121).

O estabelecimento de uma rotina de cdlculo iterativa pode assim contimar a ter
lugar, comegando por arbitrar os valores iniciais, ndo s6 das matrizes M, C,eK  mas
também do vector m , Dessa forma, resolvendo o problema linear a que se refere a
equacio (2.124), pode chegar-se ao conhecimento da matriz de covarincia da resposta
expressa em termos do processo vectorial z” = [ g7, 9,9} naturalmente coincidente
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comamatrizde covarianciarelativaaz T =[g7, g7, g7 poque possibilitanao s6 calcular
os valores corrigidos dos elementos das matrizes M, C,e K, do sistema linear
equivalente a partir das condigoes de Atalik-Utku, ou seja

o ah(éo’g_o’go’ﬂq)
me=E (2.125)
94 y;
. COR(G, T Do Ty |
=K Tol=e 20— (2.126)
L 2q;
COR(g, G, M )]
ki=E = ;o* —1 (2.127)
| q i

mas também estabelecer N equagdes algébricas com base na equagdo (2.121), que
possibilitam quantificar 0s valores corrigidos dos elementos de . 2 utilizar numa
iteracdo seguinte.

2 5.6 - Extensio do método 2 andlise da resposta a excitacdes
nao-estaciondrias modulaveis

O método de linearizacio estocéstica equivalente, para além de se revelar uma
formulagdo simples e eficiente, utilizavel para a andlise da resposta estaciondria de
sistemas nao-lineares de miuiltiplos graus de liberdade, apresenta ainda a grande
vantagem de ser facilmente extensivel ao tratamento de excitagoes nio-estacionarias.

A extensdo do método 2 andlise da respostaa excitagoes deste tipo é relativamente
recente, tendo sido objecto de diversas contribuigoes por parte de varios investigadores
[2, 106, 136].

A principal dificuldade nessa generalizagdo advém do facto de as caracteristicas
do sistema linear equivalente serem, como s¢ sabe, fun¢io da distribuigao probabilistica
daresposta, o que levaaque, tendo esta cardcter nao-estaciondrio, as matrizes de massa,
de amortecimento e de rigidéz do sistema linear equivalente deixem de ser constantes

no tempo.

Considere-se entdo um sistema nao-linear de N-GL, sujeito a uma excitagdo
aleatéria idealizada através do processo estocastico vectorial nao-estaciondrio p (1)
Supondo que as nio-linearidades se verificam exclusivamente nos termos que sdo fungao
de velocidades ou de deslocamentos & nao de aceleracoes, como alids costuma suceder
nos problemas de Dinamica Estrutural e de Engenharia Sfsmica, a equagéo de equilibrio
dindmico correspondente toma a forma
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Mg(t)+g(g._q,t)=g3(t) (2.128)

Ou, em termos de varidveis de estado, com y'=1g".¢7]

2(t)=g(z,5)+£(t) (2.129)

com

a( x)={ g } x(t)= 2 (2.130)
=T M e X M pict) |

Comecando por supor também, por simplicidade, que as nao-linearidades tém
natureza simétrica e que a excitacao tem valor médio nulo, a solucio daquele sistema
de equagGes diferenciais nao-lineares pode ser aproximada através da solucdo do
seguinte sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem

Mg+ C (Mg(D+K (gt = pi(t) (2.131)

tradutor do equilibrio dinirico de um sistema linear equivalente, cujas matrizes de
amortecimento e de rigidez sio funcio do tempo.

Introduzindo o vector de estado ¥ (1} este sistema pode também ser transformado
num outro de 2N equagdes diferenciais de primeira ordem, obedecendo i relacio
matricial

Z(t)=ﬁg(t)z(t)+z(t) (2.132)

em que

0 I
ﬂg(r)=[_ﬂ_1£m “M‘IEQ(U] (2.133)

A semelhanga do sucedido na anilise da Tesposta estaciondria, a definigio das
matrizes C () e K, (t)decorre da minimizacio de alguma grandeza relacionada com
anorma euclidiana do vector e(¢) correspondente 2 diferenca dos primeiros membros
das equagdes (2.131) e (2.128), ou seja

E(t)=Q(glg.f)—Eg(K)Q(U‘KQQ(U (2.134)

Utilizando como critério para a determinagio dos valores instantineos dos
elementos das matrizes de amortecimento ¢ de rigidez, a minimizagio do valor médio
expectével do quadrado da norma euclidiana do vector €(1) ou seja

minimizar Ele()Te(t)] (2.135)
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pode facilmente concluir-se, seguindo um raciocinio semelhante ao utilizado em 2.5.2,
que as condi¢des necessarias para a satisfagdo da condi¢do de minimo podem ser
expressas pela relagdo matricial

W’

c ('

—e

K
E[y_(t)z(t)T]{ >=E[3_/(t)g(y,t)T] (2.136)
Por outro lado, admitindo novamente o cardcter gaussiano da resposta, as
condigoes de Atalik-Utku podem ser facilmente generalizadas ao caso da resposta
nao-estaciondria, obtendo-se que

2g.:(q.q.,t 2g:.(q,q.t
et ()=E _ﬂg_) K (t)=FE Eﬁg__) (2.137,138)
i i
ou, 0 que é equivalente
da,;(y,t
a?,-(t)=E[~————a(3 )] (2.139)
J

sendo a{, (1) o elemento da linha ¢ e da coluna jda matriz ﬁe(t), ea,(y,l)a i-ésima
componente do vector a (y,t)

Por conseguinte, a andlise estocéstica da resposta ndo-estaciondria do sistema
nio-linear pode continuar a realizar-se de forma aproximada através do método de
linearizacdo equivalente, utilizando ao longo de sucessivos instantes de tempo uma
técnica iterativa semelhante 3 j4 anteriormente descrita para a andlise da resposta
estaciondria.

A (nica diferencga reside no facto de as matrizes de amortecimento e de rigidez
do sistema linear equivalente nao serem invariantes no tempo, facto que aliés exige a
introdugdo de algumas modificagdes em relagio a formulagdo de estado aplicada ao
tratamento de sistemas lineares [59].

Com efeito, sendo a matriz A, fun¢do do tempo, a solucio de um sistema de

equagdes diferenciais determinfsticas com a forma da equagao (2.132), passa a ser {5]
_z(i)=Z(t)s_/(O)Jf}_’(t)'ﬁtZ_I(T)E(T)dT (2.140)
em que a matrizY (1) €a solugio da equagio homogénea
Y =AY (2.141)
com a condi¢ao inicial
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Y(0y=1 (2.142)

sendo
_):(t)=exp{f:ég(u)du} (2.143)
(o}

Por outro lado, a evolugio temporal da matriz de covaridncia instantanea da
resposta € definida, de acordo com [59], pela equagio

B, (D=4 (Dp 1)+ b, (DA, + ELx (Dy ()T 1+ Ely () x (1)) (2.144)

podendo, entdo, as terceira e quarta parcelas do segundo membro eXprimir-se
exclusivamente em fungao das caracteristicas da excitagao actuante e do sistema linear
com base na equacio (2.140).

Assim, multiplicando ambos os membros desta equacio por x(t)"e aplicando o

operador £[ ] obtém-se que
E[a_/(t)g(tf]=z(r)5[z(0)5(tf]+z(t)fo YO E[x () () 1d T (2.145)

concluindo-se pois que, se as condigdes iniciais nio estiverem correlacionadas com a
excitacio actuante

E[z(t)z(tfkz(r)f{”(r)E[o_c(r)g(r)T]dr (2.146)
0
sendo
Elx Oy 1= {ELy )’ )y7 (2.147)
Um caso particular de especial interesse é aquele em que a excitagio é tal que
pItY=6()p(t) (2.148)

sendo € (¢ )uma matriz de fungdes de modulacio deterministicas e £7(t)um processo

estocastico vectorial estaciondrio, verificando-se entao, tendo em conta (2.130), que

0 0
=l - - T
E[x(T)x (1) ]—[9 M'IQ(T)EM(I—T)Q(UTM'I } (2.149)

sendo R (-T1)= E[p"(t)pi(t)T]
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Se, para além disso, 0 processo p 7( tYfor do tipo ruido brarnco, caracterizado por

uma matriz de densidades espectrais constantes 57 °* tal que

gpq(t—r)=2n§f"6(t—r) (2.150)
a equagdo (2.149) da lugar a
0 0
E D 1=2nd(t- - e r 15
[x(t)x(t) =218 -T) 0 MTo(r)S” oty M’ (2.151)

Assim, substituindo (2.151) em (2. 146), e atendendo as propriedades da funcao
impulso, obtém-se que

E[y(t)x (1) 1=n8 (1) (2.152)

sendo

0 0
S =| -q T .
S, (L) [9 M_lg(t)gf QmTMfl ] (2.153)

0 que permite concluir que ‘a evolugdo temporal da matriz de covaridncia instantinea
p, (1) éregulada pela equagdo (v. eq. 2.144)

L (D= A,0p, O+, (HA,0 218,10 (2.154)

Nestas condicoes, a andlise da resposta nio-estacionaria de um sistema nao-linear
auma excitagio de tipo ruidobranco modulado pode continuar a fazer-se desenvolvendo
uma rotina de célculo iterativa, cujas diferencas essenciais em relagio ao procedimento
utilizado no caso de excitagdes estaciondrias consistem, por um lado, em os pardmetros
dosistema linear terem de ser recalculados ao longo de sucessivos instantes, €, por outro,
a determinagdo da matriz de covaridncia instantinea da resposta do sistema linear
resultar da resolugdo do sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem a que s¢
refere a equagdo (2.154) e ndo da resolugio de uma equagao algébrica de Liapunov.

Esta técnica pode inclusivamente ser estendida ao caso de excitagdes coloridas
moduladas mediante o recurso a filtros, a semelhanca do que foi j4 anteriormente
referido para os sistemas lineares. O finico inconveniente desta via pode consistir num
grande aumento da dimensao do vector de estado y (1) em resultado da consideracao
das equagoes de equilfbrio do conjunto sistema-filtro. Uma técnica alternativa
introduzida por Sakata e Kimura [136] consiste em calcular as terceira e quarta parcelas
do segundo membro da equagao (2.144) através de um algoritmo recursivo.
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E de realgar ainda que, embora g formula¢do desenvolvida neste ponto tenha
bressuposto a existéncia de uma excitagio de média nula e de nédo-linearidades
simétricas, ela é muito facilmente generalizivel aos casos de excitaghes de média
nio-nula e/ou de nio-linearidades nao-simétricas, havendo apenas que proceder entio
a introducio de modificagbes em tudo semelhantes s referidas em 2.5.5. Um outro
procedimento pode, no entanto, também ser seguido. Com efeito, podendo o processo
de resposta decompor-se em cada instante em duas componentes, de acordo com a
relacio

YO =m (t)+y (1) (2.155)

sendo 1 (¢) o valor médio expectivel do processo de resposta e y (t) um processo

vectorial de valor médio nulo, a €quagdo (2.132) pode passar a escrever-se sob a forma
Z(i)=gg(t)+£g(t)3_/o(t)+§(t) (2.156)

em que

a,()=4,(Om (1) (2.157)

Considerando o vector €(¢) definido pela difereﬁga dos segundos membros das
equagdes (2.129) e (2.156), ou seja

E(U=9(1,t)—ge(t)“£e(t)zo(!) (2.158)

e impondo, como é habitual no método de linearizagdo estocistica equivalente, a

minimiza¢io do valor médio do quadrado da respectiva norma euclidiana, pode

concluir-se, tendo em conta as seguintes condicdes necessérias 3 satisfacdo daquela
condi¢do de mfnimo

ﬁ%}ﬂw -—____aE[C)E;;J_I)Z]=o (2.159)

que o vector o, (1) e a matriz A (1) devem verificar as seguintes relacoes
a,()=Ela(y,t)] (2.160)
ﬁg(t)E[zn(t)zo(t)T]=E[g_(z,f)zo(f)T] (2.161)

Desta forma, uma resolucgao iterativa do problema torna-se também possivel com
base nestas duas equagoes. Assim, uma vez arbitrados os valores iniciais de a, (t)e
A, (1), pode determinar-se a matriz de covarifincia instantinea da resposta do sisterna
linear através da resolugio do sistema de equacgdes diferenciais
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ROV ROINOML u, (DA +2nS, (1) (2.162)

Uma vez conhecida a matriz de covarifincia L y(t), bem como o vector de valores

médios m_ () através da equagdo (2.157), torna-se vigvel calcular os valores médios
constantes do segundo membro das equagoes (2.160) e (2.161), e a partir daf recalcular
os valores de a,(t) e 4,(1)a utilizar numa iteracio seguinte, para o que se torna
necessdrio proceder a inversao da matrizp (t) = Ely (DY, (t)Y'1

2.5.7 - Precisio dos resultados obtidos

A precisao do método de linearizagao estocdstica equivalente pode ser analisada,
quer confrontando os resultados obtidos através dele com solugdes exactas alcangadas
com base na equagio de Fokker-Planck-Kolmogorov, quer recorrendo 4 comparagao
com os valores conseguidos mediante simulagfes numeéricas.

O recurso 2 primeira via fica no entanto limitada aos casos em que a resposta ¢
markoviana e estacionéria, e em que, por outro lado, a correspondente equagao de FPK
apresenta uma solugao exacta conhecida. Apesar destas fortes restrioes, esta via foi
utilizada por diversos autores, designadamente por Iwane Yang [86], Yang [169), Atalik
[12], Roberts e Spanos [134].

A utilizagdo de técnicas de simulacao digital assume assim a maior importancia
no caso de sistemas ndo-lineares de multiplos graus de liberdade e de excitagdes de
natureza quer estacionéria, quer ndo-estacionaria, tendo esta via sido seguida também
com idéntico objectivo por vérios investigadores, como € o €aso de Spanos [148}, Iwan
e Mason [83] e Sakata e Kimura [136].

Desses estudos, bem como dos exemplos de aplicagdo apresentados no final dos
capitulos 2 e 3 da presente monografia, tratados com base em programas de célculo
propositadamente elaborados, pode retirar-se a conclusdo essencial de que o método
de linearizagdo estocistica. equivalente conduz a excelentes aproximagdes dos
momentos estatisticos de primeira e segunda ordem da resposta, verificando-se que 08
erros relativos encontrados (na gama dos 0 a20%) sdo relativamente reduzidos, mesmo
em muitos casos de nao-linearidades acentuadas, sendo perfeitamente tolerdveis no
dominio das aplicagdes praticas em engenharia de estruturas.

Apenas no que respeita 4 caracterizagao das caudas da distribuicéo probabilistica
daresposta, €que 0 método de linearizagio equivalente nao € geralmente considerado
tao fidvel, j4 que, baseando-se na hip6tese de natureza gaussiana da resposta, nao torna
possivel avaliar os efeitos das ndo-linearidades sobre a resposta nao-gaussiana do
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resposta.

Apesar de tudo, convir realcar que, mesmo deste ponto de vista, os erros
cometidos sao em muitos casos pouco relevantes, em particular no dominio da
engenharia sismica, em virtude do elevado grau de incerteza associado a caracterizagio
da excitacio actuante.

2.6 - 0 METODO DE NAO-LINEARIZACAO ESTOCASTICA EQUIVALENTE

A descrigio anteriormente efectuada do método de linearizagdo estocistica
equivalente, embora tenha contribuido para salientar as suas notaveis potencialidades
como forma de abordagem aproximada da resposta aleatéria estaciondria oy
naoc-estaciondria de sistemas néo-lineares de multiplos graus de liberdade, permitiu
também identificar o sen principal ponto fraco, que consiste na impossibilidade de
PIever em que medida as nado-linearidades do sistema podem originar afastamentos
significativos da verdadeira_distribuigéo nac-gaussiana da resposta em relagdo a
distribuigdo normal obtida, facto que, em diversos casos, inviabiliza um rigoroso

tratamento dos problemas de primeira passagem.

Sendo esse aspecto uma consequéncia da substituicio do sistema néo-linear por
um sistema linear equivalente, o que leva a que, sendo a excitacdo gaussiana a resposta
também o seja, pode pensar-se em ultrapassar aquela dificuldade tomando antes como
sistema equivalente um outro sistema ndo-linear, mas cuja solugdo exacta seja
conhecida.

Esta abordagem alternativa, conhecida por nao-lineariza¢io estocéstica
equivalente, foi introduzida Tecentemente por Caughey [43], sofrendo no entanto das
fortes limitages j4 conhecidas relativas a razoabilidade da aproximac¢io markoviana
daresposta e ao conhecimento de solugdes exactas da correspondente equacio de FPK.

No caso de sistemas nao-lineares sujeitos a excitacdes aleatorias estaciondrias, esta
via torna porém possivel conseguir, em diversos casos, aproximacées bastante precisas
da distribuicdo de probabilidade nio-gaussiana da ICSposta, e consequentemente
estimativas rigorosas da fiabilidade do sistema.

A titulo de exemplo, considere-se um sistema néo-linear de 1-GL sujeito a uma
excitagio gaussiana estaciondria g (1)idealizada através de um rufdo branco de média
nula e densidade espectral S, sendo a respectiva equacao de equilibrio dindmico

d(t)+gl(Q’q’t)+g2(Q!t):w(t) (2.163)
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em que as fungdes g, €92 traduzem as ndo-linearidades existentes.

Embora a resposta do sistema possa ser traduzida por um processo de Markov, a
correspondente equagdo de FPK ndo tem solucdo exacta conhecida. O mesmo nao
sucede porém com o sistema nio-linear a que se refere a equagao de equilibrio

G(ry+h(V)g(t)+g,(g,t)=wll) (2.164)

sendo (V' )uma fun¢do da energia total

N2

V=9'2—+U(q) (2.165)

com

q
via)- [ "gu(a)da (2.166)
ao qual se encontra associada uma equagdo de FPK cuja solugiio exacta é (v.eq. 2260 ¢
2.29)

|
nS,J0

\
p(q,,cir)=Ce><p{- h(u)du] (2.167)

Por conseguinte, a resposta do sistema ndo-linear a que se refere a equagao (2.163)
pode ser aproximada pela resposta deste outro sistema nao-linear, desde que a funcao
h (V) seja escolhida por forma a minimizar o valor quadratico médio da diferenca entre
os primeiros membros das equagoes (2.163) e (2.164), ou seja

minimizar F[e?] (2.168)
em que
e(t)=g,(g,q,.t)-h(V)q) (2.169)
A definicao de h(17) pode ser realizada através do produto

h(V)=c (V) (2.170)

em que i, (1) €éuma funcio arbitrada em fungao das caracteristicas de g, (g.q.,t) €
¢, é uma constante escolhida por forma a verificar-se a seguinte condi¢ao necesséria

para a minimizagao de £ €]

dE[€?)]
dc,

=0 (2.171)
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Impondo a satisfacio desta condi¢io, e atendendo 3 equagdo (2.169), pode obter-se
que

o ELGh.(V)g,(g.9)]

2.172
E[q%h, (V)] ( )

Nestas condi¢oes, o valor da constante ¢, caracterizadora do sistema nao-linear

equivalente, pode ser quantificado, calculando-se os valores médios indicados nesta
equagio com base na funcio densidade de probabilidade conjunta p(q,qg) expressa
pela equacio (2.167), a qual é também fun¢io de c..

Uma vez determinado o valor dessa constante, a distribui¢io de probabilidade da
resposta do sistema em anlise ¢ definida pelafun¢io p(q,g)a que se refere a equacio
(2.167) com h (17 ) = C.h, (V)

Como é evidente, a precisio dos resultados encontrados depende da funcaoh, (1)

arbitrada, aumentando naturalmente 4 medida que a funcioc, i, (1) gtenda a melhor
ajustar-se a fungdo g, (g, q).

2.7 - 08 METODOS DE TRUNCATURA GAUSSIANA E NAO-GAUSSIANA

A completa caracterizagio da estrutura probabilistica instantdnea da resposta do
sistema nao-linear a que se refere a equacdo de equilibrio dindmico (v. eq. 2.2)

Y =aly.t)+x(t) (2.173)

pode ser efectuada nio s6 através do conhecimento da hierarquia de funcées densidade
de probabilidade multidimensionais Pa(Y) como também através das hierarquias de
funces caracteristicas €, ( 9), de momentos estatisticos 1, (Yo Y500 Y ) ou de
cumulantes k(¥ ,,Y ,, ¥ )sendoY =y ()en=2N

Poroutrolado,a familia de fung¢des densidade de probabilidade p, ( ¥ )do processo

ndo-gaussiano de resposta é susceptivel de um desenvolvimento em série em termos
das fungoes homélogas PR(Y), correspondentes ao processo vectorial gaussiano de
iguais cumulantes de primeira e segunda ordem, e dos quasi-momentos
(Y, Y ;... Y ) de acordo com a seguinte expressio (v. eq. A.34)

= (1) & d ) o
pn({)t{]-'-z(rl) Z br(yi’yj""’yt)'(g_}/—‘)(a}/ )"(53/—)}105():)
r=3 : ] i i {

g, I=1

(2.174)
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Podendo os quasi-momentos relacionar-se com os cumulantes (v. eq. A.31) e estes
com 0s momentos estatisticos (v.eq. A.13a A.16), as fungoes densidade de probabilidade
multidimensionais nao-gaussianas p (Y ) podem ser definidas de forma aproximada a
partir do conhecimento dos momentos estatisticos da resposta até uma dada ordem,
efectuando uma truncatura do desenvolvimento em série expresso pela equagio (2. 174),
de forma a ter apenas em consideracao o contributo de um certo nimero de termos
desse desenvolvimento.

E nessa ideia alids que se baseiam 0s chamados métodos de truncatura, que
apoiados na Teoria dos Processos de Markov e nas regras matematicas do Calculo
Estocéstico, procuram gerar equagoes de momentos estatisticos da resposta de ordem
sucessivamente crescente, por forma a possibilitar a sua determinacao.

Por essa razdo, a aplicabilidade de tais técnicas de geragdo das equagoes de
momentos exige que a excitagao actuante seja idealizével através de um ruido branco
(estacionério ou ndo-estacionario), ou que, caso tal ndo se verifique, possa ser
interpretada como a resposta de um filtro a uma excitagao desse tipo, traduzindo ja a
equagao (2.173) o equilibrio dindmico do conjunto sistema-filtro. Por outro lado
também, as nio-linearidades traduzidas (v. eq. 2.1) através das fungbes g,(q,q,1t)
devem poder ser expressas,‘ pelo menos de forma aproximada, através de uma soma
algébrica de produtos de poténcias inteiras das componentes degeq.

A truncatura da hierarquia das equagdes de momentos levanta porém um
problema fundamental, que consiste na impossibilidade aparente de fechar o sistema
de equagdes resultante, devido ao aparecimento de momentos de ordem superior ao
nivel de truncatura utilizado, por efeito dos termos nio-lineares, o que leva a existéncia
de um namero de incognitas superior ao plimero de equacgoes.

Esse problema ndo € no entanto insoltivel, podendo ser ultrapassado truncando o
desenvolvimento emsériede p, (¥ )apésumnimero adequado de termos, € exprimindo
os momentos de ordem superior em fungao dos de ordem inferior, & custa das relagdes

ja conhecidas entre momentos e cumulantes ou momentos & quasi-momentos.

O nivel mais baixo de truncatura corresponde naturalmente a tomar €m
consideracao exclusivamente 0 primeiro termo do desenvolvimento em série (2.174),
ou seja, a assumir que a resposta é caracterizada por uma distribuigao normal, a qual
é, como se sabe, nnicamente fungdo dos momentos estatisticos de primeira e segunda

ordem.

Por conseguinte, a determinagao desses momentos, que constituem o vector dos
valores médiosm _({)ea matriz de covaridnciap (1), exige a escrita das duas equagoes
que regulam a respectiva evolugio temporal.
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A primeira dessas €quagoes pode obter-se aplicando o operador £[ ] equagdo
(2.173), donde resulta que

m, ()= Ela(y.t)]+m (1) (2.175)

Uma segunda €quacdo, regulando a evolugio temporal da matriz de covariancia
K, (1), pode obter-se directamente da T eoria Matemética das Equacées Diferenciais
Estocasticas [135] sendo

gy(t)=E[g(z,t)za(t)T]+E[zo(t)g(z,t)T]+2n§0(t) (2.176)
em que

Y, (D =y(t)y-m_(¢) (2.177)

e S, (1) representa a matriz das densidades espectrais conjuntas relativas ao processo
vectorial de excitacio do tipo rufdo branco gaussiano evolutivo de valor médio nulo
X, =x(t)-m (1)

A titulo exemplificativo, e no sentido de facilitar a compreensio da forma de
aplicagdo pratica do método de truncatura gaussiana, considere-se o seguinte sistema
nao-linear de 1-GL com uma néo-linearidade ciibica em termos de rigidez, cujo
equilibrio dindmico € traduzido pela equagio diferencial de segunda ordem

d()+ecq+eq(t)®=w(e) (2.178)
0u, 0 que € equivalente, pelas duas cquagoes diferenciais de primeira ordem

y(t)=aly,t)+x(t) (2.179)

com

_ q“)} ={ qact) } ={ 0 } 2.180
() {Q(t) aty,t) —cq(t)y-eq(t)® x(8) w(t) (2. )

-

sendo w (¢ Jumruido branco gaussiano de valor médio nulo e densidade espectral S, (¢).

Da aplicacdo das equagoes (2.175) e (2.176) a este caso concreto, resulta entio

que
E Ely,]
E{ [3’1]}= SO (2.181)
at\Ey,] —cE[y,]-€E[y])
E[E[ym] E[ylyﬂ} 2E[Y:1Y,] Elyal=cEly\y,1-eE[yi] +[0 0 ]
2t E(yay1] Elysy,) E[yé]—cE[y,yQ]—eE[yf] - 2cE[y3]-2eE[yly,] G 2ns, ()

(2.182)
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Estas relagdes matriciais representam pois um conjunto de equagoes diferenciais
de primeira ordem, que regulam a evolugao temporal dos elementos do vector dos
valores médios e da matriz de covariincia da resposta, as quais degeneram num simples
sistema de equagdes algébricas no caso de a excitagdo apresentar natureza estacionaria,
em virtude do anulamento dos primeiros membros.

Supondo, por uma questao de simplicidade, que aexcitagao actuante é estaciondria
(S,.(t)=3S,), e tendo em consideragdo que, sendo o seu valor médio nulo e as
nio-linearidades de natureza simétrica, E{Y 1= 0, todos 0s momentos estatisticos da
resposta de ordem superior & segunda, intervenientes nas equagoes (2.181) e (2.182),
nomeadamente

m30=E[y?] m40=E[y‘i] m31=E[3’?yZ] (2.183)

podem ser facilmente €Xpressos €m fungio dos momentos de primeira e segunda ordem,
tendo em conta as relagoes momentos-cumulantes traduzidas pelas equagoes (Al7)a
(A.22),bem como o facto de todos os cumulantes de ordem superior 3 segunda, relativos
a uma distribui¢ao de Gauss, serem nulos, obtendo-se desse modo que

Ely3]=0  Ely}1=3(E(yiD’ Elyly,1=3E[yi1E[y1y.) (2.184)

Desta forma, as equagdes indicadas por (2.181) séio automaticamente satisfeitas
comE[y,]=Ely.]=0,a0passoque (2.182) d4 origem a um sistema de trés equagoes
a trés incognitas, E[v3], EL v2le E[y1Y2)} que uma vez resolvido permite saber que

Elyil=Elg7] Scc (2.185)

1S,
E{y31=Flg" 1= (2.186)

E{y,y.1=Elqq]=0 (2.187)

ficando assim completamente caracterizada a distribui¢io de probabilidade gaussiana
que aproxima a distribuigdo de probabilidade da resposta do sistema nao-linear.

Baseando-se quer o método de truncatura gaussiana, quer o método de
linearizagdo estocéstica equivalente, na hip6tese de que a distribuigao probabilistica da
resposta segue a lei normal, torna-se interessante comparar 0s resultados acabados de
obter com os correspondentes 4 resposta do sistema linear equivalente, cujo equilibrio
dinamico é traduzido pela equagao

G+ c g (1) +kq(t)=w(t) (2.188)

ou, em termos de variaveis de estado

47




Capituio 2

2(1)=_{191(E)+£(I) (2.189)

com

O RO N |
o7 g, ¢, x(1)= w(t) (2.190)

Com efeito, sendo as condigoes de Atalik-Utky CXpressas, em termos de uma
formulagio de estado, pela relagao

2a,
af,:E[—] (2.191)

4 matriz A, caracterizadora do sistema linear equivalente, pode expressar-se em

fungao das caracteristicas da Tesposta através da equacio

podendo pois chegar-se directamente ap conhecimento da matriz de covariincia
instantinea da Tesposta através da resolugio da equacio de Liapunov

A, A v 2ns =0 (2.193)

ou seja
{ 0 ]][ Fyi) E[ylyz]}[ Ely3) E[ylyz]][o —3&E[yf]]=[0 0 ]
TSCELY —e[Flyival Eiv2) || Eiy iy Ely:) (L1 -c 0 -2us,
(2.194)

Resolvendo esta equagdo em ordem a £{y 2], ElyZleF[y, Y 2] conclui-se que a

matriz de cbvariéncia instantdnea da resposta alcangada pelo método de linearizagao
estocastica equivalente apresenta exactamente a mesma constituicio que a obtida
atraves do método de truncatura gaussiana (v. eq. 2.185 a 2.187), sendo por outro Iado
0 erro relativo cometido em termos da variéncia |1, = E[ ¥$l em relagdo a solugio
tedrica exacta

2 ns,

He=FE[y¥7]=0,6760 e (2.195)
obtida com base na equagao de FPK [132), de 14,6%, ou seja 7,6% em termos de desvio
padrio o, sendo de realgar que esse erro é independente do pardmetro € de cuja
grandeza depende a importancia das nao-linearidades do sistema,
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A coincidéncia dos resultados encontrados com base nestas duas diferentes
formulagoes nio é todavia acidental.

De facto, a questdo da comparagdo das técnicas de truncatura gaussiana e de
linearizacdo equivalente foi objecto de grande atengdo e de alguma polémica por parte
de diversos investigadores, designadamente por Dashevskii [61-63], Crandall [53], Wen
[172], Iyengar ¢ Dash [80], tendo todas as davidas sido esclarecidas num artigo recente
de Wen-Fang Wu [180], que veio comprovar que ambas as abordagens conduzem
efectivamente aos mesmos resultados.

Com efeito, é f4cil verificar que assim €, s€ N0S referirmos ao caso mais geral em
que o equilibrio dinamico do sistema linear equivalente, correspondente a equacao
(2.173), é traduzido por

y(t)y=A (Dyty+x{t) (2.196)
ou, se se preferir, pela equacao

y(t)=a, (t)+ A1)y, O+ x(1) (2.197)

devendo o vectora,(l)ea matriz A (1) satisfazer as equagoes (v. eq. 2.160 e 2.161)
gg(t)=E[g(z,t)] (2.198)

RORYA e N O THON (2.199)

De facto, a evolugdo temporal do valor médio da resposta do sistema linear é
obtida aplicando o operador £] ]2 equagio (2.197), resultando que

INORERORING (2.200)

a0 passo que a correspondente matriz de covariincia evolutiva obedece 2 equagio (v.
eq. 2.154)

b (1) = A, (O, (1)1, (DA, +235, (1) (2.201)

pelo que, atendendo as equagoes (2.198) € (2.199), se pode escrever que

(1) = Elaly, D]+ m (0 (2.202)

i, ()= E[E(B_/;E)l_lo(t)T]*‘E[)_/o(t)c_l(z,i)T]+2n§0(t) (2.203)

49




Capitulo 2

Por conseguinte, pode constatar-se que estas equagoes, nas quais se baseia o
método de linearizagio estocdstica equivalente, sdo inteiramente coincidentes com as
equagdes (2.175) e (2.176), em que se apoia 0 método de truncatura gaussiana
anteriormente exposto, pelo que, sendo os valores médios indicados em todas essas
equacoes calculados admitindo que a distribnigdo de probabilidade da resposta obedece
aleinormal, os resultados obtidos porambos 0s métodos si0 naturalmente coincidentes,

A aproximagio da verdadeira TeSposta nao-gaussiana do sistema nao-linear pode,
no entanto, ser melhorada mtroduzindo um nivel mais elevado de truncatura do
desenvolvimento em série da fun¢io densidade de probabilidade pluridimensional
Pr{Y), expresso pela equagio (2.174), sendo o rigor daquela aproximagao tanto maior,
quanto maior for o ntimero de termos considerados.

Deste modo, a utilizagdo de um método de truncatura nao-gaussiana leva a que a
caracterizacao da densidade de probabilidade p , ( Y )passe a ser nao s6 dependente do
conhecimento dos momentos estatisticos da resposta de primeira e segunda ordem, mas
também de momentos de ordem superior. Por esta razio, as equagdes (2.202) e (2.203)
sdo manifestamente insuficientes paraadeterminacio de todos os momentos estatisticos
envolvidos, tornando-se indispensével dispor de equagoes de momentos de ordem mais
elevada.

A obtencio dessas eéquagoes de momentos pode ser conseguida com recurso &
Teoria dos Processos de Markov e as regras do Cilculo Estocéstico, podendo ser
utilizadas para o efeito duas vias distintas. A primeira dessas abordagens, introduzida
por Caughey e Dienes [44], consiste em obter aquelas equagoes através da relagao

_ _d e [ - P YY)
mr]___,nk&EEDbQ_)]—Iw...f_mq)(Z)———a}———d)’ld,Yz...dYn (2.204)

em que
PY)=Y'Y R ¥y (2.205)

sendo a derivada parcial o PY Y Y/ot definida pela equacio de FPK, e
procedendo-se a uma integracdo por partes no domfnio — « < Y <+ [77).

Uma outra via alternativa, utilizada por Cumming {57, 58], apoia-se na regra
diferencial de It6 do Célculo Estocéstico [76), a partir da qual se pode concluir que

%EW(Z)FE[_V_¢Tg(Z)]+ntrE[§a(t){] (2.206)

sendo
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vqﬂ{fi,—ai,..., M] (2.207)
— Y, Y, oY u
0% 229 ]
oY 1 3Y, oY 19Y,
J= (2.208)
2% 2%
oYY, T Y adY ]

e indicando ¢ 1 o trago de uma matriz. Substituindo (2.205) em (2.206), pode obter-se

[134] uma expressao geral das equagdes dos momentos estatisticos daresposta de ordem

r=ri+..+ry

Desta forma, todas as equagbes de momentos correspondentes ao nivel de
truncatura pretendido podem ser escritas, surgindo apenas o problema de fecho dessas
equagoes, em virtude do facto de as nao-linearidades levaram ao aparecimento de
momentos de ordem superior ao desejado.

A semelhanga do sucedido no método de truncatura gaussiana, interessa pois
exprimir esses momentos €m funcao dos de ordem inferior, por forma que o namero
de equagbes iguale o mimero de incégnitas, e o problema se torne resolivel.

Para isso, basta ter em consideragdo que desprezar os termos do desenvolvimento
em série (2.174) de ordem superior a n, equivale a impor o anulamento dos
quasi-momentos correspondentes, facto que permite, conjuntamente com as relagoes
momentos-cumulantes (v. eq. A.13 a A22)e quasi—momentos-cumulé.ntes (eq. A31)
exprimir todos 0s momentos de ordem superior a r em fungdo dos de ordem inferior.
Esta técnica é, alids, em muitos casos equivalente ao anulamento dos correspondentes
cumulantes, dada a igualdade verificada entre cumulantes e quasi-momentos até a 52
ordem, ou mesmo até a 7* ordem, caso 0 valor médio da resposta seja nulo.

O método de truncatura nio-gaussiana, cuja formulagao foi desenvolvida €
consolidada por diversos investigadores, designadamente Dashevskii [61-63], Assaf e
Zirkle [10], Crandall [54, 55], Bover [29] e Wu e Lin [179], apresenta pois a grande
virtude de possibilitar a caracterizagdo do efeito das nao-linearidades sobre a resposta
nao-gaussiana do sistema, facto que, como foi ja referido, se reveste da maior
importéncia do ponto de vista do tratamento dos problemas de primeira passagem.

Infelizmente porém, a aplicagdo pritica do método reveste-se de uma
complexidade que aumenta de forma dréstica com o nivel de truncatura, o0 que leva a
que a sua aplicabilidade, a semelhanca do sucedido com o método de nao-linearizacao
estocastica equivalente, se restrinja praticamente aos sistemas de um grau de liberdade.

51




Capitulo 2

2.8 - TECNICAS DE SIMULACAO ANALOGICA OU DIGITAL

As técnicas de simulagio consistem em interpretar o sistema de equagoes
diferenciais estocisticas nao-lineares, tradutor do equilibrio dinidmico do sistema
nao-linear sujeito a uma excitagdo aleatéria actuante, como um conjunto infinito de
sistemas de equagées diferenciais nao-lineares determinfsticos. Desse modo, gerando
artificialmente um nimero teoricamente infinito de histérias temporais da excitacio,
compativeis com uma determinada estrutura probabilistica pré-definida, e
determinando as correspondentes respostas do sistema ndo-linear €om recurso a
métodos de integragio no tempo, pode obter-se um conjunto de realizagdes do processo
de resposta, que, uma vez tratadas estatisticamente, possibilitam a sua caracterizagao
probabilistica, |

Embora inicialmente as técnicas de simulagdo se baseassem na utilizacio de
geradores de sinais aleatérios para simulacio da excitagio, e de computadores
analégicos para determinag¢do dos sinais de resposta [169], o aparecimento dos
computadores digitais levou ao ripido desenvolvimento de técnicas de simulagio
numérica, também conhecidas por simulagdes de Monte-Carlo, baseadas em algoritmos
de geracdo de ndmeros pseudo-aleatérios com uma distribuicdo de probabilidade

pré-definida.

O principal inconveniente dos métodos de simulacdo reside no enorme esfor¢o
computacional exigido para que possareduzir-se a niveis aceitiveis a incerteza estatistica
dos resultados obtidos, a qual segundo Crandal] e Zhu [56] diminui apenas na razio
inversa da raiz quadrada do nimero de realizacoes.

Este facto leva aligs a que, em geral, as caracterfsticas estatisticas da resposta
tenham de ser estimadas com base em valores médios expectdveis tendo em conta virias
dezenas ou mesmo centenas de realizagbes. Apenas no caso de processos de resposta
estaciondrios e ergddicos, a necessidade de geragdo de um tio largo niimero de histérias
temporais deixa de ter lugar, podendo a estatistica da resposta passar a ser integralmente
caracterizada a partir da estatistica temporal de uma tinica realizacdo de duracio
adequada.

Uma forma de gerar realizagdes de um processo estocastico consiste em recorrer
a somatérios de funcoes sinusoidais, podendo ser seguidas vérias vias possiveis para o
efeito.

Uma dessas vias consiste em expressar as diversas realizagées de um processo
estocéstico estaciondrio x (1) através de um somatério do tipo
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xj(t)=;A1cos(wit—Gi) (2.209)

em que os dngulos de fase 8 ,constituem varidveis aleatérias independentes, distribuidas

uniformemente ao longo do intervalo [0, 21t} isto é

L , 0<6,<2n
p(e)=4{ 21 - -
0 , 8,<0 v §,>2n

(2.210)

podendo verificar-se que 0 Processo x (i) assim definido satisfaz as condigoes

necessarias de estacionaridade e ergodicidade [166], sendo

Elx(t)]=<x,;(t)>=0 (2.211)
E[x(t)2]=<x}(t)2>=ié/1i2 (2.212)
i=1

O processo estocastico x (t ) apresenta pois valor médio nulo, sendo a contribuicao

da frequéncia w, para a respectiva varidncia igual a A2/2,

S, (]

'Nn...'ﬂi...'ﬂz‘“‘ H102... W ... W

Fig. 2.1 - Fungao densidade espectral de poténcia do processo x ().

Por conseguinte, para que as realizagoes geradas a partir da equagdo (2.209) sejam
representativas de um processo estocdstico caracterizado por uma funcao densidade
espectral de poténcia continua S , (w), dever-se 4 impor a condigao

A2=25 (w)Auw (2.213)

D=

em que Aw representa o intervalo entre duas frequéncias consecutivas, supostas

igualmente espagadas. Deste modo, as amplitudes dos diversos harmonicos devem

assumir o valor
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A=2JS (w)hrw (2.214)

podendo assim as diversas realizagdes do processo ser obtidas através do somatério
n
x,(t) = ZZ«/Sx(wl-)chos(wit—Gi) (2.215)
i=1

ou, 0 que é equivalente, recorrendo 3 fun¢io densidade espectral de poténcia ¢ (),

definida em Hz e apenas no intervalo [0, + o[, através da relagio

xj(t)=z «/ZGx(fl)Afcos(anit—Bi) (2.216)

Existem ainda outras vias de obter realizacées de um processo estocdstico
estacionério, designadamente utilizando a forma de Teépresentacao utilizada por Rice
[129]

xj(t)=Z(alcoswihb!senwlt) (2.217)

i=]

€m que os coeficientes a, e b; sao varigveis aleatorias independentes, normalmente

distribuidas em torno de zero com um desvio padrao igual a VS (W) Aw, bem como
uma outra utilizada por Shinozuka [139]

2 I1/2 p
x_,(t)=0x(ﬁj l;cos(wit+ef) (2.218)

€m que ¢, é uma constante igual ao desvio padrio do Processo x (1), e 0s w, constituem

varidveis aleatérias independentes, distribnidas de acordo com a fun¢io densidade de
probabilidade

Sy (w)
)

p(w)= (2.219)

x
e

Este tipo de Tepresentacdes pode ainda ser generalizado 3 simulagdo de campos
estocdsticos multidimensionais e pluvariados [138], podendo inclusivamente
Tecorrer-se, para o efeito, a algoritmos baseados no uso de transformadas rapidas de
Fourier (FFT) que possibilitam o desenvolvimento de rotinas de calculo de grande
eficiéncia [165].
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2.9 . RESUMO E CONCLUSOES

Os pontos anteriores do presente capitulo tiveram como objectivo efectuar uma

descrigao das principais abordagens de andlise da resposta de sistemas nao-lineares a

excitagoes aleatérias, dando o devidorealce as suas principais virtualidades e limitagoes,

por forma a poderem retirar-se algumas conclusoes de interesse em termos das suas

condigdes de aplicabilidade, de eficiéncia e precisao, julgando-se importante, desse

ponto de vista, sublinhar os seguintes aspectos fundamentais:

a)

b)

d)

A Gnica abordagem conducente a solugbes exactas do ponto de vista
matematico é a que se baseia numa aproximagao markoviana da resposta,
sendo a correspondente fungdo densidade de probabilidade de transicao
regulada por uma equagdo de FPK;

Infelizmente, porém, essa via de andlise, para além de apenas ser vilida caso
a excitagio seja idealizdvel através de um ruido branco gaussiano, s permite
a resolu¢io do problema num nimero muito limitado de situagoes,
particularmente no caso de sistemas de miltiplos graus de liberdade e de
excitagoes nio-estaciondrias, exigindo que quer as nio-linearidades, quer as
matrizes das fungdes de inter-correlagao da excitacdo actuante, obedecam a
relagoes geralmente nio verificadas na pratica, para que a equagdo de FPK
tenha uma solugdo exacta conhecida;

Os diversos métodos aproximados que se apoiam directamente na equagio
de FPK, designadamente as técmicas iterativas, as técnicas baseadas em
desenvolvimentos em série, as técnicas de caminhos aleatérios, as técnicas de
média estocéstica, ou mesmo as técnicas de truncatura, continuam a ter um
interesse pratico muito limitado por se referirem em geral a sistemas
nao-lineares de um tinico grau de liberdade;

As técnicas de perturbagéo, embora permitindo analisar sistemas de miltiplos
graus de liberdade, enfermam ainda de graves restricdes, ndo so por
conduzirem a boas aproximagdes da resposta unicamente 10 caso de
ndo-linearidades pouco acentuadas, mas também porque a consideracido de
termos do desenvolvimento em série em que s¢ apoiam, correspondentes a
poténcias de € superiores & primeira, leva a calculos muito pesados e
trabalhosos, nio existindo também garantia de convergéncia da série;

O método de linearizagdo estocdstica equivalente constitui, sem sombra de
diivida, a formulagao aproximada mais potente € versatil, que possibilita obter
estimativas dos momentos estatisticos de primeira e segunda ordem da
resposta de sistemas nao-lineares de N-GL, sujeitos a excitagoes quer
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estaciondrias, quer nao-estaciondrias, sendo os erros verificados em relacio
aos valores exactos, ou aos encontrados por técnicas de simulagio, em geral
perfeitamente toleraveis do ponto de vista da engenharia de estruturas, mesmo
€m muitos casos de nio-linearidades relativamente acentuadas;

f) A maior limitacio do método de linearizacéo equivalente advém da hipétese
da natureza gaussiana do processo de resposta, inevitivel dado o suposto
cardcter gaussiano da excitagdo actuante e o comportamento linear do sistema
equivalente, facto que leva a que o método nem sempre se revele capaz de
caracterizar com rigor as caudas da distribui¢ao de probabilidade da resposta,
originando dessa forma erros por vezes algo significativos na avaliacio de
probabilidades de ndo-excedéncia de uma dada barreira, ou de valores médios
de picos de resposta;

g) Embora uma boa aproximacdo da distribui¢ao nao-gaussiana do processo de
resposta possa teoricamente ser conseguida, quer utilizando um sistema
equivalente nao-linear, Quer recorrendo a técnicas de truncatura
ndo-gaussiana, essas formulagdes nio sio susceptiveis de serem utilizadas com
vista ao desenvolvimento de rotinas de calculo gerais e eficientes, dado que
10 primeiro caso s4o raras as situagdes em que é possivel dispor de um ssistema
nao-linear equivalente cuja equacio de FPK tenha uma solugdo exacta
conhecida, ao passo que no segundo a complexidade do método aumenta
drasticamente com o nivel de truncatura, podendo considerar-se impraticivel
a sua aplicagido a sistemas nio-lineares de N-GL;

h) Orecurso a técnicas de simulagio digital, embora se revista da vantagem de
possibilitar uma correcta caracterizagdo da distribuigdo nao-gaussiana da
Tesposta, €, no entanto, altamente consumidora de tempo de calculo, em
virtude de a redugdo das incertezas estatisticas dos resultados a niveis
aceitaveis exigir a gerag¢do e anilise de um mimero bastante elevado de
realizagdes do processo de resposta.

O balango acabado de efectuar serve pois para realcar o enorme interesse e
importdncia do método de lineariza¢do estocastica equivalente como método
aproximado que encerra diversas virtualidades aprecidveis, designadamente em termos
de simplicidade, eficiéncia, economia de tempo de célculo e razogvel rigor.

Apesar das suas limitagées, a utilizagao do método é francamente vantajosa, pelo
menos numa primeira fase do dimensionamento de sistemas nao-lineares, na qual se
procede normalmente 3 andlise comparativa de diversas solugdes tecnicamente
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possiveis, reservando-se 0 emprego de técnicas de simulagao digital para uma fase final
de dimensionamento, em que o tratamento mais rigoroso dos problemas de primeira
passagem pode assumir maior importéncia.

Cumpre realgar, no entanto, que 0s erros cometidos pela aplicagao do método de
linearizagio estocéstica edquivalente 3 anslise e dimensionamento de estruturas
correntes no ambito da Engenharia Sismica acabam por assumir normalmente uma
importancia bastante reduzida face ao elevado grau de incerteza associado a propria
forma de caracterizagdo da acc@o actuante, pelo que a sua utilizagéo se revela neste
contexto da maior utilidade.

2.10 - DESENVOLVIMENTO DE *SOFTWARE' NO DOMINIO DA
ENGENHARIA S{SMICA

Dado o manifesto interesse do método de linearizacdo estocéstica equivalente
como metodologia de andlise € dimensionamento de estruturas €m regime nao-linear
sujeitas a excitagoes aleatérias, e no sentido de tornar mais clara a sua forma de utilizagao
corrente, particulariza-se nesta secgao a aplicagdo da formulacdo geral anteriormente
descrita ao caso de estrutufas planas de tipo wshear-building" (porticos com vigas de
rigidez infinita) submetidas a acgbes sismicas idealizadas através de modelos
estaciondrios.

Para o efeito, considera-se também que 0 comportamento ndo-linear dos diversos
trocos de pilar entre andares assume natureza simétrica, sendo o contributo de cada
trogo para cada forga de restituigdo de piso regido por um diagrama bilinear elastico.

2.10.1 - Aplicacao da linearizacao estocdstica equivalente A andlise
da resposta sismica estacioniria de um "shear-building" com
comportamento bilinear el4stico

Considere-se entdo uma estrutura plana de tipo "shear-building", como aquela a
que se refere afigura 2.2, sujeita a uma aceleragao de base horizontal idealizada através
de um processo estocdstico estaciondrio gaussiano de valor médio nulo @,(t),
caracterizado por uma fungao densidade espectral de pbténcia Sy, (w).

Considerando que os N graus de Jiberdade do sistema se encontram associados
a0s N deslocamentos g (i=i,..., N ) de cada piso em relagao 3 fundagédo, e que O
amortecimento estrutural € muito baixo, podendo supor-se constante, independente-
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Fig.2.2- "Shear-building".

mente do nivel da excitagao actuante, o equilibrio da estrutura Pode ser traduzido pela
equacao

Ma()+Cq(t)+g(g,t)=-Mau, () (2.220)

¢m que g(g,¢) representa o Processo estocastico vectorial tradutor dag forgas de

restituicdorelativas a cada andar, fun¢io dos deslocamentos g ,em rela¢do ao movimento
da base.

Nesta equacio, a matriz de massa Mpode supor-se diagonal e constituida pelas N

massas m; correspondentes aos diversos pisos, podendo por seu lado a matriz de
amortecimento C ser assumida como uma combinagio linear do tipo

C=a,M+B.K, (2.221)

sendo os coeficientes a.e 3, judiciosamente escolhidos por forma que os coeficientes

de amortecimento modal correspondentes aos dois primeiros modos de vibragao,
calculados com base na matriz de rigidez linear inicial K, assumam um dado valor.

Nestas condigges, o comportamento do sistema nao-linear pode ser aproximado
através da equacao

A_/fé(méc_?(t)+£gg(t)=—ﬁ_49_&g(t) (2.222)
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em que K, representa a matriz de rigidez de um sistema linear equivalente, cujos

elementos, de acordo com a condigdo de Atalik-Utku (v. eq. 2.116) devem satisfazer a

igualdade
29
k§,=E[ 9@;@] (2.223)
7

ou, de outra forma

] “ wagt(Q)

ki.u:f f aq_ pn(g)dqg,...dgy (2.224)

- - i

emque p (g )representaa funcao densidade de probabilidade de Gauss de dimensao
N associada as varidveis aleatorias g (£) (1= 1y, V)

Sendo a relagao existente entre 08 deslocamentos g ;€ 0s deslocamentos relativos

u, , entre pisos cONsecutivos, traduzida pelas equagoes
U;=q; =4 Q[=Zu’j (2.229)
i=1

e tendo presente a relagio verificada entre as fungées densidade de probabilidade

multidimensionais py(g)e py{U)

09, g 24w

du, = oew, T euw

2q ) 29, o N
= = — .. T 2.226
pu(w)= Py | 50 i, Sa, py(a) (2:226)

2q, oq, e BV

duy | duy  oduw

de imediato se conclui que

py(u)=pn(q) (2.227)

porquanto |J | = 1.

Poroutro lado, sendo arigidez das vigas teoricamente infinita, a forga de restituicdo
el4stica correspondente ao Ppiso de ordem ¢ é exclusivamente fungdo dos trés
deslocamentos g -3, 7 i€ 4 +1 OW, 0 qué é equivalente, dos dois deslocamentos relativos

w e U, , podendo escrever-se que
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gi(Qi—l'CI:"Qi+l)=r{(ui)—ri+l(u':‘+l) (2.228)

constituindor,(u, e~ r i1 (Wi as contribuig¢des dos trogos de pilar de ordem e + 1,
Tespectivamente, para aquela forga de restituicio.

Tis) 9je)
Trogo ie! )
l'h' qi
R u-
uily 1+]
Troge i L /
mi.q 1
3] 1
ol
1*
u; 1
«;
(aj

§: 3] ch

Fig. 2.3 - Contributo dos trocosie i+ 1 paraa forga de restituicdo eldstica g, ( g)

Nestas condigbes, as derivadas parciais 0g, (9)/2q;podem eXprimir-se através
da equagio

agt(g)=f”}(ui)_arwl(unl)zarf@h)auf_arhl(uhl)aunt
2q; 24, oq ; U, 2q; OlUy oq;

(2.229)

tornando-se também evidente, através de (2.225), que estas derivadas parciais sao nulas
sempre que |i- j|> 2 podendo verificar-se nas restantes situagoes os seguintes trés

€asos
29, 2q;
QUi A au”‘=—1 . j=i (2.230)
2q 2q
ﬂ&: . du1+[=1 ’ j=i+1
aQI aQJ

Por conseguinte, conjugando (2.230), (2.229), (2.224) e (2.227), pode concluir-se
que os elementos ndo nulos da matriz de rigidez do sistema linear equivalente sido dados
por
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o . ¢ :(qi-1+G1 Qive1)
j=i-1 - ki f f : _ : N(Q)d'QI adqy

2q
or (1L,
f f X (”) Py, ...
- or; 1
b (2.231)

o “ »3g:(q.-1:GerGin)
k= Pu(@)dd; - day
84 ;

or (u) O (Uyen)
f f [ al L py(u)du,...diy
Uil
or; OT i1
-p| =L |+E (2.232)
ol ol

. o = wagi(QE—I!QUQHI)
j=i+1l - kfi:f f Y pN(g)dql...qu
= ;

g = Ar(Uin)
=f_' f_ - py(uydu,...duy

QUi+

8ris .
=—E[ ‘} (2.233)
QU1

Desta forma, a matriz de rigidez do sistema linear equivalente é uma matriz
i-banda de largura 2, apresentando esquematicamente a seguinte

simétrica com semi

COMpOsi¢ao
[ kivky kg i
- kS
ki+tkin —kia
K =|. (2.234)
—* —kin
kua+ky —ky
L “ky Ky |
em que
k§=5[a—ri} (2.235)
ou;
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Cada coeficiente £ traduz pois a intervengio que o trogo de pilares de ordem 7

tem na formacio da matriz de rigidez equivalente K, podendo asua obtengao ter lugar
desde que seja conhecida a fung¢io densidade de probabilidade da reésposta em termos
do deslocamento relativo Y:, Ou, mais simplesmente, desde que seja conhecida a
correspondente variancia g 5 , dado ter-se admitido Que o processo de excitagdo it (¢)
¢ gaussiano e tem valor médio nulo.

o 0
. lﬂl’iaki of

1 1
ig ﬂi=ki

H 7 ™

Fig. 2.4 - Calculo dos coeficientes k{ para a formagio da matriz K.

Sendo p(u;) a fun¢do densidade de probabilidade de Gauss associada ao

deslocamento relativo u,, cada k : pode pois ser quantificado através da relacio

Kew g or, _f“*arl a
P = a‘—u[ = _mgu'—fp(uf) u,
=2f kfp(u[)dui+2f k}p(u{)dui (2.236)
4] a

¥y

©m que a, representa o deslocamento de cedéncia correspondente ao troco em causa.
Designando por Q2% e Q! as 4reas subentendidas pela fungio p (u;) ao longo dos
intervalos [0, a vJela, ,+«[, como se indica na figura 2.4, cada k¢ pode exprimir-se
de forma mais condensada através da equacgdo

ki=2Q7ki+20!k] (2.237)
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em que
Ly, 1 1{ U 2 @y, 0, 1 ( x2)
Qf=f ——oexp| ~=| — | |du;= expl - — |dx (2.238
o 210, p[ Z(OMi) : 0 21 Pz ¢ )
° 1 1w\ 1
'Q'il= ex _A A du =——0° 2.239
%y, ZRGU; p[ Z(U“t) } C 2 l ( )

Nestas circunstancias, a andlise estocéstica da resposta sismica da estrutura pode
processar-se através do método de linearizagao equivalente, seguindo o procedimento
iterativo habitual, comecando por arbitrar valores iniciais para os elementos da matriz
K, Uma forma de iniciar esse processo consiste em assimilar K , 4 matriz de rigidez
linear inicial do sistema, tornando-se possivel de seguida, utilizando uma das
formulagoes ja referidas para anilise de sistemas lineares, quantificar todas as varidncias
o caracterizadoras da distribuicdo de probabilidade gaussiana da resposta. A partir do
seu conhecimento, pode imediatamente compor-s¢ a matriz de rigidez equivalente X ,
a utilizar na iteragio seguinte, tendo por base as equagoes (2.234) e (2.237) a (2.239),
prosseguindo o ciclo iterativo até que seja alcangada a necessdria convergéncia.

2.10.2 - Descricao do programa de célculo automético STBIL

Tendo por base a formulacao tedrica descrita no ponto anterior, foi elaborado o
programa de célculo STBIL (referido em [59] como PROG7), que possibilita efectnar
a andlise da resposta estacionéria de estruturas planas de tipo "shear-building" a acgoes
sismicas horizontais caracterizadas por especiros de poténcia do tipo Kanai-Tajimi ou
poli-lineares, como € 0 caso dos espectros indicados pela Regulamentagao Portuguesa.

Em relacio 2 arquitectura desse programa, esquematicamente traduzida pelo
fluxograma simplificado indicado na figura 2.5, hé pois a destacar 0s seguintes passos:

a) Leitura de dados gerais envolvendo
- caracterizagdo topoldgica da estrutura;

- defini¢iio das caracteristicas geométricas e mecanicas de todos 0s trogos
de pilar entre pisos, designadamente dos respectivos deslocamentos de
cedéncia a, , e das rigidezes iniciais k¢ e pos-cedéncia k '

- leitura do valor das massas associadas a cada andar e dos coeficientes de
amortecimento correspondentes aos dois primeiros modos de vibragao em

regime linear;
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d)

f)

g)

h)

Capituio 2

- caracterizacio da excitagdo actuante, podendo recorrer-se, em alternativa,
a defini¢do dos pardmetros Sow; ek, de um espectro de Kanai-Tajimi,
Ou aos espectros de poténcia definidos pelo RSA;

Formacao da matriz de massa diagonal M e da matriz de rigidez linear inicial

K

Ap

Determinagio das frequéncias naturais w, e dos modos de vibragio ¢,

associados ao funcionamento linear inicial do sistema €, a partir deles e dos
coeficientes de amortecimento pré-definidos, dos coeficientes a, e 3, a que
se refere a equacio (2.221), chegando dessa maneira ao conhecimento da
matrizde amortecimento ¢, supostainvariante ap longo da anilise da resposta;

Caracterizagio da resposta sismica estaciondria do sistema linear equivalente,
comegando por supor K. =K

modal, a qual possibilita a obtencio da matriz de Covaridncia | o €

» Para o efeito, € utilizada umg formulacgao

‘posteriormente da matriz de covaridncia i, associada aos deslocamentos

relativos entre pisos jd que

b, =Tu,T’ (2.240)

sendo 7" a matriz que estabelece a relagao matricial u = Tg

Quantificagio da matriz de rigidez corrigida do sistema linear equivalente,
K, a partir do conhecimento das variancias Uﬁi decorrentes da iteragio
anterior, e tendo por base as equagodes (2.234) e (2.237) a (2.239);

Determinagdo das novas matrizes de covaridncia da resposta L e

resultantes da alteragdo da matriz de rigidez equivalente K, tomando
lovamente por base a formulagio modal referida;

Anilise da convergéncia da resposta, mediante 2 comparacio dos desvios
padrdes o,, obtidos em cada iteragdo, com os calculados na iteragio
imediatamente anterior; para o efeito, e designando porrer - 1o mimeros
de ordem de duas iteragoes consecutivas, o erro relativo definido por

1 N

ﬁi-l

o) - gD

€= (2.241)

ol

€ comparado com uma tolerancia pré-definida € masxs

Repetigio dos passos descritos nas alineas e)f) e g) caso ndo tenhasido atingida
a desejada convergéncia, situacio em quec>e .
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Determinacio dos momentos espectrais da resposta de ordem 0, 1, e 2 em
termos de todas as varidveis de controlo analisadas (deslocamentos ;€ U,
esforqos transversos e momentos flectores nas extremidades dos pilares) e
estimativa dos correspondentes valores médios dos picos de resposta.

INTRODUGAO DE DADOS
- Estrutura

- Massas por piso
- Excitagdo actuante

l

MATRIZ DE MASSA DIAGONAL M

MATRIZ DE RIGIDEZ LINEAR INICIAL o= Ee

FREQUENCIAS NATURAIS W I
MODOS DE VIBRAGAO 4

]

MATRIZ DE AMORTECIMENTO C

.

MATRIZES DE COVARIANCIA DA RESPOSTA Mg ¢ by
DO SISTEMA LINEAR EQUIVALENTE

Néo CORRECGAO DA MATRIZ

DE RIGIDEZ K.

Sim

MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA RELATIVOS
A TODAS AS VARIAVEIS DE CONTROLO
{DESLOCAMENTOS E ESFORGOS)

l

AVALIACAO DOS VALORES MEDIOS
DOS PICOS DE RESPOSTA

g ESCRITA DE RESULTADOS ;

Fig. 2.5 - Fluxograma simplificado do programa STBIL.
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2.10.3 - Exemplos de aplicacio

No sentido de ilustrar a aplicagio do programa de cilculo STBIL 2 anjlise
estocdstica da resposta sfsmica de estruturas do tipo “shear-building", apresentam-se
seguidamente dois exemplos julgados bastante sugestivos, e que possibilitam, em
particular, constatar o apreciavel rigor dos resultados obtidos com base no método de
linearizagdo equivalente.

- Rigidez inicial dos pilares (K°) oo 40000 KN /m
- Deslocamento de cedéncia (Qy) e, 0,00375 m

- Massa do piso (m) ... 200 t

- Coeficiente de amOortecimento (£) .o 0,05

tendo-se suposto que a relagdo aentre a rigidez pos-cedéncia k' e 3 rigidez inicial k°

poderia assumir diversos valores entre 1 (regime eléstico linear) ¢ 0 (regime
elasto-pléstico).

A aceleragao sismica horizontal foi idealizada através de um modelo estacionsrio
correspondente 3 definigio da accdo sismica tipo 1, indicada pelo Regulamento
Portugués de Seguranca e Acgoes em Estruturas de Ediffcios e Pontes (RSA), tendo-se
considerado a estrutura fundada em terreno tipo I e localizada na zona A do territério
nacional.

A andlise da resposta sismica estaciondria foi realizada quer através da utilizacao
do programa STBIL, quer mediante o recurso a técnicas de simulagio numérica, por
forma a ser possivel avaliar a ordem de grandeza dos erros cometidos em resultado da
aplicacdo do método de linearizagdo equivalente.

Para este efeito, foi gerado, com base na equagio (2.216), um acelerograma
artificial, correspondente a uma amostra de duragdo aprecidvel (T =81,925)de um
processo estocastico estaciondrio de valor meédio nulo, caracterizado pelo espectro de
poténcia G ,(f)indicado pelo RSA para o tipo de ac¢do sismica mencionado. A analise
da evolugio temporal da resposta foi efectuada com recurso a um programa de
integragdo no tempo baseado no método de Newmark [31] e tomando um passo de
integragdo de 0, 01 s, tendo-se posteriormente realizado um tratamento estatfstico dos
resultados obtidos, para o que se admitiu o carécter estaciondrio e €1g06digo do processo
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de resposta, por forma a ser possivel obter estimativas dos principais parametros
estatisticos relativos a diversas varidveis controlo, tendo apenas em considera¢do uma
amostra de grande extensdo de uma {inica realizacio da resposta.

Nestas circunstincias, foi possivel obter, por estas duas vias alternativas,
estimativas das seguintes grandezas:

desvio padrao do deslocamento do piso relativamente a base;

desvios padroes das correspondentes velocidades e aceleragoes;

desvio padrio da for¢a de restitui¢io nao-linear,
- valor médio dos picos de resposta num intervalo de tempocom 105 de duracio;

encontrando-se os valores obtidos representados graficamente nas figuras 2.6 2 2.8 ().

Complementarmente apresentam-se ainda sob forma grifica os seguintes
elementos (Fig. 2.8 (b) 2 2.13):

. valores da rigidez equivalente correspondentes aos diversos valores
considerados da relagdo aentre a rigidez pés-cedéncia e a rigidez inicial;

. caracterizagio do_ acelerograma artificial considerado nas simulagoes

numéricas;

- evolucdo temporal do deslocamento de piso obtida por integracao no tempo,
considerando quatro valores distintos de a.

De realgar que, no tratamento estatistico dos resultados obtidos através das
simulagoes numéricas realizadas, houve o cuidado de eliminar um trogo inicial de
caracteristicas transitorias, tendo-se, por uma questio de prudéncia, procedido ao
caleulo dos desvios padroes das diversas variaveis de controlo tomando como referéncia
o intervalo de tempo 15— 80s, a0 passo que 0 valor médio dos picos de resposta foi
estimado eliminando a informagao relativa aos primeiros 20se calculando a média dos
valores maximos epcontrados ao longo dos 6 intervalos de 10s posteriores.

Da. observagio dos graficos apresentados, e em particular das figuras 2.6 a 2.8,
pode pois constatar-se uma excelente compatibilidade global dos resultados obtidos,
quer em termos de desvios padroes, quer dos valores maximos médios, mesmo para
nio-linearidades muito acentuadas, sendo a diferen¢a maxima encontrada da ordem
dos 10%.
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DESLOCAMENTO DO PISO

DESVIO PADRAD

0.01

0.009 -
o.aou%
ooy J @

0.008 ~

VELOCIDADE DO PISO
DESVIO PADRAC

.12

.11 -

0.1 =~

DIIVIO PADRAG (m/s)
§ §
L gl
: 0

-5°'EE°E“°99999950+

Fig.

2.6 - Variag¢do do desvio padrao do deslocamento
e da velocidade do piso com «.




DESVIO PADRAD (m/e2)

DEIO PADRAD (KN)

Resposta Aleatéria de Sistemas Nio-Lineares

ACELERACAO DO PISO

DESVIC PADRAD

1.4
1.3 4
1.2

1.1 S ggﬂﬂg+

ALFA

DESVIO PADRAO

o+
a+

....
g8 N
1L_gh—
' o+
o+

Fig. 2.7 - Variagao do desvio padrio da acelaragao do piso
e da forca de restitui¢io néo-linear com o
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DESLOCAMENTO DO PISO

03 VALOR MEDIO DE PICO (T=10 Seg)

0.028
0.028 -
0.024
0.022
0.02
a +
0.018 - o
0.018 -
0.014 ® oy 3 g g
+ o o E o T

c.012 -

VALOR MEDIO DE PICO (m)
+
+

EVOLUCAO DA RIGIDEZ EQUIVALENTE

oot

(i)
a

oo s
=]
a
a
o
a

Fig. 2.8 - Variagao do valor méximo médio do deslocamento
do piso (a)e da rigidez equivalente com a(b)




ACELERACAO (m/s2)

ACELERACAO {m/e2)

Resposta Aleatdria de Sistemas Nio-Lincares

ACELEROGRAMA (SISMO | ; TERRENO TIPO 2)
AWOSTRA

ESTACIONARIA (T=81.92 »)

0.8
0.6
0.4
0.2

<0.2
-0.4
-0.6

-1 -
-1.2
—1.4 -
-f,5 =

-1.8 Y 1 T T T T T T

TENPO (weg)

ACELEROGRAMA (SISMO | ; TERRENO TIPC 2)

AMOSTRA ESTACIONARIA (Tm20.0 .)

1.4
1.2 -

1 <
o8 -
0.8 -
0.4
02

1

,| 1.| |
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=1
-0.4 ]
-0.8
-0.8
-1

-12
-1.4

-1.6 - T T T T T T T T T ™ T T T T T T T T T
80 82 o4 [ ] [ 70 72 74 78 n 0
OO {eng)

Fig. 2.9 - Acelerograma artificial utilizado na simulagao.
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DESLOCAMENTO (m)

DESLOCAMENTO (m)

Capitulo 2

DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=1. 00)
SMACAD / INTEGRACAD NO TEMPO

o.as

0.02 -

0.01 -

=0.01 -

=0.02 -

-o“oa ) r T [] T )
10 ' 30 8o 70
TEMFO (meg)

DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=1 .00)
SMULACAG / INTEGRACAD NO TEMPO

0.03
0.02

0.01 -

N “H;l”mnIl“hmhl“‘l”“ H “
’””” LR R , Il

Fig. 2.10 - Evolucdo temporal do deslocamento de piso
obtida por simulac¢io numeérica coma=1,00,




DESLOCAMENTO {m)

DESLOCAMENTO (m)

Resposta Aleatdria de Sistemas Nio-Lincares

DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.50)

SINULAGAO/INTEGRAGADNOTDJPO

.03

0.02

0.01 -

-0.01 -

=0.02 1

-0.03 1 T T Y T T

TENPO (0eg)

DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.50)

SANLACAD / INTEGRACAD NO TEMPO

I

-0.02

Fig. 2.11 - Evolu¢ao temporal do deslocamento de piso
obtida por simulacao numérica com a = 0, 5C.
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DESLOCAMENTO (m)

DEBLOCAMENTO {m)

Capitulo 2

DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.20)
SIMULACAD / INTEGRACAD NO TEMPO

DESLOCAMELQE/E%R:P;SS m(:l_FA=O.20)
N Mﬁ A I
AUt mi
o/l VT l/ N"VV
] J

Fig. 2.12 - Evolugio temporal do deslocamento de piso
obtida por simulagio numérica coma =0, 20,




DESLOCAMENTO (m)
I

o (=]
o o
- o -

DESLOCAMENTO (m)

1

8 o
o

Resposta Aleatéria de Sistemas Nao-Lineares

DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.05)

SIMULAGAD / INTEGRACAD NO TEMPO

0.08 +——m—T—T—TT—T——T T T T T T T "
uuuuuuuuuuuuuu
TEMPO (eeg)
DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.00)
0.03 SIMULACAD / INTEGRACAD NO TEMPO

MMMMMMMMMMMMMM

Fig. 2.13 - Evolucao temporal do deslocamento de piso obtida
por simulagdo numérica coma=0,05ea=0,00.




Capitulo 2

Um segundo exemplo tratado refere-se a uma eéstrutura de tipo "shear-building"
com 5 pisos, com pilares igualmente dotados de comportamento bilinear el4stico,
apresentando as seguintes caracteristicas

- Rigidez inicial dos pilares (k?,i=1,...,5) 40000 KN/m
- Deslocamento de cedéncia ( Ay b= 1,00 i S e 0,005 m

- Factor de endurecimento (a;= k! /k?,i= PR S 0,10

- Mass'aporpiso(mi,i=1,....5) .............................................. 200t

- Coeficiente de AMOTLECIMENtO (£) oo 0,05

A andlise da resposta sismica estaciondria foi igualmente realizada através das
duas vias anteriormente referidas, e seguindo um procedimento inteiramente
semelhante, tendo-se SUposto a actuagdo da mesma acgio sismica regulamentar.

Os principais resultados obtidos através das simulacdes numéricas realizadas,
designadamente os desvios padrées dos deslocamentos relativos entre pisos consecutivos
0., , das velocidades e aceleragoes de cada piso em relagdo 4 base, 0, e 04,, das forgas
de restitui¢do nao-linear relativas a cada trogo de pilares 0, , € dos valores médios dos

picos de resposta em termos de deslocamentos relativos entre andares £ [ max |u J

para 7 =10s, encontram-se condensados no quadro 2.1. Simultaneamente,
apresentam-se no quadro 2.2 as diferencas relativas alcancadas mediante a aplicacio
do método de linearizagdo equivalente (programa STBIL), sendo a forma de
convergéncia do processo iterativo correspondente caracterizada pela figura 2.14 (a) e
pelo quadro 2.3, no qual se encontram indicados os valores assumidos pelas seguintes
grandezas em cada iteragio:

FOA - frequéncia média de Passagens ascendentes por zero 7| u,}
DPDEL - desvio padrao do deslocamento relativo, o, ;
DELMAX - estimativa do valor médio do maximo deslocamento relativo entre

Pisos consecutivos com base na eXpressdo de Vanmarke;

DPVEL - desvio padriao o i

DPACEL

desvio padrio o, ;
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AY - deslocamento de cedénciaci, ;

AREA1 - dreaQ;

AREA2 - é&rea2Q;;

KO - rigidez inicial k{ ;

K1 - rigidez pos-cedéncia ki

KEQ - rigidez equivalente k7;

DPF - desvio padrao da forca de res.tituigé.o nio-linear, o .

A titulo complementar, apresenta-se ainda ao longo das figuras 2.14 a 2.19
informacao adicional relativa as simulagoes numéricas realizadas, possibilitando em
particular avaliar o grau de incursio de cada trogo de pilares no regime nao-linear.

Da observagio dos quadros 2.1 e 2.2 pode novamente constatar-se que, apesar de
se haver considerado uma forma de comportamento acentuadamente nao-linear , se
regista uma satisfatoria compatibilidade global de resultados, em particular no que
respeitads forcas de restituigio ndo-linear, verificando-se inclusivamente que as maiores
diferencas relativas dizem respeito ao trogo de pilares cujas incursoes em regime

nio-linear sao menos significativas (trogo 5).

TROCO Oy, 04, 4, o, g max iul]
(m) (mfs) | (m/s%) (kN) (m)
1 0,01437 | 0,04952 0,5947 209,1 0,03652
2 0,01088 | 0,07433 0,6030 188,2 0,02758
3 0,00611 | 0,08830 0,5965 158,1 0,01658
4 0,00335 | 0,09644 0,6040 121,7 0,00852
5 0,00184 | 0,10183 0,6165 73,2 0,00529

Quadro 2.1 - Resultados obtidos por simulagdo numérica.
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TROQO | o, v, 0, o, |E[max 'UE,’
1 +13,7 | 465 -6,2 -1,1 +4,0
2 +52 + 8,0 -4,8 -1,8 -8,0
3 +2,7 -2,4 -5,8 -2,0 -9,8
4 -55 + 6,4 -5,6 -6,6 -6,3
5 -17,2 +50 -4,6 -168 | -250

Quadro 2.2 - Diferencas relativas encontradas por aplicagio

do método de linearizagio equivalente (em %).




ITERACAD M. L
sansaEsEanASe

PISO FBA DPOEL

1 s.01 0.00889
2 0.7 0.00805
3 0.8 0.00682
+ (.01 0.00526
5 1.46 0.00313

ITERACAD W, 1
YT LY.

PISO Fk DPDEL

.64 0.00991
0.5% 0.00831
0.68 0.00638
0.9 0.00425
1.14 0.00187

LR RN

ITERACAD M. )

ssnnssssTensy
L a%:1] Faa DPOEL

i 0.68 0.01069
2 0.57 0.00B47
3 0.8 0.00&0S
4 0.¥2 0.00266
5 1.13 0.00163

[TERACAD N. 7
sssssapasinnee

P15O FOA DPDEL

1 0.57 0.01311L
2 g0.52 0.00926
3 0.65 0.00865
4 p.86 0.0011S
5 1.06 0,00157

ITERACAD N. B
sussssmANARIRE

[ 1] FOA DPOEL

1 0.56 0.01395
2 p.51 0.00974
3 0.63 0.00579
L} 0.83 0.0031%
H 1.0z 0.0D158

[TERACAO WN. 9
sESsUSEEREIES

£154 FOA DPDEL

0,54 0.01509
0.50 0.01046
.61 0.00606
o.a0 0.00327
9.37 0.00160

nELn -

[TERACAOD N.i0
aannssuasansad

PI1S0 FOA DPDEL

0.52 0.01623
0.48 0.01124
0.59 0.0063&
9.76 0.00323
6.92 0.00160

L R

ITERACAOQ N.1l1

I..-..I...I..I

pISO  FOA DFOEL
1 0.51 D0D.01639
? o.48 0.01142
3 D.58 0,00634
4 0.75 0.003%1
s 0.30 0.00184

ITERACAD N.12
asanandEeRAERS

PISO FOA DPOEL

0.5 0.01634
0.48 0.01144
0.58 0.00628
a.7s o0.007
0.90 0.90152

PTW R

BELMAX

0.02243
0.01%70
g.01112
0.01274
0.006867

DELMAX

0.02465
D.01974
0.01564
0,01097
0.00498

OELRAX

0.028)6
9.01992
0.0148%
0.0094%
0.00435

DELMAX

0.03142
0.021286
6.01378
0.00812
0.00417

DELMAX

5.031315
a.02217
n.0140d
0.00818
g.00418

DELMAX

.03546
02354
.01458
.00034
.00420

cooocoO

DELHAX

0.037TTH
o.012500
4.01516
0.00841
0.00417

DELMAX

0.03007
0.02531
f.a1541
0.00815
o, 00400

DELRAX

0.03797
0.02536
0.0L4%6
0.00799
0.00197
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DFYEL

0.04547
0.03781
0.031508
a.03347
0.02850

DPVEL

b.04214
9.03066
0.02716
D.02439
0,01331

DPYEL

0.04156
0,02026
0.02597
0.02121
0.01157

OPYEL

0.041729
0.03053
0.02304
0,01710
0.0104%

OPVEL

0.04870
0.03132
0.02293
0.0167]
0.01014

DPVEL

0.05073
0.0)266
9,02310
0.01837
6.00974

OPYEL

0.08279
0.03415
0.0230%
0.01591
0.00%23

OPYEL

0.05287
6.03413
0.02318
0.01529
0.00872

DPYEL

0.05274
0.03427
0.0200
0.01501
0.0086%

DPACEL

0.6524412
0.40287
0.J8453
0.37717
0.42901

DPACEL

0,57214
0.25504
0.21738
0.22139
0.14597

DPACEL

6.57073
0.24056
0.20377
6.1374%
0.1275%

DPACEL

1.56358
0.21413
0.17351
0.15734
0.11328

DPACEL

0,56239
0.21082
0.1686%
0.15194
D.1084L

DPACEL

6.56132
0.20785
D.16418
0.14559
0.10207

DPACEL

0.56002
0.20463
4.15979%
0.13794
6.09411%

OPACEL

0.55810
0.20076
g.15614
0.13081
0.0871%

OPACEL

0.55797
0.20046
0.15531
o.12060
0.006%4

AY

0.00%500
0.00800
0.008Q0
0.00500
0.00500

AY

0.00500
0.00500
0.00%00
0.00500
0.00500

AY

0.00500
0.00500
¢.00500
0.00500
0.00S00

AY

0.00500
0.00500
0.00500
0.00500
g4.00500

AY

0.00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00500

AY

0.00600
0.00%00
0.00500
0.00500
0.00500

AY

0.00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00800

AY

0.00500
0.00500
©.00500
0.04500
0.40500

AY

0.00500
1.00800
0.00500
0.00500
0.00%00

AREAL

0.28697
a.z24721
0,27181%
g.17083
0.0%514

AREAL

0.3069Y
0.27373
0.21672
0.11961
0.00369

AREAL

0.32005
0.27740
0.20416
0.08611
o,00000

AREA1

0.J5144
0.29457
0.18809
0.05632
0.00000

.AREAI

0.36000
1.30278
0.19395
0,05851
0.00000

AREA1L

6.37020
0.3163%
0,20482
6.0630%
0.00000

AREA1L

0,3789%
0.22827
0.21588
q.06660
0.000Q0

AREA1L

0.38015
8.330172
0.21833
0.06102
a.00000

AREAL

0.37%00
0.33099
0,21209
0.05727
0.00000

AREAZ

0.42606
0.468%58
0.53639
0.6%814
0.80972

AREA2

0.38603
0.45254
D.5E65S
0.760177
0.99262

AREAZ

0.359%1
0,44519
0.59168
0.82777
{,00000

AREA2

D.29712
0.41086
0.621681
0.88736
1.00000

AREA2

0.279%9
0.39244
0.61211
0.08297
1.00000

AREA2

0.25959
6.36729
0.590134
0.67382
1.00000

AREAZ

0,24202
0,34346
0.56822
0.86700
1.00000

AREA2

0.23970
0.31856
0.56924
0.8719
1.00000

AREAZ

0.z4040
0.31802
0.57411
0.48546
1.00000

40000,
40000,
40000.
40000.
40000.

| 1

40000.
40000
40000,
40000,
40000.

40000,
40000.
40000.
40000.
40000 .

40000.
40000.
40000
40000 .-
40000.

40000.
40000.
40000.
40000.
40000 -

40000.
40000.
40000.
40000.
40000.

400040,
40000.
40000.
40000.
40004.

40000,
40000.
#0000,
40000.
40000 -

40000.
40000.
40000.
40000.
40000 .

Quadro 2.3 - Evolugao do processo iterativo.

4006,
4000.
4000.
4000.
4000.

Kl

4000,
4000.
4000,
4000.
4000.

4000.
4000
4000,
4000,
4000,

£1

4000.
4000.
4000.
4000 .
4000.

[ 3]

4000,
4000,
4000,
4000.
4000,

K1l

4000.
A000.
4000,
4000.
4000.

4000,
4000.
4000.
4000.
4000.

4000.
4000.
4000.
4000.
4000,

Kl

4000 .
4004,
4000.
4000,
4000 .

rEQ

19338,
20761,
230140,
27700.
36030,

KEQ

17897.
20291,
24396,
31388,
19734,

KEQ

16957,
20027,
25304,
31a00.
40000

LEQ

14696,
18791,
26457 .
35945,
40000.

NEQ

14080.
18128,
26036,
35787,
40000,

KEQ

13345,
17223,
25252,
95458,
40000,

XEQ

12712,
16364 .
24456,
38212,
40000

KEQ

12629,
16188.
24496 .
15607.
40000,

KEQ

12654 .
16169,
246712
ISATE.
40000.

oPF

171.97
j6t.08
159.02
145.65
112.81

DPF

177.40
168.65
155.71
133.35

74,15

DPF

181.33
169.56
152.99
123.80

65.23

0PF

192,64
171,96
149.49
113.29

62.81

BPF

196.40
176.49
150.77
1i4.16

63,13

DFF

201 .40
180.18
153,14
115.92
63,83

DFF

206.29
164,00
155.54
117.19%

61.82

oPf

106,98
144.82
155,42
115.14
6L, 41

DPF

206.77
104,92
154.89
112.67

60.87

Ve
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DESVIO PADRAOD DO DESL.RELATIVO {m)

ACELERACAO (m/w2)

Capitulo 2

LINEARIZACAC ESTOCASTICA EQUIVALENTE
CONVERGENCIA DO PROCESSO TERATIVO

]

11X

~1 X
v -4 x

..
Ol
o)
~dx

ACELEROGRAMA ARTIFICIAL

1.8 o

"21 T T T T T L T I

TEMPO (seg)

Fig. 2.14 - (a) Convergéncia do processo iterativo
(b) Acelerograma utilizado na simulacio.




ITERACAD wN. |
angaancoananes

PIS0  FBA  OPDEL OELMAX

1 .83 0.00889 0.02243

2 D.7T3 0.0080% 0.01970

3 0.82 0.00682 0.01712

4 1.8 0.00526 0.01374

H 1.4 0.00213 D0.00867
ITERACAD W. 2
S48 88 A MR S §

PISO  FBA  DPDEL DELMAX

1 0.64 0.00991 0.02465

2 9.5% 0.00831 0.0(974

3 0.60 0.00638 0.01564

4 0.9 0.00425 0.01097

5 1.14 0.00t87 D.00438
ITERACAD W, )
Bda eSS EREEse

F150 FBA  DPOEL DELMAX

i 8.65 0,01069 ©0.02636

H 0.57 0.00847 0.01992

3 0.68 0.00605 0O.01485

4 0.92 0.00366 0.00949

s 1.13 0.00163 D0.D043S
ITERACAD N. 7
-

OPDEL DELMAX

1 0.51 0.0131L 0.03142

] 0.52 0.00926 0.02126

3 0.65 0.00565 0.01378

4 D.86 0.0031S 0.00812

H 1.06 0.001S7 0.00417
ITERACAD N. &
RSl REREREsBES

PISO  FDA DPOEL DELMAX

1 0.56 0.01335 0.03I15

2 0.51 0.00974 0.02217

3 0.62 0.00579 0.01404

4 0.2 0.00319 0.00418

5 1.02 0.00158 0.00418
TTERACAD M. 9
sesdsdeaBaRAES

FISO  FOA QPDEL DELMAX

1 0.54 0.01509 0.03546

? D.50 0.01046 0.02354

3 D.61 0.00606 0.01458

4 0.80 0.00327 0.00834

s 0.97 0.00160 0.00420
ITERACAS N. LD
AESUEEEEORARRN

PISO  FOA DPOEL DELMAX

1 0.82 0,01623 0.03774

z 0.48 0.0l1174 0.02500

Fl 0.59 0.00636 04.01S516

4 0.76 0.00333 0.00841

H D.92 0.00160 0.00417
ITERACAG  N.11
[(IIEETTRITR L 1]

PISO  FaA DPOEL DELHAX

L 0.51 0,0163% 0.03807

7 o.48 0.01142 0.02531

3 0.58 4.,00634 0.01511

. 0.75 0.,00323 0.0081%

H 0.90 0.00154 0.00400
ITERACAD N.12
sduedssassssss

PISO  FoA DPDEL DELMAX

1 0.51 0.01634 0.03797

2 D.48 0.01144 ©.02536

3 0.58 0.00628 0,0149%6

4 0.75 0.00317 0.007%4

5 0.90 0.00152 6.00397
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OPVEL

0.04542
0.037481
0.03508
D.03147
D.0z8S50

DPYEL

0.04214
0.0306&
0.0272%
0.02413%
0.0133)

OPVEL

0.04356
0.03026
0.0255%7

‘a.02121

0.01157

OPVEL

0.04729
0.93053
a,02204
Q.01710
D.01045

OPVEL

D.04870
0.03132
0.02293
0.01673
0.01014

DPVEL

0.05073
0,0J266
0.02310
0.01637
0.00574

DPVEL

0.0%27%
0.03415
0.0222%
0.0159}
0.00923

DPVEL

0.05187
0.034233
a.02118
0.01%529
9.00812

OPVEL

D.0%2%4
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Quadro 2.3 - Evoluc¢ao do processo iterativo.
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" SIMULACAO DIGITAL

ACELEROGRAMA ARTIFICIAL

TEHFO(m)_

Fig. 2.14 - (a) Convergéncia do processo iterativo
(b) Acelerograma utilizado na simulacéo.
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Fig. 2.15 - Simulagdo digital (trogo 1).
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SIMULACAO DIGITAL (TROCO 2)
RELACAC FORCA — DESLOCAMENTO RELATVO

~400 T T T T T Y T T
-0.08 -0.03 =0.01 0.0 0.03

DESLOCAMENTO RELATIVO {m)

SIMULACAO DIGITAL (TROCO 2)
EVOLLICAC TEMPORAL DESLOCAMENTO RELATIVO

0.08

0.08

- |

0.02

0.01

=-0.03 T T T T T T

TEMPO (seg)

Fig. 2.16 - Simulagdo digital (trogo 2).
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Fig. 2.17 - Simulagao digital (trogo 3).
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Fig. 2,18 - Simulacéo digital (trogo 4).
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Fig. 2.19 - Simulacio digital (trogo 5).
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Capitulo 3

ANALISE DA RESPOSTA ALEATORIA DE
SISTEMAS HISTERETICOS PELO METODO DE
LINEARIZACAO ESTOCASTICA EQUIVALENTE

3.1 - INTRODUCAO

As aprecidveis vantagens reveladas pelo método de linearizagdo estocistica
equivalente, no que respeita & andlise da resposta aleatéria estacioniria ou
nédo-estaciondria de sistemas nao-lineares de multiplos graus de liberdade, justificam
naturalmente que se procure explorar todas as suas potencialidades no sentido de
conseguir, em particular, o desenvolvimento de rotinas simples e eficientes viradas para
o tratamento especifico do tipo de ndo-linearidades de maior interesse no dmbito da
engenharia sismica, e que sdo as chamadas nio-linearidades de natureza histerética.

Este tipo de nao-linearidades é caracterizado pelo facto de as forcas generalizadas
de restitui¢do dos sistemas em cada instante ndo serem unicamente fun¢do do valor
correspondente da resposta, mas também de toda a histéria anterior do carregamento,
como sucede por exemplo com as estruturas de betdo armado.

A anélise da resposta de sistemas ndo-lineares histeréticos exige que sejam
previamente definidos modelos analiticos que caracterizem devidamente o
funcionamento estrutural.

Nesse sentido, vérios tém sido os modelos de comportamento histerético
considerados por diversos investigadores [82, 49], desde os mais simples, como o modelo
bilinear ou o de Ramberg-Osgood, até outros de maior versatilidade, como os modelos
de Clough, de Takeda ou o trilinear, tornando-se possivel a consideragio de diversas
particularidades do funcionamento estrutural, nomeadamente, a degradagio de rigidez
com a deformagio e com a inversdo do carregamento, a degradagdo de resisténcia, a
influéncia do esfor¢o transverso ("pinching") e da deterioracdo da aderéncia das
armaduras ("slipping").
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Todos estes modelos t8m em comum o facto de assentarem na definicdo de um
certo nimero de regras de origem empirica, que procuram descrever o comportamento
material ao longo de sucessivas cargas e descargas, sendo especialmente adequados
para andlises determinfsticas da resposta por integra¢io numérica no dominio do tempo.
No entanto, e porque tais formas de idealizagdo, para além de conterem o méximo de
informagdo sobre o comportamento fisico do sistema, devem ser matematicamente
trataveis, outros modelos de natureza diferencial, como os referidos por Suzuki e Minai
[156], ou o introduzido por Bouc e Wen [171], foram também desenvolvidos no sentido
de melhor se adaptarem 3 anilise estocdstica da resposta aleatéria de sistemas
néo-lineares histeréticos.

O presente capitulo tem assim como objectivo mostrar como a linearizagio
estocastica equivalente pode ser aplicada com sucesso & andlise da resposta aleatéria
de sistemas histeréticos de miiltiplos graus de liberdade, tomando por base modelos
caracterizadores das néo-linearidades estruturais adequados.

Assim, comega por fazer-se referéncia ao método inicialmente utilizado por
Caughey [39, 40] no tratamento de sistemas histeréticos de 1-GL, e a correspondente
variante de Goto e Iemura [73], sublinhando alimita¢do de que enferma esta abordagem,
pelo facto de se admitir a resposta do sistema caracterizada por um processo de banda
estreita, Seguidamente, € justificada a vantagem da utilizacdo de modelos histeréticos
diferenciais como forma de ultrapassar esta hipétese restritiva, conhecida por
aproximagdo de Krylov-Bogoliubov [96], procedendo-se a apresentacdo dos modelos
diferenciais de Suzuki e Minai e de Bouc-Wen, e realcando sobretudo a enorme
versatilidade permitida por este wltimo, em particular, tendo em consideracdo os
aperfeicoamentos ulteriormente introduzidos por Noori e Baber [111], Park, Wen e Ang
[119], Mochio, Samaras e Shinozuka [108].

Posteriormente, sdo apresentadas formulagdes que, tendo por base 0 modelo
histerético de Bouc-Wen, permitem uma anélise eficiente da resposta de sistemas
estruturais de N-GL, sujeitos a excitagdes quer estaciondrias, quer ndo-estaciondrias,
em particular de natureza sismica, Por (iltimo, é efectuada uma descri¢ao dos modelos
computacionais desenvolvidos para anélise da resposta sismica de sistemas histeréticos
de N-GL com base em formulagbes apresentadas, podendo observar-se
simultaneamente alguns resultados julgados elucidativos.
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3.2 - 0S METODOS DE CAUGHEY E DE GOTO E IEMURA PARA
ANALISE DA RESPOSTA ESTACIONARIA DE SISTEMAS
DE 1-GL

Considere-se um sistema histerético de 1-GL sujeito a uma excitacio aleatéria
estacionaria de valor médio nulo, sendo o correspondente equilibrio dindmico traduzido
pela equagdo

Ggty+g(q,q.t)=p(t)/m (3.1)

em que g(q¢,q,t) é uma funcao caracterizadora das nao-linearidades de natureza
histerética do sistema, suposta impar nos seus argumentos, como vulgarmente sucede
na prética, por forma a que o valor médio da resposta possa também considerar-se nulo.

Sendo, por sua vez, o equilibrio dindmico do sistema linear equivalente traduzido
pela equacao

G+ B, g +wiq(t)y=p(t)/m (3.2)

os coeficientes (3, e w7 podem obter-se minimizando o valor quadritico médio da
diferenca

€(1)=g(q,q,0)=B,q(1)-wig(t) (3.3)
entre os primeiros membros das equagdes (3.1) e (3.2).
Seguindo, para o efeito, o caminho j4 descrito em 2.5.1, conclui-se que

_Elqg9(g.q)] w? = Ela9(q,9)]
04 ‘ 02

B. (3.4)

equagoes alids coincidentes com as referidas em (2.82).

No caso particular de ndo-linearidades de natureza histerética, a principal
dificuldade reside porém no cilculo dos valores médios intervenientes nestas equacgoes.

Este problema foi, no entanto, contornado por Caughey [39] que se serviu de uma
aproximagao anteriormente utilizada por Krylov e Bogoliubov [96], vdlida nos casos em
que o processo de resposta € de banda estreita, o que sucede quando o amortecimento
equivalente, medido pelo coeficiente 3, € baixo e o processo de excitagdo € de banda
larga.

Nessas condi¢des, 0 movimento de resposta tem um andamento sensivelmente
sinusoidal, traduzido pelas equacoes
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q(t)=R(t)cos|w,t+¢(t)] (3.5)
() =-R{Dw,sen[w,t+¢(1)] (3.6)

€m que o processo envolvente R () e a correspondente fase ¢(¢) assumem variagoes

muito lentas ao longo de cada ciclo da resposta de duracgdo igual a 2n/w,.

Por conseguinte, é razo4vel supor nesta hipitese que R (t)e ¢ (¢ )assumem valores
constantes, X e ¢, ao longo de cada ciclo, calculando os valores médios expectiveis
E[dg(qg.qg)]leE{qg(qd,q)] intervenientes nas équag(")es (3.4), tomando uma média
temporal de gg(q.qleqgg(qd,q)ao longo daqueles ciclos.

Desse modo, as equacées (3.4) podem escrever-se sob a forma

2n/w,
E[f ~ngsen<wgt+¢)g(k,t)dt]
e/ 0

BQ— i 2t/ w,
E[zwf szﬁsenzcwgtw)er
¢

(3.7)

2n/su,
g E,:2rr.iw9/; RCOS(th"'q))Q'(R,t)dI:l
We = . 2n/w,
2 2
E[Mj; R<cos (wgt+¢)dt]

em que g (R, !)representa a variagdo sofrida pela fungio g (g, g, t)ao longo de uma

(3.8)

oscilagdo sinusoidal de ¢ (¢t )de amplitude R.

Procedendo ao calculo dos integrais indicados nos denominadores dos segundos
membros destas equagdes, e introduzindo as fungoes

1 21
C(R)_Eﬁfo g(R,P)cospdy (3.9)
l 25
SRY=-5- [ g(R.p)senyay (3.10)
2nJo
com
P=u,t+¢ (3.11)

0s coeficientes do sistema linear equivalente podem ser expressos pelas seguintes

equagoes
- 2ELRS(R)] w? = ZELRC(R)) (3.12)
w,E[R?] FLE™]
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Desta forma, sendo a distribuicdo de probabilidade da envolvente de um processo
de banda estreita uma distribuicio de Rayleigh, cuja funcio densidade de probabilidade
é [48]

(R)== - K 3.13
PR = Zexp| "5 (3.13)

os valores médios F{ RS (R)]e E[RC (R)]podem ser expressos através das relagoes

E[RS(R)]=£ RS(RYP.(R)AR (3.14)

E[RC(R)]=_[: RC(RYP.(R)AR (3.15)

podendo pois exprimir-se os coeficientes B, e w? directamente em fungéo da varidncia
o2, o que possibilita a resolugdo do problema a custa de um procedimento iterativo
idéntico ao referido em 2.3.1.

Uma abordagem ligeiramente diferente da introduzida por Caughey foi utilizada
por Goto e lemura [73], que procuraram determinar os coeficientes B,ew? do sistema
linear equivalente, ndo através da minimiza¢do do valor quadratico médio £[ €’], mas
antes procurando minimizar o valor médio temporal de €?(t)ao longo de um ciclo de
duracio2n/w,

1 2n/we
<e*(t)y>= f e2(t)dt 3.16
€°(t) 27wt (t) ( )

aplicando posteriormente o operador Z[ ]as expressoes encontradas de 3, e we,

Desta forma, podem obter-se as seguintes expressdes para [3, e w, distintas das
alcancadas por Caughey

_l2s®) . [2C(R)
BE—E[—Rw } we—E[—R ] (3.17)

e

calculando-se os valores médios indicados também com base na funcdo densidade de
probabilidade p,(R) definida pela equagdo (3.13).
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3.3 - APLICACAO DO METODO DE CAUGHEY A ANALISE
DA RESPOSTA ESTACIONARIA DE SISTEMAS COM
COMPORTAMENTO BILINEAR HISTERETICO

A primeira aplicagio do método de linearizagio estocastica equivalente i an4lise
da resposta aleatéria de sistemas histeréticos foi realizada por Caughey [39], mediante
o recurso & formula¢do anteriormente descrita, e tendo por base o modelo histerético
bilinear.

Para melhor se entender como a aplicagio do método pode nesse caso ter lugar,
considere-se um oscilador bilinear histerético sujeito a uma excitacio aleatéria p(t),
sendo o respectivo equilibrio dindmico traduzido pela equagio

mg(i)+eq(t)+g(q.ty=p(t) (3.18)

em que g(q.,!) representa uma for¢a de natureza histerética com as caracterfsticas

descritas na figura 3.1(a), para uma oscilagéio sinusoidal de amplitude ¢z = R, e que é
susceptivel de ser decomposta em duas componentes, uma de natureza eléstica e linear
(Fig. 3.1b) e outra de tipo elasto-pldstico-histerético (Fig. 3.1c), através da relagdo

g=akg+(l-a)kz (3.19)

em que £ representa a rigidez inicial e a o quociente entre a rigidez pés-cedéncia e a

rigidez inicial, funcionando também como uma medida da contribuigio relativa da
componente histerética,

Substituindo (3.19) em (3.18), dividindo ambos os membros por &, ¢ introduzindo

a mudanca de variaveis

T=w,t (3.20)

[

com w, =y k/m, o equilibrio dindmico do sistema pode passar a ser traduzido pela

equacio
G(TY+Rg(t)+g (g, t)=p (T) (3.21)
em que
B=c/muw,
g (g.1)=ag(t)+(1-a)z(g,T) (3.22)

p (t)=p(t)/k
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Fig. 3.1 - Decomposi¢do de g numa componente ¢léstica e

linear e noutra elasto-pléstica histerética.

Nestas condiges, os coeficientes3 ,e w? da equagdo linear equivalente (3.2) podem

ser determinados comegando por calcular os valores de C(R) e S(R)definidos pelas
equagdes (3.9) e (3.10).

Assim, e tendo presente as equagdes (3.5) e (3.6), pode escrever-se que

2
C(R)=$fo [—BRwesenwcosu}+aRcoszw+(l -a)z(R,v)cosy|dy

(3.23)

2n
S(R)=—2LHL [-BRwesen2w+chcosxpsen1p+(1—cx)z(R,q))senlp]dw

(3.24)
Atendendo também a que
2n 2n 2n
f senYcosydy=0 f senzwdw=f cos‘ydy=n  (3.29)
0 [ 0
as equagoes (3.23) e (3.24) podem simplificar-se, obtendo-se
aR
C(R)=—+(1-a)C.(R) (3.26)
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BRuw,
S(R)= > +{l-a)S_(R) (3.27)
emque Cz(R) e S;(R)sdo dados por
1 2n
C:(R)_z_ﬁfo Z(R,p)coswdy (3.28)
l 2n
SZ(R)=———[ Z(R,y)senydy (3.29)
2nJo

Estes integrais, por seu lado, podem ser facilmente calculados decompondo o
intervalo de integragdo [0, 21 ] correspondente 2 variagio de y ao longo de um ciclo
clasto-plastico histerético z(R, ) de amplitude q, = R, em quatro sub-intervalos
correspondentes a cada um dos lados desse ciclo (AB, BC, CD e DA), consoante se
indica na figura 3.2.

q
9g:R .
ZiR,Y) !
i
o | % A :
,’1 ) 3 :
-q_=R ,', : I 9 '
R y 1A% 9 ! 12
: v aFR @ ¥
/ : ‘/ / R qa
I 'l‘
C B
“y
(a) "9q=-R

Fig. 3.2 - Fases do ciclo elasto-pléstico histerético = (R,v)

Dessa forma, supondo que o ciclo se inicia no ponto A, a que corresponde o valor
de y = 0, e designarido por 0 o valor de y relativo 4 passagem pelo ponto B, os integrais
C:(R)e S.(R)podem calcular-se através da seguinte decomposicio

"

l -]
CZ(R)=ﬁ{fD zAB(R.w)coswdwfg Zge (R, W)cospdy+

ZR

n+e
+f zCD(R.w)coswdw+f zDA(R,w)coswdw} (3.30)

K+ 8
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1 ® r _
SZ(R)=~£UO ZAB(R,W)SGH‘Ple*L 25 (R, W)senpdy+

n+d Zn
+f ZCD(R.w)senlpdw+f \ ZDA(R.’LP)SEDIPdIi)} (3.31)

Tendo em conta que, atendendo a relagdes geométricas simples e 4 equagdo (3.5),
as equagoes de z (R, v ) relativas a cada um daqueles sub-intervalos sdo dadas por

Z (R, P)=Rcosyp+q,~—R (3.32)
Zgc (R, W)=-q, (3.33)
Zep(R,W)=Rcosy-qg,+R (3.34)
Zpa (R V)=, (3.35)

as equagoes (3.30) e (3.31) déo lugar, mediante o recurso a elementares regras de
integragio, as seguintes expressoes para Cz(K)e Sz(R)

CZ(R)=—(S-%:sen29) (3.36)

S (R)=2%senze (3.37)

validas para R > g, Caso R <q,, néo ocorrerd qualquer comportamento histerético,
podendo verificar-se, de forma anéloga, que entao

C.(R)Y=R/2 (3.38)
S,(R)=0 . (3.39)

Por conseguinte, o problema da andlise da resposta do sistema histerético bilinear
a que se referc a equacdo (3.18) pode ser resolivel, determinando-se de forma iterativa
os coeficientes B, € w’ do sistema linear equivalehte definidos pelas equagdes (3.12),
tendo simmltaneamente em consideragio que os coeficientes C(R) e S(R)
intervenientes nessas equacoes obedecem as relagoes (3.26), (3.27) e (3.36) a (3.39).

3.4 - A HIPOTESE RESTRITIVA DE KRYLOV-BOGOLIUBOVE A
UTILIDADE DOS MODELOS HISTERETICOS DIFERENCIAIS

O método de Caughey, que comecou por ser aplicado & andlise estocistica da
resposta de osciladores nao-lineares de 1-GL com comportamento bilinear histerético,
de acordo com a formulagio anteriormente descrita, foi posteriormente utilizado
também com algum sucesso por Lutes e Takemiya [102, 103, 157} que, mediante a
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introducao de varias modificagoes, tornaram possivel o tratamento de outras formas de
comportamento histerético, designadamente as caracterizadas pelos modelos trilinear
e de Ramberg-Osgood.

Por outro lado, Kobori, Minai e Suzuki [92] apresentaram uma generalizagdo do
método de Caughey, que procurou ter em consideracdo a flutuacio aleatéria sofrida
pelos centros dos sucessivos ciclos histeréticos, vulgarmente conhecida por "drift", e que,
para além de ser marcada por uma frequéncia muito baixa, & tanto mais sensivel quanto
maior for a largura de banda do processo de resposta.

Sucede porém que, quer o método de Caughey, quer todas as formulagges dele
decorrentes, tém como subjacente a hip6tese de Krylov e Bogoliubov, segundo a qual
0 processo estocastico de resposta € um processo de banda estreita, o que leva a supor
como praticamente constante o valor da amplitude e da fase ao longo de cada ciclo de
oscilagao.

Simplesmente, tal pressuposto sé é efectivamente verificado quando os niveis de
excitagdo sdo bastante baixos, originando respostas maioritariamente no domfnio
~ elastico, ou em certos casos de excitagdes muito elevadas gerando respostas
maioritariamente em dominio plastico, como sucede no caso do modelo bilinear, Nesta
situagdo, por exemplo, pode‘verificar-se através de estudos de simulagfio que, para
valores da rigidez pés-cedéncia relativamente baixos e para niveis de excitacdo
intermédios, o processo de resposta deixa de poder considerar-se de banda estreita [ 130).

Por conseguinte, a consideragio da hipétese de Krylov-Bogoliubov constitui um
aspecto fortemente limitativo do método de Caughey, o qual pode porém ser
ultrapassado a custa da considera¢do de modelos histeréticos diferenciais, Deste modo,
traduzindo a evolugio dos ciclos histeréticos através de uma equagdo diferencial
nao-linear adequada, e adicionando essa equacio 2 equacdo diferencial que rege o
equilibrio dinimico do sistema, torna-se vidvel, utilizando técnicas anteriormente
descritas, linearizar as equagées obtidas, conseguindo por essa via assegurar a resolugio
do problema de forma analitica.

Assim, considere-se por exemplo um oscilador histerético de 1-GL cujo movimento
é traduzido pela equagio

ma(t)+cq(t)+g(q,t)y=p() (3.40)

Suponha-se também que a forga de restituigdo nao-linear g (g, t) é decomposta

em duas parcelas, uma eléstica e linear, e outra de natureza histerética, de acordo com
uma equagio do tipo (v. eq. 3.19)

g=akg+(l-a)kz (3.41)
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sendo =z um pardmetro auxiliar, que se admite respeitar uma equacido diferencial

ndo-linear traduzida pela relagao
2=9(qg,2) (3.42)

Seguindo a técnica de linearizagao introduzida por Atalik e Utku, 0 que pressupoe
o0 cardcter gaussiano da distribuicdo conjunta das varidveis ge =, esta equagdo pode ser
aproximada pela equacéo linear equivalente

z(t)=c,q(t)+k z(t) (3.43)
em que
c;E[L(Q’Z)} kg=5[a——¢(q’z)} (3.44)
2q 2z

sendo os coeficientesc, ek .dependentes do tempo no caso da resposta ndo-estacionaria.

A andlise estocéstica da resposta aleatoria estacionéria do sistema em questao
pode entio processar-se através da conjugacio das equagoes (3.40), (3.41) e (3.43), 0
que pode fazer-se por exemplo introduzindo o vector u=[q, z1', concluindo-se entdo
que

Mu(t)+C u(t)+K u(®)=p(H) (3.45)

_|m 0 B c 0 B ak (l-a)k _ Pt
M_|:O 0:| g9u|:—cg 1:| Ee_|:0 _ke :| B(t) { 0 } (346)

ou, em alternativa, fazendo intervir o vectory = [q, ¢, 2] ", 0 que d4 origem & relagdo

y(t)=A y(t)+x(t) (3.47)
em que
0 1 0 0
_| ek _c _(-a)k _/ p®)
A, = - — — x(t)= - (3.48)
0 c k 0

O primeiro modelo histerético diferencial do tipo Z = ¢ (g, = )foi introduzido por

Bouc [28], sendo posteriormente generalizado por Wen [171], Noori e Baber [111], Park,
Wen e Ang [119], Mochio, Samaras e Shinozuka [108], revestindo-se, por um lado, de
uma enorme versatilidade no que respeita & modelacdo de variadas formas de
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comportamento histerético, e possibilitando, por outro lado, um eficiente tratamento
matemético do problema da anilise estocdstica da resposta estaciondria ou
nao-estaciondria de sistemas nao-lineares histeréticos de multiplos graus de liberdade,
em particular no que respeita a linearizagio do conjunto das equacdes diferenciais
obtidas.

Por estes motivos, seré efectuada nos pontos seguintes uma descrigio detalhada
das caracteristicas deste modelo, realcando-se em especial as suas grandes
potencialidades, o significado dos parametros nele intervenientes, e a forma de os
quantificar a partir dos resultados de ensaios experimentais.

Complementarmente, serdo também referidos outros modelos de natureza
diferencial entretanto desenvolvidos, designadamente os modelos bilinear e multilinear,
utilizados muito recentemente por Suzuki e Minai [156].

3.5 - DESCRICAO E UTILIZACAO DE MODELOS HISTERETICOS
DIFERENCIAIS

3.5.1 - O modelo de Bouc-Wen. Sua versatilidade e significado
dos pardmetros intervenientes

De acordo com este modelo, a forca de restituigdo nao-linear g (q,t), a que se

refere a equagéo (3.40), é decomposta numa componente el4stica e linear e noutra de
natureza histerética através da relagio

g=akg+(l-a)kz (3.49)

(1)
e

{1-alkz {t)

ax kqlt]
eqt)

Fig. 3.3 - Representagao esquemaitica de um sistema
de 1-GL (Modelo de Bouc-Wen).
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sendo zum pardmetro enddcrino que obedece a uma equagio diferencial do tipo

£=9(q,2)=AG-BlglzI""z-vqlz|" (3.50)
em que A, [3, v e n sdo pardmetros que regulam a configura¢ao do ciclo histerético.
Dividindo ambos os membros de (3.50) por g obtém-se

dZ |Q'| n-1 n
—=A-B—=1z1" z-v|=z| (3.51)
dq q

2

ou, 0 que é equivalente, suprimindo os moédulos, e tendo em conta as diferentes
combinagoes de sinais possiveis de ge =

A=-(B+vy)z" , g>0 A z>0 (3.52)
dz | A+ (B-v)z" , §<0 A 2>0 (3.53)
dg \ A+(-D)"Y(B+y)z" , <0 A z<O (3.54)
A-(-D" ' (B-v)z" , g>0 A z<0 (3.55)

A enorme versatilidade deste modelo pode ser facilmente constatada observando
as diferentes configuragoes possiveis dos ciclos histeréticos traduzidos pela
representagio grafica da fun¢do z = 2(q), correspondente a diversos valores dos
paridmetros de controlo A, 3, y e n, quando se impde ao sistema uma oscila¢ao sinusoidal
de certa amplitude.

Supondo, por exemplo, que A=r =1, a equagdo (3.51) pode escrever-se sob a

forma
d )
ﬁ= 1+ z[-Bsgn(q) - ysgn(z)] (3.56)

resultando da sua integracao a seguinte expressdo para =

Z == . l_ {Cexp{g[-Bsgn(qg)-ysgn(z)]}y—-1} (3.57)
Bsgn(qg)-vsgn(z)

ou, o que & equivalente

({CEXP[Q(—B—Y)]—I}/(-B'Y), g>0 A z>0 (3.58)

{Cexplg(B-V)I-1}/(B-v) » g<0 A z2>0 (3.99)
z =

{Cexplg(B+V)]-1}/(B+y) » g<0 A z<O0 (3.60)

K{CeXD[Q(‘B+Y)]—1}/(—B+Y)s g>0 ~ z<0 (3.61)
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em que a constante de integragio C pode ser determinada em fun¢do de condigoes

iniciais traduzidas por um par de valores (q,., =, ), obtendo-se que

_ Zo(xBxy)~+1
explg.(zR+vy)]

(3.62)

Caso os valores de 3 e y levem a0 anulamento de algum dos denominadores das

equagoes (3.58) a (3.61), entdo decorre da equacgdo (3.56) que dz = dg, pelo que a
evolugdo de = serd linear, sendo traduzida pela equagéo

v=q+C (3.63)

Fig. 3.4 - Evolugio de ~relativa a uma oscilagio sinusoidal

de amplitude q » (curva esqueleto OA).

Por outro lado, os valores de g correspondentes a z = O, associados quer a fase

ascendente do ciclo histerético, g, quer a fase descendente, q;, podem ser facilmente
determinados a partir das equagées (3.61) e (3.59), obtendo-se que

q:=1n(1/C) i=]n(1/C) (3.64)
“B+vy B-vy

ou, no caso particular dos denominadores destas equagdes apresentarem valor nulo,
através da equacdo (3.63),

Desta forma, recorrendo as equagdes (3.58) a (3.64), torna-se possivel representar
graficamente a evolugao sofrida pelo pardmetro endécrino = ao longo de uma oscilagdo
sinusoidal de certa amplitude, para diferentes valores de Bey.

Nafigura 3.5 apresentam-se varios graficos desse tipo assim obtidos, que permitem
compreender a aprecidvel versatilidade do modelo, no sentido de idealizar as mais
diversas formas de comportamento histerético.
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MODELC HISTERETICO DE BOUC-WEN
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Fig. 3.5 - Evolugdo de zrelativa a uma oscilagao

sinusoidal de amplitudegr=2 (A=n=1)
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Estes gréficos servem também para methor ilustrar as seguintes observacoes

quanto ao efeito das variagdes dos parametros de controloR e v, validas para quaisquer
valores de 4 e n.

O parametro B traduz o nivel de dissipagdo de energia por ciclo, sendo nulo no
caso de comportamento nao-histerético, e assumindo um valor maior que Zero caso se
registe uma energia dissipada positiva. Do pardmetro y depende, por seu lado, a
idealizagdo de uma forma de comportamento sem endurecimento ou com
endurecimento, podendo verificar-se que a ocorréncia da primeira sitnagio tem lugar
sempre que vy > 0, ou quando | y |<| ]3| ey<o.

Neste caso também, o crescimento do parametro n traduz-se numa tendéncia para
0 modelo histerético bilinear elastoplastico, como resulta alids evidente da observagao
das figuras 3.6 apresentadas por Baber € Wen [19]. Nelas se encontra representada,
paraB=y=0,5 A=1louZen crescente, a curva média correspondente aos ramos
ascendente e descendente do ciclo z = = (q)paraz > Qvulgarmente designada por curva
esqueleto (v. Fig. 3.4), e cuja €quagao € dada por (v. eq. 3.52 ¢ 3.53)

1 * du z du
S(z)=3 Rt ~ (3.65)
2o A-B+y)u" Jo  A+(B-y)u
' ) ' ! ’ ) Y 25 T T T T : T T
'Lor—
LER]
20+
2 - §
=5 1Sk ne? 4
il ns3 1 z / n=é
=] T
A . J 1.0 --———-—-————-——---_—-.__n;;..__.
2L 1l sk 4
! ] i l 1 i ! 0 I 1 I ] I |
° 2 4 6 8 o2z oK 1. ) 2 3 P s s ?
S 5
{a) (b)

Fig. 3.6 - Evolugio da curva esqueleto para valores crescentes de n
(@A)B=v=0.5eA=1(b)p=vy=0,5e A=2,

Ainda no caso de sistemas sem endurecimento ("soft systems"), constata-se
facilmente, através da equacio (3.51), que o valor méximo que 0 parimetro = pode
assumit, e que leva ao anulamento de = / dgq, é dado por
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A l/n
z”‘“=(r3+\/) (3.66)

podendo verificar-se que, quando se impde uma oscilagao sinusoidal ao sistema, o valor
maximo de zem cada ciclo tende assintoticamente para z ., ., 8 medida que a amplitude
da oscilagio tende para infinito (Fig. 3.7).

MODELC HISTERETICO DE BOUC-WEN MODELO HISTERETICO DE BCUC—-WEN

Aml nel belmeOlt  geme=( b Ami pml plem0B0 gEra=0S0

o8 os 4
LU o4
ag o ol 4

°

-0 - a1 o

-4 = a8 =

a8 - -

-2 - EFTE

-1 -1

-12 x v r r T T — T T -13 T v r T T 1 v T
-2 -4 -1 [ 3 4 L -4 - -2 L] 1 +

— g — ey

Fig. 3.7 - Representacio de z = 2(q) relativa a oscilagdes sinusoidais
de diferente amplitude (A=n=1ep=v=0,95).

Por outro lado, atendendo as equagoes (3.49) e (3.51), torna-se também evidente
que a rigidez inicial do sistema € expressa por

ki=| == | =ak+(1-a)k| — (3.67)
(aq 0 ( ) 29/,
ou seja

k,=ak+(l-a)kA (3.68)

ao passo que a rigidez final ou p6s-cedéncia é dada por

kf=(§—g) =0Lk+(1—a)k(j—;)z (3.69)

max max

pelo que

k,=ak (3.70)

Por conseguinte, das equagdes (3.68) e (3.70) pode ainda concluir-se nao s que
o pardmetro A contribui para a fixacdo da rigidez inicial do sistema, mas também que
atraduz a relagio entre a rigidez pds-cedéncia e a rigidez inicial, caso A = 1,
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3.5.2 - Consideracio da degradagcio de rigidez e de resisténcia através do
modelo de Baber-Wen

Baber ¢ Wen [19] introduziram um aperfeicoamento em rela¢io ao modelo
anteriormente descrito, no sentido de possibilitar ter ainda em consideragiio os
fenémenos de degradagio de rigidez e de resisténcia, particularmente importantes no
dominio das estruturas de betdo armado.

Como € compreensivel, tais formas de deterioragdo estrutural sio fungio da
energia dissipada por histerese v/ ,, definida por

dlv,=(1-a)kzdg=(1l-a)kzgdt (371
ou, se se preferir, por

Wa=(1-a)kzg (3.72)

Por conseguinte, e atendendo ao significado dos pardmetros A e z 4., aidealizacio

dadegradagio de rigidez sem degradagio de resisténcia poderia efectuar-se expressando
A através de uma fung¢io decrescente da energia dissipada W', mantendo-se z ., _
constante, a0 passo que a degradagio de resisténcia poderia ser modelada exprimindo
tambem z 4, através de uma fungio daquele tipo, mas deixando invariante o valor de
A

A via utilizada por Baber e Wen para traduzir estas duas formas de deterioragio
estrutural consistiu na introducido de dois parmetros adicionais v e 1, transformando
a equagdo (3.50) em

Z2=[Ag=-v(BIgl =" z+vq|z1")1/n (3.73)

Definindo os parimetros A, v e 1 como fungées mondtonas da energia dissipada

através das relagdes

AW )=A,-6,W/,
V(W )=1+8,W, (3.74)
MW)=1+6 W,

em que A, € um valor inicial € 6 ,, 6, e b, 840 constantes a fixar de forma adequada,

torna-se efectivamente possivel simular aqueles dois tipos de degradacio, ji que
incrementar o valor de v equivale a aumentar 3 e v sem afectar A, o que por (3.66)
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conduz a uma redugio de z .., a0 passo que aumentar n; equivale a reduzir 4,3 e yem
proporgao, o que leva naturalmente a uma redugio de rigidez (v. eq. 3.68) sem alteracio
da resisténcia (v. eq. 3.66).

No sentido de possibilitar uma fécil visualizagdo do efeito de 6 4, 6, € 5, s0obre a

deterioragdo do comportamento estrutural, apresentam-se na figura 3.8 trés graficos
correspondentes a um sistema caractrizado por A,=n=1¢ p=vy=0,3 podendo
analisar-se separadamente o efeito de cada um daqueles paridmetros.

4 I
aAsons 1 8,-040 1 8”-019 1

Fig. 3.8 - Efeito dos pardmetros 6 4,6, € 6,{19].

Destes graficos, resulta pois evidente o contributo de 6, para a degradagéo de

resisténcia, de 6, para a degradagao de rigidez e de 6 , para a deterioragdo conjunta de
rigidez e resisténcia do sistema.

3.5.3 - Identificacdo dos parimetros do modelo de Baber-Wen

e sua validacio experimental

Um aspecto da maior importincia, no que respeita a utilizagio dos modelos
diferenciais anteriormente descritos para simulacdo de situagdes reais, consiste na
possibilidade de defini¢ao adequada dos seus pardmetros caracterizadores, por forma
a haver garantia de uma boa aproximagio entre o comportamento do modelo e o
comportamento do sistema real idealizado.

Nesse sentido, pode recorrer-se a uma técnica de identificacio de sistemas
histeréticos utilizada por Sues [153], e que se baseia na obtengao experimental de uma
sequéncia de pares de valores (q., z,).

Com efeito, comegando por supdr a inexisténcia de degrada¢do estrutural, e
integrando a equacéo (3.51), obtém-se que

z(q) =z, v Al =Bl —Vvl3 (3.79)
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sendo

7 ) a
fsz | .IIZI""qu (3.76)

Por conseguinte, uma vez conhecida por via experimental uma sequéncia de pares
de valores (g., =), e arbitrando um valor apropriado para ., torna-se nio sé possivel
quantificar numericamente os integrais 7, , » /2. 15, como também expressar o erro
quadritico total entre os valores teéricos z(q.) e os valores medidos z,, através da
relacdo

~ 2
€=Z(‘-O'FAIH_BIZ&_Y]:H*ZL') (3.77)
’ [

Aplicando entdo 0 método dos minimos quadrados, que imp6e como condigoes

necessarias para a minimizacio desse erro que

— = —=0 ==0 3.78

2 A o) Y ( )
obtém-se o seguinte sistema de trés equacoes, que possibilita a determinacéo dos valores
dos pardmetros A,Be vy

i X]?f _Z]u]z: _Z[u'[af_ Z]u(zl-‘Z )
L . L t A t
*Zle']n ngi 2121131 B )= _lei(zi"zu) (3.79)

i

‘-Zfagfu Z!al.fﬂ > 17, | Y —213[_(2‘_2

3

No caso de havcr degradacio de rigidez, traduzida pelas equagoes (3.73) e (3.74),
a equacdo (3.51) dd lugar a

d—;=[AD—6AW (1+5, Wd)(ﬁl—q—llzl z+v|z|“ﬂ/(1+ﬁnwd) (3.80)

tornando-se o problema de identificagao dos pardmetros bastante mais dificil,

No entanto, a questdo pode ser substancialmente simplificada, caso se suponham
Ja conhecidos os valores de 8 e v através da formula¢io anteriormente descrita, € 05
valores de n e 6, sejam arbitrados de forma apropriada.
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Nestas condigdes, integrando a equagio {(3.80), e aplicando de forma idéntica o
método dos mfnimos quadrados, pode obter-se o seguinte sistema de 3 equagdes, cuja
solugio conduz ao conhecimento dos pardmetros A,,6,e 0,

i ngi _ZIS:']M _21553“1 A Z:]SE‘SZI

0

_2155165 Zlgi Z[msli b, )= _Zléism (3.81)

_Z]5i51i Z[t’)isla Zsi O _ZSJESZE

em que
S1i=Bl+ vl

/ =fq' 99
S e, 148, Wy

q; Wy
]65=f —dg
1+ ﬁan

q i n-1
‘ lgl 1=zl
! .=f W d 3.83
7i . d P 1+6,Wgq ) ( )

g n
* | z |
]-=f W y————d
8i v d1+6q14/d aq

L]

1_:fq' gl 1=z
e, g 1+B W4

g R

' | z |
! -=[ —d
101 oo 1+0.Wq q

A confirmagio da correc¢ido e utilidade desta técnica de identificagdo dos
parémetros caracterizadores do modelo foi realizada por Sues [155], que para o efeito
considerou diversos registos temporais de excitacoes, quer de carcter sinusoidal, quer
de natureza sismica. Determinando as correspondentes histérias temporais da resposta
de um sistema de 1-GL idealizado através dos modelos de Bouc-Wen ou de Baber-Wen,
com pardmetros pré-definidos, ¢ aplicando posteriormente a técnica de identificagao
descrita, foi possivel na maioria dos casos obter valores dos pardmetros muito proximos
dos inicialmente arbitrados, validando deste modo o método proposto.
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Um outro aspecto da maior importincia consiste naturalmente na prépria
validagdo do modelo diferencial utilizado, ou seja em saber se a sua aplicagio aproxima
de forma suficientemente satisfatéria a realidade.

No sentido de real¢ar a boa aproximagio conseguida, confrontam-se na figura 3.9
as relagoes forca-deslocamento relativas a um portico de betao armado, decorrentes
quer de uma anélise experimental realizada por Gulkan e Sozen [74], quer da modelagio
realizada por Sues [155] com base no modelo de Baber-Wen, sendo notéria a boa
concordancia conseguida.

Pikips) P{kips)

;

Alin)

Ll v i v i ar v o ot av v av o >

{Tante) (Modaie)

Fig. 3.9 - Validag¢io experimental do modelo de Baber-Wen [155].

Tendo também por base diversos ensaios experimentais, que possibilitaram a
identifica¢do dos valores dos pardmetros de controlo do modelo de Baber-Wen mais
ajustados a traducio de diversas situagdes reais, Sues concluiu ainda ser recomendével
a adopgéo dos valores A=1,n=1La=0,04epB=y para estruturas de ago, e A= 1,
n=2a=0,02eR=-3y(y<0)para estruturas de betio armado.

3.5.4 - Lineariza¢io do modelo diferencial de Baber-Wen

Os modelos diferenciais de Bouc-Wen e de Baber-Wen baseiam-se na introdugio
de um pardmetro auxiliar 2 que se admite respeitar uma equagao diferencial nio-linear
do tipo

z=®(g,xz) (3.84)

havendo interesse, do ponto de vista da andlise do comportamento dindmico de sistemas
histeréticos através do método de linearizago estocéstica equivalente, em proceder a
sua linearizacio através da relagio

Z(D=c . (DGt +k, ()z(t) (3.85)
como alias foi ja referido na secgdo 3.4.
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No caso do modelo de Baber-Wen, os coeficientes da equacéo linear,c .e k£, podem

ser obtidos mediante a aplicagfio das condigbes (3.44) 4 equacdo (3.73), podendo pois
escrever-se que

oA o _
Ce:E{[E‘“A‘%(mqnzi" bzevglz |t -

214 )
—V( 21G Ty ) 1z+YI2I"ﬂ/n-

oq
_ - . n-1 - n aﬂ 2
[Ag-v(Blgllz|" z+vyglz] )]E/n (3.86)
aA . av , n- . a
9=E([a—Q“—(B|qIIZi "zryglzl™)-
z oz

. 2 n-1 a n
-v|Blgi—lzl" z+yg—lzl| |/n-
0z oz

_ . . n-1 . n aT] 2
[Ag=v(Blgllz]" " z+vyg|z] )]E/ﬂ> (3.87)

em que 0§ pardmetros A, v e 1)sdo fungdo da energia dissipada do sistema (v. eq. 3.74),
a qual respeita a equacéo diferencial (3.72).

O célculo dos valores médios a que se referem as equagoes (3.86) e (3.87), que
nao é nada simples, mesmo supondo que as varidveis g e ztém uma distribui¢do normal,
pode no entanto ser substancialmente simplificado, caso se admita que os pardmetros
A, v e ntém uma lenta evolu¢do mon6tona, associada a valores relativamente baixos
dos coeficientes 6,, 6, ¢ &,, hipotese que é perfeitamente aceitdvel desde que a
degradagao estrutural nio se processe muito rapidamente. Nesse caso, 4, v € npodem
ser substituidos pelos respectivos valores médios i 4, m, € m,, tornando-se também
desprezédveis todas as derivadas parciais daqueles pardmetros em ordem a g e = pelo
que as equagdes (3.86) e (3.87) dao lugar s seguintes equagdes aproximadas

- 2|q| n-1 n
c, =2kl m,—m, Ba—q,lzl z+y| x| /mn (3.88)

2 . o
kQEE{[“mv(B!QIEIZI" Z*Yq£lzl H/mn> (3.89)

Os valores médios m ,, m,, e m, obtém-se aplicando o operador valor médio a

ambos os membros das equagdes (3.74), resultando que

mA=A0_6Amwd mv=].+6vmwd mn=1+6“mwd (3-90)
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sendo, por outro lado, o valor médio da energia dissipada regulado pela equagio (v. eq.
3.72)

my, = (1-a)kE[zq] (3.91)

Deste modo, tendo em consideragdo o Suposto cardcter gaussiano das variaveis g

e % ¢ admitindo que o processo de resposta tem valor médio nulo, os valores médios
indicados nas equagdes (3.88) e (3. 89) podem ser calculados, obtendo-se parac.ek,as
seguintes expressdes [19]

Co=lmy—m (BF,+vF;)1/m, (3.92)

ke=—mv(BF3+YF4)/mn (393)

em que os coeficientes 7\, F », F ;& F , podem ser expressos em fungao das caracteristicas
estatisticas da resposta através das seguintes relagoes

| q | r-1 _U (”»'*2) R/2
FI—E[ aqll zJ r > 2771,
oy (n+1
F,=F[|z|" =—r(——)2"’2

2= ELl=I = =1 5

2 _
Fa=E|i|Q"|£|ZJn1Z:| (3.94)

n-l a1

TLO’ G n'+2 n/2 - 2 2
oy (m2), {2(1 oi ﬂ”}
n gzt s

em que

[(n)= x" e *dx , n>0 (3.95)

n/2
13=2f sen"0d6 (3.96)
!
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com

— =z
___leq) (3.97)

l=arctg(
pqz

3.5.5 - Resposta de sistemas de 1-GL caracterizados pelo modelo de

Baber-Wen a excita¢des aleatérias de média nula

A linearizacio do modelo histerético de Baber-Wen, traduzida pela substitui¢ao
da equagéo diferencial ndo-linear (3.73) pela equagdo linear (3.85), cujos coeficientes
¢, e k., podem ser conhecidos através das equagdes (3.92) a (3.97), torna vidvel uma
abordagem simples e eficiente da andlise da resposta aleatdria de um sistema histerético
de 1-GL idealizado através deste modelo, utilizando para o efeito a técnica iterativa
caracteristica do método de linearizacdo estocastica equivalente, j4 anteriormente
descrita.

Com efeito, recorrendo 4 equagdo (3.47), que condensa as equagoes (3.40), (3.41)
e (3.43), ou seja

y(ty=A,y(t)+x(1) (3.98)
com
0 1 0 o
g(t) ak C (1-ad)k
y(W=39W)p A=\~ ~— T x()y=4 pt)/m (3.99)
z(1) 0 ¢ k 0

e comegando por supor que a excitagao actuante tem cardcter estacionério e valor médio
nulo, e que a degradagdo estrutural é desprezével, o problema pode ser facilmente
resolivel, comegando por arbitrar valores iniciais parac, ek ..

Dessa forma, a matriz A , fica perfeitamente determinada, tornando-se possivel a

quantificagdo da matriz de covaridncia instantdnea da resposta u,, seguindo uma
formulacdo prépria de sistemas lineares, podendo posteriormente, a partir dos seus
elementos, calcular-se os valores corrigidos de ¢, e k . a considerar na itera¢ao seguinte
combase nas equagdes (3.92) a(3.97), e assim sucessivamente até que se atinja a desejada
convergéncia.
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Porém, no caso de excitagdes nio-estacionarias de média nula, ou mesmo no caso
de excitagdes estaciondrias, mas em que a degradagao estrutural no seja desprezavel,
o problema torna-se mais complicado, j4 que nessas circunstincias a resposta do sistema
€ sempre néo-estaciondria, levando a que os coeficientes de linearizacao c, e k., bem
como a matriz A , sofram uma variagio ao longo do tempo.

Nessa situagdo, as caracteristicas probabilisticas da resposta tém de ser avaliadas
ao longo de sucessivos instantes de tempo, verificando-se que, no caso de uma excitagio
idealizada através de um ruido branco evolutivo, caracterizado pelo produto de uma
fun¢io de modulagio deterministica 6(¢) por um processo estocistico estacionério de
valor médio nulo e densidade espectral de poténcia constante S » amatrizde covariincia
instanténea da resposta obedece & equagio (v. eq. 2.154)

()= A Dp (O +p (DA (DT +20S () (3.100)
em que
0 0 0
S =0 ew?s,/m* o (3.101)
0 0 0

Desse modo, o sistema de equagbes diferenciais (3.100) deve ser integrado
numericamente, actualizando em cada instante de forma iterativa a matriz A, (1) cujos
coeficientes c,(t) e k.(¢) dependem das caracterfsticas estatisticas da resposta, de
acordo com as equagdes (3.92) a (3.97).

A forma mais simples de incluir também o efeito da degradacio de rigidez e de
resisténcia, traduzida pela consideragio de pardmetros 4, ven dependentes da energia
dissipada Iv" 4 (v. eq. 3.74), consiste em adicionar 4 equagdo (3.100) a equagdo (3.91)

my =(l-a)kE[zq] (3.102)

O problema pode entdo ser resolvido integrando numericamente o sistema de
equagées diferenciais de primeira ordem definido pelas equages (3.100) e (3.102),
actualizando em cada instante de forma iterativa os valores médios dos pardmetros 4,
Vv e n atraves das equagdes (3.90), e seguidamente os valores dos coeficientes de
linearizagdo c,(t) e k,(¢) com base nas equagdes (3.92) a (3.97).

Nao sendo a excitagido actuante do tipo rufdo branco, esta pode ser interpretada
como aresposta de umfiltro auma excitagao daquele tipo, havendo entao simplesmente
que proceder a4 ampliacdo do sistema de equagGes diferenciais (3.98), por forma a
traduzir o equilibrio dindmico do conjunto sistema-filtro, como aliss foi j4anteriormente
referido em casos andlogos.
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3.5.6 - Consideracao de excitacoes de valor médio nido-nulo

Na dedugao das equagdes (3.92) a (3.97), que fornecem os valores dos coeficientes
c, ek ,relativos A lineariza¢io do modelo de Baber-Wen, foi suposta a hip6tese de que
as varidveis ¢ e z obedecem a uma distribui¢do bidimensional de Gauss com valores
médios nulos, tendo os valores médios indicados nas equagdes (3.88) e (3.89) sido
calculados com base na fungio densidade de probabilidade conjunta correspondente.

Tal sucede, evidentemente, desde que o processo de excitagio apresente também
valor médio nulo, dada a natureza simétrica do tipo de nao-linearidade traduzida pelo
modelo diferencial em questdo. Simplesmente, casos hi em que esse valor médio €
ndo-nulo, acarretando a necessidade de introdugdo de algumas modificagoes, 4
semelhanga do que foi j4 anteriormente referido em 2.5.5, para que possam continuar
a ser utilizadas as equagoes (3.92) a (3.97) na linearizacdo do modelo.

Assim, decompondo quer o processo de excitacao, quer o de resposta através das

relagoes
p)=p,(D)+m,(i) (3.103)
q(t)=q,()+m,(1) (3.104)
z(t)=z,()+m, () (3.105)

substituindo (3.104) em (3.40), e aplicando o operador £[  Jaambos os membros resulta

que
Elg(g,+mg,t)]=m (1) (3.106)
Subtraindo membro a membro as equagdes (3.40) e (3.106), obtém-se pois que
mqg,(H)+eq,()+h(q,, m,,t)=p, (i) (3.107)
sendo a fungéo nap-linear h(q,, My, t)definida por
h(q, Mgy, 1)=g(q,*my )~ Elg(qg,+my, )] (3.108)
verificando-se pois que
E[h(g,,m,,1)]=0 (3.109)

Sendo também a fungio g decomponivel através da equagdo (3.41), a equagao

(3.106) permite ainda concluir que

akmg(1)+(1-a)km,(t)=m,(t) (3.110)
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Por outro lado, podendo também a fungéo A ser decomposta através da relacio
h=akqg,+(1-a)kz, (3.111)
a equagio (3.107) pode escrever-se
Mg, (D+cq,(t)+akg,(t)+(1-a)kz, ()= p, (1) (3.112)

Por conseguinte, a linearizagio do modelo pode ser conseguida recorrendo a
equagao

Zo(t)=c (1), (1) +k (1)z,(1) (3.113)

sendo o valor dos coeficientesc,(t) ek, (¢ )encontrado mediante o recurso as equagoes
(3.92) a (3.97), referentes a processos de resposta de valor médio nulo. Para tal, no
entanto, deve seguir-se uma técnica iterativa, comecando por arbitrar valores iniciais
para c (i), k(1) m,(t)e m. (¢} Uma vez conhecidos esses valores, e podendo as
equagtes (3.112) e (3.113) expressar-se sob a forma (v. eq. 3.47)

Y, (1 =A,(Dy (H)+x (1) (3.114)
em que '
| 0 1 0
no-{50 ) a0 e asek ) am
“o (0 0 e () k(D 0
(3.115)

pode determinar-se a composi¢do da matriz de covaridncia da respostap (1), utilizando
técnicas de analise de sistemas lineares.

Dessa forma, fica inteiramente caracterizada a distribui¢ao de probabilidade de
Gauss relativa as varidveis (¢,, d,, z,), podendo nio sé calcular-se valores corrigidos
de c,(t) e k,(1) a utilizar na iteragio seguinte através das equagdes (3.92) a (3.97),
como também quantificar novos valores de m ,(t)e de m, (¢ )com base nas equacdes
(3.109) e (3.110), fazendo prosseguir este processo até que esteja assegurada a
indispensével convergéncia.
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3.5.7 - Idealizacao do efeito de "pinching" através do modelo
de Noori-Baber-Wen

Embora os fenémenos de "pinching" possam ser observados em varios materiais
¢ em diversas situagbes (combinagOes de esforgos), eles sio muito evidentes em
elementos de betdo armado sujeitos a elevados esforgos transversos (Fig. 3.10).

Fig. 3.10 - Observagdo experimental do efeito de "pinching".

Uma outra virtualidade do modelo diferencial de Baber-Wen consiste na
possibilidade da sua modificagdo no sentido de contemplar também este efeito,
responsdvel alids porumaredugio da capacidade de dissipacao de energia dos elementos
estruturais.

q,{t) qit)

l—o—- qzl|)=qtt)-q1ltl I—o—-

t1-ajkz t)
! xkaft] - plt)
et prs—
cdit)

Fig. 3.11 - Sistema histerético de 1-GL com efeito de
"pinching" {modelo de Noori-Baber-Wen).
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Um modo de idealizar tal forma de comportamento ‘histerético consiste em
recorrer ao modelo de Noori-Baber-Wen [111], traduzido esquematicamente pelafigura
3.11, o qual resulta da introdugio de um novo elemento de ligagdo ao exterior, para
além dos trés j4 considerados no modelo de Baber-Wen.

Esse novo elemento, que apresenta caracteristicas de endurecimento, e se encontra
ligado em série ao elemento histerético de Baber-Wen, condiciona a resposta g (t)do
sistema & excitagdo actuante, sendo a sua contribuigio traduzida por

Gz=Aarctg(z/%) (3.116)

ao passo que a forga de restitui¢do nio-linear g(q,¢) se supde caracterizada pela

equacao

g=akg+(l-a)kz (3.117)
obedecendo, neste caso, o pardmetro auxiliar =4 equagio diferencial nao-linear

2=[AG,—v(BIg, 11z z+vyg, |l z|")]/n (3.118)
em que
q,{t)=q(t)-q,(t) (3.119)

Os pardmetros A e & intervenientes na equacio (3.116), caracterizam o efeito de

"pinching" idealizado, sendo este sentido para valores de q , tanto mais elevados, quanto
maior € o valor de A, e levando a uma configuragéo tanto mais agucada do ciclo
histerético, quanto menor € o valor de £

Estes dois pardmetros sdo também definidos como fungoes crescentes da energia
dissipada através das relagoes

A=A, +8, W,
£=%,+6,W, (3.120)

por forma a melhor traduzir a deteriora¢do estrutural.

Uma forma de confirmar que o modelo de Noori-Baber-Wen traduz de forma
adequada a inclusdo do efeito de "pinching" consiste em procurar representar
graficamente a evolugdo sofrida pelo pardmetro = ao longo de variages ciclicas da
resposta.

Para tal, pode admitir-se, por exemplo, uma variagio sinusoidal para q,,

tornando-se entéo possivel obter a correspondente evolugio dos valores de z mediante
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integragio da equagdo (3.118), tal como foi referido em 3.5.1, e posteriormente a
determinagio dos respectivos valores de g ; e g através das equagoes (3.116) e (3.119).
Os parametros A e § caracterizadores do efeito de "pinching", podem ser ciclicamente
actualizados através das equacoes (3.120) e (3.71), por forma a ter em consideragio a
deterioragio estrutural.

Deste modo, Noori [111] péde obter as representag¢oes gréficas traduzidas pela
figura 3.12, obtidas numa situagdo em que foi desprezado o efeito da degradagéo de
rigidez e de resisténcia, sendo os seguintes os valores dos principais parémetros do
modelo; A=1,=v=0,3A,=06,=0,5%,=0,125eb,=0.

z z1 Z4t

1

Fig. 3.12 - Representacao gréfica das relagoes (2,93} (2,g2)

e (z,q)para uma varia¢do sinusoidal de g ..

Introduzindo também a degradagdo de rigidez e de resisténcia através dos
pardmetros 6 ,=58,=6,=0,0l, ¢ supondo A, =0,6,=0,2,£,=0,05e 6, =0, pode
por sua vez obter-se a representagio grafica da relagdo (=, g ) correspondente a uma
variagdo sinusoidal de ¢ ,, expressa pela figura 3.13 [112].

R E—— N
4 7 % -3 -1 1 3 S 1 9

Fig. 3.13 - Efeito da deterioragdo estrutural em termos de
rigidez, resisténcia e de efeito de "pinching".
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Da observagio desta figura, e da sua comparacao qualitativa com a figura 3.10,
pode pois constatar-se a justeza do modelo de Noori-Baber-Wen como forma de
idealizagéo do comportamento histerético de elementos estruturais em que o efeito de
"pinching" seja significativo.

Este modelo apresenta igualmente a assinalavel virtude de ser matematicamente
tratdvel, tornando-se vidvel a sua linearizagio e a anilise estocistica da resposta a
excitagbes aleatérias estaciondrias ou nio- estaciondrias.

Antes de proceder i sua linearizagdo, convém, no entanto, introduzir uma
modificagdo em relagio as expressées anteriormente apresentadas, que consiste em
tomar derivadas em ordem ao tempo da equagdo (3.116), conjugando a expressdo
resultante com a equagéo (3.118), obtendo-se assim que

K -
qz=(gz+§zz)-[f1d1—v(f3lql Hz]" ' 2+yg, 121")]/n (3.121)

Deste modo, introduzindo o vector
v=[a.4.z,9,,q,1" (3.122)

as equagoes (3.40), (3.41), (3.118), (3.119) e (3.121), que traduzem o movimento do
sistema de 1-GL e a natureza do seu comportamento histerético, podem escrever-se

sob a forma
Y=Y (3.123)
_ ¢ ok (1-a) p(t)
}’zz_ayZ_Tn—yl_—m‘kya"' ™ (3.124)
Ya=[ AV =v By Hys " v+ vIva "y, )1/n (3.125)
Ya=Y2" Vs (3.126)

A -
Y5 = (E _fy )[Ay4 (Blyqgllysl® ]3/3+Vy4|3/3|n)]/n (3.127)

Sendo as equagées (3.125) e (3.127) manifestamente nao-lineares, elas podem ser
aproximadas por equagdes lineares do tipo

y‘3=023y4+k23y3 (3128)

3'/5=cﬂ_o_3'/4+!ce5y3 (3.129)
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utilizando a técnica de linearizagdo estocdstica equivalente, e determinando os
coeficientesc, ,k.,,C. €k, atraves das condigdes de Atalik e Utku. No que respeita
a c,, e k,, podem obter-se directamente expressoes analfticas destes coeficientes,
supondo nulo o valor médio do processo de resposta, tal como foi descrito em 3.5.4. Ja
em relagio a c,_e k., seguindo procedimento semelhante, apenas & possivel obter
expressoes que permitem a sua quantificacdo em fungdo dea,,,0,,€p,,y,COMrecurso
a métodos numéricos, e que por serem relativamente longas se apresentam no Apéndice
B.

Deste modo, conjugando por um lado as equagoes (3.128), (3.129) ¢ (3.126), e
tendo por outro lado em conta as equagdes (3.123) e (3.124), pode obter-se que

y(t)=A,(ODy(t)+x(1) (3.130)
sendo
0 0 0 O]
k l—-a
Lok el JUZp 6o
m m m : O
Co c.. k. p(t
0 1+" kes—]: =0 0 —-m)
A= Ces fes S xM={ (3.131)
K.
0 ! -— 0 0 0
1+, 1+c,, o
Ce, Ka.
0 0 0
i 1 +c,, 1 +c,, 1

Por conseguinte, sendo a excitagio idealizada através de um ruido branco ou rufido
branco evolutivo, a evolugio temporal da matriz de covaridncia instantdnea da resposta
i, € regida pela equagao

b (1) =A, (DR (O +p (DA ) +218 (1) (3.132)

em que a matriz S (¢) depende das densidades espectrais de poténcia do processo de
excita¢ao p (i)

Nestas condigdes, a andlise da resposta do sistema pode ser efectuada ao longo de
sucessivos instantes de tempo, caso a resposta seja nio-estaciondria, integrando
numericamente o sistema de equagdes diferenciais (3.132), simultaneamente com a
equacio (v. eq. 3.102)

My, = (1-adkp, (3.133)
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se se tiver em consideracdo a degradagio estrutural, actualizando-se em cada instante
de forma iterativa quer os valores dos coeficientes de linearizacio c, s KepCo k.,
quer os valores médios dos parametros 4, v, 1, A e susceptiveis de traduzirem a
degradacio do sistema ao longo do tempo.

A tnica dificuldade que aparentemente se levanta resulta do facto de o calculo
dos valores corrigidos dos coeficientes de linearizagio envolver o éonhecimento prévio
deo,,0,.ep,. ,, pois que se, da resolugio das equagoes (3.132) e (3.133), se obtém,
em cada iteragio, directamente o valor de o y4 J4 0 mesmo ndo sucede com o v €P .y .

Esse problema pode, no entanto, ser rapidamente ultrapassado, tendo em conta
que, da quarta equagdo traduzida pelo sistema (3.130), se pode facilmente concluir que

05,=(05,- 2k 0,0, 0, + k2,05,)/(1+c, ) (3.134)

Y4
Pyaiy T (Pypya0y, /0y, ko0, /0, )/ (14 c, ) (3.135)

No sentido de colocar em evidéncia a boa aproximagio conseguida pela aplicacao
do método de linearizagio estocistica equivalente na andlise da resposta de um sistema
de 1-GL, cujo comportamento histerético seja idealizado através do modelo de
Noori-Baber-Wen, apresentam-se na figura 3.14 gréficos [112] representativos da
evolugdo temporal dos valores de Uq €0, obtidos por esta via, e através de técnicas de
simulagio digital com base em 250 realizagGes distintas, para um caso em que A =1,
B=y=0.5, A,=0, 6,=0,5, £,=0,125 e 6,=0, sendo o coeficiente de
amortecimento igual a 0,02 e a excitacdo pseudo-nao-estaciondria, caracterizada por
uma densidade espectral constante S ,. Da sua observagio, pode pois constatar-se, para
além de uma. satisfatoria compatibilidade global de resultados, que € mesmo nas

‘rq 40 ) . s _
— s linearizapde — s Linsarizagno O
- = Simulago » aSimulagao T : " 54710
54 0.5
[
5°= 010
..... . e — 55 Qo2
0 10 60
(a) tisi ib) tis)

Fig. 3.14 - Evolugao temporal de og,edea,
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situagdes em que a excitacdo actuante assume maior intensidade que as diferencas
relativas encontradas sdo menos significativas, verificando-se, em contrapartida, que,
parabaixos niveis de excitagio, a linearizagio equivalente tende a conduzir a estimativas
por defeito deo,e 0,

3.5.8 - O modelo bi-axial de Park-Wen

Estudos analiticos e experimentais realizados [119] com base em colunas de ago
e de betdo armado sujeitas a carregamentos ciclicos em duas direcgdes ortogonais
mostraram existir uma significativa interac¢do entre as forcas de restitnigéo bi-axial em

regime nio-linear.

Sendo a excitagdo sismica caracterizada, em particular, por duas componentes
horizontais do movimento de base, tendentes a induzir o funcionamento bi-axial de
muitas das pegas lineares constituintes das estruturas dos edificios, hd naturalmente
toda a conveniéncia em dispor de modelos histeréticos que idealizem suficientemente
bem esta forma de comportamento, e que sejam ac mesmo tempo matematicamente
tratdveis do ponto de vista da andlise estocdstica do comportamento dindmico das
estruturas. .

Ora sucede que o modelo de Bouc-Wen, para além dos aspectos positivos ji
anteriormente mencionados, revela ainda a vantagem adicional de se adaptar a
caracterizacdo do comportamento histerético bi-axial, mediante a introdugdo de
determinadas modificacdes introduzidas por Park [119].

Considere-se entdo um sistema histerético de 2-GL sujeito a uma excitagio
bi-direccional, podendo o respectivo equilibrio dindmico ser traduzido pela equagao

mq(ty+cg(t)+g(gq.t)=p() (3.136)
em que
’T _ T _ T _
'_q _[Qx’Qy] g _[gx’gy] B _[px'py] (3'137)
As forgas de restituigio podem neste caso ser objecto da seguinte decomposigio

g-akg+(l-a)kz (3.138)

em que k é uma matriz associada & defini¢do da rigidez inicial e z=[2,. 2, ] " é um
vector constituido por dois pardmetros que, segundo Park, devem satisfazer as seguintes
equagdes diferenciais, no caso de forgas histeréticas de restituigao isotrépicas

121




Capitulo 3

ST AGBlg 2 vg 2B IG, T T2 - va 2z, (3.139)

z,=Aq9,-B1g,z, | Z,7VG, 20 -Blg.z. | TyTY¥GL R 2, (3.140)

9 ¢ 9y4
Y
G
q X , .
o Y aky
0 x
Ky ky
Oy ay
a) b)

Fig. 3.15 - (a) Deslocamento uniaxial ¢z; (b) Sistema nao-isotropico.

Introduzindo uma conversao para coordenadas polares através das relacoes

q,=gcoesy q,=qgseny Z,.=2ZCosY z,=zseny (3.141)

em que ¢fe zrepresentam o deslocamento uniaxial e o pardmetro end6crino do modelo
correspondente a uma direcgéo caracterizada pelo angulo v em relacdo ao eixo o x; as
equacoes (3.139) e (3.140) reduzem-se 4 forma caracteristica do modelo uniaxial de
Bouc-Wen com 2 = 2, isto é

2=Aq-Blgz|z-ygz> (3.142)

independentemente do valor de v, o que significa que essas expressdes representam
efectivamente um modelo histerético bi-direccional isotrépico.

No caso de as formas de comportamento histerético serem diferentes segundo
duas direcgbes ortogonais o xe 0y, pode utilizar-se a seguinte transformagio no sentido
de procurar reduzir.o sistema a um sistema equivalente isotrépico

G, . kG,

g,=—g q,=—=
Y y Y ¥ kay

= q, (3.143)

representando & . e k, os valores das rigidezes iniciais, e G, e G, as resisténcias de
cedéncia consideradas (Fig. 3.15b).

Segundo Park [119], subsituindo g, por g, e g, por q., as equagoes (3.136),

(3.138), (3.139) e (3.140) continuam a poder ser utilizadas para descrever o
comportamento dindmico do sistema nao-isotrépico.
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Esta forma de idealiza¢do do comportamento histerético bi-axial foi também
comparada com resultados colhidos experimentalmente [118], podendo visualizar-se
através da figura 3.16 a boa aproximagao conseguida.

] v Y -

o4 Direcpie X

2t —

[ s

-t 4

% 2 1 0 1 2 3
(Teste) uicm)
a)

Plten)
Pten)

0. 1 2 -
(Tasta) wiem) {Models) uicm)
ic) {d}

-3 -2 -1

Fig. 3.16 - Validagdo experimental do modelo de Park-Wen.

A semelhaﬁga dos modelos diferenciais anteriormente descritos, o0 modelo de
Park-Wen é também matematicamente tratével, podendo proceder-se a linearizagio
das equagdes (3.139) e (3.140) sob a forma

zxzCxl(jx+cx2zx+cx3(j'y+cx4zy (3144)
2,=C Gy +Cypy *C oG, + C oy, (3.145)

em que 0s coeficientes C .1, C x», C x3€ C x4530 dados pelas relagoes seguintes [119}, no

caso de o processo de resposta ter valor médio nulo

2
C. =A-0> (—Yfpx—isenzqax) (3.146)
L] # |
4y, 2 asz 4y 2y
C12=_0¢x021|:_n—(1 p‘f‘xzx) +p‘7xz'(?¢x—-ﬁnsen2¢x ’

2
+—n—y(coswx+1pquxzx)} (3.147)

123




Capitulo 3

Cx3=—02xazypzxzyy Cx4=_qu0zqu,z,Y (3.148)

com

¢x=arctg[—(l—p§x2x) /pq.,xzj wx=arcsen(p¢x2x), (3.149)

a0 passo que os coeficientes C, ), C,, C,5e C,,se obtém trocando os indices x por .

Deste modo, supondo as matrizes m, ce k diagonais comm, = m,, = mycy) = cyp =,
kin=k,ek, =k, eintroduzindo o vector

2T=[Qx’q-x!’zx!q1y’q.y!zy] (3'150)

as equagoes (3.136), (3.138), (3.144) e (3.145) podem escrever-se sob a forma

Z(I)=de(t)x(1)+£(5) (3.151)
com
| 0 1 0 0 0 0 B ( 0
K, -
L Gl ) P 0 p.(1)
mm m m
0 Cy, C., a Ce, C., 0
1y = =
4,0 0 0 0 0 1 0 x(1) 0
k - ¢
0 0 0 Rt R S Py
i m m m
0o ¢, c,. o ¢, c,, 0
(3.152)

podendo, pois, a andlise da resposta processar-se utilizando a técnica iterativa
caracteristica da aplicagao prética do método de linearizagio estocsstica equivalente,
tal como foi j4 anteriormente referido em 3.5.5, 3.5.6 € 3.5.7.

E ainda de assjnalar que a técnica de identificac¢do de sistemas, descrita em 3.5.3
com vista & determinag¢ao dos pardmetros do modelo histerético de Baber-Wen, pode
ser facilmente generalizada por forma a possibilitar também a quantificacdo dos
parametros de controlo do modelo bi-axial de Park-Wen, de acordo alids com a
formulagéo recentemente desenvolvida por Ang e Wen [176].
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3.5.9 - O modelo de Mochio-Samaras-Wen para problemas planos
de tensio ou de deformacio

Uma outra extensio recente do modelo diferencial de Baber-Wen consiste na
tentativa de abordagem de problemas de estado de tensdo ou de deformagdo planos.
Essa generaliza¢do foi ensaiada por Mochio, Samaras e Shinozuka [108] que referindo-se
aum problema de estado de tensao plano, consideraram as relagoes tensoes-extensoes
expressas através das equacgdes

(1-v3t,=Fla,e,+(1~a, )z, ]+Eve,
(1-v¥)t,=Ela,e,+(1-a,)z,]+Eve, (3.153)
Txy= G[axyexy+(]' _G‘xy)z;gy]

em que F e G representam os modulos de elasticidade longitudinal e transversal, v o

coeficiente de Poisson, t=[1,,T,, 'ny]T o vector das componentes de tensdo, e
c=[€,, €y, €,,]" 0 vector das componentes de deformagdo, sendo z,, z, e Z.y
parametros auxiliares que obedecem genericamente a equagdes diferenciais do tipo

Sam ACa Bl €ull 2e ™ Zamyabal Zu ™ (3.154)

(*=x,y,xy)
Estas equagdes diferenciais ndo-lineares podem ser linearizadas sob a forma

Be=Coyr€xtk onZs (3.155)

com recurso as condigdes de Atalik-Utku, obtendo-se desse modo expressoes ja
conhecidas para c.«e k .« em funcio das caracteristicas estatisticas da resposta.

Este procedimento que, conjugado com uma formulagéo de elementos finitos,
permite analisar a resposta aleatéria de sistemas continuos [108], parece no entanto
enfermar de uma deficiéncia decorrente da nio consideraciao de qualquer forma de
interacgio entre os trés parAmetros auxiliares z,, z, € Z,, aspecto que alids nio foi
descurado por Park no caso do modelo bi-axial e cuja importéncia foi comprovada por
Takizawa e Aoyama [159].

3.5,10 - Os modelos diferenciais multilineares de Suzuki e Minai

Como se viu anteriormente, o modelo diferencial de Bouc-Wen, bem como os
modelos modificados subsequentes devidos a Baber, Noori e Park, constituem
excelentes formas de idealiza¢do do comportamento histerético, dotadas de uma grande
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versatilidade e susceptiveis de reproduzir com boa aproximacio o comportamento de
sistemas histeréticos analisados experimentalmente, apresentando também a
assinaldvel vantagem de possibilitarem a aplicagdo do método de linearizagio
estocdstica equivalente 4 andlise da resposta de sistemas nao-lineares histeréticos sem
recurso a aproximagio de Krylov e Bogoliubov, podendo obter-se directamente
expressGes analiticas dos coeficientes de linearizacio em fungdo das caracterfsticas
estatisticas da resposta.

No entanto, Suzuki e Minai [156] introduziram recentemente outras formas de
caracterizagdo diferencial de diversos modelos histeréticos constituidos por trogos
lineares, entre os quais se inclui o modelo bilinear jareferido em 3.3.

Neste caso, por exemplo, o parAmetro auxiliar z; a que se refere a equagdo (3.41),

deve respeitar a seguinte equagio diferencial

2=0(q,2)=q1-U(QU(z-q,)~U(-§HU(-z2-q,)] (3.156)

emque &/ ()¢ afungdo de Heaviside, e ¢, representa o valor de g correspondente ao
inicio de cedéncia, sendo facil verificar que ela traduz correctamente o ciclo histerético
elasto-plastico a que se refere a figura 3.2(a).

De forma anédloga, também os modelos multilineares sio susceptiveis de uma
caracterizago diferencial através das relages

=) (ri~ru)z, (3.157)
i=1

2294, 2) =41~ U(DU(z,-q,)-U(-)U(z,~q,)] (3.158)

emquer;representa arigidezdotrogo de ordemi (i=1,...,n+1)ezéo0 pardmetro
auxiliar associado a cada um dos n ciclos histeréticos elasto-pléstico perfeitos, que por
sobreposi¢ao geram o comportamento multilinear, e aos quais correspondem
deslocamentos de inicio de cedéncia designados por Qy,

O modelo bilinear diferencial traduzido pela equagio (3.156) & também
matematicamente tratdvel do ponto de vista da aplica¢do do método de linearizacio
estocéstica equivalente. Com efeito, e referindo-nos, para exemplificacio, 2 componente
histerética elasto-plastica perfeita normalizada indicada na figura 3.17, a que
corresponde a equagdo

2=ql1-U(@DU(z-1)-U(~-QU(-z-1)] (3.159)
esta pode ser aproximada pela equacio linear
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S=c,qrk,z (3.160)

em que os coeficientes de linearizagdo obedecem as seguintes relagoes, de acordo com
as condig¢oes de Atalik-Utku

o '
ce=E[EJ=E{[1—U(Q)U(z— DN-U(-¢)U{-z-1)]+
+d[1f6(d)U(z—1)+6(Q)U(—z—l)]} (3.161)
3¢
kg=E[£]=E{Q[I —U(g)b(z-1)+U(-q)o(-z-1}]} (3.162)

sendo 6( )a funcdo impulso.

Fig. 3.17 - Componente histerética elasto-plastica perfeita normalizada.

Por conseguinte, sendo p (¢, =) a fungdo densidade de probabilidade conjunta

relativa as varidveis ¢ e = supostas gaussianas de valor médio nulo

C‘?:f_m f [1-U(HU(z-1)-U(-U(-z-1)]p(d,z)dgd=z+

+f_ f_ gl1-8(q)U(z-1)+8(qYW(-z-1)]p(q,z)dqd=x (3.163)
Tendo em conta que pelas propriedades da fun¢do impulso

fwxé(x)dx=0 (3.164)

eque £[ g ] = 0, conclui-se pois que o segundo integral duplo indicado na equacgéo (3.163)

assume valor nulo, pelo que, atendendo também a defini¢do da funcdo de Heaviside,
se pode escrever que

ce=1—f:° f; p(q,z)dqdz—f_;l fi p(q,z)dgdz (3.165)
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ou

ce=1—2jq .[ p(g,z)dgdz (3.166)
1 0

Por outro lado, no que respeita a k., tendo novamente em conta que o valor médio
£[q) € nulo, bem como as propriedades da fungao U/ () facilmente se conclui que

k== [“apca. nagr [Tapea.-Dag (3.167)

ou seja

ke==2[" ap(q.1)dq (3.168)
Q

Deste modo, as equagdes (3.166) e (3.168) possibilitam a determinagio dos
coeficientes de linearizagio, uma vez conhecida a distribui¢do probabilistica da resposta
através da func¢ao densidade de probabilidade de Gauss p(q, =), o que naturalmente
viabiliza a anélise da resposta do sistema mediante o recurso a uma técnica iterativa,

O cilculo de c, e &, é facilitado tendo em conta que [134]
!_—- o

° ) y ; o~ = __J'[_ — — 2 + -
S L P mdaazay) 2 [expt-(1-p 0w 101 or o010

(3.169)

o . . . l ,'_
.ﬁ QP(q.lhiq=gexpuf-c)[éexppwﬂ)+pw\/g(l+expe)J(3470)

em que
! b L % (3.171)
= = cC= .
21y f 21 27
. pqzoﬁoz d 2 .2 2
d=—-7"= = —= =0,0,(1-p: 3.172
2f e ﬁ f q z( pqz) ( )

constatando-se, pois, que o célculo de &, pode efectuar-se directamente com base na
solugao analftica fornecida pela equacio (3.170), a0 passo que a determinagdo de c,
obriga a uma integracdo numérica com base na equacio (3.169),

O arranque do processo iterativo pode processar-se supondo inicialmente nulos
os valores de 6 ; ¢ 0, 0 que equivale a tomar para valores iniciais dos coeficientes de
lineariza¢do c, = 1 e k, = O, tendo em conta as equagdes (3.166) e (3.168).
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—— u'—q-

Fig. 3.18 - Componente histerética de Clough normalizada.

E ainda interessante realcar que, muito recentemente, Suzuki e Minai
introduziram também formas de caracterizagdo diferencial de variados modelos
histeréticos, entre os quais se destaca, pelo seu maior interesse no dominio das estruturas
de betdao armado, o modelo bilinear com degradacio de Clough e Johnston,

No caso particular do modelo de Clough, por exemplo, a componente histerética
normalizada é traduzida pela equagéo diferencial

2=d(q.2)=qU(){A U@L -U(z-1D)]-U(-g)}+
+qU(-z){AU(-@)1-U(-z-1)1+U(q)}y (3.173)
em que

1=z A'—__l.ﬂ_z_ (3.174)

A =
l+u " +q

_l+u‘—q

e as varidveis adicionais 1 * e ", que representam a resposta maxima positiva € negativa

(v. Fig. 3.18), satisfazem por sua vez as equagoes diferenciais

U =ql(@Hl(z-1)

W= -qU(-qYU(-z~1) (3.175)
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3.6 - RESPOSTA ALEATORIA DE SISTEMAS HISTERETICOS DE N-GL
CARACTERIZADOS POR MODELOS DIFERENCIAIS SIMETRICOS

3.6.1 - Anilise da resposta estaciondria

Considere-se um sistema nao-linear de N-GL, cujo equilibrio dindmico é traduzido
pela equacéio

Mg(t)+Cq(t)+g(g.t)=p(t) (3.176)

e cujo comportamento histerético é descrito por um modelo diferencial, de tal forma
que cada componente do vector g possa ser decomposta através da equagao

gi=ok,q+(1-adk,z, (i=1,....N) (3.177)

em que os pardmetros auxiliares =, obedecem a equagdes diferenciais do tipo

zi=9(q,, z,) (i=1,...,N) (3.178)

Nessas condigdes, as equagdes (3.177) podem escrever-se sob a seguinte forma
matricial

g=Kg+Gz (3.179)

O.‘]kl. (1—(11)k1l
K= ok, G = (I-a)k, (3.180)
ok, (1-a,)k,

a0 passo que as equagdes diferenciais (3.178), uma vez linearizadas, dao lugar 4 relagio
matricial

£=C,g+K,z (3.181)

em que C e K sao igualmente matrizes diagonais constituidas pelos coeficientes de
lineariza¢do correspondentes a cada uma das equacoes (3.178), ou seja

(3.182)
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Por conseguinte, da conjugacao das equagdes (3.176) e (3.179) resulta que
MG(t)+Cg(i)+Kg(t)+Gz(t)=p(t) (3.183)

podendo a andlise da resposta aleatéria do sistema ndo-linear em questéo processar-se
com base nesta equagio e na equagdo (3.181).

Assim, introduzindo o vector

-2

(3.184)

N

estas duas equagdes podem exprimir-se de forma condensada através da relacao

DY)+ Ey(t)=£(1) (3.185)
em que
M 0 0 0 -M 0 0
p=| 0 M O| E=|K C G | f)=pUD ) (3.186)
0 0 ¢/ 0 -¢, -k, 0

Em alternativa, as 3N equagoes diferenciais de primeira ordem traduzidas pela
equagio (3.185) podem ser expressas através da relagao

y(t)=A,y(E)+x(t) (3.187)
sendo
0 ! o 0
A,=-D'E=| -MT'K -M'C -MT'G| x()=D'f(O=( M P
0 c, K, 0
(3.188)

Deste modo, sendo a excitagio estaciondria gaussiana de valor médio nulo, o
mesmo sucede com a resposta, dada a suposta natureza simétrica das néo-linearidades
envolvidas e as caracteristicas lineares da equagio (3.187), sendo por isso a sua
distribuicdo de probabilidade inteiramente caracterizada a partir do conhecimento da
matriz de covarifncia instantdnea da resposta |, a qual, no caso de uma excitacdao
idealizada através de um ruido branco, obedece a equagao

Ap *p Al+21S =0 (3.189)

—e
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com
0 0 0
S.=[0 M7sPmM o (3.190)
0 0 0

sendo S”° a matriz das densidades espectrais conjuntas relativas ao rufdo branco
vectorial p9(1)

Por conseguinte, a analise da resposta estacionaria pode nesse caso ser facilmente
efectuada, comegando por arbitrar valores iniciais das matrizes C.e K, eresolvendo
em seguida a equagio de Liapunov (3.189). O conhecimento das caracterfsticas
estatisticas da resposta associadas a essa primeira iteragio permite calcular de imediato
osvalores corrigidos de C ,e K ,a utilizar naiteragioseguinte, prosseguindo este processo
iterativo sucessivamente até que se atinja a necessdria convergéncia, o que alids exige
normalmente um niimero relativamente reduzido de iteragoes.

De realgar apenas que, no caso de excitagoes idealizadas através de processos
coloridos, haverd que aumentar a dimensio do sistema de equagdes diferenciais de
primeira ordem (3.187), por forma a contemplar a introducéo de um filtro que permita
Supor a excitagdo actuante efectivamente do tipo ruido branco, ao passo que no caso
de excitagdes de média ndo-nula havera que proceder a introdugido de algumas
modificagoes, em tudo semelhantes 3s indicadas em 3.5.6 para sistemas de 1-GL.

3.6.2 - Anilise da resposta nao-estaciondria

A nao-estacionaridade da resposta pode dever-se quer a nao-estacionaridade da
excitagdo actuante, quer & propria degradacio do sistema estrutural, traduzida pela
variagio de determinados parimetros caracterizadores do modelo histerético
diferencial, funcio da energia dissipada.

Tomando como referéncia 0 modelo de Baber-Wen, em que o valor médio dos
pardmetros A, v, e 1, (i=1,...,N)se relaciona com o valor médio da energia
dissipada W 4, através das equagoes

m.d,(t) = A01+ ﬁA,mwd‘(t)
m.,(1)=1-6, m,, (1) (3.191)

m,(t)=1 -Gn'mwd‘(t)
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verificando-se que

mwd£=(l—ai)kiE[ZEQ‘i] (3.192)

a andlise da resposta ndo-estacionéria pode processar-se integrando numericamente o
sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem

w ()= A, (Dp ()+p (DA (D+21S (1) (3.193)

que regula a evolugdo temporal da matriz de covaridncia instantdnea Y (1),

conjuntamente com as N equacoes (3.192), actualizando em cada instante de forma
iterativa os valores médios dos pardmetros A, v; e 1, através das equagoes (3.191) e
seguidamente os valores dos coeficientes de linearizagdo c, (t)e k. (1), que intervém
na formagéo da matriz A (1), tendo em conta as equagdes (3.92) a (3.97).

3.7 - APLICACAO DOS MODELOS DE WEN A ANALISE ESTOCASTICA
DA RESPOSTA S{SMICA DE ESTRUTURAS PORTICADAS PLANAS,
DESENVOLVIMENTO DE "SOFTWARE" DE APLICACAO

3.7.1 - Modelos estruturais utilizaveis

A andlise estocdstica da resposta sismica de estruturas com comportamento
histerético exige a consideragao de modelos estruturais adequados, podendo para o
efeito utilizar-se diversos modelos de complexidade variavel.

No caso particular das estruturas reticuladas planas, um primeiro modelo bastante
rudimentar, e apenas teoricamente susceptivel de aplicacdo em situacoes de pilares
muito rigidos e vigas bastante flexiveis, consiste em supor os pilares infinitamente rigidos
e resistentes, concentrando-se as ndo-linearidades nas extremidades das vigas, como
indica a figura 3.19, passando dessa forma a estrutura a ser modelada por um sistema
de 1-GL caracterizado pela rotagao vy,

Em oposicao a este esquema, pode utilizar-se o extremamente vulgarizado modelo
"shear-building", constituido por vigas de rigidez e resisténcia infinita e por pilares de
comportamento nao-linear, especialmente adequado a idealiza¢do de porticos planos
cujasvigas apresentem uma rigidez bastante elevada face 4 dos pilares que os constituem,
situacdo em que geralmente os comportamentos ineldsticos se restringem aos pilares.
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Fig. 3.19 - Modelos estruturais com pilares ou vigas de rigidez infinita.

No entanto, torna-se conveniente neste caso definir para cada trogo de pilares uma
rigidez inicial e uma resisténcia equivalentes, de modo que o modelo traduza de forma
satisfatdria o comportamento real da estrutura.

Segundo Anagnostopoulos [154], a resisténcia equivalente correspondente ao
conjunto de trogos de pilares imediatamente abaixo de um dado piso pode considerar-se
iguala

2) M 2y M?P
fy,,,;min{ Zh - Zh } (3.194)

emaque, M} representaasomados momentos correspondentes as capacidades plasticas
de todas as vigas desse andar, ) M? traduz a soma de todos os momentos
correspondentes as capacidades plasticas dos trogos de pilares envolvidos, e ~indica o
comprimento destes,

Por outro lado, pode também definir-se uma matriz de rigidez inicial do modelo
“shear-building" equivalente com a seguinte composigio

—ky ky+ kg
K = (3.195)
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sendoos NV elementosk; (j=1,..., N)determinados por forma que haja coincidéncia
entre os valores da prinieira frequéncia natural, ¢ do modo de vibracao associado,
relativos ao portico plano em andlise ¢ ao "shear-building" equivalente [154]. Deste
modo, tendo em conta a relagio

(K,-wiMe, =0 (3.196)

e uma vez conhecidos os valores da frequéncia fundamental e do primeiro modo
associados as caracteristicas iniciais de rigidez do portico plano néo-linear, w, e ¢,
torna-se possivel a determinacio da matriz de rigidez inicial do “shear-building"
equivalente, & qual correspondem, por sua vez, frequéncias naturais e modos de vibragao
de ordem superior algo diferentes dos valores relativos ao pértico plano, embora as
diferencas encontradas nao sejam, em muitos casos, muito significativas.

Nestas circunstincias, a fixacdo dos pardmetros do modelo diferencial de
Bouc-Wen, cuja utilizagao pode servir para idealizar o comportamento histerético do
conjunto de trogos de pilares imediatarente abaixo do piso de ordem j, pode efectuar-se
comegando por fixar os valores de A, a ,, k ;e 12, bem como arelagao B ;/ v, tendo em
co.nsideragao as recomendagdes para esse efeito expressas em 3.5.3. Assim, ignalando
o valor da resisténcia equivalente dada pela equagio (3.194) ao valor méximo da
componente histerética

1/n
A; !
fy"‘ax=(1-_aj)kajmdx=(1_af)kj(ﬁj+yj) (3.197)

podem também obter-se os valores def3 ;e v .

O modelo "shear-building", cuja maior virtude reside na sua grande simplicidade,
nem sempre permite todavia uma representacao satisfatoria do sistema estrutural em
anilise quando sujeito a uma excitagio sismica, facto que foi evidenciado por Takizawa
[158], e que levou a0 desenvolvimento de modelos estruturais de maior complexidade.

Um desses rf10delos, utilizado por Park, Ang e Wen [117], e que constitui uma
extensao do modelo "shear-building" convencional, consiste na introdugio adicienal de
colunas eldsticas flectidas entre os pisos infinitamente rigidos, e ligadas a estes através
de molas de rotagio inelésticas (Fig. 3.20).

Um outro modelo susceptivel de permitir uma mais correcta anélise da resposta
sfsmica de porticos planos, recentemente utilizada por Baber ¢ Wen {19] e por Casciati
e Faravelli [32], consiste em supor a estrutura discretizada num conjunto de elementos
elasticos interligados por rétulas de funcionamento nao-linear histerético.
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[ it II

Colunas Colunas
elasticas ndg-lineares J._ 3 _$
e i ]
-} N .
) - (]

(@) {b)

Fig. 3.20 - (a) Extensdo do modelo "shear-building"; (b) Modelo de rétulas plasticas.

Deste modo, serdo descritas nos pontos seguintes formulagoes que permitem
efectuar, com base no método de linearizagdo estocastica equivalente, a andlise da
resposta sismica estaciondria e ndo-estaciondria de porticos planos, idealizados quer
atraves do vulgarizado modelo "shear-building", quer do modelo de rétulas plésticas,
supondo que as ndo-linearidades de natureza histerética sio caracterizadas através do
modelo diferencial de Bouc-Wen.

3.7.2 - Resposta sfsmica estaciondria ou nio-estacionéria
de estruturas tipo "shear-building"

Considere-se um pértico plano de N pisos, idealizado através de um modelo
"shear-building" sujeito a uma acgdo sismica horizomtal, caracterizada por uma
aceleragdo de base traduzida por um processo estocastico estaciondrio gaussiano de
valor médio nulo i, (t) (Fig. 3.21). ‘

Nesse caso, os N graus de liberdade do sistema encontram-se associados as N
translagoes de andar, pelo que, designando por u; (i=1,...,N) os deslocamentos
horizontais de cada piso em relagio a fundagio, e porq; (i=1,..., N)as translagdes
relativas entre pisos, € a seguinte a equagao de equilfbrio dindmico do andar de ordem
; tendo em consideragao a totalidade das forgas actuantes a esse nivel, indicadas alias
na figura 3.21(b)

ml[zqu(t)+ &g(t)]"Ci@s(t)—cg.lqm(I)+g;-gi+l =0 (3198)
I
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!

A=
T

/ q =rs Piso i
.] | el '

) uglt)

Fig. 3.21 - "Shear-building" sujeito 4 aceleracéo de base ().

As for¢as g; (i=1,...,N) intervenientes nestas equagdes de equilibrio

correspondem ao somatério dos esforgos transversos nas extremidades superiores dos
trocos dos pilares entre os pisos e i — I, cujo comportamento se admite nao-linear
histerético, caracterizado pelo modelo de Bouc-Wen, podendo cada for¢a g,
decompor-se através da relagio

g, =ak,qg+(1-a)k,z, (3.199)

em que o pardmetro auxiliar z ,obedece & equagdo diferencial ndo-linear

. A i ;-1 . n,
2= A Btz zimveg ]z (3.200)

Conjugando as equagdes (3.198) e (3.199), obtém-se a seguinte relagio matricial

MG+ Ca(t)+ Kg(t)+ GZ(1) = - M aiy(t) (3.201)
em que
[, 0 [ m, ] 1
m, m; m, 1
M=| my m; My 0= ma a= 1
| my My My my | i my | 1
(3.202)
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ok, -a,k, (I~a )k, -(l-a,)k,
Q h, -k, (1-a,)k, -(1-a)k,
K= . €= ..
Ty ke —auk, Ty ke -(1-a,)k,
apky (1-a,)ky
(3.203)

Por outro lado, a linearizagio das equacdes diferenciais nao-lineares (3.200)
conduz i rela¢do matricial

z=C,g+K,z (3.204)

em que e K sao matrizes diagonais constituidas pelos coeficientes de linearizacéo
c.,ek, correspondentes a cada uma das N equagoes (3.200), comi=1,..., N.

Assim, introduzindo o vector ampliado
y'=1g".q", 27 (3.205)

as equagoes (3.201) e (3.204) podem exprimir-se simplesmente através da relagio

matricial
Dy+Ey(t)=f(1) (3.206)
em que
M 0 0 O -M 0 0
D=0 M O £=IK C G fQy=¢ ~M,a i () (3.207)
O o0 [/ 0 -C, -K, 0

Alternativamente, a equagio (3.206) pode escrever-se também sob a forma

j_/(t)=ﬁ23_/(t)+§(t) (3.208)
em que
0 I 0 0
A=-DE=| -MTK -M'C -MTC|  x(0-DF)={ -MM,a S,q0)
o~ ¢, k& 0
(3.209)

A natureza linear do sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem (3.208)
leva a que o processo de resposta seja igualmente gaussiano e de valor médio nulo,
sendo por isso a sua estrutura probabilistica integralmente caracterizada com base no
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conhecimento da matriz de covariincia instantineap ,» QUe, N0 €aso de aexcitagdo (t)
ser idealizada através de um ruido branco de densidade espectral constante S ,, obedece
a equacéo de Liapunov

A, rp AT +2n8,=0 (3.210)
com
0 0 0
S,71 0 M 'M,aa’M M 0|s, (3.211)
0 0 0

No caso de a aceleracao de base i, (1) ser traduzida por um processo colorido
caracterizado por um espectro do tipo Kanai-Tajimi, h4 interesse em supor tal espectro
como o correspondente ao processo de resposta em termos de aceleragdes absolutas
it} (1) de um filtro de 1-GL de massa unitaria, com uma frequéncia natural w,; e um
coeficiente de amortecimento ;, quando a sua base é sujeita auma aceleracao aleatéria
estaciondria de média nula idealizada através de um ruido branco itj(t) com uma
densidade espectral de poténcia S ,.

Desse modo, designando por ¢ ;0 deslocamento do filtro relativamente & base
Uy (t)y=1d,(t)y+a3(t) (3.212)
pelo que, sendo a equagio de equilibrio dindmico do filtro
(0 + 28w, i, (1) +wiu, () = —to(t) (3.213)

se conclui que
@4(t)=—25,w u,(t) - wiu, (t) (3.214)
Identificando &1 (¢) com &, (t), a equagdo (3.201) d4 entdo origem a
MG+ Cq+Kg()+Gz(0-a, M au,()-a,M,ai,()=0  (3.215)
com
a,=2§,u, a, =w; (3.216)
Por conseguinte, introduzindo desta feita o vector ampliado

y' =lq7,q" 2T, uy, 4,1 (3.217)
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as equagdes (3.215) e (3.204), conjuntamente com a equacio do movimento do filtro
(3.213), podem também dar lugar a uma relagio matricial do tipo

Dy(t)+Ey(t)=F(t) (3.218)
€m que agora
M 0 00 0 [0 -M 0 0 o ] 0
0O M 00 0 kK ¢ 6 -Muae -Maa, 0
D=0 0 I 0 0| E=[0 ~-C, -K, 0 0 f()y=¢ 0 Pig(t)
0 001 0 o o 0 0 -1 0
c 0 0 01 0 o o0 a, a, -1
(3.219)
ou, em alternativa, a relagio
Z(t)=£ez(t)+£(t) (3.220)
sendo
0 1 0 0 0 0
“MUK -MTC -MTe MT'M,aa, M7M,aaq, 0
A=-p7E-l o0 €, K, 0 0 x(O)=D (= 0 pig(t)
0 0 0 0 0
9 9 9 —0‘.] _a‘v -t
(3.221)

A determinagdo da matriz de covaridncia da resposta I, pode pois efectuar-se, tal
como no caso de uma excitacio idealizada por um ruido branco, mediante a resolucio
da equagdo de Liapunov

A, i AT+ 208, =0 (3.222)

em que agora a matriz S apresenta a seguinte composicio

-1

0]
Il
O 1IOo 101010

o (3.223)

O QIO IO IO
— ClICI0I1C
0]

ICIC IO IC IO
ICICIC IO IO
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A resolugdo desta equagdo, com vista a caracterizagdo da distribuicio de
probabilidade da resposta sismica estaciondria do "shear-building” em analise, exige
naturalmente o conhecimento prévie das matrizes C e K, para 0 que se torna mais
uma vez conveniente a utilizagdo da técnica iterativa j4 anteriormente descrita em 3.6.1.

Uma vez quantificada a matriz de covaridncia j, caracterizadora da distribui¢éo
probabilistica do processo estocdstico vectorial estaciondrio v () suposto gaussiano,
facil se torna também determinar a matriz de covaridncia relativa a quaisquer outras
varidveis de controlo da resposta do sistema. Assim, por exemplo, no caso das forgas de
restitui¢ao inelésticas dadas por (v. eq. 3.199 e 3.201)

g=Kg+Gz (3.224)
a correspondente matriz de covaridncia pode ser obtida multiplicando ambos 0s

membros de (3.224) pela respectiva transposta e aplicando o operador £[ ] resultando
que

b, = KFlgq K" +KF1gz"16" +GElzg 1K+ CFlz2"16" (3.225)

emque F[gg’], E[ggTj ., Efzg'leE[zz"]constituem sub-matrizes dep..

Caso a excitagdo actuante assuma um cardcter nio-estaciondrio, torna-se
necessario no entanto introduzir algumas modifica¢des. Assim, se a aceleragao de base
for idealizada através de um processo estocdstico nio-estaciondrio moduldvel i - (1),
susceptivel de ser expresso através do produto

Ug(t)=06(1)U,(t) (3.226)

em que 6(¢) é uma fun¢do de modulagdo deterministica e i,(¢) um rufdo branco
gaussiano de média nula e de densidade espectral de poténcia S ,, ndo s6 as matrizes
de lineariza¢do C, e K, se tornam dependentes do tempo, como também se torna
necessdrio substituir i, (t) por 8(1)i (1) nas equagoes (3.198), (3.201), (3.207) ¢
(3.209).

Deste modo, e atendendo ao referido em 2.5.6, facil é concluir que a evolugio
temporal da matriz de covaridncia da resposta € regulada pela equacgao

i, ()= A, (Op (D +p AT+21S (1) (3.227)

em que agora a matriz S (1) € dada por
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0
MM, aa™M M

—d - __d__

0

S, ()= 8(1)*s, (3.228)

110 1O
11O 10

sendo a composi¢do da matriz A, (¢)idéntica A definida em (3.209).

De forma andloga, caso a excitagdo actuante seja nio-estaciondria e colorida,
podendo a aceleragio de base do filtro anteriormente mencionado ser caracterizada
através de um processo estocéstico iig.(t), separdvel mediante a relagio

Wo.(t)=0(t)us(t) (3.229)

em que a fung¢de de modulagio 6(t) é multiplicada pelo rufdo branco estacionério e
gaussiano de média nula e densidade espectral de poténcia S ,, deve substituir-se dg(t)
por 6(t)i () nas equagdes (3.212), (3.213), (3.219) e (3.221). Pode assim concluir-se
que a evolugdo temporal da matriz de covaridncia da resposta é regida igualmente pela
equagdo (3.227), sendo neste caso a matriz S _(¢) definida por

[0 0 0 0 O
6 0 0 0 O
S, =0 0 0 0 0|a(t)?s, (3.230)
© 0 0 0 O
[0 0 0 O 1]

e tendo a matriz A4, (¢) uma composigio semelhante 4 indicada por (3.221).

Se a nao-estacionaridade da resposta for também motivada pela prépria
degradacéo estrutural, considerada fungéo da energia dissipada, haverd que adicionar
ainda a equagéo (3.192)

my, =(l-a)kE[z,q,] (3.231)
A andlise da resposta sismica nao-estacionéria, que passa pela determinacio da
evolugao temporal da matriz de covariancia instantdnea da resposta, pode assim ser

efectuada integrando numericamente as equagoes (3.227) e (3.231), e utilizando a
técnica iterativa descrita em 3.6.2.
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3.7.3 - Formulacao modal complexa alternativa para anélise da resposta
nio-estacionaria

A anilise da resposta sismica ndo-estaciondria pode ser também realizada
utilizando uma formulagéo modal complexa alternativa, gue permite evitar a integragao
numérica do sistema de equagdes diferenciais (3.227).

Essa formulagio tem como primeiro objective conseguir desligar o sistema de
equacdes diferenciais de primeira ordem (3.208), emque A, = A1), como foi sugerido
por Singh, Maldonado e Heller [143], ou, o que é equivalente, desligar o sistema de
equagdes diferenciais (3.206), em que £ = £ (¢), tal como € proposto por Chang, Mochio,
Samaras e Shinozuka [108].

Neste dltimo caso, por exemplo, torna-se necessirio comegar por resolver os
problemas de valores e vectores préprios traduzidos pelas equagdes seguintes

DT Eg =N, (3.232)

T EDT =T (3.233)

ao longo dos sucessivos instantes de tempo . em que se processa a anélise da resposta
nado-estaciondria, supondo-se que os elementos da matriz £(t) assumem valores
aproximadamente constantes entre dois instantes de tempo consecutivos iy e 1 + At

Os vetores ¢, ey }T., que representam respectivamente os vectores proprios a direita
da matriz - D™ £ e & esquerda da matriz - E D™, respeitam a seguinte condigio de
ortogonalidade

$iDg =0 N #EA, (3.234)

como ali4s se pode facilmente constatar pré-multiplicando a equacao (3.232) pory f D,

pés-multiplicando t3.233) por D ¢, e subtraindo membro a membro as equagdes obtidas.
Analogamente pode verificar-se que

wiE9 =0, NMEA, (3.235)
Por outro lado, os vectores proprios ¢, e ¢ f podem também ser normalizados por

forma que

Y/ Do =1 (3.236)
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verificando-se entio que

pIE =-n, (3.237)
como se pode comprovar pré-multiplicando (3.232) por v D.

Deste modo, introduzindo a tranformagio linear

3N
y(t,+1)= Z@iﬁi(TFIE(T) (3.238)

em que [3; (v )representa a coordenada modal complexa de ordem g podendo T assummir
valores pertencentes aointervalo{ 0, At ] o sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem (3.206) pode ser desligado, j& que, por substituigio de (3.238) em (3.206), se
obtém

3

N
D) 4BLO+E) 9B.(T)=f(L+1) (3.239)
i=1 i

E

—

e pré-multiplicando esta equagéo por y ;» € atendendo as relagdes (3.234) a (3.237), se
conclui que

Bi(T) =N B (T)+ 9T £(L,+T) (3.240)

Tendo presente a equagéo (3.207) que define o vector 1restas 3N equacgoes diferenciais
de primeira ordem independentes nas coordenadas modais B, podem também
expressar-se através da relagio

BE(T)=?\‘iBi(T)—Liug‘(tk+T) (3.241)

em que L; representa o factor de participacio relativo ao i-ésimo vector préprioy

0
Ly=9p/{ M,a (3.242)

i —d_

0

e ug=(lx+T) 0 valor do processo nio-estaciondrio caracterizador da aceleracio de
base no instante { . + T, e que se admite poder ser expresso através do produto
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fge(te+T)=0(t,+ T (t+T) (3.243)

sendo 6 (¢ )uma funcdo de modulagio deterministica e it , (1) um processo estacionario
gaussiano de valor médio nulo.

Nestas condicoes, recorrendo a solucao da equagao (3.241) para t = At

A lat-v)

Bi(At)=e“"MBi(0)—f0M o Lyt ge(t+v)dy (3.244)

pode facilmente obter-se a expressdo da resposta y ({, + At)através da sobreposigao
modal traduzida pela equagio (3.238).

Deste modo, a matriz de covaridncia da resposta b, (tx+At) no instante {; + At
pode ser quantificada através da relagio

(= AD=R{E[y (1, + Ay (1, +ADT )

AN 3N «7
[ oo [Bpceo]

3N 3N . o7
=Re{‘ 0 E{B(ADB(AL) 19, } (3.245)

podendo o valor médio espectdvel E[B,(At)B;(At)"] nela interveniente ser
determinado com base na equacdo (3.244). Com efeito, dessa maneira pode escrever-se
que

A AL AL (At
E[Bi(AE)Bj(At)*]=E{|:e : Bi(o)_l‘ij; o™ )Ug*(th'Ul)dUJ}

' Al . —y
{[e"f‘“ﬁ.j(@)—ﬁf o 14 z)agt(tsz)duz}} (3.246)
]

ou mais simplesmente, efectuando o produto indicado e desprezando os termos em
Bi(O)iig(t+uy)eB,;(0) g (ti+v))

E[BL(A'{)B](AE)*]E e("\ﬁ?\.}]ﬂt{E[Bl(O)BJ(O)g]+ (3247)

AL PAL
+ujf f e ZE[ag*(tuvl)agi(wvz)]dv]dvz}
0 o]

145




Capitulo 3

Introduzindo também uma aproximagdo que consiste em tomar os valores da
fun¢do de modulagio a meio dos intervalos de integragio de amplitude A1, suposta
muito pequena, pode ainda escrever-se que

EIB.(ADB, (A0 1= (B[R, (0)B,(0)]+ (3.248)

. At At Al _ -y
+LiLj92(tk+E)fo fo e MM ZRug(vz—U])dvlduz}

Por conseguinte, conjugando esta equagio com a equagio (3.245), podem
determinar-se todos os elementos da matriz de covaridncia da resposta Hy
correspondente ao instante ¢, + AL O célculo do integral duplo indicado na equagio
(3.248) exige, no entanto, o conhecimento da fungio de auto-correlagdo R, (7)relativa
40 processo estacionério gaussiano de média nula i, (). Sendo a fungio densidade
espectral de poténcia respectiva S i, (w) do tipo Kanai-Tajimi, caracterizada por uma
densidade constante S, e por um filtro de frequéncia natural w, e coeficiente de
amortecimento £ ;, pode mostrar-se que a funcio R 1, (T) € dada por [45]

Ry (1) = son%e‘ﬁf”’f”'[( 1+ 482)cos(w, 1y T1-52)+
f

+(1-4E?)Jf_;szsen(wf RARYS —E?)] (3.249)
!

Desta forma, torna-se vidvel a quantifica¢io da matriz de covariancia evolutiva da
resposta, determinando em cada instante, de forma iterativa, os valores dos coeficientes
de linearizagdo c, e k., 0s quais, uma vez atingida a necessdria convergéncia, podem
tomar-se iguais aos respectivos valores iniciais no instante seguinte.

De realgar ainda que esta formulagio é susceptivel de permitir uma interessante
simplificagdo, que consiste em ter apenas em conta na anélise do problema os modos
complexos ¢, que contribuem de forma mais significativa para a resposta do sistema,
podendo tomar-se como indicador dessa contribuigao o respectivo factor de participagio
L

3.7.4 - Descrigao dos programas de cdlculo automatico STWEN e NSTWEN

Tendo em consideragio as formulagbes descritas em 3.7.2 e 3.7.3, foram
desenvolvidos dois programas de célculo automatico com vista A analise estocédstica do
comportamento dinidmico de estruturas planas do tipo "shear-building" com
comportamento ndo-linear histerético sujeitas a ac¢oes sismicas horizontais.
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O primeiro desses programas, designado por STWEN (e referenciado em [59]

como PROGS), pressupde a natureza estaciondria da excitagio actuante e da resposta

estrutural, e por isso implicitamente também a inexisténcia de degradagio de rigidez

ou de resisténcia do sistema, tornando-se, no entanto, ficil a sua generalizagéo por forma

a contemplar estes aspectos tendo em atengdo o referido em 3.7.2 sobre esta questdo.

Em relacdo a arquitectura desse programa, esquematicamente traduzida pelo

fluxograma simplificado indicado na figura 3.22, hé pois a destacar os seguintes passos:

a) Leitura de dados gerais envolvendo

b)

caracterizagdo topolégica da estrutura;

defini¢io das caracterfisticas geométricas e mecénicas de todos os trogos de
pilar entre pisos, designadamente dos seis pardmetros o, , k;, A, n,,B; e
y; caracterizadores do correspondente comportamento histerético, de
acordo com o modelo diferencial de Bouc-Wen;

leitura do valor das massas associadas a cada andar, e dos coeficientes de.
amortecimento correspondentes aos dois primeiros modos de vibragio
calculados com base na rigidez inicial, ou, em alternativa, leitura dos
coeficientes o, e 3. a que se refere a equagdo (2.221);

caracterizacio da excitagdo actuante, podendo esta ser idealizada quer
através de um rufdo branco de intensidade espectral S ,, quer de um ruido
branco filtrado caracterizado por um espectro de poténcia de Kanai-Tajimi
de parametros S, w, e § , sendo vidvel, em particular, a consideragio de
espectros desta natureza que aproximam convenientemente o0s espectros
poli-lineares definidos pelo Regulamento Portugués de Segurancga e Acgoes
em Estruturas de Edificios e Pontes (RSA);

Formagdo da matriz de massa diagonal M , e de uma matriz de rigidez X,

associada aos valores iniciais da rigidez dos diversos trogos de pilares;

determinacdo das frequéncias ¢ modos de vibragdo correspondentes e, se

necessario, dos coeficientes a. e B, a que se refere a equacdo (2.221),

quantificando através dela a matriz de amortecimento C, que se supoe

invariante ao longo da anélise da resposta;

Constitui¢do das matrizes M, K e G caracterizadas pelas equagdes (3.202) e

(3.203), bem como das matrizes C ,e K , na sua versdo inicial, admitindo para

o efeito os seguintes valores de partida para os coeficientes de linearizacao

k, =-5, (3.250)
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d)

g)

k)
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sendo & ,um valor positivo muito pequeno;

Composi¢do da matriz de estado A, definida por (3.209), mediante a
branco, ou através da relagdo correspondente (3.221), nas situagdes em que a
excitago seja idealizada através de um processo de natureza colorida;

Formagéo da matriz S caracterizadora da excitagdo actuante, recorrendo is
relagbes (3.211) ou (3.223), também de acordo com a forma de idealizacido da
accao sismica,

Resolugao da equagao de Liapunov (3.210) ou (3.222), mediante o recurso a
uma eficiente rotina de célculo baseada no algoritmo de Bartels e Stewart (23],
chegando-se por essa via ao conhecimento de todos os elementos da matriz de
covaridncia p , caracterizadora da estrutura probabilistica do processo
estocdstico vectorial estaciondrio y (¢ )definido por (3.205) ou (3.217), que por
hip6tese se admite apresentar natureza gaussiana;

Determinagao dos valores corrigidos dos coeficientes de linearizagdoc, ek,
através da utilizacao das equagoes (3.92) a (3.97), e tendo por base os valores
deo, 0. epg,, obtidos a partir dos elementos da matriz ;

Correcgdo da composi¢ao da matriz de estado A por virtude da alteracgéo das
matrizes C e K , e realizagdo de uma nova iteracio, resolvendo novamente a
equacdo de Liapunov associada ao problema em questio;

Anilise da convergéncia do processo iterativo, mediante a comparagio dos
desvios padrées 0, , obtidos em cada iteracao, com os calculados na iteracdo
anterior; para o efeito, e designando porr e — 1 os niimeros de ordem de duas
iteragdes consecutivas, o erro relativo definido por

N,,‘e

_ 1
N4, =

€ (3.251)

Yy
(ry
O’y'

(ry_ (r=1)
0 -0 }

em que N, € a dimensio da matriz A, é comparado com uma tolerancia
maxima pré-definidae_,;
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i) Repeti¢do dos passos descritos nas alineas g), h) e i) caso ndo tenhasido atingida
a desejada convergéncia, situagido em que € > € ,.;

1) Quantificagao da matriz de covariéncia da resposta p , relativa as forgas de
restituicao inel4sticas através da relagéo (3.225).

INTRODUGCAO DE DADOS
- Estrutura

- Massas por plso
- Excitagdo actuante

MATRIZ DE AMORTECIMENTO C

I

MATRIZES M . K¢ G

INICIALUZACAODE C_ ¢ K,

MATRIZ DE ESTADO 4.

MATRIZ DA EXCITAGAO §,,

|

RESOLUGAO DA EQUAGAO DE LIAPUNOV
MATRIZ DE COVARIANCIA DA RESPOSTA by

CONVERGENCIA CORRECGAODE C, ¢ K.

Sim

FORGAS DE RESIITUICAO INELASTICA
MATRIZ DE COVARIANCIA )

[
ESCRITA DE RESULTADOS
3 2

Fig. 3.22 - Fluxograma simplificado do programa STWEN.
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Paraalém darealizagio deste programa de célculo automadtico, foi ainda elaborado
um outro NSTWEN (referido em [59] como PROG9)que, assente na formulagio de
estado complexa descrita em 3.7.3, possibilita também a anslise da evolugdo temporal

das caracteristicas da resposta de estruturas do tipo antes mencionado a excitagdes

sismicas de cardcter nao-estaciondrio, idealizadas através do produto de uma fungio de

modulagéo determinfstica por um processo estocistico estaciondrio gaussiano colorido

de valor médio nulo caracterizado por um espectro de Kanai-Tajimi.

Neste caso, sao os seguintes os principais passos caracterizadores da arquitectura

do programa realizado, sinteticamente apresentados no fluxograma simplificado

indicado na figura 3.23;

150

a)

b)

d)

Leitura de dados gerais, os quais coincidem praticamente com os fornecidos
para utilizagdo do programa STWEN, salvo no que se refere 3 indicagdo do
intervalo de tempo incremental Ate do tempo méximo de andlise da resposta
nio-estaciondria 7 n.,, bem como 2 caracterizagio da excitacdo actuante,
havendo para o efeito que proceder 4 defini¢ao da funcdo de modulacao 6(¢),
podendo esta ser caracterizada através de uma sequéncia de trogos lineares,
ou mediante o recurso s fungGes utilizadas por Amin e Ang [3] ou Shinozuka
e Sato [142];

Formagao da matriz de amortecimento ¢, suposta invariante ao longo de toda

a evolugao temporal da resposta, bem como das matrizes M, K e G, seguindo o
mesmo procedimento que foi j4 referido anteriormente para o caso do
programa STWEN;

Inicializagao das matrizes C,(ty) e K, (&) relativas ao instante genérico de
andlise ¢4, comegando por seguir o critério definido por (3.250) no instante
inicial, e constitui¢io das matrizes De £ (t,) definidas por (3.207);

Resolugao dos problemas de valores e vectores proprios definidos pelas
equagdes (3.232) e (3.233), recorrendo as sub-rotinas MOR, MHRE, MER,
MVHR e MVRE da biblioteca SL-MATH (IBM), quantificando paraoinstante
ti 0s valores préprios A (1 real e 2 complexos conjugados por cada grau de
liberdade) e os vectores préprios complexos a direita ¢, e a esquerda j.r;

Normaliza¢do dos vectores préprios complexos encontrados por forma a
verificar-se a condigio (3.236) e, simultaneamente, a relagéo (3.237);

Quantificacao dos factores de participagio complexos L, relativos a cada vector

réprio [ através da equacio (3.242);
propno y, q




g)

h)

)
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Formagao da matriz de covaridncia modal complexa p,(, + At) relativa ao

instante seguinte ac instante genérico de andlise ¢, tendo por base 4 equagao
(3.248) e a propria constitui¢do da matriz de covaridncia modal p (1) nesse
instante (nula para ¢, = O); para o efeito o integral duplo representado nessa
equagao é avaliado numericamente, sendo os valores da fungdo integranda
calculados a partir do conhecimento dos valores préprios complexos A ; e da
funcao de auto-correlagio R ; () definida por (3.249);

Determinagdo da matriz de covaridncia L_Ly(tk"'At), caracterizadora da

distribui¢ao probabilistica do processo estocéstico vectorial definido por
(3.205) no instante t, + Al tendo presente a relagio (3.245) e os vectores
préprios complexos ¢ ;

Célculo iterativo dos coeficientes de linearizagdo ¢, e k, que contribuem para

a formagdo das matrizes C (1) e K, (1); para o efeito aqueles coeficientes sao
recalculados, mediante a utilizagio das equagdes (3.92) a (3.97), em fungio das
grandezas estatisticas o, (tx+At), 0, (tx+At) e pg. (tx+ Al), obtidas
directamente a partir dos elementos de p, (¢, + At); este procedimento €
contimuado enquanto o erro médio relativo € definido por (3.251),
correspondente a duas iteragdes consecutivas, exceder uma toleréncia maxima
pré-definida € ,,,; cada vez que as matrizes C (1) e K, (1) s@o recalculadas, a
matriz £ (t) sofre a necesséria recomposicio, sendo repetidos todos os passos
sumariamente descritos nas alineas d), e}, f), g) e h) até se acabar por atingir
a desejada convergéncia ao nivel do instante ¢, + At

Passagem 2 andlise das caracteristicas da resposta no instante seguinte,
tomando como valores iniciais dos coeficientes de linearizagdo os
correspondentes aos do instante anterior, ¢ seguindo novamente todo o
procedimento descrito entre as alineas d) e i), enquanto ndo for ultrapassado
o perfodo de tempo méximo de andlise da resposta considerado.
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NICAZACAO DR C, () « K (1)

=

MATRIZ x(t,,)

|

T
N

VALORES E VECTORES PROPRIOS COMPLEXOS

[ romwzacio |
]

FACTORES DE PARTICIPACAD COMPLEXOS
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MATREZ, DE COVARIANCIA MODAL COMPLEXA gty + AL)

|

MATRIZ DE COVARANCTA & (ty + A)

CORRECCAC DE  C.{ty) e K(ty)

-

Ty

tysty+ At

1> T

Fig. 3.23 - Fluxograma simplificado do programa NSTWEN.
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3.7.5 - Exemplos de aplicacao

O desenvolvimento dos programas de cdlculo automético STWEN e NSTWEN
foi acompanhado do tratamento de diversos exemplos de aplicagao, sendo de realgar
dois casos, ja anteriormente abordados por Chang [45], € que se entendeu da maior
utilidade tomar como referéncia por forma a, por um lado, testar o bom funcionamento
dos modelos computacionais desenvolvidos e, por outro, avaliar o grau de rigor dos
resultados alcangados face a valores obtidos por simulagio numérica.

O primeiro exemplo diz respeito a uma estrutura de um @inico piso, com uma massa
de 0,933kips.s?/ ft, sendo os seguintes os valores dos pardmetros do modelo de
Bouc-Wen utilizados paraidealizar o comportamento histerético dos respectivos pilares:
k=35,2kips/fta=0,04, A=1,0,n=13=y=2/ft O amortecimento foi, por
seu turno, quantificado através da relag¢io (2.221), tomandoa,=0,614/sef3. = Os.

A accio sismica comecgou por ser idealizada através de um processo
nio-estacionario, obtido através do produto de um processo estaciondrio do tipo
Kanai-Tajimi, com S, =0, 1 ft*/s%w,;=15,56rad/se§,; =0, 64, por uma fungéo
de modulagio do tipo Shinozuka e Sato coma =0,25/5b=0,50/sec=0,205

Nessas condigoes, foi calculada, mediante utilizagdo do programa NSTWEN, a
evolucdo temporal quer dos desvios padroes do deslocamento e da velocidade do piso
em relagao a base, 0,(t)e 0, (1), quer dos coeficientes de linearizagio c.(t) e k. (1),
tendo sido considerado um intervalo de tempo incremental At =0, 15s. A tradugdo
grafica dessa evolugdo ao longo dos primeiros 10 s encontra-se representada nas figuras
3.24 e 3.25, indicando-se nesta tiltima também os valores de 0,,(¢) e 0,;(¢) obtidos por
Chang [45] com recurso a técnicas de simulagdo digital, envolvendo o tratamento
estatistico de 100 realizacdes distintas dos processos de resposta, obtidas por aplicacdo
de um método de integragdo directa a partir de outras tantas histérias temporais da
aceleragio de base, compativeis com o modelo nao-estaciondrio da excitagdo sismica
antes referido.

Da comparagio dos valores alcangados com o programa NSTWEN com os
apresentados por Chang, pdde constatar-se ndo s6 o bom funcionamento deste programa
face a um modelo computacional andlogo desenvolvido por aquele investigador com
base no método de linearizagdo estocéstica equivalente, mas também a excelente
aproximagio conseguida por este método no que respeita a estimativade a, (1) e, (t).

No sentido de testar também o programa de cdlculo STWEN, foi igualmente
considerada uma func¢do de modulagao do tipo Heaviside, por forma a idealizar uma
excitagio pseudo-ndo-estaciondria, cuja resposta estrutural, obtida pelo programa
NSTWEN, se encontra traduzida de forma gréfica nas figuras 3.26 € 3.27. A evolugéo
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temporal de g, (t) € g, (t), analisada ao longo de um intervalo de tempo 100 s, mostra
pois a existéncia de uma tendéncia assint6tica daquelas varidveis, sendo essa tendéncia
bastante répida no caso da velocidade de piso, mas significativamente mais lenta no
caso do deslocamento correspondente, aspecto que € nitidamente motivado pela
natureza nao-linear histerética do comportamento estrutural, como resulta claro da
comparagio destes resultados com os de andlises do mesmo tipo, envolvendo sistemas
lineares [59]. E de realgar, por outro lado, que se registou uma excelente concordancia
entre os valores méximos de o,(t) e 0,(t) motivados pela excitagio
pseudo-ndo-estaciondria e os correspondentes valores estaciondrios avaliados por
aplicacdo do programa STWEN (0, =0, 118 fte 0,=0,518ft/s),sendo a diferenca
relativa maxima da ordem dos 4%, facto que serviu naturalmente também para testar
o bom funcionamento deste modelo computacional.

Este mesmo exemplo foi ainda analisado para duas outras acgoes sfsmicas com
caracteristicas em tudo semelhantes, salvo no que se refere 4 intensidade espectral S,
que foi quadriplicada, encontrando-se as correspondentes evolugdes temporais dec, (),
ko(1), 0,(t) e 0,(t) traduzidas graficamente nas figuras 3.28 e 3.29. Como se pode
concluir da sua observagio, regista-se também neste caso uma aprecidvel
compatibilidade dos resultades obtidos pelo método de linearizagao equivalente com
os alcancados por simulagdes numéricas [45], 0 mesmo sucedendo entre os valores
maximos de o,(t) e o0,(t), decorrentes da aplicagdo da excitagdo
pseudo-nao-estaciondria (fig. 3.30  3.31), e os valores estacionérios estimados com base
no programa STWEN (0,=0,271 fteo,=0,86 ft/ s), tendo-se obtido diferencas
relativas da mesma ordem de grandeza que no caso anterior.

Como segundo exemplo de aplicagio, apresenta-se o caso de uma estrutura do
tipo "shear-building" com dois pisos, aos quais se encontram associadas massas de valor
my,=2,488em,=1,244kips.s?/ ft, sendo o comportamento histerético dos pilares
entre pisos caracterizado pelos seguintes parimetros do modelo de Bouc-Wen:
k1=83,5 k,=35,2kips/ff a;=0,=0,04 A;=A,=1,0, n,=n,=],
Br1=v1=38,55/ftep,=v,=2,0/fl. A matriz de amortecimento foi porT sua vez
quantificada através da relagdo (2.221), tomando a,=0,263/se [.=0,00852s A
acgdo sfsmica foi caracterizada da mesma forma que no caso anterior, tendo-se
igualmente considerado as duas fungées de modulacio Ja mencionadas, e fixado o valor
da densidade espectral S,em 0, 1 £t2/5°

Nas figuras 3.32 e 3.33 encontram-se representadas sob forma gréfica as evoluges

temporais dos desvios padroes relativos aos deslocamentos relativos entre pisos, 0, e

0., € as velocidades correspondentes, o, €04, decorrentes da actuagdo daqueles dois
tipos de excitagio.
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A semelhanca do sucedido no exemplo anterior, verifica-se também uma excelente
concordincia de resultados face aos valores apresentados por Chang, calculados quer
com base no método de linearizagio estocistica equivalente, quer comrecurso a técnicas
de simulagido numérica.

Por outro lado, no caso da excitagdo pseudo-ndo-estaciondria (Fig. 3.34 € 3.35)
regista-se ainda uma boa compatibilidade de resultados em relagdo aos correspondentes
valores estaciondrios, calculados com o programa STWEN (o, ,=0,188f1,
0,,=0,133ft/s, 0, =0,387 ft e 0,,= 0,434 ft/s), muito embora a diferenca
relativa encontrada para o, seja um pouco superior ao verificado nos exemplos
anteriores, situando-se na ordem dos 10%.

E de realcar, no entanto, que estas pequenas diferencas relativas encontradas em
relagio aos valores assintdticos, praticamente inexistentes no caso de sistemas lineares,
sA0 aqui facilmente compreensiveis, sendo essencialmente resultantes das aproximagoes
introduzidas por consecutivas linearizagdes do modelo histerético registadas ao cabo
de cada intervalo de tempo incremental, e cujo efeito € cumulativo em termos da anélise
da resposta ndo-estaciondria, como ressalta alids evidente da observagéo da equagao
(3.248).
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Fig, 3.24 - Sistema de 1-GL; Excita¢io nao-estacionaria (S, =0, 1)

Evolugao temporal dos coeficientes c, e &,
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Fig. 3.26 - Sistema de 1-GL; Excitacao pseudo-ndo-estaciondria (S, =0, 1)
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Fig. 3.27 - Sistema de 1-GL; Excita¢do pseudo-ndo-estacionéria (S, =0, 1)

Evolugédo temporal de o ..
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Fig. 3.28 - Sistema de 1-GL; Excitacio nao-estaciondria (S, = 0, 4)
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EVOLUCAO TEMPORAL DE o
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Fig. 3.29 - Sistema de 1-GL; Excita¢ao nao-estaciondria (5,=0,4)

Evolugio temporal de o, e o,
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Fig. 3.30 - Sistema de 1-GL; Excitagio pseudo-nao-estaciondria (S, =0, 4);

Evolugio temporal de a .
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Fig. 3.31 - Sistema de 1-GL; Excitagdo pseudo-nio-estaciondria (S, =0, 4);

Evolugao temporal de 0 ;.
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Fig. 3.32 - Sistema de 2-GL; Excitagio nao-estaciondria (S, =0, 1)
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Fig. 3.34 - Sistema de 2-GL; Excita¢io pseudo-nao-estacionéria
(5.=0,1) Evolugao temporal de o, e 0,
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Fig. 3.35 - Sistema de 2-GL; Excita¢do pseudo-ndo-estaciondria
(S,=0, 1) Evolugio temporalde 6, €0,
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3.7.6 - Resposta sismica estaciondria ou nio-estaciondria de poérticos planos
com rétulas ndo-lineares histeréticas nas extremidades das barras

Considere-se agora o comportamento ndo-linear histerético de um portico,
idealizado através de uma discretizacio da estrutura num conjunto de elementos de
funcionamento eldstico e linear, interligados através de rétulas plasticas supostamente
localizadas nas extremidades das barras.

Para o efeito, considere-se apenas a barra genérica ! representada na figura 3.36,
que estabelece a ligagdo entre os nésie j da estrutura. Designando por F, o vector
constituido pelas 6 componentes das for¢as nodais nas extremidades, por u, 0 vector
dos deslocamentos generalizados correspondentes e por v, 0o vector formado pelas
rotagdes ineldsticas y , e Y, nas duas rétulas plésticas respectivas, ficil é constatar que
entre eles se verifica a relacdo

Fo=Ku,-Qum, (3.252)
sendo
[ 4E] 6EI 0 2EI 6E] ]
L 2 : L 12 " AF] 2E7 ]
6E] 12E] 5 6F1  12F] o i I
IE IE IE TE 6EI  6F]
2 2
0 0 £A 0 0 _E4 L L
© - I I3 0 = 0 0
—t 2F] 6E] 0 4E1 6F] 0 <1 2E]  4F]
L L2 L 12 L L
6E] 12FE]7 6EI 12E7 _6E1 6F]
I EET O IE 0 L7 12
EA EA 0 o |
0 0 s 0 0 == -
i L L]
(3.253)

Nestas condigées, o equilfbrio dindmico do sistema, quando sujeito a uma acgio
aleatoria estaciondria, poderia ser traduzido, mediante a consideracao de 3 graus de
liberdade em cada né livre, através do sistema de equagoes diferenciais de segunda
ordem

Mii+Cii+ Ku-Qw = p*(t) (3.254)
em que u seria o vector representativo dos deslocamentos associados 2 totalidade dos

graus de liberdade considerados, resultando as matrizes K e Q do espalhamento
conveniente das matrizes K , e Q, relativas a cada barra constituinte da estrutura, MeC
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seriam por sua vez as matrizes de massa e de amortecimento referidas as coordenadas
generalizadas consideradas, ¥ o vector das rotagoes ineldsticas registadas nas rotulas
plasticas e p“(f) o processo estocastico vectorial estaciondrio caracterizador da
excitacdo.

Fia =My
i

/%(;\
Ry R
’ W(b} Fl!l ¢

Fig. 3.36 - Deslocamentos, forgas nodais e rotagdes ineldsticas.

Sucede porém que, tendo apenas em consideragdo os efeitos da acgao sfsmica
horizontal, muitas das componentes quer do vector das acgdes, quer dos vectores das
forcas de inércia e de amortecimento sao nulas, havendo pois vantagem em introduzir
um nimero mais reduzido de coordenadas generalizadas, condensando também o
nimero de equagdes utilizadas para traduzir o equilibrio dinémico do sistema.

Assim, designando por g um vector constitufido por N deslocamentos nodais
caracterizadores dos deslocamentos horizontais dos N pisos, e por ¢ , 0 vector que
aglutina as restantes componentes do vector u, de tal forma que

u"=[q7.q | (3.255)

o movimento do sistema pode ser descrito pela equagéo

M 0 Q+£QQ+KMM£MO g1
o oj\g,/ Lo 0llg, Kow Koo |\9a

(3.256)

em que M e C representam as matrizes de massa ¢ de amortecimento referidas as N
coordenadas g, e K .0 K yo K oie Koo Que €, constituem submatrizes de Ke Q.
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Esta igualdade matricial permite de imediato concluir nio sé que
q,=Kop(Q,¥ =K ) (3.257)
mas também que

Mg+Cqg+K g-Q v=-Mai,(t) (3.258)

sendo as matrizes condensadas X , e Q _dadas por

K= Ky~ KoK oaK

—_MO_0cOo oM

Q,=Q, KK 00, (3.259)

Por outro lado, o vector M , constituido pelos momentos flectores M ,, e M 1;actuantes
nas extremidades da barra genérica I, pode também relacionar-se com os vectores de
deslocamentos nodais u, e de rotagoes inelasticas Y, através da equagio

-nT _
Mz"gzgz K\NEI (3.260)
em que
4r] Z2E]
L L
= 3.261
K"’I 2EI 4F] (3.261)
L L

Procedendo ao adequado agrupamento de todas as equagoes deste tipo, referentes
a totalidade das barras da estrutura, pode conseguir-se a expressio do vector M, que
engloba os valores de todos os momentos plasticos, em fun¢ao dos vectores u e y,
obtendo-se que

=QTu-K v (3.262)

Tendo presente (3.255), pode também escrever-se que

Mf[%Qf]{g}—K& (3.263)

equacao que, conjugada com (3.257), permite escrever directamente M , emfuncéo de
g e de y através da relacio

M (3.264)

I
]
2

!
12
55
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co1m
Ql =QL—QZKEJ(13KOM
Q,=K,~Q.K00Q, (3.265)

Por outro lado ainda, supondo-se a lei constitutiva do comportamento histerético
de cada rotula pléstica descrita através do modelo de Bouc-Wen, podem escrever-se as
seguintes equacgoes relativas ao funcionamento de cada rétula

My=ak v+ (1-a,)k,zy (3.2606)

| Ry~

; . : 1 . ny

Zy= AW, =Byl Wallzy “Yulalzul (3.267)

Considerando a linearizag¢do das equacgées (3.267) sob a forma habitual
Zy=CpWyt gz (3.268)

e procedendo ao conveniente agrupamento de todas as equagdes (3.266) e (3.268),
obtém-se também rela¢des matriciais do tipo

M,=Q,0+0,z (3.269)

Z-C 0K,z (3.270)

emqueQ.,Q,C ek sdomatrizes diagonais constituidas respectivamente pelos valores
de ok, (1 ~a, )k, chieky

Igualando os segundos membros das equagdes (3.264) e (3.269), pode retirar-se a
expressdo do vector =em fungdo de ge w

2=Q.'[Q,9-(Q2*Q3)V] (3.271)
a qual, mediante substitui¢io em (3.270), possibilita concluir que
0-[-0.Q,+0)-¢,] [£,0,'0,9-0;'Q,0-K,0;(Q,+ Q)] (3.272)

Deste modo, as equagdes (3.258) e (3.272) caracterizam no seu conjunto o
equilibrio dindmico do sistema estrutural em andlise e a forma de comportamento
nao-linear histerético correspondente, podendo ser expressas de forma mais condensada
através da introducio do vector de estado

(3.273)

[
It
€ 2. 1R
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resultando entdo que

Dy(t)+Ey(t)=£(1) (3.274)
sendo
M 0 0 Y M 0 0
D=1 0 M 0| E= K, ¢ -2, i(t)={—Mg>i1g(t)
0 0 I -Q,K,0.'0, 0.,0,'0, 0.K.0:'(0,+Q,) 0
(3.275)
com
-1 -1
0.=[-0.'0,v0-c,] (3.276)

Alternativamente, pode também escrever-se

() =A,y()+x(1) (3.277)
€m que
0 ! Q 0
A=| MK -MTC MQ, x(t)={ —a Yit, (1)
Q.K,0,'Q, -0,0;'¢, -0,K,0;'(Q,+0,) 0
(3.278)

Se o processo estocdstico i, (t) for do tipo rufdo branco de média nula e densidade
espectral S, a matriz de covaridncia da resposta i, obedece 4 equagao de Liapunov

A+, AL+ 218, =0 (3.279)
com
0 0 o0
S,=| 0 aa’ ols, (3.280)
0 0 o0

No caso mais geral de a aceleragiio de base ser traduzida por um processo
estocastico &,(t) caracterizado por um espectro de poténcia de Kanai-Tajimi, deve
proceder-se a introdugio de um filtro, 2 semelhanca do procedimento utilizado em 3.7.2,
tendo nesse caso o vector de estado a seguinte constituicio

T

vy =1g".q¢" v u,u,] (3.281)

e sendo a matriz de estado A, e o vector da excitacdo x (1) dados por
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0 1 0 o 0 o
-M'k, -MT'C M7Q, aa, aa, 0

4,71 Q,K,0,'e, -00Q;'¢, -QKQ/'WQ,+Q) 0o 0 | x(®)={ 0 iyt
0 0 0 1 0
L 9 9 9 _al _d‘o_ _1

(3.282)

em que i} () representa o ruido branco de intensidade espectral S, actuante sobre o
filtro de frequéncia natural w; e coeficiente de amortecimento £ ,, sendo o, = 2§ ,w e
o, =ws

Nessas condigoes, a matriz de covaridncia da resposta pode ser obtida através da
resolucio da equagio de Liapunov (3.279), tomando neste caso

(3.283)

(O 10 1C 10 1O

SIS IO IO IO

C ClIo |0 IO

— QIO 1010
5]

1%
I
010101010

Caso a aceleracao de base assuma um caricter nao-estaciondrio, sendo idealizada
através do produto

f,-(t)=8(t)i, (1) (3.284)

de uma funcdo de modulag¢do 0 (¢ )por um ruido branco gaussiano i, (¢} de média nula

e densidade espectral de poténcia S, nao s6 as matrizes de linearizagdo C e K, se
tornam dependentes do tempo, como também se torna necessario substituir &, (1) por
B(1)i,(t) nas equagdes (3.256), (3.258), (3.275) e (3.278), acabando a evolugio
temporal da matriz de covaridncia da resposta por ser regulada pela equagao

'Ey(t)=4e(t)Ey(t)+Ey/_1§+2n§0(z) (3.285)
em que
0 0 0
S ()=| 0 aa’ 06*(1)S, (3.286)
0 0 0

sendo a composicio da matriz A_(t)idéntica a referida em (3.278).
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No caso mais geral de uma excitagio nao-estaciondria do tipo colorido, em que a
acelera¢do de base do filtro anteriormente referido seja idealizada através do produto
definido pela equagdo (3.229), isto é

fg=(t)=0(L)uo(1) (3.287)
deve analogamente substituir-se ii%(t) por 6(t)ig(t)em (3.282), podendo concluir-se

nheste caso que a evolugdo temporal da matriz de covaridncia da resposta € regida
igualmente pela equagao (3.285), passando a matriz S, (1) a ser definida por

© 0 0 00

© 000 0
S, (=0 0 0 0 0le*)s, (3.288)
B 000 0 0

(000 0 1}

e tendo a matriz A _(¢)uma composi¢io semelhante & indicada por (3.282),

Sendo a ndo-estacionaridade da resposta originada também pela prépria
degradagdo estrutural, tornase necessério ter simultaneamente em consideracio a
equagio (3.231), podendo efectuar-se a caracterizacio evolutiva da resposta sismica
ndo-estacionaria integrando numericamente as equagoes (3.285) e (3.231), e utilizando
a técnica iterativa referida em 3.6.2.
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Hierarquias de grandezas estatisticas utilizadas na
caracterizacao completa da estrutura probabilistica

de um processo estocastico

Sendo um processo estocdstico x (¢) constituido por um niimero infinito de
sequéncias aleatérias tradutoras da evolugédo temporal de uma dada grandeza, o seu
valorx (1), em cadainstante! , pode unicamente ser definido em termos probabilisticos
combase na estatistica conjunta da totalidade das realizagbes que constituem o processo,
tornando-se em principio necessario, para uma completa caracterizagdo probabilistica
de x(t), o conhecimento de todas as fungbes densidade de probabilidade
pluridimensionais do tipo

P (X)=p(X, Xpuoon X)) R=1.2,... (A.1)
cuja definicfo € a seguinte
PX, Xpr X )dX dX,...dX, = ' (A.2)

S P(X,<x(I)<X,+AXN X, <x(t,)<X,+dX, i X <x(t,)<X,+dX,)

Alternativamente, a estrutura probabilistica de x (¢ ) pode também ser definida a

partir do completo conhecimento de toda a hierarquia de fungdes caracteristicas
C,(8)=C(6,,0;,...,0,) transformadas de Fourier multidimensionais de cada uma
das fungdes p ,(X)=p(X,,X;,..., X, )comn=1,2,.., ouseja

Co(0)= Elexp(i0" X)]

=fm fﬁ f_:eXp(iQT)_f)pn({)dxldXz...an (A.3)

Uma terceira via, que possibilita igualmente uma conveniente descri¢ao estatistica
do processo, baseia-se no conhecimento da hierarquia de momentos

(X Xpreen X )= E[ X X g X o] (A.4)

=f f ...fXlXz...ann()_()dXIdXz...an
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os quais facilmente se relacionam com as fungées caracteristicas correspondentes. De
facto, e de uma forma mais geral, os momentos estatisticos

MAXe X0 X)) =ELX, X, %] (A.5)

em que < nrepresenta a ordem do momento, ou seja, 0 nmimero total de argumentos,
et, /..., Isaoindices que podem assumir quaisquer valores inteiros entre 1 e n, podem
ser obtidos directamente a partir da fungio caracteristica Crn(6),jd que

27C,(0) }
8=0

— = A.6
06,06,...00, (4.6)

mr(Xi,Xj,...,X,)=(—i)r<

No caso mais geral de momentos de ordem qualquer, e utilizando a seguinte
notac¢ao

Mryr = B[ X X5 X0 (A.7)

a relagdo entre estes momentos e a fungio C, (0) é a seguinte

0" C,(0)
m. . ; =(-0)7 T — (A.8)
" 201'907%...000" [

n
sendo a ordemr = ) 7, podendo verificar-se que r > n,
i=1 -

Por outro lado, torna-se possivel proceder, com base na equagio (A.8), a um
desenvolvimento em série de McLaurin da funcio caracteristica C, (©), dado por

n

«::,z(g)=1+2;T Y m (XX, X,)8,0,...0, (A.9)
r=17" « 1

[ 2 SR £

0 qual evidencia que o conhecimento da hierarquia de momentos estatisticos torna
vidvel também a determinagio da hierarquia de fungdes caracteristicas, sendo pois
equivalentes estas trés formas de descri¢io da estrutura probabilistica do processo
estocdstico x (1)

Esta descri¢ao pode ainda ser realizada combase num outro conjunto de grandezas
estatisticas, designadas por cumulantes, e que se podem obter também apartir dafungdo
caracteristica C, (8), tomando derivadas do respectivo logaritme neperiano. Os
cumulantes de ordem r < n 540 assim definidos por
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(A.10)

. { arlncn(e)}
kr(Xi;Xj,u.,Xl)-:(—[,) —
9-0

20,08,...00,

Por analogia com a equacio (A.7), podem também definir-se cumulantes de ordem
qualquer, através da relagéo

. o InC,(6)
ke =(0) o - (A.11)
007'005%...00" ) .o

i
sendor =) ry.

i=1

Procedendo, de forma semelhante, a um desenvolvimento em série de McLaurin
delnC,(9) tendo em atengdo queIn C,(0)=Qe tomando exponenciais de ambos o0s
membros, obtém-se por sua vez a seguinte relagio

o l-r n
CH(Q)=exp{Z " > k,(xi,x,.,...,Xl)el.ej...el} (A.12)
r=1 i

L e d=1

tornando-se deste modo também evidente que o conhecimento da hierarquia de
cumulantes é equivalente ao conhecimento da hierarquia das fungdes caracteristicas,
do ponto de vista da descrigio probabilistica do processo estocastico x ().

As equagoes (A.9) e (A.12) representam assim dois desenvolvimentos em série da
funcao caracteristica  C ,(9), tornando-se possivel, & custa da sua ignaldade, exprimir
directamente os momentos estatisticos 7, em fun¢do dos cumulantes k , [152], e vice
versa [77]. Assim, por exemplo

my (X )=k (X) (A.13)
M, (X, X )=k (X X))+ k(X Dk (X)) (A.14)
Ma(X X, X )= kg (X0 X, X )+ 3k (X Dk (X X))+
R (X Ok (X Dk (X)) (A.15)
m4(Xi,Xj,X,,Xm)=k4(Xi,X}-,Xt,Xm)+3{&2(X1.le)k2(X1,Xm)}p+
+ 4Lk (X )ka( X, X L X))+
6Lk (X Ok (X ), (X X))+

+h (X Ok (X Dk (X )k (X ) (A.16)
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representando { } , a média aritmética dos termos resultantes das permutacoes dos

fndices.

Estas expressoes, cuja complexidade aumenta significativamente com a ordem dos
momentos considerados, apresentam no entanto uma forma mais simples caso as

varidveis aleatorias X; (i=1,...,n) assumam valor médio nulo, sendo entio

my(X)=k;(X;)=0 (A.17)
Ma( X X)) =k, (X, X)) (A.18)
Ma( X, X, X)) =ka(X, X, X)) (A.19)

m4(Xi1Xj!Xt’Xm)=k4-(Xi!Xj’Xt!Xm)+S{kZ(XUXj)kZCXI’Xm)}p (A.20)

mS(Xt‘lXj’Xk’Xl’Xm):kS(X['Xj!Xk’XI'Xm)+

+lo{kz(Xqu)ka(Xk’thXm)}p (A.21)

Me(X i X X X X o X )=k (X X X X X X )+
ISR (X X DR (X X (X, X))+
IS (ko (X0 X ko (X, X Dk o(X o X))+
H10{RS (X0 X X Oks (X, X, X)), (A.22)

Embora ressalte claro do que foi dito anteriormente que, do ponto de vista tedrico,
uma completa caracterizagdo probabilistica do processo x (¢) exige o conhecimento da
fung¢ao densidade de probabilidade pluridimensional p, (X), da fun¢édo caracteristica
correspondente C,(6), dos momentos estatisticos m,( X ) ou dos cumulantes k(X))
para qualquer valor inteiro de n, sucede porém que o conhecimento das grandezas
estatisticas de primeira e segunda ordem é da maior importéncia, nio s6 porque em
geral nelas reside a parcela mais importante da informagao relativa & caracterizagio
probabilistica do processo, mas inclusivamente porque casos hd em que todas as
grandezas estatfsticas de ordem superior podem ser expressas em fungio das de primeira
e segunda ordem.

Neste tltimo caso, incluem-se os processos estocasticos gaussianos, que modelam
de forma realista muitos fenémenos fisicos de interesse em Dinfmica Estrutural e na
Engenharia Sismica.

Um processo estocdstico x ({ ) diz-se gaussiano se todas as fun¢bes densidade de

probabilidade pluridimensionais referidas por (A. 1) puderem ser expressas sob a forma
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1
(ZH)R/Z I Ex '1/2

P(X 1 Xpmn X2) exp[-%({-mxm;‘(z—mg} (A4.23)

em que X representa o vector dasn varidveis aleatorias X ;, X 5, ..., X ,correspondentes
aos valores do processo x (¢) nos instantes ¢, ,%»,...,1, tendo em conta a totalidade

das realizacoes que o constituem, m € o vector formado pelos valores médios daquelas
varidveis e |1  a matriz das correspondentes fungoes de auto-covaridncia.

Torna-se assim claro que a distribuigdo probabilistica de processos desta natureza
fica inteiramente caracterizada mediante o conhecimento de momentos estatisticos de
primeira e segunda ordem (médias e covariincias), podendo todos os momentos de
ordem superior expressar-se em fung¢ao daqueles.

AhierarquiadefuncoesC.(0)=C(8,,6,,...,0,)correspondentes a um processo

estocdstico gaussiano pode obter-se conjugando a equagao (A.23) com (A.3), o que
conduz a [77}

]
c.(&)=exp( iml0-207u,0) (4.24)
ou
i3 I n
Cn(9)=exp(izlmxjej—§Zluflejet) (A.25)
i= PO

sendo M, a j-ésima componente do vector i, e K7 o elemento da matriz J

correspondente a linha je a coluna L

Tendo presente as relagdes verificadas entre momentos estatisticos e cumulantes,
expressas pelas expressoes (A.13) e (A.14)

mx,=m1(X,)=k1(X;) (A.26)
Wo=E[(X;-m, (X, ~m, J]=E[X,X;]-E[X;JE[X,]

=m2(leXl)_m](Xj)ml(Xl)=k2(leXl) (A.27)

a hierarquia das fungoes caracteristicas C , (8) pode estabelecer-se também em fungéo
dos cumulantes através da equagao

f 1 n
C,.(8)=exp [i;kl()(}-)e}—é D kz(X,,Xt)e,.et} (A.28)

Joi=1
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Comparando esta equagio com arelagio geral expressa pela equagao (A.12), pode
concluir-se que, no caso de processos estocasticos gaussianos, sdo nulos todos os
cumulantes de ordem superior a dois, aspecto que constitui alids uma propriedade de
grande interesse desta classe de processos.

E ainda de realgar que, mesmo no caso de processos estocasticos nao-gaussianos,
em que os cumulantes de ordem superior  segunda nao sao nulos, as respectivas familias
de fungdes caracteristicas, ou de fungoes densidade de probabilidade pluridimensionais,
podem exprimir-se em termos das funcGes homélogas, correspondentes a processos
estocasticos gaussianos com os mesmos cumulantes de primeira e segunda ordem.

Para tal, convém introduzir a nogio de quasi-momentos [98, 134, 152]
b (X: X0, X)) definidos por forma que

=
exp{z — 5 kr(Xi,X].,...,XI)E)I.OJ....GI}=
re3 ' fuein

® i I3
= D b(X X, X)6,0,...8, (A.29)

Lofoon I=1

1+

r=3

sendo a ordem r correspondente igual ao nimero de argumentos.

Nessas condigbes, e tendo presente a equagao (A.12)

@ R
C,.(0)= cg(e){1+ S ;lT > br(xl,xj,...,Xi)eie,....ez} (A.30)
- - r=30 0 =
em que a familia de fungdes caracteristicas correspondentes ao processo estocastico
gaussiano com iguais cumulantes de primeira e segunda ordem é representada por
CR (0.

Os quasi-momentos podem relacionar-se com os cumulantes com base na equacgio
(A.29). No entanto, e tendo em consideragio que, confrontando as equagées (A.9),
(A.12) e (A.29), se conclui que as relagbes entre momentos e cumulantes sio idénticas
as verificadas entre cumulantes e quasi-momentos, desde que se considerem nulos os
momentos e os cumulantes de primeira e segunda ordem, facilmente se deduz, impondo
k, e k» iguais a zero nas equagoes (A.15), (A.16) e afins de ordem supetior, que

b;,(XI-,X}-,Xl)=k3(Xi,Xj,Xz)
b4(Xi’Xj’Xl'Xm)%k4(Xi’Xj1Xile)

Os( X X, X X X)) = k(X X, X X0 X D) (A.31)
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bo(X iy X X o X Xy X)) =k (X X X Xy X XD+

+10{ks( X X s X Kka(X ) X s X)),

DX X X X Xy X X)) =k (X X j X Xy X X X))t

+35{ky (X, X, Xk (X X X0 X))

C,(8) pode relacionar-se com a correspondente familia de fungbes densidade de
probabilidade p,( X) através da transformada inversa de Fourier de ordem n

1
(2n)"

pa(X)= f f f exp(-i8TX) C,(8)d6,ds,...d8(4.32)

Como estarelacao é valida, em particular, para os processos de natureza gaussiana,
e observando que

f f f i70,0,...0,exp(~i87X) €I(6)d®,d6,...do,=

() [
U ) ) e JpReo (A4.33)

pode obter-se com base na equagao (A.30) o seguinte desenvolvimento da fun¢do p, (X))

do processo ndo-gaussiano, em termos da fungdo correspondente do processo gaussiano
de iguais camulantes de primeira e segunda ordem, p; (X ), € dos quasi-momentos b ,

©(-1) & 3 3 3 .
pn(£)=<l+; rl ,‘I'Z{u[br(X“Xj,“.,Xl).(aXf)(an)”'(aX:)>pn(£)

o

(A.34)
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Apéndice B

Expressoes dos coeficientes de linearizacao c,_e k

eg

relativos ao modelo histerético de Noori-Baber-Wen

[111]

Cegzmi\mE[mAEl —m(BE+vE3)]l/my

@

n/2

p [] —erf(mgfﬁUYB)]exp(m§/2cf,3)

Y3

Ez:md {Lm yg/uleXp(az)[l_erf(q))]dZV:a_}
Ya

{‘(“U"fo yg/dlexp(ﬂz)[l—erf(d))]dya}

2 f‘”
Fy= ya/aexp(a,)dy
3 mcyg o 3 1 2 3

E4=2py3y4[094/(m033)]j; y53/aiexp(a,)dys

E.= f vy a1 —erf(0)1dy ;-
5 mﬁya o 3 1[ 3

- [T yrt/atexplan) -er (- )1y,

E6=_—f0 yg+2/(1?exp((12)dy3

Koo =mume[—2m E +2m (BEs+YE)—m(BE;+VEg)]/m,

(B.

(B

(B

(B

(B

(B

1)

.2)

3)

4)

5)

.6)

)

8)
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n

E7zm0y3-fo yg‘l/a]eXp(az)[l—erf(cb)]dya*

—fo Y3 /o, exp(a,)[ 1 - er £(-6)]dy,

\/2—]_[02 .f; ys/aleXp(az)dYB
3

24 2 .2 2
A, =Mmg+y;3 Ay =—y3/20,,

o= _py3?4y3/[0y3 2(1 _pioyn;)]

sendo er f (¢ )a fungdo de erro, definida por
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2 7Y 2
erf(¢)=\/—zj; e du

(8.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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