F.1

Funcions de variable real. Limits.
Continuitat.
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.2

Funcions de variable real.

Definicié 1. Una funcio d’una variable és una

correspondencia entre dos conjunts
f:A— B
x— f(z) =y

tal que la imatge és unica.

> Si B C R es diu que f és real.

> Si A C R es diu que f és de variable real.

Exemple de funcio Exemple de no funcio

273

0,5 1

Nosaltres només estudiarem f: A C R — R.
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.3

Conjunts importants

> A s’anomena domini de la funcid.

El domini d’una funcidé son tots els nombres reals

que tenen per imatge un nombre real.

f(z) = p(z) Dom(f) = E
_ p(=) om —R—{x. g(zx) =
f(:c) = q(a:) D (f) R { aQ( ) 0}
f@) = 2P3@ | pom(s) = {«, g(z) > 0}

f(z) = 275y | Dom(f) =R

f(z) = log(g(x)) Dom(f) = {z, g(x) > 0}

f(z) =sin(g(x)) | Dom(f) = Dom(g)
fo) = e9() Dom(f) = Dom(g)
> f(A)={yeB|y=f(zx),xr € A} és la imatge
de f.
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.4

> Gy =A{(z, f(x)) | x € A} C A x B és la grafica
de f.

> f~Hy)={x € A| f(x) =y} és el conjunt
d’antiimatges de y € B.
> siy £ f(A), f~1(y) =0

» siy € f(A), f~1(y) pot ser un o diversos
elements.

ex. Si volem calcular ’antiimatge de la funcio
f(x) =2x — 1 en un punt x, prenem y = f(x) i
expressem la x en funcio de la y. Aleshores,

y+1 _ y+1
y:2x—1(:>x:?<:)f 1(y):?

A Si per algun y € f(A), el conjunt f~!(y) consta
de més d’un element, aleshores f~1: f(A) — A no

és una funcio.

Altrament, f~! s’anomena la funcié inversa de f.
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.5

> Si X C A, s’Tanomena restricciéo de f a X
’aplicaci6
Jix: X — B
ex. Donada la funcié f : R — [0,00), f(x) = 22,
calcular la antitmatge de tots els punts y € [0,00), i
calcular la funcio iversa en cas d’existir.

Donat y > 0, la seva antiimatge seran els punts

r € R tals que f(x) =y, és a dir, tals que 2 = y.

Per y =0, x =0, i per y > 0, I'equaci6 z? = y té
dues solucions: x = +,/y.
Per tant tenim que donat y > 0, f~'(y) = £,/y, i
per tant, I’antiimatge de y no és tunica.
Llavors f~1: [0,00) — R, f~!(y) = £,/y no és una

funcio.

0.54

0.2 02 04 06 08 ’ 12 14

-0.57
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.o

ex. Considerem la funcio f: R — [0, 00),

f(xz) = 22, restringida en interval X = [0, c0).
Calcular la antiimatge de tots els punts y € [0,00), i
calcular la funcio tnversa en cas d’existir.

Ara estem considerant la funcio:
fix :10,00) — R

Donat y > 0, la seva antiimatge seran els punts
z € [0,00) tals que fix(z) =y, és a dir, z° = y.

L’equacié z? = y té dues solucions reals, = +\/Y,
pero només +,/y esta en [0, 00).
Per tant, donat y > 0, f|;<1(y) = +,/y és unici la

funcid inversa existeix i és:
f|;(1 1 10,00) — R, f|;(1(y> =Y
y' / 1.2
] )

f(x)‘ 0.8

0.6

0.4+

0.2

-0.2 02 04 06 08 . 12 14
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.7

Exemples de funcions

> Identitat. f(x) = z. El domini és R, la imatge

és R 1 la inversa ella mateixa.

> Constant. f(x) =c¢, ¢ € R. El domini és R, la

imatge és {c} i no existeix inversa.
> Funcié signe. f(x) = —1siz <0; f(0) = 0;

f(x) =1six>0. El domini és R i la imatge és
{—1,0,1}. No existeix inversa.

Identitat Constant

] 27

4 i

i 15

2 4

--------------------------
4 2 E 2 4
A

24 4

] 0,51

4 4

4 2 0 2 4

X
Sig
13
0,59

--------------------------
4 2 4 2 4

0,5
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.8

> Funcié salt unitari en un punt. f(z) =0 si
r<a, a €R; f(x)=1six>a. Eldominiés R,

la imatge és {0, 1} i no existeix inversa.

> Funcié part entera. f(x) =m si
r €| m,m+1), m &€ Z. El domini és R, la

imatge és Z. No existeix inversa.
Salt unitari Part entera

19 O —— ] °
0,85 JR—
0,65 Quunmmmn
0,4: [—

0,2 Jeo—
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.9

> Funcié exponencial. f(x) = e* = exp(x). El
domini és R, la imatge és (0, +00) la inversa és la
funcié logaritme neperia.

> Funcié logaritme. f(z) =Inz. El domini és

(0, +00), la imatge és R. La funci6 inversa és la
funcié exponencial.

> Funcié arrel quadrada. f(z) = \/z. El domini
és [0, +00), la imatge és [0, +00). La funcid
inversa és la funcié quadrat (restringint el

domini de la funcié inversa).

exponencial

arrel quadrada

0,5
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.10

> Funcio sinus. f(z) = sin(x). El domini és R, la
imatge és [—1,1]. La funcié inversa és
f~Y(x) = arcsin(z) (restringint el domini de la funcié

inversa).

> Funcioé cosinus. f(z) = cos(x). El domini és R, la
imatge és [—1,1]|. La funcié inversa és
f~1(z) = arccos(z) (restringint el domini de la

funcié inversa).

> Funcié tangent. f(x) = tan(x). El domini sén
tots els reals excepte els punts on s’anulla el cosinus,
la imatge és R. La funci6 inversa és
f~1(z) = arctan(z) (restringint el domini de la

funcié inversa).

nnnnnn
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.11

Operacions amb funcions

Considerem
f:A—-R, ¢g:B—R
dues funcions reals de variable real.
> SUMA /RESTA
fxg: ANB —R
z = (f+g)(z) = fz) £ g9(2)
> PRODUCTE
f-g:ANB—R
r = (f-g9)(x) = fz) - g(z)
> QUOCIENT
flg: ANB —{z | g(z) =0} =R

e = L@
v (fg)a) = o

> PRODUCTE PER ESCALAR
Af:A—R
z = (Af)(x) = Af(z),

sempre que A € R.
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.12

> COMPOSICIO
f : A — B g : B — (C
z —  f(x) z — g(z)
gof : A — B — C
r — f(z) — g(f(2))
A El domini de la composicié d’f i g és:
Dom(go f) = {z € A| f(z) € B} = AN f(B)

ex. Considerem h(z) =+2x + 2 i k(zx) = 3x + 2.

Calculeu hok 1 ko h 1 els seus domainas.

hok

(hok)(x) =h(k(z))=hBx+2)=
=/20Bz+2)+2=+62+6
Dom(hok)={z e R,62+6 >0} =[—-1,00)
koh

(koh)(x) =k(h(z)) =k(2x+2)=
=3V2x+2+2

Dom(koh) ={r e R,2x +2 >0} = [—1,0)
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FUNCIONS: FUNCIONS DE VARIABLE REAL F.13

> Funcio inversa

Sigui f : A — B una funcié per la qual existeixi la

inversa f~!: B — A.

Llavors

fof™t=1, i flof=I

on I(x) = x és la funcié identitat.

ex. Sigui g: R — R, g(x) =x+ 1. Calculeu la

1

funcio mversa i comproveu que go g~ - = 1 1 que

g_log:[.

Sigui y € R, 'equacié y = x + 1 té com a solucio

x =1y — 1. Per tant, g~ (y) =y — 1.

Llavors
(97 eg)(x) =g (g(z)) =g (z41) = (x+1)~1 ==

(gog (@) =g(g7 (@) =glz—1)=(@—1)+1=2

Exercici Proposat 1. Calcula les inverses de les

2x+5

seglients funcions f(x) = 4x — 7, f(x) = 73 i

f(z) =In(x +1). Comproveu que fo f~1 =1 i que
flof=1.
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FUNCIONS: LIMITS F.14

Limit d’una funcié en punt

L’objectiu és coneixer quin és el comportament de la
funcié a prop d’un cert punt, sense que sigui
important que fa la funcié en aquest punt.

Considerem per exemple la funcié

(2% —x+4)(5—x)

1x =2
6

flz) =

o~

\

Si prenem punts propers a 2 per ’esquerra i per la
dreta i mirem les imatges:

x fz) x fz)
1.99 2.995 2.01 3.005
1.999 2.9995 2.001 3.0005
1.9999  2.99995 2.0001  3.00005
1.99999  2.999995 2.00001  3.000005

Per tant, quan x — 2, f(z) — 3 i es denota per

lim f(z) =3

xr—2
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FUNCIONS: LIMITS F.15

Considerem ara en canvi el punt x = 1 i la funcié

-1 , =<1
flz) =
1, z>1
1 mEo O
0,5;
2 1 wf I1II 2 3 4
X
—0,5:
_1;> e¥c—

Si prenem punts propers a 1 per ’esquerra i per la
dreta 1 mirem les imatges dels punts tenim que:

x flz) = f(z)
0.99 —1 1.01 1
0.999 —1 1.001 1
0.9999 —1 1.0001 1
0.99999 -1 1.00001 1
0.999999 -1 1.000001 1

En prendre r — 1, les imatges no tendeixen a un

unic valor, i per tant no existeix el limit.
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FUNCIONS: LIMITS F.16

Definicié 2 (Limit d’una funcié en punt). Si
f:ACR — R és una funcio real i a € A, es diu que
la funcio f té limit L € R en el punt a, si Ve > 0
arbitrari, 30 > 0 de tal manera que Vx € A, tal que
0 < |z —a| <6, aleshores es compleix |f(x) — L| < e.

Es fan servir les notacions segiients:

L=1limf; L=Ilim f(x).

r—a

Donat € > 0 30 > 0

L+g,

L'% >

' a—dga+d3

L+
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FUNCIONS: LIMITS F.17

ex. Considerem la funcio f(x) =x ¢ a € R. Llavors

lim f(z) = a

Hem de veure que donat € > 0, existeix 6 > 0 de
manera que si prenem x € R que verifiqui |z — a| < 9,
lavors |f(x) — a| < e.

Considerem € > 0 donat i prenem 0 = e.

Llavors, per a tot z € R tal que |z — a| <, com que

f(x) = = tenim que
[f(z) —al <d=e

com voliem veure.

4]

L+e|

- | ad 2 &d
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FUNCIONS: LIMITS F.18

ex. Considerem la funcio f(x) = 5 i a € R. Llavors

lim f(z) = g

Hem de veure que donat € > 0, existeix 0 > 0 de
manera que si prenem x € R que verifiqui |z —a| < 9,
lavors | f(z) — 4| <e.

Considerem € > 0 donat i prenem § = 2e.

Llavors, per a tot z € R tal que |z — a| < §, com que

f(x) = x/2 i tenim que

| |<5:>‘§—9‘<§—
T —a 5 " 5 2—6
com voliem veure.
|
L+e
L
L&

_/afc ’dl§|'d4
0.5
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FUNCIONS: LIMITS F.19

ex. Considerem la funcio f(x) = 2x i a € R. Llavors

lim f(z) = 2a
r—a
Hem de veure que donat € > 0, existeix 0 > 0 de
manera que si prenem z € R que verifiqui |x — a| < 4,
lHavors | f(x) — 2a| < e.

Considerem € > 0 donat i prenem 0 = 5.

Llavors, per a tot x € R tal que |z — a| < J, com que
f(x) = 2z i tenim que

x—a|<d= |20 —2a|] <20 =¢

com voliem veure.

8-

L4

I 7 s 4
I a&d 4 &+d

24
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_ » T, stx <2
ex. Considerem la funcio f(x) = 0
2r, st x > 2

a = 2. Llavors

lim f(x) no existeir
T—2

Prenem ¢ = 1. El limit no és 4 perque podem trobar
punts tant a prop com volguem de 2 tals que

[f(z) — 4] > 1.

6

-1 1 3

De la mateixa manera, el limit no és 2 perque podem
trobar punts tant a prop com volguem de 2 tals que

f(x) =2 > 1.
Per a tot L, sempre podem trobar punts tant a prop
com volguem de 2 tals que |f(x) — L| > 1, per tant,
el limit no existeix.
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ex. Considerem la funcié f(x) = x* i a € R. Llavors

lim f(z) = a’

En aquest cas particular només comprovarem el limit
per r = 2. Es a dir, volem veure que donat ¢ > 0,
30 > 0 tal que

Vr tal que |z — 2| < § = |22 — 4] < e.
De fet només veurem que per € = 3 podem

considerar 6 = % 1 tot funciona:

x—2] < 1 —d<r-2<i=2-l<cr<iy2
3 O 9 2 25
r? € (2.25,6.25) = x? € (1,7)

2% — 4| < 3.

A

L+es

-1 I ad & atd °
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Nota 1. El limit d’una funcio en un punt té com a
objectiu caracteritzar el comportament de les imatges

dels punts propers al punt a.

Nota 2. El calcul de limits mitjancant la definicio
és molt dificil, per tant cal buscar tecniques

alternatives per calcular-los.

Proposicié 1. El limit d’una funcio en un punt, si

existeir, €s unic.
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Proposicié 2 (Algebra de limits de funcions). Si
f:A—=R19g:A— R son dues funcions reals, a €és
un punt de A, 1 si aquestes funcions son tals que

lim f=Lq;; limg= Lo,

r—a

aleshores es compleix que:
(a) 1 (f +g)(x) = Ly + Lo;

(b) lim (Af)(z) = AL1, qualsevol que sigui A € R;

r—a

(c) lim(fg)(x) = L1La;

r—a

(d) lim (5) (x) = %, si Ly # 0;

r—a

(e) lim [f] = |La].
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ex. Comproveu que lim kox? + kiz = kea® + kia.
r—a

Sabem que lim z = a.
r—a

Llavors per la propietat (b)

lim k1.0 = kq.a
r—a

De la mateixa manera, per la propietat (c)

limz?=limz - z=a-a=a°
r—aQa r—Qa

i altra vegada per la propietat (b)

lim k2x2 = k2a2
r—a

Finalment, per la propietat (a) tenim que:

lim koz? + kix = koa® + kqa

r—a
En resum:
lim koxz? + kix = lim kox? + lim kix =
r—a r—a r—a

= ko lim 2% + kq lim z =

r—a r—a

= ko lim x lim z + k1 Iim x
r—aQa r—Qa r—a

= ]432&2 + kla.
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El maple té una eina molt util que ajuda a resoldre
limits. L’eina és una maplet que permet introduir
una funcid, f, i un punt, a, i calcula el limit lim f(z)

r—a

pas per pas.
L’instruccié per executar la maplet és
[> with(Student|[Calculus1]):
[> LimitTutor();

Lol L B Ty 1inni L LT Lrea

L_=IP\ 1™ ™ Fa 1 | = b= A= . —n
Fricalculus 1 - Step-by-Step Limit Tutor x|
~ File Rule Definition  Apply Rule  Understood Rules  Help
: Eriter & function B
' Function [k2%x*2+k1*x Wariable |x
Al
at |2 Direction "I
Problem Status Meszages
conplete zolution is
. 2 displayed
lim (ldx - klx}
X2
Hint=
T 2 :
}’f PZ _x rz
5 Litnit Rules
—k2 lim x°+ mklx
X -2 x .2
2
— 2 (X]nn x) 4 limlklzx Constant Constant hultiple
-2 Xl Ilertity
— 412 + imklx SLm Difference
X2 Pouver Product
—A4k2 + k1 lim x GiLotiert I'Hopital's Rule
X—d Factar Divide by zero
—A4k2 + 21 Change Renwrite
Exponertial Matural Logarithm
=trig= LI =hyperbolic= LI
=arctrig= j =arc-hyperbolic= LI
Start Final Answer Cloze |
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Les propietats d’algebra de limits amb el limit tutor
apareixen en el quadre de missatges després de
demanar ajuda (Hint) de la segiient manera:

(a) lim (f 4 g)(z) = lim f(z) + lim g(z)
lsum| could be applied

(b) lim (Af)(x) = A lim f(z)

r—a

[constantmultiple] could be applied

(¢) lim (fg)(x) = (lim f(x)) lim g(x))
[product]| could be applied

im f(x)
(d) lim (g) (x) = o 07 si lim g(z) # 0;

1 Y
:gl_r)na g(x) r—a

lquotient] could be applied

(e) lim |f(2)] = |1im f(x)|.
labs] could be applied

ex. Calculeu lim kox? + kix = koa? + kia usant el

r—a
LimitTutor.
Nota: tot 1 que la funcio pot contenir parametres

desconeguts, el punt a cal que sigui un valor concret,
preneu a = 2.
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ex. Usant l’exercict anterior vegeu que st a % 0

2 =2
lim ——— =a — 2.
r—a €T

Per 1'exercici anterior sabem que:

lim 22 — 22 = a® — 2a
xr—a

Llavors, per a # 0, el limit final es calcula usant la
propietat (d):

lim 22 — 2z

ot =2 a’ — 2a
lim — = , = — =qa— 2.
r—a X lim x a
r—a

Exercici Proposat 2. Usant les propietat de limits

1 tenint en compte que:

limz =a i que lim k = k,Vk € R,

r—a r—a
vegeu que:
2
x 3
limz® —2x+4 , lim e
rz—1 r—3 T — 9
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Exercici Proposat 3. Tenint en compte que

limz =a i que lim k = k,Vk € R,

r—a r—a

demostreu mitjancant induccid, usant les propietats

anteriors de limits que st
p(x) = bpa™ +bp_ 12" F b0 4+ bz + b
llavors

lim p(x) = bya™ +byp_1a" " +b,_2a" 2 +.. . +bia+by.

r—a
Es a dir, si p(x) és un polinomi de grau n,

lim p(z) = p(a).

r—a

Exercici Proposat 4. Usant [’exercici proposat
anterior, vegeu que si p(x) €s un polinomi de grau n
i q(x) és un polinomi de grau m tal que q(a) # 0,
llavors

1im P& _ pla)

r—a q(r)  qla)
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Usant les propietats d’algebra de limits de funcions i
els dos limits:

limx =aique lim k =k, Vk € R,

r—a r—a

es poden calcular tots els limits de funcions

polinomiques i funcions racionals.

Podem calcular algun limit més?

ex. Considereu f(x) =+/x i a >0, vegeu que:

lim vz = va

r—a

Denotem per L al limit que volem calcular,

L = lim /x.

Llavors usant la propietat (c) del limit d’un producte
de funcions tenim que:

L? = lim vz lim vz = lim (v2)? = lim 2z = a

per tant, si L? = a => L = y/a com voliem veure.

Exercici Proposat 5. Demostreu el valor dels

sequents limits:

lim v/ = Va1 lim vV +2 = vVa+2 sia > —2.

r—a r—a
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FUNCIONS: LIMITS F.30

Amb les propietats d’algebra de limits de funcions i
sabent calculat limits de polinomis en un punt,
només podem calcular limits de funcions que es

puguin obtenir operant amb polinomis.

Per poder calcular limits de funcions generiques
necessitem altres eines. Per aixo introduirem dos

criteris que ens ajudaran a calcular limits:

e Criteri de compresio

e Limit d’una funcié acotada per una funcio de

limit zero
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Criteris per al calcul de limits

Proposicié 3 (Criteri de compressio).
Si f,g,h: A CR — R son tres funcions reals de

variable real tals que:
(1) f(z) < h(z) <g(z), Veela—ra+r]
(2) lim f(x) = lim g(x) = L.

Aleshores podem concloure que

lim h(x) = L

r—a
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ex. Comproveu que lim sin(x) = 1.

Pi
ZU—>2

Considerem les funcions

h(x) = sin(), f(z) = 1-(2—2)7 1 gla) = (w—=)?+1

lim f(xz)= lim g(z) =1

T— 5 T— 5

2 2

per tant: lim sin(x) = 1.

T
CE—>2

La dificultat d’aplicar el criteri de compressio esta en
saber trobar les dues funcions que acoten, i poder

demostrar que realment f(x) < h(x) < g(x).
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Es important notar que és suficient que:
flx) < h(x) <g(x),Vr €la—r1,a+T7]

és a dir, en el limit anterior també haguéssim pogut
considerar:
T

f(x)zl—($—§)2(x—4)ig($):($—§)2+1

ja que per exemple, prenent r = 1 tenim que

f(@) < h(z) < gla), Vo €[5 = 1,5 +1
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FUNCIONS: LIMITS F.34

Proposicié 4 (Zero per acotada). Si
f,g: ACR — R son dues funcions reals de variable

real tals que:

(1) lim f(z) = 0;

r—a

(2) g és fitada en un entorn del punt a,

aleshores es verifica que

lim f(x)-g(x) = 0.

r—a

ex. Calculeu el limit de f(x) = (x — 2)sin(x) en

r = 2.

Com que
lirr12(a: —2)=0

i la funcié —1 < sin(x) < 1 és acotada, llavors:

lirré(x — 2)sin(x) = 0.
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Proposicié 5. Si una funcio té limit en un punt,
aleshores existeir un entorn d’aquest punt en el qual

la funcio és fitada.

Proposicié 6. Si f : A — R és una funcio tal que

lim f = L # 0, aleshores existeix un entorn reduit
r—a

del punt a en el qual la funcio conserva el signe.

0.8

1 1,5
X

I T N T Y I ")
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Limits basics

(a) Si A:R — R és una funcié constant, aleshores

per a qualsevol nombre real a es compleix

lim A = .

[constant] could be applied
(b) Siz:R — R és la funci6é coordenada de R,

aleshores per a qualsevol nombre real a es
compleix

lim £ = a.
r—a

lidentity| could be applied
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Algunes exemples tipus de calcul de limits

» Funcié polinomica. Si f(x) és un polinomi

lim f(z) = f(a)

r—a

Per exemple,

lim 22° + 322 —11=2-2°4+3.2%2 — 11 = 65.

r—2

» Funcié racional. Si f(z) = %, on p(x),q(x)

son polinomis, aleshores

xh_%f(x) — ma

sempre i quan g(a) # 0.

» Funcié racional del tipus 3. Si f(z) = %,
on p(x),q(x) sén polinomis i, a més,
p(a) = q(a) = 0, aleshores dividim el numerador
i el denominador pel monomi (x — a) i calculem

el limit de la funcié racional resultant,

lim f() = 220 = ¢
_ iy P2)/ (2 — a)

)/ (x —a
r—a q(r)/(z —a)

Departament de Matematica Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

Aplicada lll



FUNCIONS: LIMITS F.38

» Racionalitzacié. Si f(x) = Zg;, on r(x), s(x)

sén expressions amb radicals, on r(a) = s(a) = 0,
multipliquem pel conjugat de ’expressio amb
radicals per desfer la indeterminacio.

Per exemple,

N VE—2 Jz+2

. _
ek 7 -4 o4 x4 VT +2
. x—4
= lim
o T DE 1Y)

= lim ! = !

r—4\Jr+2 4

» Funcions trigonometriques. Si
f(x) = p(x)t(x), on t(x) és una funcid
trigonometrica, podem aprofitar propietats
trigonometriques de la funcié t(x) per calcular el
limit.

1
Per exemple, a lin% x - sin (—) fem el limit del
r— X

N—_——

funcié fitada
producte d’una funci6 fitada per una funcié que

tendeix a zero, i per tant
. . (1
lim z - sin <—> =0
z—0 €T
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Limits laterals d’una funcié en un punt

Considerem la funci6 //
)
2—x , <1 \ ‘
f(z) =4
| T+ 1, z>1

f no té limit en x = 1 perque en agafar p{lnts propers

a 1, les imatges no convergeixen a un unic valor.

Ara bé, si només prenem punts propers a 1 per
I’esquerra, les imatges convergeixen a 1, i si només
agafem punts propers a 1 per la dreta, les imatges

convergeixen a 2.

x f(@) z f(@)
0.5 1.5 1.5 2.5
0.75 1.25 1.25 2.25
0.875 1125 1125 2.125
0.9375  1.0625 1.0625  2.0625

0.96875  1.03125 1.03125  2.03125
0.984375 1.015625 1.015625 2.015625

Per tant el comportament al voltant de x = 1 el
podriem donar dient que al apropar-nos per
I’esquerra tendim a 1, i que en apropar-nos per la
dreta tendim a 2.

@ Departament de Matematica Fonaments Matematics de |I'Enginyeria |
Aplicadall] Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal




FUNCIONS: LIMITS F.40

Definicié 3 (Limits laterals d’una funcié en punt).
Si f: ACR — R és una funcio real i a € A, es diu
que LT € R és el limit per la dreta de la funcié
f en el punt a, si donat € > 0 arbitrar:, existeir un
0 > 0 de tal manera que qualsevol que sigui x € A,

tal que a < x < a + 9, aleshores es compleix
[f(t) - LT <e.

e Es defineix de manera analoga el limit per
I’esquerra de la funcié f en el punt a, el

qual s’escriu L.

e El limit per la dreta i el limit per ’esquerra

reben el nom de limits laterals d’una funcio.

e Es fan servir les notacions segiients:

lim+ f(x)

r—a

+ _ 13 _
L —lclbrjlf—

L™ =lim f = lim f(x).

a r—a
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ex. Calculeu els limits laterals en x =1 de la funcié

flz) =9

lim f(z)= lim 2—2x =1

r—1— r—1—

lim f(z)= lim z+1=2

x—1t r—17t

Igualtat dels limits laterals

Proposici6o 7. Si f: ACR—=R1a € A, les

propietats sequents son equivalents:

(1) lim f= lim f=L;

r—at T—a—
(2) lim f = L.

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: LIMITS F.42

ex. Calculeu el limit en el punt x = 2 de la funcio

0.005 1
ol !!'H AT V> "2/0022.0042.0062.008 2.01
X
0.005 - |

lim f(z) = lm (:E—Q)sin( ! ):o

r—2— T2 o’ €r — 2
O N ~~ _J
acotada
2
—3 2 0
lim f(z) = lim - rre_« D
r—2+ r—2+ r—1 0
— 2 —1
= lim (ZC )(:1: )zlim r—2=0
r—2+ €T — 1 r—2+

Com que

lim f(z)= lim f(z) =0= lim f(z) = 0.

r—2~ r—2+ xr—2
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FUNCIONS: LIMITS F.43

4.2 Extensio del concepte del limit

Idea intuitiva

Extensié del concepte de limit

19-
;_.
5_.
y | ]
4
2_.
Wl T T T T T O T T T T T T T T
4 2 0 2 4

En aquest cas, hem representat la grafica de

f(z) = 25 i observem que

# lim f(x)

x—0

pero que a l’apropar-nos tant per la dreta com per

I’esquerra a x = 0, les imatges tendeixen a +o0.
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Definicié 4. Si f : A — R, es diu que f té limit
+00 en el punt a si per a qualsevol k > 0, existeix
d > 0 tal que si |x — a| < 6, aleshores f(x) > k.

Escriurem

lim f(z) = +o00

At |

A e b
PR R N T eSS

Es defineix de manera analoga per a —oo.
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Considerem la funcié de la figura:

Limit infinit

10'|

IIIlll_yllr)lllllllllllll

-4 -2 49 2 4
3

-5H

i

en el punt x = 0.

En aquest cas:

lim f(x) = —o¢ lim f(x) =+o0

x—0~ x—0T

B lim f(z)

x—0

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
SR Niria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: LIMITS F.46

Proposicié 8. Siguin f,g: A CR — R dues

funcions tals que:

lim f(x) =L, L>0

r—a

lim g(z) =0, g(x) > 0 en un entorn del punt a

r—a

Llavors
lim @ = +00.
z—a g(x)

Exercici Proposat 6. Calculeu els segiients limits

—1 1
lim — ,  lim —

=2 (T —2)%" 2-0 424y (l)Z.
X
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Algebra de limits infinits

Si f,g,h: A CR — R sén tres funcions reals de

variable real tals que

lim f(x) =LeR

r—a

lim g(x) = 400 lim h(x) = +o0,

r—a r—a

aleshores

» lim (f(x) £ g(x)) = +oo

lim 5 cos(4x) + |tan(z)| = +oo

_l_ p—
NSNS AV AR
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» lim A-g(x) =400, A>0

r—a

im 2— = 4+ |
x—0 ;C2

o
kL
o
"
N

» lim A\ -g(z)=—00, A<O

r—a

lim —— = —
x—0 T

q
ol
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» lim f(z) g(x) =400, L >0

r—a

. 1
:1131—>Hll _2(56 +__/1) (x —1)2 o0

N J
1 ~~
400
30
25
20
y 15
10
5]
0 05 1 15 2 25 3
X

T—1 O J<Qj—1)

—1 VJ

307
20
y
10
1 15 2 25

—-10

—20+

-30-
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f(x)

» lim —> =0
T—a g(g;)

25+

20 s B
i 811n(:1:) _0
TTY o5 (a)

N 0 S
lim 55 = m -5 =+
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Limit d’una funcié a ’infinit

Com definim el segiient limit?

Jim  f(z)

Definicié 5. Diem que el limit de la funcio f(x)
quan x tendeixr a +0o és L € R st Ve > 0 existeix
A > 0 tal que si x > N, aleshores |f(x) — L| < €.

-0.5-

Analogament es defineix

lim f(x)

r——00
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Indeterminacions que no resol ’algebra de

limits infinits

Si f,g,h: A CR — R sén tres funcions tals que

lim f(z) =0

lim g(x) = 400 lim h(x) = +o0,

aleshores

» lim g(x) — h(x) = “co—00” =7

r—a

i

lim — —a— =« 0 a=1
U a <1

» lim f(z) g(x)=“0-00" =7,

(3, k=1,35
. 1 +00 k=214
k _ 9 Y
tm @t g = 1, k=
\ 0 , k>7
> hm 9(37):“@,,:?
z—a h(x) 00
1
== 1
lim x—leim a:k—G
x—0 o r—0 €T

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: LIMITS F.53

« 09
> 0
1
. zk . k 1 . 76
lim — =lim 2"— = lim =
x—0 x6 x—0 376 x—0 ok
NOTA Les indeterminacions “%”, “0-00” 1 2 les

resoldrem per infinitessims equivalents.

També ens podrem trobar amb indeterminacions

de la forma

107 (nimero e)

En aquest cas cal usar que:

, 1
lim 1+ — —e

T — 00 x

De fet, si lim f(x)

r—a

lim (1 + —) — e.
r—a f(x)
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FUNCIONS: LIMITS

F.54

ex. Calculeu el segiient limit:
x(sin(10x)+42)

L li 1+ !
= lim
z—+00 z(sin(10x) + 2)

Si definim f(x) = x(sin(10x) 4+ 2) tenim que:

acEr—Eoo f(z) = xl{r_foo x isin(l(%g:) + 2} = +o0,
>0
1 per tant,
. 1 f(z)
L:wll)rfoo 1+f(m) = e.

1 i N\N\NWV\N\NV\NV\N\NV\NVWNV\NVWVWVWHNWWV\NVWVW
=e1 ‘W\W W Y

eX.
Icwc2—1 .(:c—l—l)(axQ—l)
2 T 1 -
lim » r+3 = lim 1+ (z+1(x+3) =
r—+oo g 41 T — 400 x + 1
o) ' 1 az? — 1
1 :E—l—l
= lim @ 14 Az +1)(z+3) _
x— 400 z+1
ax? — 1

lim

e T — + 00 (z+ 1)(x+3) — ed
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> “00” (logaritmes)
ex. Cualculeu
1

| __
r—-4oo \ ef?

Si apliquem logaritmes al limit anterior:

n(L) =Mn( lim ()7) = tim n(()77)

xr——+0o0 Tr— 400

— ; 1 1 — : 1 —kx

= lim —i(-kz)=k = L=¢"

r—+0o0

> ooV (logaritmes)
ex. Calculeu
sin(x)

L= lim = <«
Tr——+00

Si apliquem logaritmes al limit anterior:

|
= liI_|I_1 sin(x) n(z) =0 = L=¢"=1
L— 100 . e’ xr
acotada O“
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Equivalencia local de funcions

En aquest apartat es desenvolupa un concepte de
gran interes practic, el de les funcions equivalents,
que permet realitzar certes manipulacions en
I’expressio del limit i calcular el limit d’una funcié a

partir d’altres funcions amb limits coneguts.

Si f,g: ACR — R esdiuque figsén localment
equivalent en el punt a (i s’escriu f ~ g) si

f(x)

lim 2 — 1
z—a g(z)
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Proposicié 9. Si f(z) i g(x) son dues funcions tals
que

lim f(z) = lim g(z) = L # 0,

r—a

aleshores son equivalents.
dem. Siguin f(x) i g(«) dues funcions tals que:

lim f(x) = gll_r%g(x) =L #0.

r—a
Llavors el limit del quocient és el quocient de limits:

flz) L

lim —==—=1

i per tant f(x) i g(x) son equivalents en x = a.
Proposicié 10. Si dues funcions f,g: ACR — R
son localment equivalents en el punt a, aleshores o bé

ambdues tenen el mateix limit o cap d’elles té limat.

dem. Siguin f(x) i g(x) dues funcions equivalents en
x = a i suposem que f té limit L. Com que f i g sén

equivalents

f(z)

lim ——= =1
vo g()
1 tenim que:

lim g(x) = lim g(:zf)m = lim f(z) = L.

r—a r—a g(x) r—a
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ex. Sabent que les funcions sin(x) i x son

equivalents en el punt x = 0, calculeu

. . sin(z) . .. sin(2x)
lim sin(z), lim ——= ¢ lim ———=
z—0 t—0 3 x—0 X
lim sin(z) = lim 228 2 = lim z =0
x—0 r—0 % x—0
lim 82 — iy $0@ 1 iy L = 4o
z—0 2 r—0 % 2 z—0 w2

lim S222) — |y 2sim@lcos(@) _ gy SinﬂZ cos(x) = 2

x—0 2 x—0 2 x—0
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Infinits equivalents - Infinitesims equivalents

» Dues funcions f i g que sén localment
equivalents en el punt a = 0 reben el nom

d’infinitesims equivalents.
® sin(x) ~ x

® L ~1 — cos(x)

2
® x ~ tan(z)
® x ~In(l+ x)
sin(x) ix XA2/2 i 1-cos(x)
23
l: S
—~— A
24
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» Dues funcions f i g que sén localment
equivalents en el punt a = oo reben el nom

d’infinits equivalents.

1 X
® (1 + —) ~ e
x
® dos polinomis de grau n i amb coeficient

director 1, sén equivalents
2 4+ 20 +3 ~a° + 42 — 1

3zt +2x +1
ex. Clalculeu el limit lim T Tert .

o 3xt+2r+1 . 3 (at+ 2+ 3)
lim = lim 3 -
z—+oo brt + 22 +1  z—+o0 b (a:4 +zz+ g)

:§ lim x4—|—§x—|—%:§
Sa—too gt + Zx+ 1 5
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ex. Calculeu el segiient limit usant infinitesims
equivalents:

1 — cos(x)

lim

o k=1,2,3,4
x—0 €T

Com que 1 — cos(x) ~ % tenim que:

y

0 , k=1

.1 —cos(x) . 127 5 5 k=2
lim = lim —— =4

z—0 xk z—0 2k ﬂ L —3

| oo, k=4

ex. Calculeu el seguent limait

. 2In(z+1)
lim
r—0 tan(x)

Com que z ~ tan(x) i x ~ In(1 + z) tenim que:

lim 2In(x + 1) — i 21n(:17 +1) =

= 2
z—0  tan(x) z—0 r  tan(x)

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: LIMITS F.62

Exercici Proposat 7. Calculeu el segiient limit

lin% 3 — 4 cos(x) + cos(2x) |
xr— i

Ajuda: cos(2x) = 2cos?(z) — 1.
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FUNCIONS: LIMITS

F.63

Ordres d’infinitud

Denotarem per f(x) < g(x) si
f(z)

lim ——= =0.
xr——+00 g(gj)

Llavors tenim que:

n(z) < Vr< "V <" < 2" <« e”

Per tant, per exemple:

| 5 |
lim n(z) = lim Lo lim n(z) = 0.
r—-4+oco r—-4oco et r—+00 \/E
I també:
lim — — lim —— —
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.04

El concepte de continuitat
Definicié 6. Si f : A C R — R és una funcio real de
variable real, es diu que la funcio f és continua en
xr = a si es compleir la 1qualtat
lim f(z) = f(a)

ex. La funcio f(x) = % no és continua en r =0

perqué J lin% f(x)

© 1Y

b il

1

ex. La funcio f(x) = xsin (5) no és continua en

x = 0 perqué encara que lin}) f(xz) =0, A£(0).
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.65

Continuitat en un conjunt - Camp de
continuitat

Definicié 7. Si f: A CR — R és una funcio real de
variable real, es diu que la funcio f és continua en
X C A si f és continua en x = a per a tot a € X.
ex. Les funcions f(x) = |x]| i g(x) = |[z] (part
entera per sota i per sobre) son continues en
X =R\Z.

5 [ ]
5 (:9_ .
4 *—<
4 o—e
3 *—
3 c—e
’ < 2 o—e
5o =9 “—e
PR 25 a8 B BT R S A
&— G—e -1
Py 24 ° 2]

ex. Les funcions f(x) =x — |x] i g(x) = [z]| — x
son continues en X = R\Z.

2
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.66

Continuitat lateral
Definicié 8. Si f: A CR — R és una funcio real de
variable real, es diu que la funcio f és continua per
la dreta en x = a st es compleix la igualtat
lim_f(z) = f(a)
Analogament es defineix la continuitat per
I’esquerra.

ex. Les funcions f(z) = |z| i f(z) =z — |z]| sdn
continues per la dreta en tot R. En canvi les
funcions g(x) = [z] i g(x) = [x] — = son continues
per l’esquerra en tot R.
ex. La funcio g(x) = signe(sin(nz)) en Z no és

continua ni per la dreta ni per ['esquérra.
o

1 >0

signe(z) =< 0 x=

-1 <0
Proposicio 11. Si f: ACR —-R és una funcio
real de variable real, es diu que la funcio f és

continua en x = a Ssi, T NOMES si, €s continua

simultaniament per la dreta i per l’esquerra.
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.67

Classificacio de les discontinuitats d’una

funcio

» EVITABLE

lim f(z) = L # f(a)

r—a

» DE SALT

lim f(x) # lim f(x)

r—a~ r—at

» ESSENCIAL,

obé# lim f(x)

r—a

o bé # lim+ f(x)

r—a

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Ll Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: CONTINUITAT F.68

Criteris de continuitat

Si dues funcions f,g: A C R — R sén continues en el
punt £ = a € A, aleshores es compleixen les

propietats seguients:
» [+ g és continua en a
» f-g és continua en a
» )\ f és continua en a per a tot A € R

> 5 és continua en a si g(a) # 0

NOTA: Si f(z) és tal que, per a tot z € Dom(f)

lim f(z) = f(a),

r—a

llavors f és continua en tot el seu domini.

Per tant, els polinomis, quocients de polinomis amb
denominador no nul, funcions amb radicalts, funcions
trigonometriques . ..
son funcions continues.
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.69

Funcions continues en un interval tancat
Definicioé 9. Si f : [a,b] — R, es diu que [ és

continua a l’interval |a,b] si
> f és continua en el punt x, per a tot x € (a,b)
> f és continua per la dreta en el punt x = a
> f és continua per l’esquerra en el punt x = b

Teorema de Bolzano

Teorema 1 (Bolzano). Si f : [a,b] — R és continua
a linterval |a,b] i és tal que f(a)- f(b) < 0, aleshores

existeix almenys un punt c € (a,b) tal que f(c) = 0.
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.70

Metode de la biseccid

(zeros de funcions)

Del teorema de Bolzano es dedueix un metode molt
senzill per determinar zeros de funcions continues

numericament.

Donada f : [a,b] — R, continua en un interval [a, b],
sent f(a)- f(b) < 0, aleshores pel teorema de Bolzano
sabem que hi ha un almenys un punt ¢ € (a,b) tal

que f(c) = 0.
Inicialment sabem que ¢ € [a, b]. LLavors considerem

el segiient procediment:
1: ze=alxy=0>

2: calcular el punt mig z,, = QTJFb

3: sl f(ZUe)f(ZIZ‘m) < 07 Ld = ITm

SINO T = Ty

Ara sabem que ¢ € [z, x4], 1 hem reduit 'interval
inicial a la meitat.

Repetint aquest procediment ens podem acostar al
punt ¢ tant com volguem.
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.71

ex. Usant el metode de la biseccio, trobeu el zero de
la funcio f(x) = xIn(z) — 1 amb dos decimals

correctes.

Llavors, considerant com a interval inicial [.5, 2], el
metode de la biseccid ens donaria els segiients

intervals:

Te Td flxe)  flxa)  xm f(zm)

0.5 2. —1.3466 0.3863 1.2500 —0.72108
1.2500 2. —0.72108 0.3863 1.6250 —0.21105
1.6250 2. —0.21105 0.3863 1.8125 0.0779
1.7188 1.8125 —0.06905 0.0779 1.7656 0.0037
0.7188 1.7656 —0.06905 0.0037 1.7422 —0.03282
1.7422 1.7656 —0.03282 0.0037 1.7539 —0.01459
1.7539 1.7656 —0.01459 0.0037 1.7598 —0.00536
1.7598 1.7656 —0.00536 0.0037 1.7627 —0.00081
1.7627 1.7656 —0.00081 0.0037 1.7642

Per tant, si denotem per « el zero de la funcié
a € [1.7627,1.7656], i per tant amb dos decimals és
a = 1.76.
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.72

Teorema dels valors intermedis

Teorema 2 (valors intermedis). Si f :[a,b] — R és
continua a linterval [a,b] i és tal que f(a) < f(b),
aleshores per a qualsevol y € R tal que

fla) <y < f(b) existeir unt € (a,b) amb f(t) =y.

f(b)]

y /I—
s I
15 20 25
11 |5|||||1|O |||||||| ||1)||

] fa)

dem. Considerem g(x) = f(z) — y.

Com que f és continua en [a, b], g també. A més,
g(a) = f(a) —y <0ig(b) = f(b) —y > 0. Per tant,
pel teorema de Bolzano, existeix t € |a, b] tal que
g(t) = 0.

Llavors aquest t és tal que f(t) = g(t) +y =y.
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FUNCIONS: CONTINUITAT F.73

Proposicié 12. Si f : [a,b] — R és continua a
linterval |a,b], aleshores f és fitada en aquest
interval. (Es a dir, existeiz k € R tal que |f(z)| < k
per a tot x € |a,b]).

Teorema del maxim i del minim
Teorema 3 (del maxim i del minim). S%
f :la,b] = R és continua a l'interval |a,b],
aleshores f assoleix un minim 1 un maxim absoluts
en aquest interval.

Maxim 1 minim absoluts

maxim absolut

100 7

W
S
1

-50

minim absolut

Teorema 4 (Weierstrass). Si f: [a,b] — R és
continua o linterval |a,b], aleshores es compleix que
f(la,b]) és un interval tancat i fitat de R.
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