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PRELIMINARS P.2

Notacions basiques
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PRELIMINARS: IDEA P.3

Repassar conceptes basics per tots coneguts

aprofundint en els raonaments i demostracions.

ex. TEOREMA DE PITAGORES: donat un triangle

rectangle d’hipotenusa c i de catets a 1 b, llavors

a’ + b = .

Pythagorean theorem Demostracio:
b c
b C
a

a’+ b’=c’

Familiar? Yes!
Obvious? No! p

De la figura es obvi que:
(a + b)* = 2ab + ¢*

d’on el teorema queda provat amb una senzilla

reagrupacio de termes.
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PRELIMINARS P.4

El conjunt dels nombres naturals. Principi
d’induccio. El conjunt dels nombres enters,
racionals 1 reals.

o El conjunt dels nombres naturals
o Principi d’inducci6

o El conjunt dels nombres enters

o El conjunt dels nombres racionals

o El conjunt dels nombres reals
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.5

El conjunt dels nombres naturals

Definicié 1. Designarem per N el conjunt dels
nombres naturals, és a dir, el conjunt dels nombres

utilitzats per comptar objectes:

N=1{1,2,3,...}

En el conjunt N hi tenim dues propietats basiques: la
suma + i el producte - que compleixen les segiients

propietats fonamentals:

(A+) Associativa de la Suma:

(a+b)+c=a+ (b+c).

(A-) Associativa del Producte: (a-b)-c=a- (b-c).
(C+) Commutativa de la Suma: a+b =05+ a.

(C-) Commutativa del Producte: a-b=10b"-a.
(EN-) Existencia d’Element Neutre per al Producte:

a-1=a.
(D) Distributiva del producte respecte de la suma:

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.6

Exercici Proposat 1. Fent servir les quatre
propietats anteriors i tenint en compte que els

nombres s’operen de dos en dos, vegeu que:
(a) 2-a=a+a
(b) 3-a=(a+a)+a

(c) (a+b)-(a+b)=((a-a)+(b-b))+(2-(a-D))
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.7

Principi d’induccié

Imaginem que volem demostrar que

n(n+1)

és cert per tot nombre natural n (Vn € N).

El primer que es pot fer és seleccionar uns quants
nombres naturals (n=1,2,7,...) i veure que la igualtat
és certa per aquests valors. Aixo, pero, no és suficient

per assegurar que la propietat és certa Vn € N.

El problema que ens plantegem és demostrar una
propietat, diguem-ne P, que fa referencia a tots els
nombres naturals. Es a dir, volem veure que P(n) és
cert Vn € N.

Com es pot demostrar que una propietat és certa per
tot nombre natural sense haver de comprobar la

propietat pels infinits nombres?
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.8

Imaginem que tenim una fila infinita de fitxes de

domino, alineades i preparades per ser tombades

Sabem per experiencia, que si les peces estan ben

col.locades, en caure la primera fitxa cauran totes.

Com es pot probar que totes les fitxes cauran?

1.- Sabem per experiencia que si colpegem una fitxa

de domind, aquesta caura.

2.- També sabem que si una fitxa cau, i la segiient
esta ben col.locada, la segiient també caura.

y

3

INTUICIO: la intuicié ens diu que les fitxes aniran

calent una darrera ’altra infinitament.
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.9

RESUM:

Si podem demostrar:

1.- que la primera fitxa del

domind cau

2.- que si una fitxa cau

la segiient caura
1 =

Llavors podem assegurar que totes les fitxes cauran.
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.10

El problema que ens plantegem és demostrar una
propietat, diguem-ne P, que fa referencia a tots els
nombres naturals. Es a dir, volem veure que P(n) és
cert Vn € N.

Per veure que P(n) és certa Vn € N és suficient veure

que:
(a) P(1) és cert.

(b) suposant que P(n) és cert,
veure que P(n + 1) és cert.

ja que llavors P(n) és certa Vn € N.

El principi d’induccid ens permet demostrar
propietats que fan referencia a tots els nombres
naturals, N.

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
CRlLEERE ] Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.11

Exemple d’aplicacié del principi d’induccié

Anem de demostrar que per a tot nombre natural n

es compleix

n(n+1).

I1+2+---+n= 5

Hem de veure dues coses:
Ir. P(1) és cert.
2n. suposant P(k) cert = P(k + 1) també és cert.

En primer lloc, la propietat és certa per a k =1, ja
que 1 = 1—22

Suposant que és certa per a k, comprovem si és certa

per a k + 1:
k(k+1
14+24---+k+(k+1) = (2+ )+(k+1)
 k(E+1)+2(k+1)
B 2
(B 1)(k+2)
= > ,

Aixi doncs, pel principi d’induccié podem assegurar

que la propietat val per a tot nombre natural.
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PRELIMINARS: NOMBRES NATURALS P.12

Exercici Proposat 2. Useu el princip: d’induccio

per veure que les sequents igualtats son certes per tot
nombre natural:

(a) 1+3+5+---4+(2n—-1)=n?

1
(b) 12+22—|—32+---—|—n2:6n(n+1)(2n+1)
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PRELIMINARS: NOMBRES ENTERS P.13

El conjunt dels nombres enters

El conjunt N té una mancanca. Imaginem que

busquem un nombre x € N de forma que
a+x=0.

Aquest nombre no existeix en el conjunt dels
naturals, i és per aixo que definim el conjunt dels

enters com a
7, = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...},

en aquest conjunt si té solucié 1’equacié a + = = 0.
La solucié és * = —a i s’anomena ’element oposat

respecte de la suma.

El conjunt dels nombres enters Z té les mateixes
propietats que el conjunt dels nombres naturals N i

dues més:

(EN+) Existencia d’Element Neutre per a la Suma:

a—+0=a.

(EO+) Existencia d’Element Oposat per a la Suma:

Va € Z,dx € Z tal que a + x = 0.
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PRELIMINARS: NOMBRES RACIONALS P.14

El conjunt dels nombres racionals

Recuperem ara el conjunts dels nombres enters Z i
plantegem 1’equacio

a-xr =1,

amb a € Z. Si a # 1, no existeix soluci6 d’aquesta
equaci6 en (I’anell de) Z. Aixi doncs, se’ns fa
necessaria la creacié d’un nou conjunt, Q, que
anomenarem el conjunt dels nombres racionals.
Aquest conjunt ve definit de la segiient forma:

Q:{%\a,bez, b;é()}.

En aquest conjunt, I'’equacié a - x = 1 té solucid. La
solucié és x = — i s’anomena 1’element oposat

a
respecte del producte.

Les propietats del conjunt Q, amb les operacions
suma (+) i producte (), sén les mateixes que les dels
nombres enters Z més:

(EI-) Existencia d’Element Invers per al Producte:

Va € Q,a#0,dr € Q tal que a -z = 1.

L’existencia d’aquestes dues operacions amb les propietats
anteriors es resumeix dient que QQ té estructura de
cos commutatiu.
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PRELIMINARS: NOMBRES REALS P.15

El conjunt dels nombres reals

Recuperem ara el conjunts dels nombres racionals QQ

i plantegem 1’equacié

amb x € Q. Aquesta equacié no té solucié en Q, és a

dir £v/2 ¢ Q.

Anem a veure que realment v/2 ¢ Q, és a dir, que no
es pot escriure com a fraccié de dos nombres

naturals.
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PRELIMINARS: NOMBRES REALS P.16

Proposicié 1. 22 =2 no té solucié en Q.

Dem. Suposem que existeix x € Q solucié de
r? = 2. Que z € Q, vol dir que existeixen dos
nombres enters p i g, tals que = = g. A més podem
suposar que g és una fraccio irreductible, és a dir,

que p i q sén primers entre si.
2
Llavors, z° = 2 =—> 5—2 = 2 = p? = 2¢°.

Per tant, p? és un nombre parell, i per tant p és un

nombre parell i es pot escriure com p = 2p.
D’aquesta manera, ’equacié queda com:
(2p)* = 2¢* = 4p° = 2¢° = 2p° = ¢*.
Per tant, ¢° també és un nombre parell i per tant g

és parell.

D’aquesta manera, arribem a que tan p com g sén
nombres parells que contradiu el fet que p i ¢ siguin

primers entre si.

Com que arribem a una contradiccid, podem deduir

que l'equacié 22 = 2 no té solucié en Q.
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PRELIMINARS: NOMBRES REALS P.17

Recordeu que tot nombre racional es pot expressar

en forma de decimal exacte o periodic.

Exercici Proposat 3. Passeu el nombre 1.326 a

fraccio.

Ja els grecs es van adonar que hi havia nombres que
no eren ni decimals exactes ni periodics (nombres no

racionals).

Per exemple, en tota circumferencia, el quocient
entre el perimetre i el diametre no és racional
P

(5 = 7). Tampoc, si considerem un quadrat, el
-

quocient entre la diagonal i un costat és racional

(1= V)

C

El conjunt de nombres decimals no periodics

s’anomenen nombres irracionals.

El conjunt de nombres format pels nombres racionals
(Q) i els nombres irracionals s’anomena el conjunt

dels nombres reals i es denota per R.
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PRELIMINARS: NOMBRES REALS P.18

Observacié 1. NC Z Cc Q C R.

Propietat 1. Els nombres reals es poden representar
per punts d’una recta anomenada recta real. El punt
corresponent al zero s’anomena origen.

Reciprocament, per a cada punt de la recta hi ha un 1

només un nombre real associat.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.19

El conjunt dels nombres complexos.
Operacions i propietats.

o El conjunt dels nombres complexos

o Forma binomica

o Forma polar o modul-argumental

o Forma exponencial d’'un nombre complex

o Operacions a C
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.20

El conjunt dels nombres complexos

Recordem que els diferents conjunts numerics
(N,Z,Q,R) els hem anat introduint per la necessitat

de resoldre noves situacions:

De N a Z: necessitat de resoldre a +x =0
De Z a Q: necessitat de resoldre a-x =1

De Q a R: necessitat de resoldre z? = 2

El conjunt R té una mancanca. Imaginem que

busquem un nombre x € R de forma que
2> 4+1=0.

Aquest nombre no existeix en R.

Es defineix el conjunt dels nombres complexos

com:
C = {z és soluci6 de z° + ax + b =0, on a,b € R},

és a dir, C és el conjunt de nombres on tota equacio
de segon grau té solucio.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.21

Forma binomica

Considerem primer 'equacié 22 — ax = 0,a € R. Les
dues solucions séon x = 0 i x = a. Per tant, els
nombres reals formen part del conjunt dels nombres

complexos R C C.

Considerem ara l’equacié x? + 1 = 0. La solucié

d’aquesta equacié és x = ++v/—1. v/—1 es designa per
1 i rep el nom d’unitat imaginaria, que verifica que
i2 = —1. i també és un element de C.
Si considerem ara 'equacié z2 +b° =0,b € R, la
solucié de l'equacio és
r=4vV-b2 =%/(—1) b2 = £/—1Vb2 = £b| - 4.

D’aquesta manera veiem que qualsevol nombre de la

forma c-7,c € R també és un nombre complex, que

s’anomena nombre imaginari pur.

Finalment, si intentem resoldre 1’equaci6

r? 4+ 4z + 5 = 0, tenim que les solucions sén

—44++/42 — 4. —4 4+ /-4
T = \/2 52 5 — —2 +1. Per

tant, la suma de nombres reals amb nombres

imaginaris purs també és un nombre complex.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.22

Definicié 2. FEs defineix el conjunt C dels nombres

complexos com:

C={2=a+b-i ona,beR}.

El nombre real a s’anomena part real de z i s’escriu
a = Re(z); el nombre b s’anomena part imaginaria

de z, indicat per b = Im(z).

Propietats basiques

e Dos nombres complexos séon iguals si i només si

tenen igual la part real i la imaginaria.

e Inclusio de R en C: tot nombre real a € R esta
associat al nombre complex a + 0 - 7, és a dir, és un

nombre complex amb part imaginaria nul.la.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.23

e Tot nombre complex a + b -7 es pot veure com un
parell ordenat (a,b) € R?. Per tant, tot nombre
complex es pot representar en un pla anomenat el
pla complex. Es pren sobre l'eix de les z la part real i
s’anomena eix real, 1 sobre 'eix de les y la part

imaginaria que s’anomena eix imaginari.

Im(Xx)

. (3,3)=3+3i
_(01)=
(2,.0):2 Re(X)

(-3.-2)=-3-2i
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.24

Forma polar o modul-argumental

Definicié 3. (Modul) A cada nombre complex
z = a + bi se I associa un nombre real positiu

anomenat modul de z, denotat per |z| i definit per:

z| = Va? + b2,

Definicié 4 (argument principal). Siz =a + bi
és un nombre complex, es defineix ['argument
principal de z, escrit arg z, com ["inic nombre real

0 tal que:
a=|z|cosh, b=|z|sinf, —7w<O<m.

Definicié 5 (argument). S’anomena argument

d’un nombre complex qualsevol element del conjunt
{arg z + 27k | k € Z}.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.25

Observacid 2. S associem el nombre complex
z = a+ bi amb el parell ordenat (a,b) € R?, el modul
de z, |z|, és la distancia del punt a l’origen, i

['argument de z, arg z, és ['angle amb [’eix .

V4

arg z
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.26

El modul, r = |z|, i argument, § = arg z, d'un

nombre complex ens permeten escriure

z = a-+bi=rcosf -+ rsinb

r (cosf + isin @)

que s’anomena la forma polar del nombre complex,

i es denota per ry.

Les coordenades r = |z| i § = arg z s’anomenen

coordenades polars.

Exercici Proposat 4. Donat el nombre complex
z =141, passar-lo a coordenades polars. I donats
els nombres complexos z = 1o, 27, 1 /3, passar-los a

forma binomica.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS

Forma exponencial d’un nombre complex

Definicié 6 (exponencial). Siz = z1 + 291 € C, es

defineixr ’exponencial de z com el nombre complex:
exp(z) = e*(cos zo + i sin z3),

que usualment es denota per exp(z) = €.

Observacio 3. Noteu que si considerem z = 0410,

0 € R, llavors tenim que:

exp(z) = exp(if) = e”(cosf + isinf) = cos O + isinb.

Llavors, si recordem la forma polar d’un nombre
complex z = rg = r (cos @ + isin ), 'exponencial

d’un nombre complex ens permet escriure que

2 =1y =rexp(fi) = re’,

que s’anomena la forma exponencial de z.
Proposicié 2. Es compleixen:
(1) e(01+02)i _ 010,020 (3) e 0 —

(2) 6O — 1. (4) 69i+27rki — e@i.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.28

Operacions a C

Es defineixen a C dues operacions internes, escrites
+ i -, anomenades suma i producte, mitjancant:

r+y = (r1+ x20) + (y1 + y2t)

= (x14+vy1)+ (22 + y2)i
r-y = (xr1+x20) - (Y1 + yY21)

. . . 9
= X1Y1 + T1Y2? + T2Y1l + T2Ya 1
1

= (x1y1 — w2y2) + (T1Y2 + T2y1)1

qualssevol que siguin els elements x,y € C.

Proposiciéo 3. Amb les operacions que acabem de
definir, el conjunt C té estructura de cos
commutatiu, és a dir, es compleixen les propietats:

A+, A, C+, C-, D, EN+, EN-, EO+, EI, on
EN+) [’element neutre respecte la suma és 0+ 0.
(
(EN-) [’element neutre respecte el producte és 14 0i.

(EO+) donat z = a + bi l’element oposat respecte la
suma €s —z = —a — bi.
(EL.) donat z = r¢ = re?", ’element oposat respecte el

‘e »—1 1 _—07 _ (1
producte és z=+ = —e” 7" = (r)_e'
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.29

Suma i resta de nombres complexos

A T’hora de sumar dos nombres complexos z,y € C,
la manera més senzilla és tenir-los expressats en

forma binomica, ja que:
T4y = (r1+x20) + (y1 + y21) = (x1+vy1) + (22 +y2)1,
x—y = (z1+x21) — (Y1 +y21) = (1 —y1) + (v2 — y2)i.

Si tinguéssim els nombres expressats en forma polar o
exponencial, x = (r1)g, = r1e’**,y = (ry)g, = 122",
el millor és passar-los a forma binomica i llavors

sumar o restar, és a dir:

Ir = (7“1)91 = 71 COS 91 + 7y sin@l ’i,
—_—

Z1 2

y = (r3)g, = r2 cosfy + rysin by .
Y1 Y2
Exercici Proposat 5. Calcula la suma dels

sequents nombres: le +27, 4z + 2—771' 1 COMProva que

ra+ 53 7 (r+ 8)a+ts.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.30

Producte i divisié de nombres complexos

El producte i la divisié de nombres complexos es pot
fer tant en forma binomica com en forma polar o
exponencial. De totes maneres és recomanable fer les

operacions en polar o exponencial.

Per poder dividir nombres complexos en forma
binomica cal introduir el concepte de conjugat d’un

nombre complex.
Definicié 7 (conjugat). Siz = 21 + 201 € C, es

defineix el conjugat de z com el nombre complex

Z = Z1 — 291.

Proposicié 4. Es compleizen:
(1) z+4+Z = 221 = 2Re(2).
(2) 2 —Z = 2291 = 2¢tIm(2).

(3) 2z =27+ 25 = |2]
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.31

ex. Calcular l"invers del nombre z = z1 + 291 1 el

. 14 23 .
quocient Ty fent les operacions en forma
— 44
binomica.
1 1 z z z
2 z zZ z-zZ |z
1 1 21 — 227; 21 — Zg’i

.

21+ 220 21+ 291 21— 200 2% 425

1420 142 3+4i (14+20)(3+4i)
3—4;  3—4i 3+4i 32 + 42 -
(3-8 +(6+4)i —5+100 —-1+42i
B 32 + 42 25 5

Per tant, en forma binomica el quocient de dos
nombres complexos és:

El producte i quocient de dos nombres en forma,

polar o exponencial, z;1 = (r1)g,, 22 = (r2)g, és:

22 = (T1)61°(T2)02 _ (7“169”) (7“2692@') _ T1T2€(91+92)i7

011

1 (71)0, _ne - _n p(01—02)i

2o (r2)e, T2e%1 1y
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.32

1 1
E ici P t 6. Calculeu: :
Xercicl roposa atcuiteu 9_3; 1 i Z,,
1+ 22 2 —1 N 10
4 49)°".
s T B4 (B4 40)

Exercici Proposat 7. Vegeu que:

(1) el conjugat de la suma és la suma de conjugats:

zZ4+u=z-+u.

(2) el conjugat del producte és el producte de

conjugats: zZu = Zu.

(3) el modul d’un nombre i del seu conjugat son

iguals: |Z] = |z|.

(4) el producte d’un nombre pel seu conjugat és el

modul del nombre al quadrat: 2z = |z|?.

(5) el modul del producte és el producte de moduls, i

largument €és la suma d’arguments: |zu| = |z||ul,
arg(zu) = arg(z) + arg(u).

(6) el modul d’un quocient és el quocient de moduls i

l’argument és la diferencia dels arquements:

2] = &, arg(2) = arg(z) — arg(u).
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.33

Potenciacio i radicacié de nombres complexos

Per elevar i fer arrels de nombres complexos sempre

operarem en forma polar o exponencial.
Sigui z = rp = re??, llavors tenim que:

2 __ 0

> —2227“627“607’: 2 201 __ .2

e = T29
23 — ZZZ — 7“262917“692 — ’I“SBSHZ — 7,5339
24 — ZSZ — 7“363%7“6% — r4€49i _ 7“5119

Proposicio 5. Si 2z =ry € C, llavors

n__..n __ .n_noi
z—’rmg—re y

que es coneix amb el nom de férmula de Moivre.

Exercici Proposat 8. Demostreu per induccio que

la formula de Moivre és certa per tot nombre n € N.

Exercici Proposat 9. Calculeu:
(10)87 (1%)87 (1%)87
(132 )87 (177)87 (1—%)87 (1—%)87 (1_ 3z )8'

4 4
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.34

Definicié 8. L’arrel enesima d’un nombre complex

z € C, s’expressa com /z i és tal que:
(V2)" = z.

Proposicié 6. Tot nombre complex z = ry té
exactament n arrels enesimes. St S3 és una de les

arrels, sg = {/z, llavors:

(1) s =3/,

(2) B=1922E" | =0,.,n—1.

Dem. Hem de comprobar que (sg)" = z.

Usant la formula de Moivre tenim que:
(s8)" = sngs.

Sabem a més que perque dos nombre complexos siguin

iguals han de tenir igual modul i igual argument o angle.

Per tant, perque s, 3 = 19 cal que:

s = i nB = 6 + maultiples de 27.

Com que s = ¥r = s" =r, i com que
0+ 27k

n

s

= nB = 0 + 2wk que és el mateix angle.
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.35

Interpretacié geometrica de la potenciacio i

radicacié de nombres complexos

> Potencies del nombre 2 /4

N M o o

::\\\\l\\\\?\\\\‘\\\\l\\

R L B I N
I
~ |

8 6 -4-2 02 4
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS

P.36

> Potencies del nombre 1 4+ 2

2t =4y =4e™ = —4
P 4\@_% =42 T = 4(—1 —19)
e :
@b
20 -15 -10 -5 " |g@
. “\ A R |
-5
-10
-15
p ~20
O I
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.37

> Arrels quadrades de 2v/2(1 4+ 1)

2 =2V2(1+i)=4

s
4

21 = 2z = 1.848 4 .765i

2 =23 n =2 1z = —1.848 — 765i
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.38

> Arrels cubiques de 8

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
cAelEEng ] Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.39

> Arrels quartes de —16
z=—16=16_,

2 =2_z =V2(1—1)

29 = 2_%4_% = 2% = \/5(1 —I—Z)
23 =2 m495 = 2sx = V2(—1+1)
Za=2 1437 =25 =2 3z = V2(—1—1)

M 14 1210 8 6 4 =2 9,2
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.40

> Arrels quadrades, cubiques, quartes i cinquenes de
la unitat

21:1, 22:171-

2’1:1, 22:12?#, Z3:1_2?7r
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PRELIMINARS: NOMBRES COMPLEXOS P.41

2l=1 2z0=1z, z3=17, z4=1_12

2’121, Z9 12

a3
N
w
|
p—t
9
N
B
I
Sy
N
ot
I
—
oy
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