
A := 
2 1

-2 3

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A 2 + x A + I y = N

A := 
2 1

-2 3

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

Id := 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

N := 
0 0

0 0

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

2 + 2 x + y 5 + x

-10 - 2 x 7 + 3 x + y

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

x = -5, y = 8{ }

1 2

3 x

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

 A = 
2 4

6 8

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

 A

A := 
a11 a12

a21 a22

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

M1 := 
1 2

3 x

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

M2 := 
2 4

6 8

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

-a11 - 2 a21 -a12 - 2 a22

-3 a11 + x a21 - 8 a21 -3 a12 + x a22 - 8 a22

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

a12 = 0, a11 = 0, a22 = 0, a21 = 0, x = x{ }, x = 2, a12 = -2 a22, a11 = -2 a21, a21 = a21, a22 = a22{ }



A := 
-2 a21 -2 a22

a21 a22

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

0 0

-4 a21 -4 a22

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

0 0

-4 a21 -4 a22

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
2 1 2

3 1 2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

B := 
0 2 -1

2 2 0

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
2 1 2

3 1 2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

B := 
0 2 -1

2 2 0

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

2 3 1

5 3 2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

2 -1 3

1 -1 2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

4 -4 7

0 -4 4

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

0 6

0 8

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

6 10 -2

2 4 -1

4 8 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A 3 - 3 A 2 - 5 A + 2 I

A := 
1 0

-2 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 

0 0 0

1 0 0

-2 -1 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



I2 := 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

I3 := 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 
1 0

-2 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

-5 0

8 3

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 

0 0 0

1 0 0

-2 -1 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 0 0

-5 2 0

13 5 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a b

b a

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

M := 
a1 b1

b1 a1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
a2 b2

b2 a2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

0 0

0 0

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
a11 a12

a21 a22

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

I2 := 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

a11 2 + a12 a21 - 1 a11 a12 + a12 a22

a21 a11 + a22 a21 a12 a21 + a22 2 - 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

a22 = 1, a12 = 0, a11 = 1, a21 = 0{ }, a22 = -1, a12 = 0, a21 = 0, a11 = -1{ }, 
a22 = -1, a11 = 1, a21 = 0, a12 = a12{ }, a22 = 1, a21 = 0, a12 = a12, a11 = -1{ }, 

a12 = - 
-1 + a22 2

a21
, a22 = a22, a11 = -a22, a21 = a21

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭



A1 := 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A2 := 
-1 0

0 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A3 := 
1 0

a -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A4 := 
-1 0

a 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A5 := 

-a b

1 - a 2

b
a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

, 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

, 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

, 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

, 
1 0

0 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
1 2

3 4

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
1 2

3 4

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

B := 
a b

c d

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

2 c - 3 b -3 b + 2 d - 2 a

3 a + 3 c - 3 d 3 b - 2 c

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

a = - 
3

2
 b + d, c = 

3

2
 b, b = b, d = d

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

M := 
-c + d

2

3
 c

c d

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

c + d
2

3
 c + 2 d

c + 3 d 2 c + 4 d

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

c + d
2

3
 c + 2 d

c + 3 d 2 c + 4 d

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



-1 0 1

3 2 1

1 -1 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1

0 1 1

3 0 -6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 4 0 7

1 3 1 8

1 0 -2 -9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 5

1 -3 -6

-6 -2 -8

0 5 11

2 -1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

M := 

-1 0 1

3 2 1

1 -1 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 0 1

0 2 4

0 0 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

M := 

1 1 1

0 1 1

3 0 -6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1

0 1 1

0 0 -6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

M := 

2 4 0 7

1 3 1 8

1 0 -2 -9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 4 0 7

0 1 1
9

2

0 0 0
-7

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

M := 

1 2 5

1 -3 -6

-6 -2 -8

0 5 11

2 -1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 5

0 -5 -11

0 0 0

0 0 0

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2



1 a 1

a + 1 1 -a

2 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

1 a 1

a + 1 1 -a

2 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2 + 3 a - a 2

1, 2

2 a 1

1 1 -a

1 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 a 1

0 - 
1

2
 a + 1 - 

1

2
 - a

1 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 a 1

0 - 
1

2
 a + 1 - 

1

2
 - a

0 - 
1

2
 a + 1

-3

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 a 1

0 - 
1

2
 a + 1 - 

1

2
 - a

0 0 -1 + a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 1

0
1

2

-3

2

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 2 1

0 0
-5

2

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 2 1

0 0
-5

2

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2 3

1 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1 3 1

2 -1 2

3 2 -3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -3

0 1 2

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



A := 
-2 3

1 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A -1 = 
1 3

1 2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 

1 3 1

2 -1 2

3 2 -3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A -1 = 

-1

42

11

42

1

6

2

7

-1

7
0

1

6

1

6

-1

6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

1 2 -3

0 1 2

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A -1 = 

1 -2 7

0 1 -2

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 k k

1 2 4

1 3 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

1 k k

1 2 4

1 3 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

6 - 4 k

k = 
3

2

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1 3 9

1 2 4

1 k k

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 9

0 -1 -5

1 k k

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 9

0 -1 -5

0 -3 + k -9 + k

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 9

0 -1 -5

0 k 6 + k

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 3 9

0 -1 -5

0 0 6 - 4 k

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

2

A := 

1
3

2

3

2

1 2 4

1 3 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2

cos α( ) -sin α( )

sin α( ) cos α( )

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1 1 1

x y z

x 2 y 2 z 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

3 1 2 1

1 2 3 1

1 -1 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

M := 
cos α( ) -sin α( )

sin α( ) cos α( )

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1

M := 

1 1 1

2 y z

4 y 2 z 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

y z 2 - z y 2 - 2 z 2  + 2 y 2 + 4 z - 4 y

M := 

2 1 3 -1

3 1 2 1

1 2 3 1

1 -1 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

15

3 -2 0

-3 9 5

6 5 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 -6

3 -1 7

0 0 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -1 5

0 2 0

1 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

M := 

3 -2 0

-3 9 5

6 5 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-135



M := 

2 1 -6

3 -1 7

0 0 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-20

M := 

3 -1 5

0 2 0

1 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-16

2 3

1 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

A := 
2 3

1 -1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1

5

3

5

1

5

-2

5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-5

-1

5

A := 

1 2 1

-1 0 1

3 2 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1

0 2 2

3 2 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1

0 2 2

0 -4 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1

0 2 2

0 0 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3



A := 

2 1 3 -1

3 -1 2 0

1 3 4 -2

4 -3 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

6 -2 4 0

1 3 4 -2

4 -3 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

1 3 4 -2

4 -3 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

2 6 8 -4

4 -3 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

0 5 5 -3

4 -3 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

0 5 5 -3

0 -5 -5 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

0 0 0 0

0 -5 -5 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2

2 1 3 -1

0 -5 -5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

2 1 1 1 1 1

1 3 1 1 2 1

1 1 4 1 3 1

1 1 1 5 4 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 1 1 5 4 1

1 3 1 1 2 1

1 1 4 1 3 1

2 1 1 1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

1 1 4 1 3 1

2 1 1 1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

0 0 3 -4 -1 0

2 1 1 1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

0 0 3 -4 -1 0

0 -1 -1 -9 -7 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

0 0 3 -4 -1 0

0 -2 -2 -18 -14 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

0 0 3 -4 -1 0

0 0 -2 -22 -16 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

0 0 3 -4 -1 0

0 0 -6 -66 -48 -6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 5 4 1

0 2 0 -4 -2 0

0 0 3 -4 -1 0

0 0 0 -74 -50 -6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

4

A := 

1 1 1

1 -1 1

1 1 -1

3 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1

0 -2 0

0 0 -2

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



3

A := 

1 1 2 -1 0

0 -1 1 1 1

1 0 0 2 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 2 -1 0

0 -1 1 1 1

0 0 -3 2 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

A := 

1 -1 -2 1

0 1 0 0

-2 0 4 -1

-1 2 2 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -1 -2 1

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

A := 

1 1 0

2 -1 0

1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 0

0 -3 0

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

A := 

2 1 3 4

-1 0 1 2

-6 -2 -4 -4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 4

0 1 5 8

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2

A := 

1 0 3 5

-1 0 -3 -5

3 1 5 9

2 2 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 0 3 5

0 1 -4 -6

0 0 3 3

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

A := 

a 1 1

1 a 1

1 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a 3 - 3 a + 2

a + 2( ) a - 1( )2

1 1 a

1 a 1

a 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 a - 1 -a + 1

a 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 a - 1 -a + 1

0 -a + 1 1 - a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 a - 1 -a + 1

0 0 -a + 2 - a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2, 1

1 1 1

0 0 0

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 -2

0 -3 3

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

a 1 -1

1 -a 1

1 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

1 -a 1

a 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 1 a

0 -a - 1 -a + 1

a 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 -a - 1 -a + 1

0 -a + 1 -a 2 - 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 -a - 1 -a + 1

0 2 a - 2 - a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 2 a - 2 - a 2

0 -a - 1 -a + 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 2 a - 2 - a 2

0 0
1

2
 a + 

1

2
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

 a - 2 - a 2( ) - a + 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 2 a - 2 - a 2

0 0 - 
3

2
 a - 

1

2
 a

3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a

0 2 a - 2 - a 2

0 0 -3 a - a 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0, I 3 , -I 3

1 1 0

0 2 -2

0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

1 0 0

-1 1 0

1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

I3 := 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



AI3 := 

1 0 0 1 0 0

-1 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

1 1 1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 1 1 -1 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 -2 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0

1 1 0

-2 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

1 2 3

-1 0 1

0 1 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

I3 := 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

AI3 := 

1 2 3 1 0 0

-1 0 1 0 1 0

0 1 2 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 3 1 0 0

0 2 4 1 1 0

0 1 2 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 3 1 0 0

0 2 4 1 1 0

0 -2 -4 0 0 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 3 1 0 0

0 2 4 1 1 0

0 0 0 1 1 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0

A := 

1 2 -1 1

-1 1 2 1

1 0 3 1

-1 2 1 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



Id := 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

AId := 

1 2 -1 1 1 0 0 0

-1 1 2 1 0 1 0 0

1 0 3 1 0 0 1 0

-1 2 1 4 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

1 0 3 1 0 0 1 0

-1 2 1 4 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 -2 4 0 -1 0 1 0

-1 2 1 4 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 -2 4 0 -1 0 1 0

0 4 0 5 1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 -6 12 0 -3 0 3 0

0 4 0 5 1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 -6 12 0 -3 0 3 0

0 36 0 45 9 0 0 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 0 14 4 -1 2 3 0

0 36 0 45 9 0 0 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 0 14 4 -1 2 3 0

0 48 4 53 13 4 0 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1 1 0 0 0

0 3 1 2 1 1 0 0

0 0 14 4 -1 2 3 0

0 48 0
363

7

93

7

24

7

-6

7
9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 2 -1 1 1 0 0 0

0 1
1

3

2

3

1

3

1

3
0 0

0 0 14 4 -1 2 3 0

0 0 0
-57

7

9

7

24

7

-6

7
-3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0
-5

3

-1

3

1

3

-2

3
0 0

0 1
1

3

2

3

1

3

1

3
0 0

0 0 14 4 -1 2 3 0

0 0 0
-57

7

9

7

24

7

-6

7
-3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0
-5

3

-1

3

1

3

-2

3
0 0

0 1
1

3

2

3

1

3

1

3
0 0

0 0 1
2

7

-1

14

1

7

3

14
0

0 0 0
-57

7

9

7

24

7

-6

7
-3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0
1

7

3

14

-3

7

5

14
0

0 1
1

3

2

3

1

3

1

3
0 0

0 0 1
2

7

-1

14

1

7

3

14
0

0 0 0
-57

7

9

7

24

7

-6

7
-3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0
1

7

3

14

-3

7

5

14
0

0 1 0
4

7

5

14

2

7

-1

14
0

0 0 1
2

7

-1

14

1

7

3

14
0

0 0 0
-57

7

9

7

24

7

-6

7
-3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0
1

7

3

14

-3

7

5

14
0

0 1 0
4

7

5

14

2

7

-1

14
0

0 0 1
2

7

-1

14

1

7

3

14
0

0 0 0 1
-3

19

-8

19

2

19

7

19

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 0
9

38

-7

19

13

38

-1

19

0 1 0
4

7

5

14

2

7

-1

14
0

0 0 1
2

7

-1

14

1

7

3

14
0

0 0 0 1
-3

19

-8

19

2

19

7

19

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 0 0 0
9

38

-7

19

13

38

-1

19

0 1 0 0
17

38

10

19

-5

38

-4

19

0 0 1
2

7

-1

14

1

7

3

14
0

0 0 0 1
-3

19

-8

19

2

19

7

19

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 0
9

38

-7

19

13

38

-1

19

0 1 0 0
17

38

10

19

-5

38

-4

19

0 0 1 0
-1

38

5

19

7

38

-2

19

0 0 0 1
-3

19

-8

19

2

19

7

19

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

9

38

-7

19

13

38

-1

19

17

38

10

19

-5

38

-4

19

-1

38

5

19

7

38

-2

19

-3

19

-8

19

2

19

7

19

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Id := 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

AId := 

1 1 0 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 0 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 -1 0 1 -1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 0 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 1 -1 1 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 1 0 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 0 -1 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0

A := 

2 4 3

0 1 1

2 2 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

I3 := 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

AI3 := 

2 4 3 1 0 0

0 1 1 0 1 0

2 2 -1 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 4 3 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 -2 -4 -1 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 4 3 1 0 0

0 2 2 0 2 0

0 -2 -4 -1 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 4 3 1 0 0

0 2 2 0 2 0

0 0 -2 -1 2 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 0 -1 1 -4 0

0 2 2 0 2 0

0 0 -2 -1 2 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 0 -1 1 -4 0

0 2 0 -1 4 1

0 0 -2 -1 2 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 0 -1 1 -4 0

0 2 0 -1 4 1

0 0 1
1

2
-1

-1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 0 0
3

2
-5

-1

2

0 2 0 -1 4 1

0 0 1
1

2
-1

-1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0
3

4

-5

2

-1

4

0 2 0 -1 4 1

0 0 1
1

2
-1

-1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 0 0
3

4

-5

2

-1

4

0 1 0
-1

2
2

1

2

0 0 1
1

2
-1

-1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3

4

-5

2

-1

4

-1

2
2

1

2

1

2
-1

-1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

0 -1 0 1

0 2 -1 1

1 -2 1 1

-1 0 1 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Id := 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

AId := 

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 2 -1 1 0 1 0 0

1 -2 1 1 0 0 1 0

-1 0 1 3 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 2 -1 1 0 1 0 0

1 0 0 2 0 1 1 0

-1 0 1 3 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 0 -1 3 2 1 0 0

1 0 0 2 0 1 1 0

-1 0 1 3 0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 0 -1 3 2 1 0 0

1 0 0 2 0 1 1 0

0 0 1 5 0 1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 2 0 1 1 0

0 0 -1 3 2 1 0 0

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 0 1 5 0 1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 2 0 1 1 0

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 0 -1 3 2 1 0 0

0 0 1 5 0 1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 0 0 2 0 1 1 0

0 -1 0 1 1 0 0 0

0 0 -1 3 2 1 0 0

0 0 0 8 2 2 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 2 0 1 1 0

0 1 0 -1 -1 0 0 0

0 0 -1 3 2 1 0 0

0 0 0 8 2 2 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 2 0 1 1 0

0 1 0 -1 -1 0 0 0

0 0 1 -3 -2 -1 0 0

0 0 0 8 2 2 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 2 0 1 1 0

0 1 0 -1 -1 0 0 0

0 0 1 -3 -2 -1 0 0

0 0 0 1
1

4

1

4

1

8

1

8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 0
-1

2

1

2

3

4

-1

4

0 1 0 -1 -1 0 0 0

0 0 1 -3 -2 -1 0 0

0 0 0 1
1

4

1

4

1

8

1

8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 0
-1

2

1

2

3

4

-1

4

0 1 0 0
-3

4

1

4

1

8

1

8

0 0 1 -3 -2 -1 0 0

0 0 0 1
1

4

1

4

1

8

1

8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 0 0
-1

2

1

2

3

4

-1

4

0 1 0 0
-3

4

1

4

1

8

1

8

0 0 1 0
-5

4

-1

4

3

8

3

8

0 0 0 1
1

4

1

4

1

8

1

8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1

2

1

2

3

4

-1

4

-3

4

1

4

1

8

1

8

-5

4

-1

4

3

8

3

8

1

4

1

4

1

8

1

8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Id := 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

A := 

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -1 1 -1

0 1 -1 1

0 0 1 -1

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 2 2

0 1 2 2

0 0 1 2

0 0 0 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2

5 3

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1 2 3

1 1 1

0 2 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 1

1 0 -3

3 -2 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

M := 
1 2

5 3

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

-7

M := 

1 2 3

1 1 1

0 2 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0

M := 

2 1 1

1 0 -3

3 -2 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-24



2 3 -2 4

3 -2 1 2

3 2 3 4

-2 4 0 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 2 1

0 0 1 1 1

1 1 0 0 0

0 0 1 1 2

1 2 2 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 1 1 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

M := 

2 3 -2 4

3 -2 1 2

3 2 3 4

-2 4 0 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-286

M := 

1 2 1 2 1

0 0 1 1 1

1 1 0 0 0

0 0 1 1 2

1 2 2 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2

M := 

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-3

Det

1 2 b + c

1 b 2 + c

1 c 2 + b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

 = 0

M := 

1 0 b + c

1 b c

1 c b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0

x + y + z = 6



2 x - y = 0

3 y - 2 z = 0

AB := 

1 1 1 6

2 -1 0 0

0 3 -2 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 6

0 -3 -2 -12

0 3 -2 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 6

0 -3 -2 -12

0 0 -4 -12

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

z := 3

y := 2

x := 1

12, 3, 3[ ]

1

2

3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 x + 3 y + z = 4

x - 2 y + z = -2

8 x + 5 y + 5 z = 1

AB := 

2 3 1 4

1 -2 1 -2

8 5 5 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -2

2 3 1 4

8 5 5 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -2

0 7 -1 8

8 5 5 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -2

0 7 -1 8

0 21 -3 17

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -2

0 7 -1 8

0 0 0 -7

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0, 2, 3[ ]



x - 2 y + z - t = 1

2 x + y + 3 z = 2

-x + 3 y - z + 4 t = -1

AB := 

1 -2 1 -1 1

2 1 3 0 2

-1 3 -1 4 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -1 1

0 5 1 2 0

-1 3 -1 4 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -1 1

0 5 1 2 0

0 1 0 3 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -1 1

0 1 0 3 0

0 5 1 2 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 -1 1

0 1 0 3 0

0 0 1 -13 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3, 3[ ]

1 - 
18

13
 _t1

1

- 
3

13
 _t1

1

_t1
1

1

13
 _t1

1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + y + z = 1

2 x - 2 y - z = 0

x + 3 y + 5 z = 2

5 x + 3 y + 6 z = 4

AB := 

1 1 1 1

2 -2 -1 0

1 3 5 2

5 3 6 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 -4 -3 -2

1 3 5 2

5 3 6 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 1 1 1

0 -4 -3 -2

0 2 4 1

5 3 6 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 -4 -3 -2

0 2 4 1

0 -2 1 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 -2 1 -1

0 2 4 1

0 -4 -3 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 -2 1 -1

0 0 5 0

0 -4 -3 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 -2 1 -1

0 0 5 0

0 0 -5 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 -2 1 -1

0 0 5 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3, 3[ ]

1

2

1

2

0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 x2 y + 2 z = 4

2 x + y - 3 z = 1

x - 3 y + 4 z = 2

AB := 

3 -2 2 4

2 1 -3 1

1 -3 4 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -3 4 2

2 1 -3 1

3 -2 2 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 -3 4 2

0 7 -11 -3

3 -2 2 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -3 4 2

0 7 -11 -3

0 7 -10 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -3 4 2

0 7 -11 -3

0 0 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-7, 3, 3[ ]

10

7

8

7

1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x - 2 y + z + 2 t = 2

-2 x + y + 3 z - t = 0

3 x - y - 2 z - t = 2

-1 x + 5 y - 1 z - 3 t = -1

AB := 

1 -2 1 2 2

-2 1 3 -1 0

3 -1 -2 -1 2

-1 5 -1 -3 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

3 -1 -2 -1 2

-1 5 -1 -3 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 5 -5 -7 -4

-1 5 -1 -3 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 5 -5 -7 -4

0 3 0 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 5 -5 -7 -4

0 0 5 2 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 15 -15 -21 -12

0 0 5 2 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 0 10 -6 8

0 0 5 2 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 0 5 -3 4

0 0 5 2 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 1 2 2

0 -3 5 3 4

0 0 5 -3 4

0 0 0 5 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-50, 4, 4[ ]

37

25

2

5

23

25

1

5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2 x - y = 1

2 x + y + 3 z = 0

z = 2

AB := 

2 1 3 0

-2 -1 0 1

0 0 1 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 0

0 0 3 1

0 0 1 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 0

0 0 3 1

0 0 3 6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 3 0

0 0 3 1

0 0 0 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0, 2, 3[ ]

x + 2 y = 1

2 x - z = 1



x + y - z = 0

x - y + 2 z = 3

AB := 

1 2 0 1

2 0 -1 1

1 1 -1 0

1 -1 2 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 -4 -1 -1

1 1 -1 0

1 -1 2 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 -4 -1 -1

0 -1 -1 -1

1 -1 2 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 -4 -1 -1

0 -1 -1 -1

0 -3 2 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 -4 -1 -1

0 1 1 1

0 -3 2 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 1 1 1

0 -4 -1 -1

0 -3 2 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 3 3

0 -3 2 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 3 3

0 0 5 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 5 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 2 0 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3, 3[ ]

1

0

1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + y - z + 2 t = 0

2 x - y - z = 1

3 x - z + t = 1

AB := 

1 1 -1 2 0

2 -1 -1 0 1

3 0 -1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 -1 2 0

0 -3 1 -4 1

3 0 -1 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 -1 2 0

0 -3 1 -4 1

0 -3 2 -5 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 -1 2 0

0 -3 1 -4 1

0 0 1 -1 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3, 3[ ]

1

3

- 
1

3
 - _t1

1

_t1
1

_t1
1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + y + z = 3

x + 2 y - 4 z = 1

AB := 
1 1 1 3

1 2 -4 1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1 1 1 3

0 1 -5 -2

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

2, 2[ ]



5 - 6 _t1
1

-2 + 5 _t1
1

_t1
1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + 2 y - z = 1

x + y + 3 z = 0

x + 7 z = -1

AB := 

1 2 -1 1

1 1 3 0

1 0 7 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1

0 -1 4 -1

1 0 7 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1

0 -1 4 -1

0 -2 8 -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -1 1

0 -1 4 -1

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + y + a 2 z = 2 + a 2

a 2 x + y + z = 3

x + a 2 y + z = 4 - a

AB := 

a 2 1 1 3

1 a 2
1 4 - a

1 1 a 2 2 + a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a 6 - 3 a 2 + 2

-1, -1, 1, 1, I 2 , -I 2



2 a + 3

a + 1( ) 2 + a 2( )

- 
a 2 - 2 a - 1

a + 1( ) 2 + a 2( )

a 3 + a 2 + 4 a + 5

a + 1( ) 2 + a 2( )

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 - _t1
1

 - _t1
2

_t1
1

_t1
2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a 2 1 1 3

1 a 2
1 4 - a

1 1 a 2 2 + a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a 2 3

1 a 2
1 4 - a

a 2
1 1 2 + a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a 2 3

0 a 2 - 1 1 - a 2
1 - a

a 2
1 1 2 + a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a 2 3

0 a 2 - 1 1 - a 2
1 - a

0 1 - a 2 1 - a 4 -2 a 2 + 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a 2 3

0 a 2 - 1 1 - a 2
1 - a

0 0 2 - a 2 - a 4 3 - a - 2 a 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1, 1, I 2 , -I 2

1 1 1 3

0 0 0 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 3

0 0 0 2

0 0 0 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x - x a + y = 0

y - y a + z = 0



x + z - z a = 0

AB := 

1 - a 1 0 0

0 1 - a 1 0

1 0 1 - a 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 - 3 a + 3 a 2 - a 3

2, 
1

2
 + 

1

2
 I 3 , 

1

2
 - 

1

2
 I 3

0

0

0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

_t1
1

_t1
1

_t1
1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 - a 1 0 0

0 1 - a 1 0

1 0 1 - a 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 - a 0 0

1 - a 0 1 0

0 1 1 - a 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 - a 0 0

0 a - 1( ) 1 - a( ) 1 0

0 1 1 - a 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 1 - a 0

0 1 a - 1( ) 1 - a( ) 0

0 1 - a 1 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 1 - a 0

0 1 a - 1( ) 1 - a( ) 0

0 0 a - 1( )2 1 - a( ) + 1 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

- -2 + a( ) a 2 - a + 1( )

2, 
1

2
 + 

1

2
 I 3 , 

1

2
 - 

1

2
 I 3

1 0 -1 0

0 1 -1 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2 x + 2 y + 2 z a = -4



x a - 2 y + 4 z = a + 2

x - y + 2 z = a

AB := 

a -2 4 a + 2

1 -1 2 a

-2 2 2 a -4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2 a 2 + 8

-2, 2

-1

- 
a 2 + a + 6

a + 2

-2 + a

a + 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 + _t1
1

_t1
1

0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a -2 4 a + 2

1 -1 2 a

-2 2 2 a -4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2 a 4 a + 2

-1 1 2 a

2 -2 2 a -4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 1 2 a

-2 a 4 a + 2

2 -2 2 a -4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 1 2 a

0 -2 + a 0 2 - a

2 -2 2 a -4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 1 2 a

0 -2 + a 0 2 - a

0 0 4 + 2 a 2 a - 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 1 2 -2

0 -4 0 4

0 0 0 -8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



-1 1 2 2

0 0 0 0

0 0 8 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a x + 3 y + z = 2

3 x + a y + 2 z = 3

-x + y - z = 1

AB := 

a 3 1 2

3 a 2 3

-1 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-a - a 2 + 6

-3, 2

3 a - 14

-2 + a( ) 3 + a( )

-8 + 5 a

-2 + a( ) 3 + a( )

- 
a - 4

-2 + a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a 3 1 2

3 a 2 3

-1 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 a 2

2 a 3 3

-1 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 a 2

0 -6 + a -2 a + 3 -1

-1 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 a 2

0 -6 + a -2 a + 3 -1

0 4 a - 1 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 a 2

0 4 a - 1 3

0 -6 + a -2 a + 3 -1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 a 2

0 4 a - 1 3

0 0
3

2
 - 

1

4
 a⎛

⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

 a - 1( ) - 2 a + 3
7

2
 - 

3

4
 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 3 a 2

0 4 a - 1 3

0 0 - 
1

4
 a + 

3

2
 - 

1

4
 a

2 7

2
 - 

3

4
 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 a 2

0 4 a - 1 3

0 0 -a - a 2 + 6 14 - 3 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-3, 2

1 3 2 2

0 4 1 3

0 0 0 8

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 3 -3 2

0 4 -4 3

0 0 0 23

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 x + y - a z = 1

3 x + 2 y + z = a

2 x + y + z = -a

AB := 

2 1 -a 1

3 2 1 a

2 1 1 -a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a + 1

-1

-3 a + 1

5 a - 1

-1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 - _t1
1

-5 + _t1
1

_t1
1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 -a 1

3 2 1 a

2 1 1 -a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -a 1

2 3 1 a

1 2 1 -a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 2 -a 1

0 -1 2 a + 1 -2 + a

1 2 1 -a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 -a 1

0 -1 2 a + 1 -2 + a

0 0 a + 1 -a - 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 1

0 -1 -1 -3

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a x + y + 2 z = 1

x + a y + z = a

x + 2 y + z = a

AB := 

a 1 2 1

1 a 1 a

1 2 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-4 a + a 2 + 4

2, 2

- 
2 a - 1

-2 + a

0

a 2 - 1

-2 + a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-5

4

0

-3

4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a 1 2 1

1 a 1 a

1 2 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 a 1

1 a 1 a

1 2 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

1 a 1 a

2 1 a 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

2 1 a 1

1 a 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 2 1 a

0 -3 -2 + a 1 - 2 a

1 a 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

0 -3 -2 + a 1 - 2 a

0 -2 + a 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 2

0 -3 0 -3

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a x + 2 z = 1

x + y + z + a z = 2

2 x - y + 4 z = a

AB := 

a 0 2 1

1 1 a + 1 2

2 -1 4 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

5 a + a 2 - 6

1, -6

- 
1

a + 6

- 
-10 + 2 a + a 2

a + 6

3 + a

a + 6

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 - 2 _t1
1

1

_t1
1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a 0 2 1

1 1 a + 1 2

2 -1 4 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a + 1 2

a 0 2 1

2 -1 4 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a + 1 2

0 -a -a a + 1( ) + 2 1 - 2 a

2 -1 4 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 1 a + 1 2

0 -a -a a + 1( ) + 2 1 - 2 a

0 -3 -2 a + 2 a - 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a + 1 2

0 -3 -2 a + 2 a - 4

0 -a -a a + 1( ) + 2 1 - 2 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a + 1 2

0 -3 -2 a + 2 a - 4

0 -3 a -3 a a + 1( ) + 6 3 - 6 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a + 1 2

0 -3 -2 a + 2 a - 4

0 0 -a -2 a + 2( ) - 3 a a + 1( ) + 6 -a a - 4( ) + 3 - 6 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a + 1 2

0 -3 -2 a + 2 a - 4

0 0 -a 2 - 5 a + 6 -a 2 - 2 a + 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-6, 1

1 1 -5 2

0 -3 14 -10

0 0 0 -21

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 2 2

0 -3 0 -3

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 x - 2 y + z = 1

4 x + y - 2 z = 2

2 x - 5 y - a z = 3

AB := 

3 -2 1 1

4 1 -2 2

2 -5 -a 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-11 a - 44

-4

5 a + 11

11 4 + a( )

2 a - 11( )

11 4 + a( )

- 
3

4 + a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



3 -2 1 1

4 1 -2 2

2 -5 -a 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -2 1 1

12 3 -6 6

2 -5 -a 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -2 1 1

0 11 -10 2

2 -5 -a 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -2 1 1

0 11 -10 2

6 -15 -3 a 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -2 1 1

0 11 -10 2

0 -11 -2 - 3 a 7

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -2 1 1

0 11 -10 2

0 0 -12 - 3 a 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 -2 1 1

0 11 -10 2

0 0 0 9

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a x + y + 2 z = 1

x + a y + z = a

x + 2 y + z = a

AB := 

a 1 2 1

1 a 1 a

1 2 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-4 a + a 2 + 4

2, 2

- 
2 a - 1

-2 + a

0

a 2 - 1

-2 + a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-5

4

0

-3

4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



a 1 2 1

1 a 1 a

1 2 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2 1 a 1

1 a 1 a

1 2 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

1 a 1 a

2 1 a 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

2 1 a 1

1 a 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

0 -3 -2 + a 1 - 2 a

1 a 1 a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 a

0 -3 -2 + a 1 - 2 a

0 -2 + a 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 2

0 -3 0 -3

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

a x + y + z = b

x + a y + z = b

x + y + a z = b

AB := 

a 1 1 b

1 a 1 b

1 1 a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

1 a 1 b

a 1 1 b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 a - 1 -a + 1 0

a 1 1 b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 1 a b

0 a - 1 -a + 1 0

0 -a + 1 1 - a 2
-a b + b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 a - 1 -a + 1 0

0 0 -a + 2 - a 2
-a b + b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2, 1

1 1 1 b

0 0 0 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 -2 b

0 -3 3 0

0 0 0 3 b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

b - _t1
1

 - _t1
2

_t1
1

_t1
2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

_t1
1

_t1
1

_t1
1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

b

a + 2

b

a + 2

b

a + 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + b y + a z = 1

a x + b y + z = 1

x + a b y + z = b

AB := 

a b 1 1

1 a b 1 b

1 b a 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 b a 1

1 a b 1 b

a b 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦



1 b a 1

0 -b + a b -a + 1 -1 + b

a b 1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 b a 1

0 -b + a b -a + 1 -1 + b

0 -a b + b 1 - a 2
-a + 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 b a 1

0 -b + a b -a + 1 -1 + b

0 0 -a + 2 - a 2
b - a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-2, 1

1 b 1 1

0 0 0 -1 + b

0 0 0 -1 + b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 b 1 1

0 0 0 -1 + b

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 -2 1

0 -3 3 0

0 0 0 3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 -2 -2 1

0 6 3 -3

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 b a 1

0 -b + a b -a + 1 -1 + b

0 0 -a + 2 - a 2
b - a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

b = 0, a = a{ }, a = 1, b = b{ }

1 0 a 1

0 0 -a + 1 -1

0 0 -a + 2 - a 2
-a

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 0 a 1

0 0 -a + 1 -1

0 0 0 2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

x + y + a z = b



a x + y - z = 1

x - a y + z = 4

AB := 

a 1 -1 1

1 -a 1 4

1 1 a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

1 -a 1 4

a 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 -a - 1 -a + 1 -b + 4

a 1 -1 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 -a - 1 -a + 1 -b + 4

0 -a + 1 -a 2 - 1 -a b + 1

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 -a - 1 -a + 1 -b + 4

0 2 a - 2 - a 2
b - 3 - a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 2 a - 2 - a 2
b - 3 - a b

0 -a - 1 -a + 1 -b + 4

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 2 a - 2 - a 2
b - 3 - a b

0 0 - 
3

2
 a - 

1

2
 a

3
- 

3

2
 a - 

1

2
 a

2 b - 
1

2
 b + 

5

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 1 a b

0 2 a - 2 - a 2
b - 3 - a b

0 0 -3 a - a 3 -3 a - a 2 b - b + 5

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

0, I 3 , -I 3

1 1 0 b

0 2 -2 b - 3

0 0 0 5 - b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

3 a x + 4 y - 2 a z = b + 4

-a x - y + a z = -1

-a x - 2 y + a z = -2



AB := 

3 a 4 -2 a b + 4

-a -1 a -1

-a -2 a -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

4 3 a -2 a b + 4

-1 -a a -1

-2 -a a -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 -a a -1

4 3 a -2 a b + 4

-2 -a a -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 -a a -1

0 -a 2 a b

-2 -a a -2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 -a a -1

0 -a 2 a b

0 a -a 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 -a a -1

0 -a 2 a b

0 0 a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 0 -a -b - 1

0 -a 2 a b

0 0 a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 0 0 -1

0 -a 2 a b

0 0 a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 0 0 -1

0 -a 0 -b

0 0 a b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 0 0 -1

0 0 0 -b

0 0 0 b

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

-1 0 0 -1

0 0 0 -b

0 0 0 0

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦


