FUNCIONS: RESOLUCIO EXERCICIS BASICS ex res EV.1

R1. Es consideren els vectors de R*:
1 =(1,-2,0,3), z2 = (—1,2,—-1,—-1), 3 = (1,3, —-2,0) .
(a) Calculeu les combinacions lineals segiients:

221 + z2 + 3, 2(x1 + x2) + 3, 1 — T2 + 3z3.

(b) Determineu els escalars a, b, c € R de forma que el vector
axri + bxrs + cxs tingui les dues Ultimes components nulles.

(a) Calculem les combinacions lineals demanades:

2x1 + x2 + 3 = (2,1, —-3,5)

2(x1 + x2) +x3 = (1,3, —4,4)

x1 — x2 + 3xzs = (5,5, —5,4)
(b) Ens demanen determinar els valors d’a, b i ¢ de manera que el
vector ax, + bxo + cxs tingui les dues ultimes components nul.les.

Per aixo primer calcularem el vector i després imposarem que les
dues ultimes components siguin nul.les.

ary + bxs + cxs = a(l,—2,0,3) +b(—-1,2,—1,—1) + ¢(1,3,—2,0)
=(a—b+c,—2a+ 2b+ 3¢, —b — 2¢,3a — b)

Per tant, si volem que les dues ultimes components siguin nul.les
hem de resoldre el segiient sistema d’equacions:

—b—2c=0 1 3
— b=3a, c=——b=——a.
3a —b=20 2 2
Per exemple, per a = 2,b = 6,c = —3, el vector és:

2331 + 6%2 — 3112‘3 = (—7, —1,0,0).

[

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
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R2. Estudieu la dependencia o la independencia lineal dels
segiients conjunts de vectors en R? i, en cas de dependéncia lineal,
trobeu-ne la relacié de dependeéncia:

X1 =1{(1,2,3)};

X ={(1,2,3),(2,5,8)};

X3 =1{(1,2,3),(2,5,8),(1,3,8)};

X4 =1{(1,2,3),(2,5,8),(1,3,8),(2,1, —1)}.

X1: Donat un subconjunt d’elements d’un subespai vectorial
format per un Unic element, sempre sera un conjunt els elements
del qual s6n linealment independents. En efecte, sigui a € R tal
que «(1,2,3) = 0. Obviament, « = 0 i per tant, X7 és un conjunt
de vectors linealment independent.

Xo: Siguin a1, a2 € R tals que
a1(1,2,3) + @2(2,5,8) = (0,0,0).

Els dos vectors seran linealement independents si i només si,
I’equacié anterior implica a1 = a2 = 0, i linealment dependents
altrament.

Oé1(1,2, 3) + 052(2,5,8) = (Oél + 2a2,2a1 + 52,31 + 8042).

Per tant, si igualem 1’equacié anterior a ’element neutre (0, 0, 0)
arribem al sistema d’equacions:

041—|—2042:O 1

(@

201 + bag =0 < 2 5 ( 1 ):
(8%

31 + 8ag =0 2

Els dos vectors seran linealment independents si el sistema és
compatible determinat, és a dir, si el rang és maxim igual a 2, i
seran linealment dependents si el sistema és compatible
indeterminat, és a dir, si el rang és menor que 2.
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Per tant, el problema es redueix a estudiar el rang de la matriu
del sistema. Noteu que la matriu del sistema esta formada per
dues columnes que contenen els vectors donats.

1 2

2 5
tant el conjunt X5 esta format per vectors linealment

En aquest cas el rang és 2 perquée el menor =1 # 0. Per

independents.
X3: Siguin a1, as, a3 € R tals que
041(17 27 3) + (X2(2, 57 8) + 043(1, 37 8) - (0709 O)

Els tres vectors seran l.i. si i només si, I’equacié anterior implica
a1 = ag = ag = 0,1 1.d. altrament.

O£1(1,2,3) —|—O{2(2,5,8) —|—Q{3(1,3,8)
= ((){1 + 2()42 -+ a3, 20&1 -+ 5042 -+ 3043,3(){1 + 8()42 -+ 8043).

Per tant, si igualem 1’equacié anterior a 1’element neutre (0,0, 0)
arribem al sistema d’equacions:

041—|—2052—|—CK3:0 1 2 1 (6] 0
201 + bag + 33 = 0 < 2 5 3 Qo = 0
3041 + 8042 -+ 8&3 =0 3 8 8 a3 0

Els tres vectors seran l.i. si tenim un SCD, és a dir, si el rang és
maxim igual a 3, i seran l.d. si tenim un SCI, és a dir, si el rang és
menor que 3.

Com abans, noteu que el problema es redueix a estudiar el rang de
la matriu formada pels vectors posats en columna.

En aquest cas el rang és 3 perque el determinant és diferent de
Zero

3 | =40+ 18+ 16 —15—32—24 =3 #0.
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X4: Siguin a7, oz, a3z, aq € R tals que
a1(1,2,3) + @2(2,5,8) + a3(1,3,8) + a4 (2,1, —1) = (0,0, 0).

Els tres vectors seran l.i. si i només si, ’equacié anterior implica
a1 = ag = agz = ayg4 = 0, i 1.d. altrament.

041(]-7 2, 3) + 062(2, 9, 8) + 043(1, 3, 8) + C¥4(2, 1, _1)
= (a1 + 2a2 + a3 + 204, 21 + Has + 3as + aq,3a1 + 8as + 8az — ay).

Per tant, si igualem 1’equacié anterior a 1’element neutre (0,0, 0)
arribem al sistema d’equacions:

(0

o1 + 205 + as + 204 = 0 1 2 1 2 !
(0%

201 + 500 + 305 +as =0 p<=| 2 5 3 1 =
(e

3oy + 8cvg + 8avs — iy = 0 3 8 8 -1 3 0
g

Els quatre vectors seran l.i. si tenim un SCD, és a dir, si el rang és
igual al nombre d’incognites, 4, i I.d. altrament.

Com que la matriu del sistema només té tres files, el rang pot ser
com a molt 3, per tant el sistema és SCI i per tant els vectors sén

1d. [

R3. Comproveu que F = {(x, y,2) ERY e +y+ 2= 9} no és un
subespai vectorial de R3.
Si

F' és un subespai vectorial de Rg, el vector nul de R3, (0,0, 0),
hauria d’estar en F'.

Com que (0,0,0) ¢ F jaque 04+ 040 # 9, F no és un subespai
vectorial. ]

R4. A D’espai vectorial R* estudieu quins dels segiients
subconjunts sén subespais vectorials:
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X1 ={(a,b,c,d) | 2b + 3c = 5};

Xo ={(a,b,a,b) | a,b € Z};

X3 ={(a,—b+ 2a,a + 2b,—b) | a,b € R};
X4 =A{(a,b,c,d) | a—b=d—c}.

X1: X1 no és subespai vectorial de R* ja que (0,0,0,0) ¢ X;.

Xs5: Anem a comprovar que Xo és subespai vectorial de R%. Per
aixo cal comprovar les dues propietats:

(SV1) Vu,v € X2, u+v € Xo

(SV2) VX € R,Vu € X2, Au € Xo

(SV1) Prenem u = (a1, b1,a1,b1),v = (az,ba,a2,bs) € X2. Vegem
siu—+véEe Xs.

u+v = (a1 + az2,b1 +ba,a1 + az2,b; +b2) € X

prenent a = a1 + a2, b = by + bo.

(SV2) Prenem A € Riu = (a1,b1,a1,b1) € X2. Vegem si
AU € Xg.
AU = ()\al,)\bl, Aai, )\bl) c Xo

prenent a = a1, b = \by.

X3: Anem a comprovar que X3 és subespai vectorial de R%. Per
aix0 cal comprovar les dues propietats (SV1) i (SV2).
(SV1) Prenem u = (a1, —b1 4+ 2a1,a1 + 2b1, —b1),v =
(CLQ, —bs + 2a2, as + 2b2, —bQ) € X3. Vegem si u + v € X3.

u+v= (a1 + a2, —b1 + 2a1 — ba + 2a2, a1 + 2b1 + as + 2bs, —b1 — b3)
= (a1 + a2, —(b1 + b2) +2(a1 + a2), (a1 + a2) + 2(b1 + b2), —(b1 + b2))

que pertany a X3 prenent a = a1 + a2, b = by + bs.
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(SV2) Prenem A\ € Riu = (a1, —b1 + 2a1,a1 + 2b1,—b1) € X3.
Vegem si A\u € X3.

AU = ()\al,)\(—bl —i—2a1),)\(a1 —|—2b1),)\(—b1))
= ()\a,l, —Ab1 + 2Xa1, Aa1 + 2\b1, —>\b1) € X3

prenent a = Aai, b = \by.

X4: Anem a comprovar que X4 és subespai vectorial de R%. Per
aix0 cal comprovar les dues propietats (SV1) i (SV2).
(SV1) Prenem u = (a1, b1,c1,d1),v = (a1,b1,¢c1,d1) € X4. Que
u, v € X4 comporta que

al—blzdl—cl, a2—b2:d2—C2.

Vegem si u+v € X4, on u+v = (a1 +a2,b1 +b2,c1 +ca,d1 +d2).
u+ v € Xy si la resta de la primera i la segona component és igual
a la resta e la quarta i la tercera. Comprovem si és cert.

(a1 +a2) — (b1 +b2) = (a1 —b1) + (a2 —b—2) =
= (d1 —c1) + (d2 — c2) = (d1 +d2) — (c1 + c2),

i per tant u + v € Xj4.

(SVQ) Prenem A € Riu= (al,bl,cl,dl) - X4, és a dir
a1 — by =dy — 1. Vegem si Au € X4, on

Au = ()\al, )\bl, )\Cl, )\dl).
Llavors
)\al — )\bl = >\(a1 — bl) = )\(dl — Cl) = )\dl — )\Cl

i per tant A\u € Xy . []

R5. A Despai vectorial R* es considera el subespai vectorial
F=1[{(1,2,3,4),(4,7,4,1)}] . Calculeu els valors de a i b per tal
que el vector u = (a, b, 1, —3) pertanyi a F.
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F' és el subespai vectorial generat pels dos vectors u; = (1,2, 3,4)
iug = (4,7,4,1). Es a dir, F estd format per totes les
combinacions lineals de w1 1 us.

Per tant, u € F' si u és combinacié lineal de w1 i ug, és a dir, si
existeixen dos escalars a1, a2 € R tals que u = ajuq1 + asus.

a1U] + U2 =a1(1,2,3,4) + a2(4,7,4,1)
= (a1 + 42, 2a1 + Tag, 3a1 + dag, 4o + az),

per tant volem determinar a i b de manera que
(a1 4+ 4das, 201 + Taz, 31 + 4ao, 4y + as) = (a, b, 1, —3).

Aix0 és equivalent a resoldre el sistema d’equacions segiient:

\

a1 +4a9 = a 1 4 a

2a1+7a2:b 2 7 a1 b
> <—> =

30&1 —|—40é2:1 3 4 (0 %) 1

4o + g = =3 4 1 -3

u sera combinacié de uy i ug si hi ha alguns valors de a i b que fan
que el sistema anterior sigui compatible, és a dir, si per alguns
valors d’a i b el sistema anterior admet alguna solucid.

1 4 a 1 4 a 1 4 a

2 7 b 2 7 b ~ 2 7 b
~ 1

3 4 1 3 4 1 fa — — 55 fa 3 4|1
fa —3f4— 4fs 13

4 1| =3 0O —13 | —13 f3 — f3— 3f1 o 1|1

fo — fo—2f1

1 4 a 1 4 a

0 —1 b — 2a 0 0 b—2a+1

0 —8 1 — 3a ~ 0 0 9 — 3a

0 L L fo—fa+Tr4 0 1 1
f3— fa3+ 8f4
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4 a
1 1

0 9 — 3a
0 b—2a+1

Il

pf42

o O O »

El sistema anterior és compatible, si els dos ultims elements del
terme independent sén nuls, ja que en aquest cas el rang de la
matriu i de 'ampliada és el mateix igual a 2. Per tant hem
d’imposar que:

9—-3a=0 9
—sa=-=3, b=2a—1=6-1=25.
b—2a+1=0 3

En aquest cas a més, as = 1,01 = a —4as =3 —4 = —1.

Anem a comprovar que realment u = —u;1 + us.

—u1 +us = —(1,2,3,4) +(4,7,4,1) = (3,5,1,—3) = (a, b, 1, —3).
[

R6. Determineu entre els segiients conjunts quins sén subespais
vectorials de R® o R?:

a) E:{(ml,xg,:z:g)ERB/:I:l—i—:I:g—i—:Eg:O}

b) E = {(z1,z2,23) € R® /427 — 225 + 23 = 0}

c) E:{(xl,:cg,xg)€R3/3x1+x2+x3:1}

d) E={z1,z2,23 E R/ x1 — 4w + 23 = 0,421 + 2 — 3 = 0}
e) E={(3xa,x2,x2 +x4,x4) /x2,24 € R}

(a) Per veure si E és subespai vectorial d’R?® hem de comprovar les
dues propietats de subespai vectorial.

De fet, les propietats (SV1) i (SV2) sén equivalents a comprovar la
propietat seguent:

Yu,v € E,V\, 8 € R, \u+ v € E.
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Prenem uw = (x1,x2,3),v = (y1,¥y2,y3) € Ei A, 3 € R. Que
u,v € E comporta que

1 +x2+x3 =0, yi1+y2+ys=0.

Vegem si Au + Bv € FE, on

Au+ Bv = (Az1 + By1, Az2 + By2, Ax3z + Bys).

Au + Bv € E si la suma de les tres components és nul.la.
Comprovem si és cert:

(Az1 + By1) + Az + By2) + (Aas + Bys) =
Mz1+ 22 +23) + B(y1 +y2 +y3) =0

0 0

i per tant Au + Bv € FE.

(b) En aquest cas per veure si E és un subespai vectorial o no
mirarem primer si verifica la propietat (SV2). Es a dir, volem
veure si per a tot ©w € E i per a tot A € R, Au € R.

Prenem uw € E, és a dir, u = (z1, z2,x3) on 4:1:% — 2x9 + x3 = 0.
Llavors Au = (Azx1, Aza, Ax3). Vegem si Au verifica la restriccié
d’estar en E.

4(Ax1)? — 2 xo + Awz = 4(A\x1)? — 4 x] + 4xT — 2Xx2 + Ax3
= 4(A\x1)? — 4x] + >\(4x% — 2x9 + x3)

Ve

0
= 4X\%2% — 4z = 42T (N — 1),

Veiem que per u i A qualsevols en general 4)\xf(>\ — 1) # 0, per
exemple, prenent u = (1,2,0) € £ i A = 2 tenim que:

4(Az1)? — 2 z2 + Ax3 =16 — 8 = 8 # 0.
Per tant, com que hem trobat un element de E que al

multiplicar-lo per 2 deixa d’estar en E, E no és un subespai
vectorial de R3.
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(c) En aquest cas E no és subespai vectorial de R®. Aixd és degut
a que tot subespai vectorial conté ’element neutre, que en aquest
cas és el vector (0,0,0).

En aquest cas (0,0,0) ¢ E i per tant E no és subespai vectorial.
(d) Per veure si E és subespai vectorial veurem si verifica la

propietat
Yu,v € E,V\, B8 € R, \u+ v € E.

Prenem u = (z1,z2,x3),v = (y1,y2,y3) € E i X\, 8 € R. Que
u,v € E comporta que

4y1 +y2 —ys =0

x1 —4xe + 23 =0 y1 —4y2 +ys3 =0
4561—|—:B2—CB3=O ’

Vegem si Au + Bv € FE, on

Au+ Bv = (Az1 + By1, Ax2 + By2, Ax3 + By3).

Au + Bv € E si es verifiquen les dues condicions del subespai
vectorial. Comprovem si sén certes.

(Az1 + By1) — 4(Az2 + By2) + (Axs + Bys) =
>\(5131 — 4dxo + x%) + ﬁ(g/l — 4y + y:ﬂ/) = 0,

0 0

4(Az1 + By1) + (Azz + Byz2) — (Aws + Bys) =
A(dz1 + 22 —w3) + B(4y1 +y2 —y3) = 0,

0 0

per tant Au + Bv € FE.

(e) En aquest cas també veurem si E és un subespai vectorial o no
comprovant la propietat combinada de la suma i del producte per
escalar.
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SigUin U = (35(32,$2,$2 + LB4,CB4),’U — (3y27y27y2 + y4ay4) c ki
A, B € R. Vegem si A\u + Bv € E.

A+ Bv = (BAz2 4 3By2, Axe + By2, AM(x2 + x4) + B(y2 + y4), Axa + Bya)
= (3(Az2 + By2), Ax2 + By2, (Az2 + By2) + (Azs + Bya), Axa + Bya)

a a a b b

= (3a,a,a+b,b) € E.

Per tant E és un subespai vectorial de R?.
NOTA: Una altra manera de veure que FE és subespai vectorial, és
adonar-se de que si u € F,

u = (3x2,xo,x2 + x4,24) = x2(3,1,1,0) + x4(0,0,1,1).

Per tant, tot element de F és combinacié lineal dels vectors
(3,1,1,0) i (0,0,1,1). Alhora, tota combinacié lineal d’aquests
vectors és d’E. Per tant, £ = [(3,1,1,0),(0,0,1,1)], és a dir, E és
el subespai vectorial generat pels vectors (3,1,1,0) 1 (0,0,1,1), i
evidentment és un subespai vectorial 'R, []

R7. Contesteu les segiients preguntes:
(a) Forma B = {(1,2,1),(0,—1,1),(—=1,1,0)} una base de R*?

(b) Pertany el vector (1,0, 3,4) al subespai generat per
(=1,1,0,2) i (2,1,1,0)?

(c) Sigui F = {u = (z,y,2) € R3 /x4 2z = 0} . Demostra que és
subespai vectorial. Troba una base i la dimensi6é de F.

(a) Per veure si B forma una base de R® hem de veure dues coses:
(B1) si els vectors que formen B sén linealment independents

(B2) si formen un conjunt de generadors, és a dir, si tot vector de
R? és combinacié lineal dels vectors de B.
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(B1) Els vectors de B seran linealment independents si la matriu
que té per columnes els tres vectors de B té rang 3. En efecte, si
denotem per u; = (1,2,1), uz = (0,—1,1) i ug = (—1,1,0),

u1, U2, uz sé6n vectors l.i. si

A1u1—|—>\2u2—|—>\3u3:6z>\1:A2:>\3:O.

A1ul + Aouz + Azusz = (A1 — A3, 2A1 — A2 + A3, A1 + A2),

per tant arribem al sistema d’equacions

A — A3 =0 1 0 —1 A1
2X1 — A2+ A3 =0 D 2 —1 1 Ao =
A+ A2 =0 1 1 0 A3

Els tres vectors seran linealment independents si el sistema
anterior és compatible determinat. Com que tenim un sistema
homogeni, és compatible. Perque el sistema sigui compatible
determinat, el rang de la matriu ha de ser 3.

El rang és 3 si i només si el determinant és no nul.

1 0 —1
2 —1 1 |=04+0—-2—-1—1=—4#0,
1 1 0

per tant els tres vectors son linealment independents.

(B2) per veure si sén base també hem de veure si generen. Com
que la dimensié de R? és 3 i tenim 3 vectors linealment
independents a R3, els tres vectors formen un conjunt de vectors
generadors. Per tant, com que generen i sén li, sén base.

Si volem comprovar que sé6n un conjunt de vectors generadors
usant la definicié, hem de veure que tot vector de R® es pot posar
com a combinacié lineal dels tres vectors anteriors.
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Sigui u = (z1,x2,x3) € R3, existeixen escalars aq, as, as € R tals
que

U = ajui + azuz + azus?

L’equacié anterior dona lloc al sistema d’equacions segilient:

&1 — g = I1 1 0 —1 (0] 1
201 — g + a3 = x9o < 2 —1 1 a9 = o

El sistema anterior és compatible determinat perque
rang(A) = rang(Al|b) = 3. Per tant té solucid, i per tant si que
podem determinar a1, as, @3 que verifiquin 1’equacié que voliem.

(b) En aquest apartat ens pregunten si el vector u = (1,0, 3,4)
pertany al subespai generat pels vectors u; = (—1,1,0,2) i
u2 = (2,1,1,0). Com que el subespai vectorial generat per uj i us
esta format per les combinacions lineals d’u1 i us2, ens estan
preguntant si u és combinacioé lineal d’uy i us, és a dir, si
existeixen A1, A2 € R tals que

u = )\1’11,1 —|— )\QUQ.

L’equacié anterior és equivalent al sistema d’equacions:

N\

—A1 + 2 =1
A1 +A2=0
A2 =3
221 =4

/

De les dues ultimes equacions tenim que A1 = 2, A2 = 3, pero
llavors A1 + A2 = 5 # 0. Per tant, el sistema anterior és
incompatible i per tant u no és combinacié lineal d’uq1 i us.

(c) Vegem primer que F' és un subespai vectorial. Si u € F,
u = (z,y,z) on x + 2z = 0, per tant x = —2z.
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D’aquesta manera podem escriure que
u=(—2z,y,z) = 2(—1,0,1) + y(0,1,0), és a dir

F={u=(-22y2 R’} =[(~1,0,1),(0,1,0)].
Com que F' és el subespai vectorial generat pels dos vectors
uy = (—1,0,1) i us = (0,1,0), és un subespai vectorial d’R".

Per determinar una base partirem del conjunt de generadors
{w1,us}. Si aquests dos vectors sén li, directament seran base.
Siné haurem de buscar un subconjunt de vectors li.

u1 1 uz soOn linealment independents perque la matriu

-1 0
0
0
. : -1 0
té rang 2 ja que ) = —1 # 0. Per tant els dos vectors

so6n l.i. i generadors i per tant sén base.

A més, com que una base de F' esta formada per dos vectors, la
dimensié d’F és 2.

R8. A R* es donen els vectors
ur = (1,1,2,1), ue = (1,—1,0,1), usg = (0,0, —1,1), ug = (1,2,2,0)
v=(1,1,1,1)

(a) Demostreu que ui,us2,us i ugy formen una base.

(b) Determineu les coordenades de v en la base {u1, us, us, us}.

(a) Per veure que un conjunt de vectors sén base d’un espai
vectorial cal veure que sén linealment independents i que generen.
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Vegem primer si sén linealment independents. Els vectors seran
linealment independents si la matriu

1 1 1
1 —1 2
2 0 — 2
1 1 1 0
té rang maxim igual a 4.
1 1 0o 1 1 1 1 o0
1 -1 0 2 0o -1 1 2
2 0o —1 2 -1 0o 2 2
C
1 1 1 0 pe13 0 101 1
pfi14
1 1 1 o0 1 1 1 o0
0o -1 1 2 o -1 1 2
s 0 1 3 2 s 0 0 4 4
«— «—
33T 0 101 1 3 I3mI2 0 2 3
fa—fa+f2
1 1 1 o0
o -1 1 2
Py 0 0 4 4
e 1
47 /4™ 2J3 0 o o0 1

Per tant els quatre vectors sén linealment independents. A més,
com que la dimensié de R?* és 4, pel fet de ser quatre vectors
linealment independents directament generen, i per tant sén base.

(b) Les coordenades de v en la base {u1,usz, us, us} sén
(a1, ag, a3, ayg) tals que

V= iUl + aou2 + azuz + qqug.
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L’equacié anterior dona lloc al segiient sistema d’equacions:

\

a1 +as +ayg =1 1 1 1 oq 1

al—a2+2a4=1 1 — 2 (6% 1
><:> =

2000 — a3z +2a4 =1 2 0 —1 2 a3 1

041—|—Oé2—|—043:1 y 1 1 0 g 1

Si realitzem les mateixes transformacions que en ’apartat anterior
a la matriu ampliada arribem a la matriu

1 1 1 0 1
0o - 1 2 1
0 4 4 3
0 0 1] 3
Per tant la solucidé del sistema és:
Oé4:%
o1 =13 —401) =13 -44) =1
Oé2:—(1—20{4-(}%1):—(1—2%—%):%
063:1—011—062:1—%—%:%.

Recordem que al haver fet una permutacié de columnes ’hem de
tenir en compte a ’hora de trobar les solucions.

Comprovem que sigui correcte:

1 1 1 1
Z(l’ 1,2,1) + £ (1,=1,0,1) + 5(0,0, —1,1) + 5(1,2,2,0) = (1,1,1,1),

per tant les coordenades de v en la base donada sén (i, %, %, %)
[]

R9. Es considera l’espai vectorial E = R* i en aquest espai

vectorial es defineix el subespai vectorial F' = [{v1,v2, v3}] generat

pels vectors:

V1 = (1, 2, 3,4) ; V2 =— (4, 7,4, 1) 5 V3 — (2, 3, —2, —7) .
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Determineu:
(a) Una base de F' i la dimensié d’aquest subespai vectorial.

(b) El valor dels parametres a, b per tal que el vector
x = (3,5,a,b) pertanyi a F.

(a) Els vectors v1, v i vs formen un sistema de generadors de F,
per tant, per determinar una base, primer mirarem si sén
linealment independents. Si ho sén, seran base. Siné haurem de
determinar un subconjunt de vectors linealment independents.

Els tres vectors v1, v2 i vz son linealment dependents perque

vy = v — 2v1, és a dir, perque vs és combinacid lineal de vq 1 vs.
A més, v1 1 vy sén linealment independents entre si, i per tant
formen una base d’F'.

Una altra manera de veure que els vectors vy, vy 1 v3 sén
linealment dependents és considerar la matriu que conté els tres
vectors a les columnes

—2
—7

W N =
S e B

i veure que la matriu no té rang maxim 3. En aquest cas, si es fa
una eliminacié de gauss s’arriba a la matriu

4 2

o O O

que té rang 2. Per tant vy, vy i v3 no sén base.
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Una manera de determinar una base a partir d’un conjunt de
generadors, és considerar la matriu formada pels vectors posats a
les files

1 2 3 4

4 7 4 1
2 3 -2 =7
i llavors fent només operacions de files arribar a una matriu

triangular superior. En aquest cas fent eliminacié de gauss només
fent servir operacions per files, arribem a la matriu

1 2 3 4
0 —1 —8 —15
0 0 0 0

Per tant, una base de F' esta formada pel conjunt de vectors
{(1,2,3,4),(0,—1, -8, —15)}.

Fent ’exercici de dues maneres diferents hem arribat a

F=1[(1,2,3,4),(4,7,4,1)] = [(1,2,3,4), (0, —1, —8, —15)].

(b) El vector x € F si x és combinacié lineal dels elements d’una
base d’F'. En aquest cas, per simplicitat considerarem la segona
base d’F'. Es a dir, x € F' si existeixen A1, A2 € R tals que

Tr = >\1(1, 2, 3,4)+>\2(0, —1, —8, —15) = ()\1, 2>\1—>\2, 3)\1—8)\2,4)\1—15)\2)

Per tant arribem al sistema d’equacions segiient:

A1 =3 ) A1 =3
2A\1 — A2 =5 Ao =2X1 —5=1
> —
3)\1—8>\2=CL a:3>\1—8>\2=1
4N1 — 15X = b | b=4X\; — 15Xy = —3

Comprovem que sigui cert, que x = 3(1,2,3,4) + (0, —1, —8, —15),
3(1,2,3,4) + (0, -1, -8, -15) = (3,5,1, —3) = (3,5, a,b) = .
]
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R10. Sigui E = R* espai vectorial sobre R. Es consideren els
subespais F1 i F> de E:

F1 =[(1,0,1,0),(0,1,1,—1),(3,-2,1,2),(—=2,3,1, —3)]
F> = {(2b,a —b,a+b,—a —4b) | a,b € R}.

Es demana:

(a) Demostreu que F5 és un subespai vectorial d’E.

(b) Calculeu la dimensié de cada subespai. Calculeu una base Bj
de F1 1 BQ de FQ.

(a) Per veure que F5 és un subespai vectorial veurem que Fs és un
subespai vectorial generat per un conjunt de vectors.

En efecte, si u € Fs,
u=(2b,a —b,a+b,—a —4b) = a(0,1,1,—1) +b(2,—1,1,—4),

és a dir, tot element de F5 és combinacié lineal dels vectors
(0,1,1,—1),(2,—1,1, —4). A més, tota combinacié lineal
d’aquests vectors esta en F5. Per tant

F2 - [(07 17 17 _1)7 (27 _17 17 _4)]7
i és un subespai vectorial d’R*.

(b) Comencem determinant una base de F; i la seva dimensié que
sera el nombre de vectors de la base.

Els vectors que ens donen no sén base perque
(-2,3,1,—-3) =(1,0,1,0) + (0,1,1,—-1) — (3, -2, 1, 2).

Per tant, com que I’altim vector és combinacié lineal dels anteriors
és combinacié lineal dels altres vectors tenim que:

Fy

[(1,0,1,0),(0,1,1,—1),(3,-2,1,2),(=2,3,1, —3)]
[(1,0,1,0),(0,1,1, —1),(3, -2, 1, 2)].
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A més,
(3,—2,1,2) = 3(1,0,1,0) — 2(0,1,1, —1).
Es a dir,
Fr =]1(1,0,1,0),(0,1,1,—-1),(3,—2,1,2),(—2,3,1, —3)]

[(1,0,1,0),(0,1,1,—1), (3, -2, 1, 2)]
[(1,0,1,0),(0,1,1, —1)].

Aquests ultims dos vectors determinen una base de F; ja que a
més sén linealment independents.

Una altra manera de trobar una base de Fj a partir del conjunt de
generadors [(1,0,1,0),(0,1,1,—1),(3,—2,1,2),(—2,3,1, —3)] és
considerar la matriu que té per files els vectors donats i fer

eliminacié de gauss.

0o 1 0 1 0 1 0

0 1 1 -1 0 1 -1

3 -2 1 ~ 0 -2 -2 2

—2 3 1 f3 = f3 =3 0 3 3 -3

fa—7Fa+2f1

1 0 1 0 1 0 1 0

o 1 1 -1 o 1 1 -1
_leB o 1 1 -1 f3<—1:;,—f2 0O 0 O
2 o 1 1 -1 0O 0 O

34 fa—fa—"F2
Per tant una base de Fy és {(1,0,1,0),(0,1,1,—1)} i la dimensié

és 2.

Considerem ara el subespai vectorial de F>. El conjunt
{(0,1,1,—-1),(2,—1,1,—4)} és un sistema de generadors. A més
és base perque els dos vectors son linealment independents. Per
tant la dimensié de F5 també és 2.

[
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R11. Comproveu si els segiients subconjunts sén subespais
vectorials de R? o R3, i en cas afirmatiu, trobeu-ne una base:

Ay ={(2,0) |z € R} CR?, Ay ={(1,y) | y € R} CR?,

Blz{(:c,y,z)ER3|a:+y—|—z=0},B2:{(x,x2,1) |x€R}CR3.

(A1) Considerem u € Aq, llavors u = (z,0) = x(1,0), és a dir, és
combinacié lineal del vector (1,0). A més, tota combinacié lineal
del vector (1,0) esta en A;. Per tant A; = [(1,0)], i és subespai
vectorial. Alhora, el vector (1,0) determina una base d’A;, i per
tant A; té dimensié 1.

(As) Si As fos subespai vectorial de R?, el vector nul de R?, (0, 0)
estaria en aquest subespai i aix0 no és cert. Per tant As no és
subespai vectorial.

(B1) Considerem u € By, llavors u = (x,y,z) on x +y + z = 0, és
a dir z = —x — y. Per tant

u = (maya Z) — (:C7y7 —T — y) — CIJ(].,O, _1) + y(07 17 _1)7

és a dir, tot element de B; és combinacid lineal dels vectors
(1,0,—1) i (0,1, —1). Alhora, tota combinacié lineal d’aquests dos
vectors esta en B i per tant

B1 = [(1,0,—1), (0,1, —1)].

A més aquests dos vectors sén linealment independents i per tant
determinen una base de B;. Per tant la dimensié de B és 2.

(B2) Considerem els vectors (1,1,1) 1 (0,0,1) € Bs. Si By fos
subespai vectorial, la suma d’aquests dos vectors també estaria en
Bs, perd en aquest cas (0,0,1) + (1,1,1) = (1,1,2) ¢ Bs. Per
tant, B2 no és un subespai vectorial. [
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R12.

(a) Pertany el vector (0,1, 3,4) al subespai generat per
(1,—1,0,2) i (—2,3,1,0)?

(b) Sigui F = {u = (z, v, 2) € R3 | r+2z=0,z—y=0}.
Demostra que és subespai vectorial. Troba una base i la
dimensié de F.

(a) (0,1,3,4) € [(1,-1,0,2),(—2,3,1,0)] si (0,1,3,4) és
combinacié lineal dels altres dos vectors, és a dir, si existeixen
A1, A2 € R tals que

(0,1,3,4) = A1(1,—1,0,2)+X2(—2,3,1,0) = (A1—2X2, —A1+3X2, A2, 2Aq).

Es a dir, si el segiient sistema

A —2X2 =0 )
—X +3Xx =1
Ao =3

2X1 = 4 )

és compatible.

De la tercera i quarta equacions deduim que A2 = 3, A1 = 2. Pero
llavors A1 — 2Ag = 2 — 6 = —4 # 0. Per tant el vector (0,1, 3,4) no
pertany al subespai vectorial generat pels altres dos vectors.

(b) Primer hem de demostrar que F' és un subespai vectorial.

Sigui u € F, llavors u = (z,y,z) on x + 2z =0ixz —y = 0. Per
1

tant, y = x 1 2 = —5x, és a dir

1 1
u=(x,y,2) = (x, x, —Ex) =x(1,1, —5)

Per tant .
F=[1,1-2=).
(1,1, -2
A més el vector (1,1, —1) determina una base d’F i la dimensié
d’F és 1. []
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R13. Considereu l’espai vectorial R? sobre els reals.
(a) Forma B = {(1,1,0),(0,2,1),(1,0,1)} una base de R3?

(b) Es F = {(z,y,2) €ER® /x —y — 22 = 0} un subespai
vectorial de R3 sobre R? Calcula la seva dimensié i base.

(a) Com que la dimensié d’R® és 3, els tres vectors donats
determinaran una base d’R? si sén linealment independents.

A més, els vectors de B seran linealment independents si la matriu
que té per columnes els tres vectors de B té rang 3. En efecte, si
denotem per u; = (1,1,0), us = (0,2,1) i ug = (1,0, 1), w1, u2, us
sé6n vectors l.i. si

>\1U1—|—>\2’U,2—|—>\3’u,3:6:> A1 = A2 = A3 = 0.

A1ul + Aouz + Asusz = (A1 4+ Az, A1 + 2X2, Aa + A3),

per tant arribem al sistema d’equacions

A+ A3 =0 1 0 1 A1
A1 +2X2 =0 <= 1 2 0 Ao =
Ao +A3 =0 0O 1 1 A3

Els tres vectors seran linealment independents si el sistema
anterior és compatible determinat. Com que tenim un sistema
homogeni, és compatible. Perque el sistema sigui compatible
determinat, el rang de la matriu ha de ser 3.

El rang és 3 si i només si el determinant és no nul.

1
2 0 |=2404+41-0-0-0=3#0,
0

per tant els tres vectors sén linealment independents i determinen
una base d’R3.
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(b) Considerem ara el subespai vectorial d’'R?, F. Si u € F,
u=(x,y,z) on x —y — 2z = 0, que és equivalent a x = y + 2z, és
a dir

x=(x,y,2) = (y+2z,y,2) = y(1,1,0) + 2(2,0,1).
Per tant
F =1(1,1,0),(2,0,1)].

Com que els dos vectors sén linealment independents determinen
una base d’F' i a més F' té dimensio 2. [

R14. Si B; = {u1,u2,us} és una base de R3 i es consideren els
vectors:

r = (1’ 2’3)B1 Z y == (1,0, _1)B1 9

calculeu les components d’aquests vectors en la base Bs definida
per:

v1 = 3u1 + 2uz —u3, v2 =4uyi +u2 +uz, vz =2ui — uz + us.

Calculeu les components en la base B; del vector z = (—1,0, 1)B2 .

Calculem primer les components del vector z = (1,2,3)p, en la
base Bs.

r=(1,2,3)B; = u1 + 2uz + 3us.
Les components de x en la base By sén a1, as, oz € R tals que
r = (a1,a2,a3)B, = 1v1 + a2v2 + a3V3
= a1(3ur + 2uz — u3) + a2 (4dur + uz + uz) + az(2u; — uz + u3)
= (3a1 +4az + 2a3)u; + (2a1 + az — az)uz + (—a1 + a2 + as)us

= (Ba1 + 4az + 2a3,201 + a2 — a3, —a1 + a2 + az) B,

Com que les components d’un vector en una base sén Uniques i
tenim que

r=(1,2,3)B; = (Bai1+4az+2as3,2a1 +az—a3, —a1+az+a3)B,,
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llavors
1= 3C¥1 —|—4042 —|— 20&3

2:2a1+a2—a3
3= —a1+ a2+ as

Per tant, per determinar les components del vector x en la base
B> hem de resoldre el sistema d’equacions anterior.

De la mateixa manera, per determinar les components del vector y
en la base By hem de resoldre el sistema d’equacions:

1 =301 +4as + 2a3
O:2a1+a2—a3
—1=—-a1 +az+ a3

Si passem els dos sistemes anteriors a matriu i considerem la
matriu ampliada tenim

3 4 211 3 4 2 1
2 1 =112 3 2 1 -1 0
-1 1 1] 3 -1 1 1| —1

Noteu que la matriu del sistema esta formada per les components
dels vectors de la base Bs en la base B;j

V1 = (3727 _1)B13U2 — (47 17 1)B17U3 — (27 _17 1)Bl

Per resoldre els dos sistemes alhora considerarem la matriu

i farem transformacions elementals directament sobre aquesta
matriu. D’aquesta manera obtindrem les dues solucions alhora.

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: RESOLUCIO EXERCICIS BASICS ex res EV.26

3 4 2 | 1 3 4 2 1 1
1 -1 | 2 0 " 0 -5 7 4 2
-1 1 1|3 -1 fo «— 3fo — 2f1 0 7 5 | 10 —2
f3<—3fz3+f1
4 2 1 1 3 4 2 1 1
~ 0 -5 7 4 —2 ~ 0 -5 -7 4 —2
1 13
15 o 15 _
4 0 2 1 4 0 S 1
~ 0O -5 0 —% 5 ~ 1 0 % —1
fo — fo+ Tf3 0 o 1| -13 1 -1 o 1| -1 1
f1<—Ff1—2f3
_ 15 _5
0 0 > 3 1 0 0 3 1
f1 — f1— 4fo o o 1| -12 1 15 0 o —13 1

Per tant les components dels vectors x i y en la base B2 soén:

5 15 13

T = (—E,Z,—Z)B2, ique y=(1,-1,1)pB,.

Comprovem que no ens hem equivocat:

_ 5 15 13 _ 5 15 13
r =(=3, 4, —%)By = —3V1+ FTv2— FU3

= —3(Bu1 + 2u2 — us) + 2 (4ur + uz + us) — 2 (2u1 — uz + ug)
= (-2 +15—- P)ur + (-5+ L2+ Pua+ (3 + 2 — P)us
= u1 + 2uz + 3usz = (17273)317

y =(1,-1,1)B, =v1 —v2 +v3
= (3uy + 2ug — us) — (4du1 + uz + usz) + (2u1 — v + us)
—(3—-44+2ur +(2—1—1Dus + (=1 — 1+ 1)us

= U1 — U3 — (1,0,—1)31.

@ Fonaments Matematics de I'Enginyeria |
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



FUNCIONS: RESOLUCIO EXERCICIS BASICS ex res EV.27

També ens demanen calcular les components del vector

z =(—1,0,1)p, en la base B;. En aquest cas tenim que

y =(-1,0,1)p, = —v1 +v3 = —(3u1 + 2u2 — u3z) + (2u1 — uz + u3)
= —ui1 — 3UQ + 2U3 = (—1, —3,2)31.

Aquest problema també s’hagués pogut fer fent servir les matrius
de canvi de base de la segliient manera.

La matriu que ens porta de la base B2 a la base By, Mp, B, esta
formada per les components de la base Bs respecte la base By, és
a dir, com que

V1 = (3,2, —1)31,’02 = (4,1, 1)31,’03 = (2,—1,1)31,

3 4 2
Mp,B, = 2 1 -1
-1 1 1

Llavors, si denotem per a1, a2, a3 les components de z en la base
Bi, és a dir, z = (a1, a2, a3)p, tenim que

o1 3 4 2 —1 —1
a2 = 2 1 -1 0 = -3
a3 -1 1 1 1 2

B; Bo B;

De manera inversa, si volem calcular les components dels vectors «x

i y respecte la base By, necessitem la matriu inversa del canvi de
base. En aquest cas

0] 0Of x|

—1

00|~ O|Ut x|

oolut 00|~ v Lo
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Llavors tenim que:

1 _1 _3 _5
7] 1 7 B
_ | _1 5 7 _ 15
T = g 8 8 7]
3 _7 _5 _ 13
8 8 8 B1 4 By
1 1 3
i —I1 1 1
_ 1 5 7 _
v=1 s s s 0 =1 1
3 _7 _5 -1 1
8 8 8 B1 Bo

R15. A D’espai vectorial R? es consideren els vectors:
u1:(1,1,1), UQ:(O,l,l), u3:(0,0,1).

(a) Proveu que By = {u1, u2,u3} és una base de R®.

(b) Trobeu una altra base By = {v1, va,vs} de R, tal que les
equacions de canvi de base de B; a Bs siguin:

/ / /
ry =x1 — 23, Ty = —T2+Dx3, T3 =11 — 3T3.

(a) Per veure que B és base hem de veure que sén linealment
independents i que generen. Ara bé, com que la dimensié d’R?> és
3, si veiem que els tres vectors son linealment independents,
directament ja formaran base.

u1, u2 1 uz sén linealment indepenents si la matriu que té per
columnes els tres vectors té rang maxim igual a 3.

1 0 O
M=1 1
1 1

La matriu anterior té rang 3 ja que det(M) = 1 # 0. Per tant els
tres vectors sén linealement independents i per tant sén base.
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(b) Ens estan dient que si tenim un vector amb components
(r1,x2,%3)B, aquest passa a ser (z7, x5, xé)BQ. Si ho escrivim en
forma matricial ens queda:

ac/l 1 0O -2 T
ac'2 = 0 -1 5 o
xé By 1 0O -3 By By T3 By

Una manera de fer el problema és tenir en compte que la matriu
de canvi de base Mp, B, conté a les columnes les components dels
vectors de la base B; expressats en la base Bsy, és a dir:

U1 = v1 + U3

U2 — —V2

us = —2U1 -+ 5’1)2 — 31)3
D’aqui tenim que vo = —wus2 i llavors

up = v1 + v3

us -+ 5UQ = —2’01 — 3U3

—2u1 _5'11/2 — U3 — Vv3,V1 =— U1 — U3 :3U1 —|—5U2 +u3.

Es a dir,

v1 = (3,5,1)p, =3(1,1,1) + 5(0,1,1) + (0,0,1) = (3,8,9)
vy = (0,-1,0)p, = —5(0,1,1) = (0, =5, —5)
v3 = (=2, -5, —1)p; = —2(1,1,1) — 5(0,1,1) — (0,0,1) = (=2, =7, —8)

Una altra manera de fer el problema és calcular la matriu de canvi
de base Mp, B, = M;;Bl. Aquesta matriu esta formada per les
components dels vectors de la base Bs expressats en la base B;.

3 0 =2
5 —1 =5
1 0O -1

B1 Bg
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i per tant arribem a
V1 = (3,5, 1)31, Vo2 — (O, —1,0)31, V3 = (—2, —5, —l)Bl,

com ja haviem vist.

La ultima manera de fer el problema és tenir en compte que el
primer vector de la base vy és el vector v1 = (1,0,0)p,. Si
denotem per x1,x2, x3 les components de v; en la base By, és a
dir v1 = (x1,z2,r3)B,; aquestes components seran les solucions
del segiient sistema d’equacions

1:.281—2333
0= —x2 + 5x3
02581—3333

De la mateixa manera, les components de v2 i vg en la base Bi es
trobarien resolent els sistemes d’equacions

O:x1—2a:3 022171—2583
1:—:1’}2—|—5£B3 y O:—CBQ+5SIZ3
O:x1—3a:3 1:.261—3.5(33

Per resoldre aquests tres sistemes, com que la matriu dels tres
sistemes és la mateixa es podrien resoldre els tres sistemes alhora
considerant la matriu ampliada

1 o —-2|1 O
0 -1 510 1
1 O 3|10 O

Noteu que aixo és equivalent a determinar la inversa de la matriu
Mp, B, - ]

R16. Donat ’espai vectorial R?, {e1, ex} una base i els vectors:
Ul = e iugzel—egz

(a) Comproveu que {ui,us} és una base de R?.
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(b) Calculeu les components del vector v = e; — 2e2 en la base
{ul, ’LLQ} .

(c) Calculeu les components del vector w = 3uj + us en la base

{61, 62} .

(a) Com que la dimensié d’R? és 2, sempre que tinguem dos vectors
linealment independents dins aquest espai directament formaran
una base. Per tant, per veure que {ui,us} és base, només cal que
vegem que son dos vectors linealment independents.

u1 1 uo seran linealment independents si donats dos escalars
A, A2 € R,
A1uil + Aaus :6:> A1 = Ay = 0.

A1u1 + Aguz = A1er + Az(er —e2) = (A1 + A2)er — Ageq.

Com que e, ez sOn base, en particular sén linelment
independents, i per tant

()\1—|—)\2)€1—>\2€2:6:>>\1—|—>\2:—>\2:O:>>\1 = X\o = 0.
Es a dir, {u1, us} sén base d’R2.

(b) Si denotem per a1, as les components del vector v en la base
{u1,u2}, tenim que

v = aiuitaguz = arer+az(er—ez) = (a1taz)er—azez = (a1+az, —az)e.

Com que les components d’un vector en una base sén Uniques
tenim que si

v=(1,-2) = (a1 + a2, —2)e = a1 + a2 =1, —ag = —2
i per tant ag = 2,1 =1 — ag = —1, és a dir, v = (—1,2),.
(c) Considerem w = 3u; + u2 = (3,1),, llavors

w=3u; +us =3e1 +(e1 —ez) =4de1 —ex = (4, —1),.
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NOTA: els apartats (b) i (c) d’aquest exercici s’haguessin pogut
fer usant les matriu de canvi de base de la segiient manera.

Com que sabem que u; = e; i ug = e; — ez, coneixem les
components de la base u = {u1,us} en la base e = {e1, ea},

Uy = (170>67 U2 = (17 _1)6’

per tant la matriu de canvi de base de la base u a la base e és

1 1
Meu —

La matriu de canvi de base de la base e a la base u és

. 11
Mye = Meu — 0 1 = Mye

Llavors, les components de v = (1, —2). en la base {u1,u2} sén:

(50~ ) (2) (),

De la mateixa manera, les components de w = (3,1),, en la base

{v1,v2} sén:

(1) -0 )00

com ja haviem vist. [

R17. Calculeu la matriu de canvi de base de By = {uj1,u2} a
By = {vi,v2} on: u; = (1,1), uz = (0,1), v1 =(2,1),
Vo = (1, 0) .

Per calcular la matriu de canvi de base de By a Ba, Mp, B,
necessitem coneixer les components de la base B en la base Bs,
és a dir, les components dels vectors u; i us en la base Bs.
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Si denotem per ai, a2 € R les components d’u; en la base B
tenim que:

ur = (a1, @2)B, = a1v1+azvz = a1(2,1)+a2(1,0) = (2ar+az, a1).

Llavors, com que les components d’un vector en una base sén
uniques i tenim que:

ur = (1,1) = Qa1 + ag,a1) = 201 + a2 =1, a1 =1,

i per tant a1 = 1, a2 = —1, és a dir u; = (1, —1)p,.

De la mateixa manera, si denotem per a1, as € R les components
d’us en la base Bs tenim que:

Uo = (Oél, 042)32 = 041’1)1—|—062’02 == 051(2, 1)—|—Oé2(1,0) == (2a1+a2,a1).

Llavors, com que les components d’un vector en una base sén
uniques i tenim que:

Ug = (0,1) = (2041 +(X2,0él) = 21 + a2 =0, a1 =1,
i per tant a1 = 1, a2 = —2, és a dir uz = (1, —2)B,.

Si comprovem els resultats que hem obtingut:

ur = (1, _1)32 =(2,1) = (1,0) = (1,1)
uz = (1, _2)32 =(2,1) = (2,0) = (0,1)

Per tant la matriu de canvi de base de B1 a By és:

1 1
Mp,B, = 1

R18.

(a) Calcula els valors de a i b per tal que el vector (a, 1,0, b)
pertanyi a [(1,1,—-2,0),(0,1,1,2)].
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(b) Forma B = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} una base de R3?
Calcula la matriu de canvi de base que permet passar de la
base canonica a B.

(a) El vector (a,1,0,b) pertanyera a [(1,1,—2,0),(0,1,1,2)] si és
combinacié lineal dels vectors (1,1,—2,0) i (0,1,1,2), és a dir, si
existeixen dos escalars A1, Ao € R tals que

(CL, 1, 0, b) = )\1(1, 1, —2, O)-|—>\2(O, 1, 1, 2) = ()\1, )\1-|—>\2, —2>\1-|->\2, 2)\2).
Per tant arribem al sistema d’equacions
)\1 = a
A+ A2 =1

—2X1 + A2 =0
2Xp = b )

De la segona i tercera equacions tenim que \; = % iAoy = %
Llavorsa:)q:%ib:2)\2:%.

Comprovem el resultat
1 2 1 4
—(1,1,—2,0 -(0,1,1,2) =(-,1,0, =) = (a,1,0,b),
~( )+ 5(0,1,1,2) = (5,1,0,5) = (a,1,0,0)

per tant, per a = \1 = 3,

ib=2\y = 2, el vector (a,1,0,b)
pertany al subespai [(1,1,—2,0),(0,1,1,2)].

(b) Com que la dimensié d’R? és 3, B sera una base d’R” si i només
si els tres vectors sén linealment independents. Aixo és cert ja que

1 1 0
1 0 1|=04+4140—-0—1—1=—1%#0.
1 1 1

La matriu de canvi de base de la base canonica a B esta formada
per les components dels vectors de la base canonica expressats en
la base B posades en columnes.
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Una manera de fer-ho és calcular les components dels vectors
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) en la base B directament.

Una manera equivalent, és adonar-se de que en aquest cas
coneixem les components dels vectors de la base B expressats en
la base canonica, i que per tant coneixem

1 1 o0
Mcp = 1 0 1
11 1
: —1
Llavors la matriu Mpc = Mg,
1 1 —1
0 —1 1
-1 0 1

Per comprovar-ho, vegeu que
(17 1a 1)0 — (17 07 O)Ba (17 07 1)C — (07 1a 0)37 (09 17 1)0 — (07 09 1)B

1 —1 1

0 —1 1 1 =

—1 0 1 1 C 0 B
1 —1 1 0

0 —1 1 0 =

—1 0 1 1 C 0 B
1 —1 0

0 —1 1 1 =

—1 0 1 1 c 1 B

R19. Considereu el subespai vectorial de les matrius amb
coeficients reals d’ordre 3 antisimetriques.

(a) Calculeu una base d’aquest subespai vectorial.
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(b) Calculeu les components de la matriu

en aquesta base.

(a) Sigui M una matriu d’ordre 3 antisimetrica, llavors M és de la

forma:
0 a2 a13
M — —ai2 0 a23
—a13 —ag3 0

on aiz, a13 i a3 € R, és a dir,

0 1 0 0 0 0 0 0
M = aq9 -1 0 O +ais 0 0 o0 +ass 0 0
0 0 O -1 0 O 0o —-1 o0

Per tant, ’espai de les matrius antisimetriques és el subespai
vectorial generat per les matrius:

0 1 0 0 0
B —1
0 0 O -1 0 O

o
o
o O
o O
= O

@}
|
=
o

Per veure si determinen una base hem de veure si sén linealment
independents. Siguin a7, a2, @z € R tals que

0 1 0 0 0o 1 0 0 0 0O 0
—1 0 0 —+ o 0 0O O +as 0 0 1 = 0 0
0 0O 0 -1 0 O 0 -1 0 0O 0
)

0 aq g 0O 0 O

—aq 0 asg = 0 0 0 — 1 = g = (3.

—a9 —ag 0 0 0 0

Per tant, com que sén generadors i linealment independents, sén
base.
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(b) Ara hem de calcular les components de la matriu

0 1 2
M = -1 0 3
-2 -3 0

en la base B, és a dir, hem de calcular «, 8 i v tals que:

0 1 2
M = —1 0 3 =

—2 —3 0

0 1 0 0 1 0 0 0

= « —1 0 0 + B 0 0 0 + 0 0

0 0 0 — 0 0 0 —1 0
0 fe" 6]
= —o 0 v
-8 - 0

Per tant tenim que a =1, 8 =21 v = 3, és a dir:

M= (1,2,3)5.

[l
R20. Considerem el subespai vectorial de les matrius amb
coeficients reals d’ordre 2 simetriques.
(a) Determineu una base d’aquest subespai vectorial.
(b) Determineu les components de la matriu
(2 2)
2 3

en la base anterior.
(c) Denotem per u;,i = 1...n els elements de la base anterior i

considerem la base donada per v; = i uj,t=1...n.

j=1

Calculeu les components de la matriu donada en ’apartat
anterior respecte aquesta nova base.
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(d) Donada la matriu que té per components el vector unitari
respecte la base {v;}i=1...n, calculeu les components
d’aquesta matriu respecte la base {u;}i=1...n-

(a) Sigui M una matriu d’ordre 2 simetrica, llavors M és de la

a a
M = 11 12
aj2 ag?

forma:

on aii, aiz 1 a2z € R.

Per tant:

M=a11<(1) 8>+a12<2 (1)>+a22<g 2)

Per tant, ’espai de les matrius simetriques és el subespai vectorial
generat per les matrius:

0 O 1 0 0o 1
D’aquesta manera hem trobat tres matrius que formen un sistema

de vectors generadors.

Per veure que soén base, ens cal veure que siguin linealment
independents. Siguin aj, as, a3 € R tals que

10 0o 1 0 o0 0o o0
(o0 ) e (0 ) ) =00 0):

llavors

a1 a2 O O
= — a1 = ag = ag = 0.
az Qa3 0O O

Per tant com que les tres matrius sén linealement independents i
generen, son base.
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(b) Ara hem de calcular les components de la matriu
M:< 12 >
2 3
en la base B, és a dir, hem de calcular «, 8 i v tals que:
. 12 . 1 0 0o 1 0 O . a B
w=(aa )= o) (0 a ) (e 1)=00 )
Per tant tenim que a =1, 8 =21 v = 3, és a dir:

M= (1,2,3)5.

(c) Ara considerem

u_1ou_01u_00
=V o o )22\ 1 o )>=\ o 1

. . /
i considerem la nova base B’ formada pels vectors

1
vi = >, uj,i=1...3, és adir

Jj=1
1 1 0
’Ul:Zu-:ul:
j=1 "7 <0 o)

2 11
vy = 2 uj =up tug =
j=1 10

3 11
vg = > uj =wul +ug+ug =
j=1 1

Hem de calcular les components de la matriu M en aquesta nova
base, és a dir, hem de calcular o, 8 i v tals que:

1 2 1 0 1 1 1 1
2 3 0O O 1 0 1 1
a+pB+~y B+
B+ v Y

Per tant vy =3,8=2—-—~v=—-1,a=1—-03—~v = —1, és a dir:

M= (-1,-1,3) 4.
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Si ho comprobem

1 0 1 1 1 1 1 2
0O O 1 0 1 1 2 3
Una altra manera de fer resoldre aquest apartat era adonar-se que

coneixem |’expressié dels vectors de la nova base respecte la vella,
’ . . . . /
és a dir, que coneixem la matriu de canvi de base de B" a B,

1 1 1
MBB/: 0 1 1
0 0 1

Com que nosaltres coneixem les components de la matriu M en la
. . / .

base B i volem obtenir les components en la base B’, necessitem

la matriu de canvi de base Mg/ 5, que és

1 -1 0
-1
Mprg=Mg5, = 0 1 -1
1 0 1

Llavors les components de M en la nova base sén:

o
|
-
I
|
|

B B/

com haviem vist.

(d) Ara ens donen la matriu M = (1,1,1) 5/ i ens demanen que
trobem les components d’aquesta matriu respecte la base B.

La primera manera de fer-ho és fer servir la definicié de

components respecte d’una base:

M =(1,1,1)g =v1 +v2+v3 =u1 + (u1 +u2) + (u1 + uz + us)
:3U1—|—2’LL2—|—U3 = (3,2,1)3.
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La segona manera de fer-ho és considerant la matriu de canvi de
/
base de B" a B, M gg,

1 1 1 1
0 1 1 1 =
0 0 1 1

B/ 1 B
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