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Capitol 1

Senyals Aleatoris o Processos
Estocastics

L’analisi i disseny de sistemes de comunicacions analogics i digitals es basa en la manipulacié de senyals
de naturalesa aleatoria. En conseqiiéncia, necessitem disposar de les eines matematiques necessaries per
descriure aquest tipus de senyals i les modificacions que experimenten en les cadenes de processament
dels emissors i receptors de comunicacions. En aquests apunts, considerem que l’estudiant disposa ja
de coneixements basics de Teoria de Probabilitat (Variables Aleatories Discretes i Continues i la seva
caracteritzacié estadistica a través de distribucions i densitats de probabilitat).

Definim un senyal aleatori o procés (estocastic) com una variable aleatoria X indexada per una variable
temporal t: entenem que X (t) és un procés, si per qualsevol instant de temps ¢ = to, X (¢g) és una variable
aleatoria. Degut a aquesta naturalesa aleatoria, el procés X (t) esta associat a una determinada distribucié
de probabilitat. La caracteritzacié estadistica del procés X (¢) vindra donada doncs pel segiient conjunt
de distribucions de densitat de probabilitat,

pX(tl)f",X(tN)(xlf" ,Z‘N) (11)
per qualsevol conjunt d’instants de temps {t1,---,tn}. Evidentment, en el cas general, les variables
aleatories {X (¢1), -+, X (ty)} no sén necessariament independents entre si.

La definicié anterior de procés, tot i que general, pot resultar complexe d’aplicar. Una forma més
senzilla de definir senyals aleatoris, i que utilitzarem habitualmente en el contexte de les Comunicacions,
consisteix en introduir parametres aleatoris en 1’expressié d’un senyal determinista. Per exemple, suposem
una variable aleatoria A de distribucié Gaussiana, i una variable aleatoria T" de distribucié uniforme en
l'interval [0, 1], estadisticament independent d’A. Llavors, podem construir el segiient senyal aleatori X (¢),

X(t) = A-T{t-T) (1.2)

En aquest exemple, hem aleatoritzat 'amplitud i la posicié d’un pols rectangular.

Com s’expresa en la practica la naturalesa aleatoria del senyal 7. Una forma directa de veure-ho és
considerant el procés X (¢) com el conjunt de resultats o realitzacions d’un experiment. Entenem que el
conjunt de realitzacions d’un procés és el conjunt de senyals possibles que podem obtenir quan efectuem un
determinat experiment. Suposem que realitzem un total de N, experiments en parallel, llavors anomenem
x;(t) la realitzacié del procés X (t) en I'experiment i-éssim,

E(X(1) = i) (1.3)
on, en l'exemple de equaci6 (1.2), la generacié de cada experiment s’efectuaria de la segiient forma,

1. per l'experiment i-essim, es generaria aleatoriament una amplitud A; i un retard 7; segons les
distribucions de densitat de probabilitat p4(a) i pr(7) especificades.

2. es substituirien els valors anteriors en la definicié proporcionada per I'expressié (1.2), obtenint la
forma d’ona x;(t) = A;I1(t — T;) de experiment i-essim.



De fet, la descripcié original (1.1) estaria implicita en aquest procediment.
Si ens imaginem les diferents realitzacions en una disposicié vertical, anomenem l’eix vertical o eix
d’experiments eix estadistic i I'eix horitzontal eix temporal. Tenim doncs,

1.

1.1

Eix Estadistic: indexat per la variable discreta ¢ (nombre sencer) que ens indica un experiment o
realitzaci6é determinada z;(t) del senyal aleatori o procés estocastic X (t).

Eix Temporal: indexat per la variable continua t (variable temporal) que ens determina un instant
determinat de Pexperiment i-essim a;(¢) del senyal aleatori o procés estocastic X (¢).

Classificacié de Processos

Podem classificar els processos en termes de la seva dependeéncia temporal de la segiient forma,

e Processos Estacionaris: processos amb propietats estadistiques independents del temps. Esa dir,

qualsevol distribucié conjunta de probabilitat de mostres del procés és invariant a un desplacament
temporal 7 qualsevol,

PX(tl),---,X(tN)(th"' ,xN) = pX(t1+T),»--,X(tN+T)($17"' ,xN) (1-4)

Processos Ciclo-Estacionaris: processos amb propietats estadistiques que varien ciclicament en
el temps. Es a dir, qualsevol distribucié conjunta de probabilitat de mostres del procés és invariant
a un desplacament temporal nT, on T és el periode o cicle de variacié de les estadistiques, i n és
qualsevol nombre sencer,

PX (1), X (i) (T1, 7y IN) = DPX(ty4nT), X (tx+nT)(T1, 5 TN) (1.5)

La denominacid ciclo-estacionarietat prové de que unicament els desplacaments temporals 7 multiples
d’un periode, 7 = nT sén valids per tornar a obtenir la mateixa estadistica.

Processos No-Estacionaris: processos amb propietats estadistiques sensibles (en principi) a un
desplacament temporal 7. Estrictament parlant, els processos ciclo-estacionaris es classificarien en el
conjunt dels processos no-estacionaris. En determinats casos es parla de processos quasi-estacionaris,
si les estadistiques varien lentament en el temps.

En la classificacié anterior, en Comunicacions ens ocuparem de processos dels dos primers tipus.
Resulta ttil distingir entre dos tipus de promitjos,

e Promitjos Temporals: considerem un promig temporal definit per la segiient expressio,

T/2
Fo(ryeeen1) = lim l/ F@(®), - 2t + 1))t (1.6)

on f(-) és qualsevol funcié d’un nombre determinat de mostres del procés X (¢). El resultat final és
independent del temps ¢, ateés que aquesta variable desapareix en la integral que efectua el promig
temporal. No obstant, el resultat depen dels retards 7; continguts en I’expressié anterior. Com a cas
particular d’aquesta definicié, considerem f(x) = |x|?, la qual cosa déna lloc al valor quadratic mig
del senyal, o potencia promig temporal,

1 (772
P, = lim 7/ |lz(t)|2dt (1.7)

Promitjos Estadistics: considerem el valor esperat d’una funcié de varies mostres del procés X (¢),

Ef(z(t), - 2t +1n-1))] (1.8)

Observi que en l'expressié anterior s’ha substituit la integral associada al promig temporal per una
esperanca estadistica. D’aquesta forma, el resultat del promig estadistic depén, potencialment, del
temps ¢ (a diferéncia dels promitjos temporals). En el mateix cas anterior, f(z) = |z|?, obtenim la
Poténcia Instantania del procés,

o%(t) = E[X(®)] (1.9)



Estretament relacionat amb els dos promitjos anteriors, temporals i estadistics, trobem el concepte
d’Ergodicitat, que definim de la segiient forma,

e Ergodicitat: anomenem un procés ergodic quan es verifica que per qualsevol funcié f(-), tal com
la que es descriu en la definicié de promitjos temporals/estadistics, es verifica la igualtat entre tots
dos promitjos,

fx(Tla"' 7TN—1) = E[f(l’(t), 7x(t+7_N—l))] (110)

Evidentment, éssent el promig temporal independent del temps ¢, i el promig estadistic associat po-
tencialment dependent del temps, la ergodicitat implica que el promig estadistic és, necessariament,
independent del temps. En conseqiiéncia, la ergodicitat d’un procés implica la seva estacionarietat.
No aixi a la inversa. A més a més, en ésser el promig estadistic un promig sobre realitzacions, la
igualtat anterior també implica que el mateix promig temporal aplicat a qualsevol realitzacié x;(t)
del procés X (t) ha de donar el mateix valor (independentment de la realitzacio).

Implicitament en la definici6é del promig temporal estem suposant que la duracié del procés és infinita.
Podem formalitzar aquest concepte, de forma identica a com ho haviem fet pels senyals deterministes,
distingint entre processos segons la segiient classificacié,

e Processos d’Energia Mitja Finita: processos pels quals es verifica que el valor esperat de ’energia
de cada realitzacié és finit,

+oo

Ex = E [/ |X(t)|2dt] < o0 (1.11)
— 00

Aquesta propietat no exclou que (amb probabilitat zero) una realitzacié particular del procés no

pugui tenir energia infinita.

e Processos de Poténcia Mitja Finita: processos pels quals es verifica que el valor esperat de la
potencia de cada realitzacio és finit,

lim /+T/2 |X(t)2dt] < o0 (1.12)

Aquesta propietat no exclou que (amb probabilitat zero) una realitzacié particular del procés no
pugui tenir poténcia infinita. Aquest tipus de processos és el que habitualment tractarem en comu-
nicacions.

Un procés té associats moments estadistics, de forma idéntica a una variable aleatoria. A diferéncia de les
variables aleatories, aquests moments ténen una dependencia temporal. Definim els segiients moments,

e Moment de Primer Ordre: o esperanca del procés. Ve donat per ’expressio,
px(t) = E[X()] (1.13)
e Moment d’Ordre r: ve donat per I'expressid,
pxr(t) = E[X"(1)] (1.14)
Les propietats anteriors d’ergodicitat i estacionarietat poden referir-se a un determinat ordre r. FEn
aquest cas, parlarem d’estacionaritat d’ordre r o bé d’ergodicitat d’ordre r.
1.2 Correlacié Creuada

Una forma intuitiva de mesurar la semblancga entre senyals aleatoris és a partir de la segiient magnitud o
potencia d’error,

2t7) = E[IX(t)-Y(t+7)] (1.15)



on t representa el temps absolut i 7 el temps relatiu entre senyals o retard. El senyal diferencia entre
tots dos senyals: e(t;7) = X(t) — Y(t + 7), és tambe un procés aleatori. La seva poténcia estadistica
ens proporciona per a uns t,7 determinats el grau de semblanca: valors petits de o2(¢;7) (en relacié a
la poténcia dels dos processos) s’associen a una elevada semblanga entre X (t) i Y(¢). A partir d’aquesta
potencia d’error extraurem una mesura de semblanga que anomenarem correlacié. Desenvolupant el
modul quadrat, arribem a la segiient expressid,

o2(t;7) = E|X@)|*+E|Y(t+7)> —2Re[E[X* ()Y (¢t +7)] (1.16)

El tercer terme és d’on extreurem la funcié de correlacié creuada entre els processos X (t) 1 Y(¢). Un in-
convenient de ’expressi6 anterior és que el grau de semblanga que mesura depen de la poténcia instantania
absoluta dels dos processos: els dos primers termes 0% (t) = E|X(t)|? i 02 (t + 7) = E[Y (¢t + 7)|*>. Ens
podem plantejar un cas en que tots dos processos sén molt similars: Y(¢) = X - X (¢t — tp). Es a dir, el
segon procés és una versio escalada i retardada del primer procés. Aquest simple exemple constitueix
un cas molt important en comunicacions, on resulta d’enorme interes poder detectar semblances d’aquest
tipus entre senyals aleatoris. L’inconvenient de la funci6 error tal com I’hem definit fins ara esta en que
és sensible a I'escalat \: per A # 1 podem verificar que o2(t;t9) # 0, quan ens interessaria poder tenir un
error modificat independent de I'escalat, i per tant, de la poténcia dels processos, tal que generés un error
nul per 7 = ty. Podem definir aquest error modificat normalitzant tots dos processos a la seva potencia
instantania,

Xt Y+ |

ox(t) oy({t+7)

o2(t;1) = E (1.17)

on de fet estarfem aplicant la definicié original d’error als processos normalitzats X (t) = X (t)/ox(t) i
Y(t) = Y(t)/ox(t). Ara, la potencia instantania dels processos normalitzats és sempre la unitat (amb
'excepci6 d’aquells punts on 0% (¢) = 0, on podem suposar que el procés normalitzat X (¢) és identicament
nul: X(¢) = 0). Operant amb la definicié anterior, arribem a una nova expressié d’error,

Re[E[X*(t)Y (t + 7)]] )

ox oy +7) (1.18)

o2(t;T) = 2(1—

Podem verificar ara que en el cas Y (t) = A - X(t — o), aquest error és una magnitud sensible al retard i
independent de I'amplitud.

Podem extreure ara del segon terme de ’expressio la definicié de correlacid, ates que sera una mesura
significativa del tipus de semblanca que cerquem,

e Funci6é de Correlacié Creuada: donats dos processos X(¢) i Y (t), la seva correlacié creuada
rxy (t;7) ve donada per I'expressio,

rxy(t:7) = E[X*()Y(t+7)] (1.19)

Tot i que hem obtingut aquesta definicié a partir de consideracions intuitives, existeixen raons
més profundes per definir-nos aquesta correlacié creuada. Com veurem més endavant, se’n deriven
propietats molt interessant per la caracteritzacié de processos i per ’analisi i disseny de sistemes de
comunicacions.

e Funcié d’Auto-Correlacié: donat un procés X (t), prenem Y (t) = X(t) per definir la funcié
d’autocorrelacié rxx (t; 7) del procés,

rxx(t:T) = E[X*(6)X(t+7)] (1.20)

Diem que dos processos X (t) i Y(¢) sén processos incorrelats quan la seva correlacié creuada és nulla
per qualsevol t, T,

re(tn) = 0 (ED

Podem examinar 'estructura de la funcié de correlacié creuada segons la classificacié de processos
vista anteriorment,



e Processos Estacionaris: si tots dos processos X (¢) i Y (¢) sén simultaniament estacionaris, llavors
desapareix la dependencia en la variable temporal t,

rxy(tT) = rxy(7) (1.22)
La demostraci6 és immediata, ates que les estadistiques sén invariants a qualsevol desplacament,

e Processos Ciclo-Estacionaris: si tots dos processos X (¢) i Y'(¢) tenen la mateixa freqiiéncia ciclica
v, llavors la correlacié creuada es pot expressar en serie de Fourier,

“+o0
rxy(t7T) = > pxv(rik) -2 (1.23)
k=—o00

on els coeficients del desenvolupament sén funcions del retard 7 Uinicament, i es poden calcular a
partir de I'expressié habitual dels coeficients de Fourier,

1/v )
pxy(Tik) = V/ rxy(t;T) e AT (1.24)
0

ateés que el periode ciclic és 1/v. Verifiquem doncs que els coeficients sén tnicament funcié del
retard 7 en realitzar-se la integracié en t. Destaquem que pot succeir que tots dos processos siguin
individualment ciclo-estacionaris perd no conjuntament ciclo-estacionaris si les freqiiencies cicliques
respectives no mantenen una relacié racional: vx - n = vy - m, amb n, m nombres sencers.

1.2.1 Propietats de la Correlaci6

La correlacié creuada entre processos compleix les seglients propietats,

1. Fita superior: si 0%(t) i 0% (t) representen la potencia instantania dels processos X (t) i Y (¢),
respectivament, llavors la correlacié creuada entre ambdds processos verifica,

lrxy (t:7)] < ox(t) -oy(t+7) (1.25)

La demostracié és immediata recorrent a la desigualtat d’Schwartz per 'operador esperanca. En el
cas particular en que tots dos processos sén estacionaris, la seva potencia és independent del temps.
Llavors tenim,

‘Txy(T)| <ox -0y (1.26)

2. Poténcia: per 7 = 01 X (t) = Y (¢), auto-correlaci6 associada al retard nul és igual a la potencia
instantania del senyal,

rxx(t;0) = oX(t) (1.27)

Veiem que en aquest cas, la desigualtat de la propietat anterior es verifica amb igualtat, d’on obtenim
que |rxx (t;7)] té un maxim en T = 0,

rxx (7)) < rxx(t;0) = ok (t) (1.28)

3. Poténcia Promig Temporal: per un procés ciclo-estacionari X (t) es verifica que el promig tem-
poral de la seva potencia instantania és precisament el coeficient d’ordre zero del desenvolupament
en serie de Fourier de la funcié d’auto-correlacié avaluat en 7 = 0,

T/2
Px = lim = / o% (t)dt
= pxx(0;0) (1.29)

Ates que Py és una potencia promig, durant una part del temps la poténcia instantania 0% (¢) pot
superar Px.



4. Simetria Hermitica: la funcié d’autocorrelacié d’un procés estacionari verifica la segiient propietat

de simetria,

rxx(1) = rxx(-7)

(1.30)

La funcié de correlacié creuada entre dos processos estacionaris verifica la segiient propietat de

simetria,
rxy(T) = ryx(=7)

1.2.2 Correlacié i Filtres

(1.31)

El filtrat constituteix un sub-sistema basic en equips de comunicacions. El calcul d’auto-correlacions a la
sortida de filtres i de correlacions creuades entrada-sortida proporcionen relacions interessants en I’analisi
posterior de sistemes de comunicacions. Examinarem primer la correlacié creuada sortida-entrada d’un
filtre. Definim el procés estacionari Y (t) com la sortida del filtre de resposta impulsional h(t) a un procés

estacionari X (t) a la seva entrada,

—+o0
YO = ho)<XO= [ b
La correlacié sortida-entrada ry x (7) es calcula com,
ryx(t) = E[Y*"()X(t+71)]

E {X(t +7) / T )X e

—0o0

L’operador esperancga actua tnicament sobre els processos. En conseqiiéncia,

+oo
ryx(t) = / h*(TE[X*(t — )X (t + 7)]dT’
En ésser els processos estacionaris, tenim que,
EX*(t-m)X({t+71)] = rxx(t+7—0t—7))=rxx(t+7)
Efectuant el canvi de variable 7"/ = —7/ obtenim,
ryx(T) = / (=" rxx(t—1")(=dr")
+oo

—+oo
/ (=" rxx(r—71")dr"

—o0
= hW'(—7)xrxx(7)

Repetint identic procediment, podem demostrar que la correlacié entrada sortida ve donada per,
rxy(T) = h(r)*rxx(7)

El calcul de 'auto-correlacié de sortida s’efectua de la segiient forma,

rvy(r) = E { / X (- 7Y / . T")dT"}

— 00 — 0o

+oo  ptoo
E { /_ ] RERR =X (- T”)dT'dT”}
-/ ” / " (L (¢ — )X (7 — e d”
-/ " / " R G e (7 — 7 (7)) dr”

+oo +oo
= / / (T rxx (T + 7" = 7")dr'dr"

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)



on podem apreciar una estructura de convolucié en el terme h(7")rxx(r + 7" — 7) si prenem 7”7 com
variable d’integracié. Per tant, podem escriure,

“+o0
ryy(r) = / R (rxy (1 +7')dr’

—0oQ

= h*(—7)xrxy(7)
R (=7) % h(7) % rxx(7) (1.39)

on hem pogut expressar com obtenir I'auto-correlacié a la sortida del filtre a partir de 'auto-correlacié
d’entrada i la resposta impulsional del filtre.

1.3 Espectre Creuat

L’espectre creuat constitueix la transformada de Fourier de la correlacié creuada en el cas de processos
estacionaris,

—+oo
ny(f) = ]F[Txy(’rﬂ = / Txy(’l') . 6_]27T'deT (140)
— 00
L’espectre creuat ens permet tractar en el domini freqiiencial les funcions de correlacié creuada de processos
a través de sistemes lineals d’una forma molt senzilla. Gracies a les relacions convolutives derivades en
Papartat anterior, podem treballar en el domini freqiiencial amb la resposta H(f) del filtre,

Ryx(f) = H'(f)Rxx(f)
Rxy(f) = H(f)Rxx(f)
Ryy(f) = [H(f)PRxx(f) (1.41)

1.3.1 Propietats de ’Espectre
L’espectre d’'un procés estacionari verifica les segiients propietats,

1. No-Negativitat: I’espectre és una magnitud real no-negativa,
Rxx(f) = 0 (1.42)

2. Poténcia: la integral de ’espectre en tot el marge freqiiencial ens proporciona la poténcia del procés,
+oo
A = [ Rexnas (1.43)
—oo

Per demostrar-ho recorrem a la definicié: en ésser Rx x (f) = Flrxx(7)], tenim rxx (1) = F[Rxx (f)]-
Particularitzant la Transformada Inversa de Fourier en 7 = 0, i sabent que 0% = rx x(0), obtenim
I’expressio desitjada.

3. Simetria Parell: I'espectre d’'un procés real té simetria parell,

Rxx(f) = Rxx(—f) (1.44)

1.4 Espectre de Densitat de Potencia

En el cas de processos estacionaris, 'espectre de densitat de poténcia Sx x (f) associat a un procés X (t)
ens proporciona informacié de com es reparteix la potencia del procés entre les diferents components
freqiiencials. La idea és molt simple: consideri un filtre pas banda ideal centrat a la freqiiencia f. i de
banda Af,

H(f) = H(fA_ff”) (1.45)



Anomenarem aquest filtre filtre d’analisi. La seva funcié és analitzar la poténcia continguda en la banda
[fe—Af/2, fe+Af/2] a partir de la mesura de poténcia del procés a la sortida del filtre: Y'(¢t) = h(t)*X (t),
amb h(t) = F71[H(f)] la resposta impulsional del filtre d’analisi. Si volem que Sxx(f) representi un
espectre de densitat de poténcia, llavors, necessariament, la poténcia del procés Y (¢) ha de provenir
d’integrar la distribucié de densitat en la banda respectiva,

fe+Af/2
o2 = / Sxx(f)df (1.46)
fe—Af/2

La relacié entre 'espectre de densitat de poténcia i la funcié d’auto-correlacié del procés X (t) ve donada
en termes del segilient teorema,

e Teorema de Wiener-Kintchine: 'espectre de densitat de poténcia d’un procés estacionari X ()
s’expressa com,

+oo .
Sxx(f) = F[Txx(T)]:[ TX)((T)-G_]Qﬂ—deT (147)

on rxx(7) és la funcié d’auto-correlacié del procés. Veiem doncs que segons la definicié d’espectre
tenim: Sxx(f) = Rxx(f)

La demostracié del Teorema de Wiener-Kintchine és immediata. Podem expressar la potencia a la sortida
del filtre com,

02 = ryy(0) (1.48)

Segons les propietats de la transformada de Fourier tenim doncs,

+oo
/ Ryy(f)df

— 00

+oo
/ ()P Rxx (f)df

— 00

Tyy (0)

fetAf/2
- /f Rxx(f)df (1.49)

c—Af/2

Es a dir, Rxx compleix precisament la propietat definitoria d’un espectre de densitat de potencia per
qualsevol valor de f. i Af. A més a més, segons les propietats de 'espectre, és real i positiva. En
conseqiiencia podem establir que,

Sxx(f) = Rxx(f) (1.50)

En la mateix linia, podem establir la segiient generalitzacio,

e Espectre de Densitat de Poténcia Creuada: completem I’esquema definit I’espectre de densitat
de poténcia creuada de dos processos estacionaris X (t) 1 Y (¢) com,

Sxy(f) = Rxv(f) (1.51)

de forma que a partir d’ara, podem parlar abreviar espectre de densitat de poténcia (creuada o no)
simplement com espectre.
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Capitol 2

Comunicacions Analogiques

En aquest capitol ens centrem en 'estudi d’aquells sub-sistemes de transmissio i recepcié que sén comuns
tant als sistemes de comunicacions analogics com digitals. En particular, examinarem el processament
del senyal 1til banda base (senyal d’informacié) a través d’una cadena de comunicacions pas banda aix{
com el tractament dels processos aleatoris (soroll) que degraden l’enllag de comunicacions. Ens interessa
especialment el comput de les funcions d’autocorrelacié i espectres de densitat de potencia del senyal til
i del senyal de soroll. Per un tractament més ampli dels sistemes de comunicacions analogiques, existeixen
excellents obres de referéncia [A. Bruce Carlson; ”Communication Systems: an introduction to signals
and noise in electrical communication”] per aquells estudiants que desitjin complementar aquest document
amb altres textos.

2.1 Definicions Generals

El proposit general de tot sistema de comunicacions és transmetre informacié d’'un punt origen (font
d’informacié) a un punt desti, sota un criteri de qualitat.

Un sistema de comunicacions ve definit habitualment per la cadena de comunicacions expressada
en termes de la concatenacié de tres sub-sistemes en l'ordre segiient,

1. Transmissor: és I'element que, a partir del senyal d’informacié x(t) (senyal banda base a entrada
de la cadena de comunicacions), genera un senyal zp(t) a la seva sortida que es propagara a través
d’un medi de transmissié fins el destinatari de la informacié. La funcié del sub-sistema transmissor
és adequar les caracteristiques del senyal xr(t) al medi de transmissié. El processament efectuat pel
transmissor és habitualment necessari perque no necessariament el senyal z(t) és adequat per a ser
injectat directament en el medi: per exemple, el cas en qué z(t) és un senyal pas baix i el medi de
transmissié actua com un filtre pas banda que anulla 2(t). Escrivim l'operacié de transmissié com,

vr(t) = Th()] (2.1)

2. Canal: constitueix el medi fisic de transmissié dels senyals que ens permet transferir informacio
d’origen a desti. A partir d’ara utilitzarem sempre la nomenclatura canal de comunicacions per
referir-nos al medi de transmissié. El canal de comunicacions opera essencialment de forma aleatoria,
fet que fara necessaries les eines matematiques desenvolupades en capitols anteriors. Ens centrarem
basicament en canals modelables de la segiient forma,

y(t) = Cler®)] (2.2)
= he(t) *xr(t) + n(t) (2.3)

on y(t) és la sortida del canal, h.(t) és la resposta impulsional que modela la distorsié introduida pel
canal sobre el senyal transmes xr(t) i n(t) és un senyal aleatori afegit pel canal en el propi procés
de transmissié i que anomenarem soroll de canal. La preséncia del terme additiu n(t) en el senyal
rebut y(¢) ve motivada per la naturalesa dels processos fisics inherents al medi de transmissié, i que
més endavant discutirem.
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3. Receptor: és l'element que a partir del senyal rebut a la sortida del canal de comunicacions ha
de recuperar una versié xp(t) el més acurada possible del senyal d’informacié x(t): zp(t) ~ x(¢),
segons un determinat criteri de qualitat. Escrivim ’operacié de recepcié com,

zp(t) = Ry(t)] (2.4)
on xp(t) representa el senyal entregat pel receptor.

Tot sistema de comunicacions es dissenya sota uns determinats criteris de qualitat. L’objectiu que
s’intenta conseguir és obtenir a la sortida de la cadena de comunicacions un senyal de la forma,

olt) = A-a(t—to) +n(t) (2.5)

on A i tp representen el guany i retard global del sistema i 7(¢) és un terme de soroll sempre present en un
escenari real, i que degrada la qualitat del senyal rebut. Depenent del tipus de senyal, pot ser tolerable
una certa distorsié freqiiencial sobre el senyal rebut de la forma zp(t) = h(t) * 2(t) + n(t) (per exemple
en senyals d’audio), sempre sota uns determinats marges de qualitat, i que modelem amb la resposta
impulsional h(t). Veiem que el cas anterior és un cas particular amb h(t) = \é(t — to).

El criteri de qualitat habitual que utilitzem en comunicacions analogiques és la relacié de potéencia de
senyal a potencia de soroll, o relaci6 senyal soroll (SNR, equivalent a la nomenclatura anglesa Signal-to-
Noise Ratio). Sota el model de comunicacions en (2.5), vindria definida per,

OEalt—to)f] . a03
SNRo = “gmam - - o

on el terme X - z(t — to) representa el senyal 1til o senyal d’interes.
Distingirem els segiients tipus de sistemes de comunicacions,

(2.6)

1. Sistemes de Comunicacions Banda Base: el senyal transmes xr(t) és un senyal banda base.

2. Sistemes de Comunicacions Pas Banda: el senyal transmes xr(t) és un senyal pas banda
generat a partir del senyal d’informacié banda base x(t). Aquest tipus de sistemes els trobem en
radio-comunicacions, on el transmissor ha d’adequar les caracteristiques del senyal al canal de comu-
nicacions, constituit en aquest cas pel sistema conjunt antenna transmissora + medi de propagacio
+ antenna receptora. En aquests sistemes, les antennes transmissores i receptores es modelen com
filtres pas banda. Es a dir, la transmissié i recepcié a través d’una antenna és només eficient en un
marge (banda) de freqiiencies al voltant de la freqiiencia central de Pantena.

2.2 Modulacions

Els conceptes desenvolupats en aquesta seccié seran d’aplicacié tant a sistemes de comunicacié banda base
com pas banda. Definim el segiient concepte,

e Modulacié: l'esquema de modulacié d’un senyal especifica en quina forma es codifica el senyal
d’informacié z(t) en el senyal transmes zp(t): és a dir, defineix lestructura funcional del senyal
transmes independentment de la seva realitzacié fisica (implementacid) i és per tant definicié de la
operaci6 T[-] en 'equacié (2.1). Aquest concepte és extrapolable a comunicacions digitals.

Distingim també una segona classificacié de sistemes de comunicacions que és extrapolable als sistemes
de comunicacions digitals pas banda,

1. Modulacions Lineals: I'tinic tipus de modulacions que considerarem en profunditat. A partir de
la operaci6 T[] efectuada pel transmissor, les modulacions lineals verifiquen la propietat,

T[Oéll'l(t) + O[Q.’ﬂg(t)} = al’]I‘[xl(t)} + OZQT[.’EQ(t)] (27)

per qualsevol parella de valors aj,as 1 per qualsevol parella de senyals x1(t) i 22(t) (entenem ha-
bitualment que verifiquin les restriccions de banda del transmissor). Cal tenir en compte que tot i
que funcionalment un esquema de modulacié sigui lineal, I’electronica dels dispositius amb la que
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es realitza el transmissor pot introduir efectes no-lineals fora del seu marge de funcionament que
aparten el comportament del transmissor de la idealitat. En el disseny i operacié del transmisor
es tenen en compte aquests efectes per garantir que no s’excediran aquests limits de funcionament.
Destaquem que un esquema de modulacié lineal no és necessariament invariant en el temps. Es a
dir, si y(¢) = T[z(¢)], aixd no implica necessariament que y(¢t — to) = T[xz(t — to)]. Els seglients sén
exemples de modulacions lineals,

(a) Doble Banda Lateral (DBL) o Double Side Band (DSB): ve definida per ’expressid,
zp(t) = x(t) - Accos(2mf.t) (2.8)

Ens basarem en aquesta modulacié per desenvolupar gran part de l'estudi dels sistemes de
comunicacions pas banda analogics i digitals que tractarem en els segiients capitols.

(b) Banda Lateral Unica (BLU) o Single Side Band (SSB): aquesta modulacié és aplicable
Unicament a senyals d’informacié z(t) que no continguin components de baixa freqiiencia i ve
expressada per,

or(t) = hsss(t) * (@(t) - A, cos(2m fut)) (2.9)

on hgsp(t) és la resposta impulsional d’un filtre pas banda que selecciona un dels dos 1dbuls
espectrals del senyal DBL generat a la seva entrada.

2. Modulacions No-Lineals: el senyal transmes zp(t) prové de realitzar operacions no-lineals so-
bre el senyal d’informacié z(t). Per tant, no es verifica la propietat (2.7). Un cas especialment
interessant de les modulacions no-lineals el constitueixen les modulacions angulars (PM i FM).
Aquest tipus de modulacions presenta avantatges en comparacié a les modulacions lineals sacrificant
determinades caracteristiques del senyal transmés com per exemple I'amplada de banda ocupada pel
senyal transmes (banda de transmissié). Tot seguit definim breument estructura de les modulacions
angulars. Per aprofondir en el tema recomanem el llibre de referencia citat a 'inici del capitol.

(a) Modulacié de Fase (Phase Modulation o PM): modulacié pas banda definida per,
xr(t) = Accos(2mfot + pax(t)) (2.10)

Observem que el senyal d’informacié z(t) es transmet sobre la fase del senyal portador a
freqiiencia f., on el factor ¢pa constitueix 'index de modulacié de fase.

(b) Modulacié de Freqiiéncia (Frequency Modulation o FM): modulacié pas banda definida per,

t

zr(t) = A.cos (27rfct+27rfA/

— 00

x(T)dT) (2.11)

Observem que el senyal d’informacié x(t) es transmet sobre la freqiiencia del senyal portador, on
el factor da constitueix 'index de modulacié de freqiiéncia: derivant I’argument del cosinus
obtenim una relacié lineal amb el senyal d’informaci6 z(t). La variant comercial d’FM realitza
un pre-filtrat del senyal d’informacié z(t), de forma que en la equacié anterior es substitueix
x(t) per la convolucié hpg(t) * x(t), on hpg(t) és la resposta impulsional del filtre de pre-émfasi
de FM.

Tot i la complexitat de les dues definicions anteriors, aquestes modulacions permeten millorar les
prestacions o qualitat del senyal rebut per una determinada poteéncia en transmissié: diem que
milloren l'eficiencia en potencia respecte altres modulacions. El preu que paguem és un increment
en la banda ocupada pel senyal transmes. Per tant, juguem amb un compromis potencia transmesa
davant banda de transmissié.

Un cas no contemplat en la classificacié anterior el constitueixen les modulacions que incorporen senyals
pilot com per exemple,
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1. Modulacié d’Amplitud o Amplitude Modulation (AM): ve definida per la operacid,
zr(t) = (14+m-x(t)) - Accos(2mf.t) (2.12)

on veiem que transmetem la superposicié (suma) de dos senyals: un terme corresponent al senyal
d’informacié x(t): m - x(t) - A. cos(27 fet), més un terme (pilot) independent d’ell: A, cos(2m f.t).
Veiem com fins i tot en abséncia d’informacié: z(t) = 0, es segueix transmetent senyal: xr(t) =
A, cos(2m fot). Evidentment, una modulacié d’aquest estil és ineficient en la utilitzacié de la poténcia
en transmissié perque n’estem dedicant part a la transmissié del pilot enlloc d’invertir-la en la
component que transporta el senyal d’informacié z(t). L’objectiu d’esquemes de modulacié basats
en pilots és facillitar la tasca del receptor. Compensem la ineficiencia en poténcia en el transmisor
amb la possiblitat de tenir receptors de menor complexitat.

2.3 El Soroll en Radio-Comunicacions

Les radio-comunicacions es veuen degradades per la presencia d’un senyal aleatori superposat al senyal
rebut. Aquest soroll, de naturalesa radio-electrica, esta provocat per 'agitacié termica de les mollecules
del medi de propagacid, aixi com per una contribucié dels mateixos dispositius de recepcio.

El senyal de soroll es modela com un procés estocastic estacionari caracteritzat per la segiient funcié
d’autocorrelacio i espectre de densitat de poténcia,

(1) = 200) = Sunlf) =

Aquest model de senyal proporciona densitat espectral de soroll uniforme en tota la banda, i, en con-
seqiiencia, poténcia de soroll infinita: 02 = r,,(0) = (Ny/2)6(0) = co. Evidentment, aquest model és
unicament una simplificacié 1til del procés fSic real perd que resulta suficientment acurat per ’analisi i
disseny de sistemes de radio-comunicacions. De fet, qualsevol senyal de soroll ”observable” en una situacié
real, ho sera a través dels efectes de filtrat associats al procés d’observacié (per exemple, el filtrat associat
a l’antena amb la que captem el senyal, juntament amb els filtres del receptor). Es a dir, el soroll observat
es pot expressar com,

(2.13)

no(t) = ho(t) * n(t) (2.14)

on ho(t) és la resposta impulsional del filtre que modela el procés d’observacié del senyal. En conseqiiencia,
el soroll observat vindra caracteritzar per una potencia o% que depeén de la banda efectiva del filtre
d’observacio,

+oo
2 = / Sun ()| Ho (/) Pdf

— 00

+oo
| IHo(pkas (215)

A mes a mes, 'amplitud del soroll no(t) (soroll real) es modela estadisticament a partir d’una funcié de
densitat de probabilitat Gaussiana de mitja zero i poténcia (7(23,

1 n2

2.4 Sistemes de Comunicacions Banda Base

Distingim dos tipus de sistemes de comunicacions banda base,

1. Tipus 1: sistemes de comunicacions propiament de banda base. Per exemple: comunicacions a
través de busos d’ordinador o bé sistemes d’emmagetzemament d’informacié.

2. Tipus 2: models de sistemes de comunicacié pas banda. L’analisi i disseny de sistemes de comuni-
cacié pas banda es pot reduir sempre al d’un sistema equivalent banda base.
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2.4.1 Filtres Terminals Optims (FTO)

En un sistema de comunicacions banda base caracteritzat per una resposta freqiiencial del canal He(f)
i soroll n(t) de densitat espectral de potencia Sy, (f) arbitraria, on el senyal de sortida del canal z(t)
s’expressa a partir del senyal transmes xr(t) com z(t) = hq(t) * z7(t) + n(t), ens plantejarem quina ha
d’ésser la resposta freqiiencial Hr(f) i Hg(f) dels filtres en transmissié i recepcid, respectivament, per
maximitzar la relacié6 SNR en recepcid, on els FTO s’apliquen de la segiient forma,

xr(t) = hr(t) = x(t) (2.17)
zr(t) = hgr(t)*2(t) (2.18)

El senyal x(t) constitueix el senyal d’informacié i les respostes impulsionals hr(t) i hr(t) son les correspo-
nents a les respostes freqiiencials Hy(t) i Hg(f) mencionades anteriorment. El senyal z(t) constitueix
el senyal rebut a ’extrem final de la cadena de comunicacions. Caldra tenir en compte que la SNR en
recepcio depeén no dnicament de la resposta freqiiencial normalitzada dels filtres siné també del guany que
presenti el filtre de transmissio: és a dir, podem augmentar arbitrariament la SNR en recepcié simplement
amplificant el senyal transmes (sortida del filtre Hy(f)) per un factor a convenient: Hr o(f) = a- Hr(f).
Evidentment no ens interessa una solucié simplista siné una solucié que impliqui un us eficient de la
poténcia en transmissié. En conseqiiéncia, el criteri d’optimitzacié es pot formular de la segiient forma,

e Criteri: maximitzacié de la SNR en recepcié per a una poténcia transmesa donada, o, equivalent-
ment, maximitzacié de la SNR en recepcié per unitat de poténcia transmesa,

1 S
- .| = 2.19
v - 5 (%) (2.19)
en termes de les respostes Hy(f) i Hg(f). Evidentment, aquest procés d’optimitzacié s’ha de dur a

terme sota la segiient restriccio,

e Restriccié: extrem a extrem, la cadena de comunicacions s’ha de comportar com un canal ideal.
Es a dir, el senyal temporal rebut s’ha d’expressar a partir del senyal d’informacié com I’aplicacié
d’un retard T, i un factor d’amplificacié k (més un terme de soroll ng(t)),

yt) =k -zt —T,) +ngr(t) (2.20)

on entenem que y(t) = zr(t). Per tant, independentment de la naturalesa del soroll ng(t), el senyal
util z(t) es veu distorsionat en freqiiéncia pels filtres de transmissid, canal i recepcié consecutivament.
D’aqui, la restriccié equivalent a (2.20) a nivell de la resposta dels filtres, ve donada per,

Hy(f)H(f)H(f) = k-e 7277 (2.21)

Per resoldre el problema anterior ens cal tnicament expressar totes les poténcies en termes de la
resposta dels filtres i dels espectres de densitat de poteéncia dels senyals implicats. Per tant,

+oo

seo= [ Sxx(lH(DP (2:22)
+oo

Sno= [ Sx(Hr(OHOHa(1)PAS (2.23)
+oo

No = [ Sus(DIHR(PAS (2:24)

Aplicant la restriccié de filtres terminals optims tenim que la poténcia en recepcié esdevé,
+oo ) +oo
Snero = [ Sxx(Dlkee TIRaf = [ Sxx(7)as
= [k|*o% (2.25)
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Per tant, com que la maximitzacié de 7 equival a la minimitzacié de v, tenim,

+o0 +oo
= [ SodpiEOPAF [ Suw(pIHR(RAs (226)

kPox J-oo

En aquest punt podem recorrer a la desigualtat d’Schwarz i escriure,

+oo
VSxx(N)Hr(f) - VS ()| Hr(f

oo 1

2.27
W% 220

v

Aplicant I'equacié de restriccié tenim que |Hp(f)| = |k|/|H(f)Hgr(f)| 1 per tant la desigualtat anterior
esdevé,

oo /Sxx(f

IH)

1
vy >z
Ox

(2.28)

— 00

Veiem que aquesta fita inferior de v~! queda expressada de forma independent de la resposta dels filtres
Hp(f) i Hg(f). Com veurem tot seguit, aquesta fita és assolible: existeix una parella de filtres pels quals
la desigualtat anterior es verifica amb igualtat. Segons les propietats de la desigualtat d’Schwarz, aquest
fet es donara tinicament quan els integrands en (2.26) es troben en una relacié de proporcionalitat. Per
tant, podem escriure que,

Sxx(NHrrro(f)I? = Svn(f)Hrrro(f)? (2.29)

en totes aquelles freqiiencies on Sx x (f) # 0. En aquesta equacié ens apareixen dues incognites. Combinant-
la amb ’equacié de restriccié, podem aillar les respostes de tots dos filtres i arribem a,

k| Snn(f)
H 2 _ 2.30
Hrxrol = (A Sxx () (230

Kl [Sxx(f)
H 2 | 2.31
ol = TG San () 230

Finalment, de (2.28), obtenim el factor  associat als FTO,
VS

IFTO = UX/ ‘/ XX f)‘ (2.32)

Podem extreure les segiients conclusions de I’equacié anterior,

1. la relacié ypro és independent de la potencia 0% del senyal d’informacié. Aquesta propietat resulta
facil de demostrar passant el factor 0% del numerador de ypro a Uinterior de la integral. D’aquesta
forma,

-1

2
. ‘ + \/SXX,norm(f)SNN(f)df (233)

RO = [H(f)]

— 00

on considerem un espectre de densitat de poténcia del senyal normalitzat a poténcia unitaria,

SXX,norm(f) = 0_13( : SXX(f) (234)

on resulta immediat verificar que ’area subtinguda per aquest espectre és la unitat.

2. la relacié ypro resulta ser sensible tant a la forma de la densitat espectral de potencia de soroll
a través del factor Sy, (f), com al valor absolut de la seva area (poténcia de soroll), atés que, a
diferencia del senyal, no és normalitzable per cap altre factor depenent del soroll.
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2.5 Sistemes de Comunicacions Pas Banda

En aquesta seccié examinarem ja el format habitual en que es transmet la informacié en els sistemes de
radio-comunicacions. Veurem un primer analisi del senyal de comunicacions pas banda, el qual refinarem
posteriorment mitjancant el concepte de senyal equivalent pas baix, expressat com un senyal complexe
(amb part real i part imaginaria). Veurem com el fet de basar la descripcié d’aquest tipus de senyals
en termes de senyals complexes ens facillita les operacions matematiques i ens proporciona una intuicié
valuosa sobre la naturalesa del senyal pas banda.

2.5.1 El senyal de comunicacions pas banda

Per introduir la forma definitiva del senyal de comunicacions procedirem en diversos passos, analitzant
tant a nivell temporal com freqiiencial la forma en que realitzem la transposicié freqiiencial del senyal (o
senyals) d’informacié per construir el senyal transmes zr(t) i la recuperacié del mateix (o mateixos) en el
receptor.

Esquema numero 1: transmissié

En tots els casos, proporcionarem la versié temporal del senyal a ’esquerra de les equacions i la seva
corresponent freqiiencial (Transformada de Fourier del senyal temporal) a la banda dreta. Partim doncs
d’un senyal z(t) amb Transformada de Fourier X(f), que suposarem de banda limitada a |f| < By, i
generem el segiient senyal transmes zr(t),

1 1
wr(t) = 2(t) - cos(2nfut) & Xu(f) = ZX(f = f)+ 5X( ~ 1) (235)
Veiem doncs que la multiplicacié (modulacid) pel senyal portador cos(2wf.t) ens genera dos 1obuls
freqiiencials, un centrat a freqiiéncies positives: X7 (f) = $X(f — f.), més un altre centrat a freqiiencies

negatives: X, (f) = %X(f + f.). La banda que ocupa el senyal pas banda zr(t) equival, per definicié, a

la ocupada per qualsevol dels dos 1obuls, X5 (f) o X7 (f), i s’anomena banda de transmissié amb la
notacié Br. En el nostre cas, By = 2B,.

Limits sobre f.: si representem graficament els dos components espectrals X7 (f) i X7 (f) del senyal
modulat, i considerem que el senyal original x(¢) esta limitat en banda: X(f) = 0,|f| > B,, llavors cal
que es verifiqui que f. > B, per evitar que totes dues components X (f) i X; (f) es superposin en algun
punt. Com veurem en la part de recepcid, aquesta condicié és basica per garantir la recuperacié del senyal
original x(¢) a partir del senyal modulat.

e Una interpretacié intuitiva: el senyal pas baix z(t), de variacié lenta, es multiplica per un senyal portador
cos(27 f.t) de variacions molt més rapides perd d’amplitud constant. El senyal producte, o senyal transmes
zr(t), incorpora la informacié de z(t) com variacions de amplitud originalment constant de la portadora
cos(2m fct). Considerem els dos exemples segiients,

1. Exemple 1: el senyal d’'informacié és sempre positiu: x(t) > 0. Veiem com en aquest cas podem
interpretar z(¢) directament com l’amplitud variant en el temps d’un senyal cosinus. Fixem-nos també
en que els zeros del senyal transmes (instants de temps on s’anulla z7(t)) coincideixen amb els zeros
del senyal portador: és a dir, la multiplicacié per x(t) no modifica la posicié dels zeros i la informacié
z(t) viatja unicament en amplitud.

2. Exemple 2: el senyal d’informacié z(¢) pot prendre qualsevol valor, tant positiu com negatiu com
zero. En aquest cas no modifiquem tnicament I’amplitud del senyal portador, siné també la seva fase,

zr(t) = x(t) - cos(2mfet) (2.36)
= |z(t)] - cos(2m fet + 7 - sgn[z(t)]) (2.37)

Aquest constituira el cas general.

17



Esquema nimero 1: recepcid

En la part de recepcid, ens caldra recuperar el senyal d’informacié pas baix x(t) a partir del senyal transmes
pas banda z7(t). Efectuem doncs la segiient operacid,

A0) = or(t) - cos2mfit) & Z(F) = 5Xa(f ~ fo)+ 50 (f + fo) (23%)

que és precisament la mateixa operacié que haviem realitzat en transmissié !. Ara substituim en ’equacié
anterior 'equacié (2.35) on apareix z(t) i arribem a,

2(t) = a(t) - cos? (2 f.t)

= oy LEOCTRIO g = Ly x a1 ix(ren) @39

on hem utilitzat l'identitat trigonometrica del cosinus de l’angle doble. El senyal z(¢) conté ara dos
components superposats,

1. component banda base: el component,

1 1
zpb(t) = ix(t) & Zw(f) = §X(f) (2.40)
que constitueix el component 1til que intentarem extreure de z(t).

2. component pas banda: el component,

onlt) = () cos@r(2f)) & Zy(f) = gX(F ~2f)+ (X(F+2f)  (241)

que constitueix el component no desitjat constituit per dues repliques freqiiencials de z(t) centrades
a +2f, que intentarem eliminar.

Com realitzem doncs la recuperacié del senyal d’informacié ?: si examinem ’aspecte de Z(f), ens caldra
Unicament seleccionar la replica central Zy,(f) amb una simple operacié de filtrat. Suposem doncs un
filtre de resposta impulsional h(t) i resposta freqiiencial H(f) que sigui uniforme en la banda ocupada
per X(f) (per exemple H(f) =1) inul (H(f) = 0) en totes aquelles freqiiéncies ocupades pel senyal no
desitjat Z,,(f): H(f) =1I(f/2B,). Llavors,

20)+hlt) = galt) & Z(DH(S) = ZX () (2.42)
i haurem recuperat el senyal original excepte per un factor d’escala 1/2 irrellevant. Veiem doncs que util-
itzant un filtre de recepci6 ajustat a la banda del senyal z:(t) (que suposem de banda limitada a |f| < By),
podem recuperar el senyal original. A nivell tedric considerem H(f) = II(f/2B;), tot i que en un esquema
real es treballara amb filtres de banda de transicio relaxada per garantir la seva realitzacio fisica amb una
complexitat tecnologica raonable. Sota aquestes condicions, tindrem estrictament que f. > B;. A la
practica, en radio-comunicacions i si no existeixen senyals en bandes veines, tenim que f. >> B,.

e Una interpretacié intuitiva: una forma més intuitiva de veure el procés consisteix en examinar la segiient
expressié de z(t),

2pb (1) Zpb (t)
) 1 1
2(t) = z(t) - cos™ (2w fet) zix(t) + gat(t) cos(2m(2f.)t) (2.43)

on gracies a que la multiplicacié de xr(t) per cos(2w f.t) realitzada en el receptor introdueix el terme cosinus
quadrat, i gracies a que el cosinus quadrat es descompon en una component (offset) de continua, 1/2, més
un terme de mitja zero (to pur a freqiiéncia 2f.), cos(2m(2f.)t), podem efectuar una operacié de promitjat
temporal (filtre pas baix H(f)), que fara que les oscillacions positives i negatives induides en z,,(t) pel
factor cosinus a 2f. (molt més rapides que les del senyal x(t)) quedin eliminades a la sortida del filtre H(f),
mentre que les Uniques oscillacions que sobreviuen a aquesta operacié de promitjat temporal del filtre sén
les associades a la variacié temporal propia de z(t), molt més lenta que la del terme cancellat.

18



Esquema nimero 1: recepcidé en preséncia d’error de fase

En aquest apartat considerem que tant l'oscillador local del transmissor com el del receptor no estan
sincronitzats en fase. Aquesta situacié és I’habitual ateés que en radio-comunicacions tots dos oscilladors
es troben en ubicacions geografiques diferents. Deixem per l'estudiant ’analisi del problema en preséncia
també d’error de freqiiencia. Per tant, el senyal transmes ve modelat per,

er(t) = 2(t) - cos@mfut +6) o Xo(f) = %eﬂ'@X(f . %e‘jeX(f YR (244

on # modela un desfasament arbitrari en el transmissor. La primera etapa de recepcid efectua la segiient
operacio,

t) = wrlt) cos(2nfit +0) & () = eI Xn(f ~ f) + e O Xe(f ) (249)

on ¢ modela un desfasament arbitrari en el receptor. Seguint el mateix procediment que en ’apartat 2.5.1,
expressem z(t) en termes de x(t),

2(t) = x(t) cos(27m fet + 0) cos(2m fot + @)
2 cos(0—¢)

(). cos(2m(2f.)t + 9; @) + cos(0 — @) o 2(f) = i (ej(97¢) R e’j(e’d’)) X() + (2.46)

1 .. 1 .
+1€+](9+¢)X(f —2f.) + Ze—y(9+¢)X(f +2f.)
on, després d’aplicar el filtre H(f) per eliminar les repliques a freqiiencia doble, ens queda,

h(t) = 2(1) = g cos(0 — 6) -2(t) & Z(FVH(F) = 5 cos(t— 9) - X(f) (2.47)

Veiem doncs que 'inica diferéncia respecte el cas anterior es troba en el factor cos(6 — ¢) (cosinus del
desfasament entre I'oscillador local de transmissié i Poscillador local de recepcid) que afecta I'amplitud
del senyal recuperat. En funcié del valor del desfasament podem distingir una série de casos,

1. oscillladors coherents: sincronitzats en fase,
1
0—¢d=0— h(t)*=z2(t) = 596(75) (2.48)
El senyal es recupera amb maxima potencia. Els oscilladors també poden quedar en contrafase,
1
0—¢p=m— h(t)*z(t) = fix(t) (2.49)
i la potencia del senyal recuperat també seria maxima.
2. oscilladors en quadratura: en aquest cas,
0—¢==x1/2—>h(t)*x2(t)=0 (2.50)
i no resulta possible la recuperacié del senyal.

3. oscilladors no coherents: la resta de casos. El senyal es rep pero amb potencia disminuida.

Esquema ndmero 2: transmissié i recepcio

Com hem vist, el desfasament entre oscilladors local de transmissio i recepcié pot dur a una perdua de
potencia. Passem a veure una segona possibilitat de transmissié de senyals pas banda on utilitzarem les
propietats derivades anteriorment. Definim el segiient senyal,

zp(t) = xr(t) cos(2mfet) — xg(t) sin(2n fet) (2.51)
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on els senyals z;(t) 1 g(t) reben el nom de senyals component en fase i en quadratura del senyal
pas banda z7(t), respectivament. Suposarem també que z(t) i zg(t), sén senyals de banda limitada.
Utilitzant les propietats anteriors, podem veure com sera possible recuperar simultaniament tant xj(t)
com zg(t) en recepcid. Utilitzarem les segiients propietat demostrada en el procés de transmissié/recepcio,

h(t) * (a(t) - cos(2m fot + 0) - cos(2m fet + @) = % cos(f — @) - a(t) (2.52)

i derivem els segiients casos particulars d’interes,

1. Cas A (Productes creuats): les fases respectives verifiquen (0 = 0,¢ = —7/2) o bé (0 =
—7/2,¢ = 0). En aquests dos casos, utilitzant la propietat trigonometrica cos( — 7/2) = sin(f),
tenim,

h(t) * (a(t) - cos(2m fet) - sin(2mft)) = O (2.53)
h(t) * (a(t) - sin(2w fot) - cos(2m fet)) = O .54)

en ésser cos(f — @) = cos(m/2) =0 o bé cos(d — ¢) = cos(—n/2) = 0.

2. Cas B (Productes no creuats): les fases respectives verifiquen (§ = ¢ = 0) o bé (6 = ¢ = —7/2).
En aquests dos casos, § — ¢ = 0 i per tant,

h(t) * (a(t) - cos(2mfot) - cos(2n ft)) = =a(t) (2.55)

h(t) * (a(t) - sin(2n f.t) - sin(2w fet)) = —a(t) (2.56)
Aquests casos particular ens proporcionen un metode per recuperar tots dos senyals z7(t) i z¢(t). Aplicant
les propietats del cas A i B, podem veure com,
1. Recuperacié de zy(t): efectuem la segiient operacid,
h(t) * (zp(t) - cos(2m fet)) = h(t)

I
= h(t) * (x7(t) - cos(2m fot) - cos(2m fet)) —
h(t) % (zq(t) - sin(2m fet) - cos(2m fet))

_ Low-o (2.57)
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2. Recuperacié de x¢(t): efectuem la segiient operacio,

h(t) * (xr(t) - (—sin@nfct))) = h(t)* ((xr(t) cos(2mfet) — zo(t) sin(2m fet)) - — sin(2m fet)))
—h(t) * (z7(t) - cos(2m fet) - sin(2m fot)) +
+  h(t) * (zo(t) - sin(2nm fet) - sin(27 fot))

1

= 0+ uq(l) (2.58)

Veiem com, de forma dual a la combinacié de la branca I i de la branca @) efectuada pel transmissor, el
receptor utilitza dues branques per separar tots dos senyals, sense que cap d’elles interfereixi en la sortida
de Daltre.

e Una interpretacié intuitiva: sense realitzar cap tipus de calcul, podem verificar de forma immediata
que els senyals z7(t) i g (t) es poden recuperar tots dos a partir de z7(¢). L’eina que utilitzarem sera el
Teorema del Mostratge: anomenem T, = 1/ f. el periode del to portador i prenem un periode de mostratge
Ts = T./4. Per tant, avaluem z7(t) en miltiples d’aquest periode,

zr(nTs) = xz1(nTs)cos(2m fenTs) — xq(nTs) sin(2n fenTy) (2.59)
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en ésser f.T. = 1, podem escriure,
zr(nTs) = xz1(nTs)cos(mn/2) — xq(nTs)sin(mn/2) (2.60)

Els factors cos(mn/2) i sin(mn/2) van prenent alternativament el valor zero, per n senar i parell, respectiva-
ment. D’aqui podem veure com el senyal mostrejat zr[n] = z7(nTs) va prenent successivament els segiients
valors,

. ,xT[O],LET[l},.Z‘T[Q],QZT[3],.TT[4L.Z‘T[5], R ,LE](O),—JJQ(TS), —xI(QTS),.TQ(3TS),.T1(4T5), —xQ(5Ts), cee

Per tant, a partir de les mostres parells de z7[n] podem recuperar el senyal z;(t) mostrejat a Ty = 27T (fent
una correccié de signe en les mostres que toqui) i de les mostres senars podem recuperar el senyal x;(¢)
mostrejat a T, = 27T (fent una correccié de signe en les mostres que toqui). Tenim doncs,

zr2k] = (=1)* -2 (k(2Ty)) (2.61)
er2k+1] = (1) 2o (k(2T3) + T) (2.62)

Si aquest periode de mostratge verifica el criteri de Nyquist: 1/T; > 2B, on B, és 'amplada de banda dels
senyals en fase i quadratura, llavors podem recuperar z7(t) i z(t) a partir de les seves mostres de la forma
exposada. Aquesta condicié es tradueix en 1/T, = 1/2T, = 2/T. > 2B, la qual efectivament condueix a la
condicié habitual f. = 1/T. > B, sobre la freqiiencia portadora.

Esquema nimero 2: interpretacié modul i fase

Hem vist com en radio-comunicacions la freqiiencia portadora f. és sempre molt més gran que ’amplada
de banda B, del senyal d’informacié. Aixo ens porta a pensar si podem expressar el senyal transmes de
I'esquema 2 en termes de variacions de 'amplitud i fase del senyal portador. Es a dir, anem a veure si
podem trobar una amplitud A(¢) i una fase 1 (t) tals que sigui possible la segiient equivaléncia,

xr(t) cos(2mfet) — xq(t) sin(2mfet) =  A(t)-cos2mfet +4(t)) , A(t) >0 (2.63)
Podem desenvolupar el terme de la dreta utilitzant 1’identitat del cosinus de la suma com,
A(t) - cos(2mfet +p(t)) =  A(t) - cos(ip(t)) - cos(2mfot) — A(t) - sin(y(t)) - sin(2w fet)  (2.64)
De manera que 'equivaliicia amb z;(t) i z¢(t) és immediata,

A(t) - cos(y(t)) = xr(t) (2.65)
Aty -sin((t) = q(t) (2.66)

d’on podem arribar a la seglient equivaléncia,

Alt) = +y/xF(t) +aj(t) (2.67)

tan(yp(t)) = zQ(t)/x1(t) (2.68)
Evidentment, en la representacié polar (modul i fase) del senyal pas banda,
xr(t) = A(t)-cos@mft+¢(t) , A(t)>0 (2.69)

podem introduir la informacié directament en amplitud A(¢) i fase 1(t), enlloc de fer-ho en els components
de fase i quadratura x7(t) i zg(t). Alguns sistemes de comunicacions es basen en aquesta representacio,
com per exemple la radio FM comercial. En la representacié polar (2.69), els termes A(t) i ¢(¢) varien

lentament en relacié a la freqiiencia portadora. La informacié de 1 (t) viatja en els creuaments per zero
de z7(t).
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2.5.2 El senyal equivalent pas baix

Els calculs realitzats en la seccié anterior utilitzant propietats trigonometriques resulten en general bastant
farragosos. Veurem com la utilitzacié de senyals complexes ens permet simplificar molt aquests calculs.
Ens definim el senyal equivalent pas baix b, (t) d'un senyal pas banda z(t) com,

ba(t) = wi(t)+ jua(t) (2.70)
A(t) - (cos(@(1)) + Fsin((1)))

= A(t) - exp (j¥(t))
on aquest és un senyal complexe, amb parts real i imaginaria els components en fase i en quadratura,

respectivament. Resulta immediat verificar que es compleix la seglient relacié entre els senyals pas banda
i equivalent pas baix,

Re [by(t) - e/2™/e!] (2.71)
— Re [ A()ed ) ejzwfct}
= A(t) - cos(2m fot + ()

xT(t)

En funcié de la relacié anterior, el senyal z(t) també el podem expressar com,
zr(t) = Re[by(t)- ej%fct]

1 , 1 )
= Sha(t)- ef?mlet 4 Sba(t)- e fet (2.72)

on veiem que el senyal b, (t) es modula a la freqliencia + f., mentre que el seu conjugat b (t) es modula a
la freqiiencia — f..
En general, tenim,

az(t) = by(t)-el?fet (2.73)
= wr(t) + jha(t) (2.74)

on a,(t) (complexe) es coneix com senyal analitic, de part real i imaginaria el senyal pas banda zp(t) 1
el senyal h,(t), respectivament. Aquest dltim rep el nom de Transformada de Hilbert del senyal 21 (t),
que representem amb la notacié h,(t) = Hlzr(t)]. La transformada de Hilbert té certa utilitat en alguns
plantejaments, perod no es tractara en aquest document. Per un tractament més ampli de la Transformada
de Hilbert es poden consultar la referéncia indicada a l'inici del capitol.

A nivell freqiiencial, si suposem els senyals z(t) i xg(t) d’energia finita (la seva Transformada de
Fourier existeix) resulta facil veure que,

Aw(f) = Bac(f_fc) (275)

el senyal analitic només té components no nulles en la part positiva de I’espectre.

Hem vist fins ara com generar el senyal pas banda x(t) a partir dels seus components z(t) i zg(t).
La tasca del receptor sera realitzar el procés invers. Presentarem de moment el procediment en absencia
de soroll a I’entrada del receptor. Tot i que podfiem arribar al mateix resultat treballant amb nombres
reals, podem veure tot seguit com 1'is d’expressions complexes ens estalvia operacions. Multiplicant per
I’exponencial complexe a menys la portadora tenim que,

xp(t) - e I¥ It = §bx(t) + ib;(t) eI (2ot (2.76)
on tenim ara el senyal d’interés b, (t) centrat a banda base, mentre que b,(t) ens queda centrat a —2f,.

Mitjancant un filtre pas baix H(f) podem eliminar el component a freqiiencia doble, de forma que,

(zp(t) - e 92ty x h(t) = %bz(t) (2.77)

Hem recuperat doncs el senyal equivalent pas baix original, escalat pel factor 1/2.
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2.5.3 Espectre de Densitat de Potencia en Transmissié

En aquesta seccié avaluem l’espectre de densitat de poténcia en transmissié per un sistema de comu-
nicacions analogiques pas banda, en funcié dels espectres respectius dels seus senyals component fase i
quadratura. La demostracio és ellaborada pero ens permet arribar a un resultat molt compacte en termes
de lespectre de densitat de potencia del senyal equivalent pas baix i que reflexa algunes simetries interes-
sants a nivell espectral. Més endavant utilitzarem les equacions obtingudes per caracteritzar els espectres
de densitat de poténcia en la cadena de transmissié i les relacions senyal a soroll associades. Partim doncs
de la funcié d’autocorrelacié del senyal transmes, definida per,

Topar (67) = Elzp()ar(t + 7)] (2.78)

on hem prescindit del conjugat en tractar-se d’un senyal real. Suposem que els senyals component fase
i quadratura sén processos estacionaris definits per les segilients funcions d’autocorrelacié i correlacié
creuada,

Tora, (T) = Elzr(®)xr(t+ 7)) (2.79)
Tereo(T) = Elzr(t)zg(t+ 7)) (2.80)
Tegeo(T) = Elzg(t)zq(t+1)] (2.81)

Desenvolupant la funcié d’autocorrelacié del senyal transmes (utilitzem la propietat Re[a]Re[b] = 2Re[ab]+
Re[a*b]) arribem a,

Faorar(67) = B [Rebu (1)’ ]" - Refb (¢ + 7)e/27/-(+7)] (2.82)

1 . 1 .
E [ngg ()b (t + T)e]2ﬂfC(2t+T):| +E [Qb; (t)by(t + T)eﬂTrfCT:| (2.83)

D’on, en afectar els operadors esperanga unicament als senyals aleatoris,

re(T) ro(tT)

1 , 1 .
Pagar(B7) = SRelrp, (1)e*7] + SRefrygy, (r)e*m /7)) (2.84)

on hem identificat el component estacionari rg(7) i el component ciclo-estacionari r¢(¢;7) (degut a l’a-
paricié de la dependencia periodica induida per la presencia del factor exponencial complexe en la variable
t). Podem identificar per separat les segiients funcions de correlacio,

1. Autocorrelacié de b, (t): desenvolupada en funcié de les correlacions entre els components fase i
quadratura, tenim,

Toob, (T) = E[brL(t)by(t + 7)] (2.85)

= Tzrz; (T) + Tzgzq (T) + j(T:vﬂQ (T) —Tzgx; (T)) (2-86)

. o . . o
on, segons les propietats de simetria de les correlacions creuades, tenim que 74,4, (7) = 75, o (—7),
i en tractar-se d'un senyal real, ry,2, (T) = Tzoe, (—7). Per tant, la diferencia ry, ., (7) = T2ge, (T7) =

Tereo(T) = Torzo (—7) és un senyal de simetria senar.

2. Correlacié creuada entre b (¢) i b,(t): desenvolupada en funcié de les correlacions entre els
components fase i quadratura, tenim,

Tozb, (T) = E[ba(t)be(t +7)] (2.87)
= Tzra; (T) —Trqzg (T) =+ j(TOBNCQ (T) + Tzox; (T)) (288)

on, seguint identic raonament que abans, la part imaginaria presenta simetria parell en ser 74,4, (m)+
Teowr (T) = Taroo (T) + 72100 (—7). Veiem que aquesta correlacié creuada és la que afecta directament
a la component ciclo-estacionaria de la correlacié. L’inic cas en que s’anulla és quan es verifiquen
simultaniament les segiients dues igualtats,

Terxy (T) = Tzgzqg (T) , Tzrzg (T) = _Tzle(_T) (289)

23



o el seu equivalent en el domini freqiiencial,
Szrrz (f) = SchrQ (f) ) Szsz (f) = *Szrrg(*f) (2'90)

Es a dir, components fase i quadratura d’identica autocorrelacié i amb correlacié creuada de simetria
senar.

Tot i que la funcié d’autocorrelacié r,,...(t;7) pot contenir un terme ciclo-estacionari no nul de no
verificar-se la condicié examinada anteriorment, habitualment estem interessats en el valor promig (sobre
un periode de la freqiiencia portadora) d’aquesta autocorrelacié. Definim per tant 1’autocorrelacié
promig de zr(t),

Topor(T) = %/0 Topay (t;7)dt (2.91)
= %Re[rbmbaD (T)ejZ’chT)] (2.92)
= rg(1) (2.93)

en anullar-se el component ciclo-estacionari r¢(¢;7) (de mitja zero). En termes de les correlacions reals
dels components de fase i quadratura, podem considerar els segiients dos casos de ’equacié (2.92),

1. Cas general de 7,,..,.(7):

Trrzg (T) —Tzrzg (_T>
2

_ Tay2:(T) + Topao (T)
TxT:cT(T) = = ) 9 e Q( 'COS(27TfCT) —

-sin(2w for) (2.94)

2. Cas d’interes de T, (7): en aquest cas, segons les condicions (2.89) que anullen el terme ciclo-
estacionari r¢(t;7) de l'autocorrelacid, els senyals de fase i quadratura tenen la mateixa funcié
d’autocorrelacié: 74,4, (T) = Tzqaq(T), 1 la seva correlacié crenada té simetria senar: ., (7) =
~Tzreq(—T). Substituint en (2.94), el cas general es simplifica per donar,

Torer(T) = Topa, (T) - COS(2TfeT) = Tuyaq (T) - sin(27 foT) (2.95)

on el cas 7,4, (7) = 0 (senyals en fase i en quadratura incorrelats) constitueix un cas de particular
interes que ens déna Tpppp (T) = 74,2, (7) - cos(2m fo7). Remarquem que en lexpressié anterior no
apareix r,., (7) 7 0, pero hi és present implicitament en ser 7;,.,(7) = rzgaq (7).

Reprenem D’analisi del cas general utilitzant la correlacié complexe de b, (t): aplicant la propietat Re[z] =
(z+ 2%)/2 a (2.92), podem escriure,

1 . 1 .
Torar(T) = JTbab, (r)ed?mIeT 4 17beb (r)eI2mder (2.96)
Efectuant la Transformada de Fourier de ’expressié anterior podem escriure la relacié entre els espectres
de densitat de poteéncia promig del senyal pas banda i del senyal equivalent pas baix,

_ 1 1
S:vaT (f) = Zsbwbw (f - fc) + isl;kzbw(_y)‘yzf+fc
= 150 )+ (St (T~ o)
= 1S~ )+ S (1) (2.97)

on en I"iltim pas apliquem que els espectres de densitat de poténcia sén sempre reals (i no negatius). Cal
tenir en compte en aquesta expressié que en ser b, (t) un senyal aleatori (estacionari) complexe de correlacié
arbitraria, no manté les propietats de simetria manifestades pels espectres de densitat de potencia de
senyals aleatoris reals. Per tant, caldra considerar per separat els dos segiients casos on utilitzarem les
expressions anteriors obtingudes per 7 3 (7) en funcié de les correlacions dels seus components de fase i
quadratura,
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1. Cas General: en aquest cas, aplicant Transformada de Fourier a ’equaci6 (2.86), tenim,

Sbwbw (f) = S:vzxz (f) + SmeQ (f) + j(SwIzQ (f) - szwQ (_f>) (2-98)

on el terme Sy, 4, (f) no és necessariament real (examinem el cas d’'interes).

2. Cas d’interes: en aquest cas tenim que la correlacioé creuada té simetria senar i per tant I'espectre
creuat corresponent verifica Si,z,, (f) = jS1q(f) amb Sro(f) real i senar: Sio(f) = —Srq(—f), a
partir de les propietats de simetria de transformada de Fourier. Per tant,

So,p. (f) = 20502, (f) = S1(/)) (2.99)

d’on també comprovem com S5, (f) = S; , (f) és real. Per tant, I'espectre de densitat de potencia
del senyal transmes ve donat per la segiient expressio, on identifiquem els components situats en les
bandes de freqiiencies positives, S7(f), i de freqiiencies negatives, Sy (f),

SE() Sr(f)
Serer(F) =350, (f 1) + 1S (<1 — o) (2.100)
on es verifica,
SE) = 5(Serer(f ~ )~ Stalf — £.) (2.101)
S() = 3Sern (-~ 1) = Sta(-f ~ o)) = 5(Suras (T + £ + St + 1)) (2.102)

aplicant les propietats de simetria dels espectres Sy, ., (f) i Sro(f). Per tant, podem fer el calcul
invers,

(a) Comput de .., (f):

Sz (f) = Seque (f) = Sp(f = fe) + S3.(f + fe) (2.103)

(b) Comput de Sig(f):
S1Q(f) = S7.(f = fo) = SH(f + fo) (2.104)
Si a més a més tenim que S;g(f) = 0 (components de fase i quadratura incorrelats), llavors

Shob, () = 252,42, (f) és real i té simetria parell. Per tant,

SE() S7(f)

Sarar(f) :isbxbm(f — fe) + ibebx (f+fe) (2.105)

Tot i que (2.100) representa el cas general, ens trobarem habitualment (sobretot quan efectuem els
analisis de poteéncia de soroll en recepcid) en el cas de I'equacié (2.105).

El procediment invers aplicat en la segiient secci6 2.6 a la cadena de recepcid ens permetra obtenir els
components pas baix de l'espectre de densitat de potencia a partir dels components pas banda S}'( i

St (f)-

2.6 El Soroll Pas Banda

En aquesta seccié analitzarem el soroll present en diferents punts de la cadena de comunicacions pas banda,
utilitzant les relacions matematiques de la seccié anterior referides al comput d’espectres de densitat de
potencia de senyals aleatoris pas banda.
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2.6.1 Espectre de Densitat de Potencia en Recepcié

L’espectre de densitat de potencia del soroll en el punt de recepcié, a la sortida del filtre Hg(f), ve donat
per,

+o0
Swna($) = [ S DIHR(DPAS (2.100)

—00

Les simetries que presenta aquest espectre respecte a la freqiiencia portadora venen determinades per la
forma de lespectre del soroll de canal i per la forma de la resposta freqiiencial de Hr(f). Habitualment

considerarem S, (f) = No/2,1 Hr(f) =11 (fg—j{cc) +1II (fE—TfC)

El soroll en el punt de recepcid, ng(t), és també un senyal pas banda. Els components de soroll a la
sortida del desmodulador de quadratura, i, (t) en el canal de fase i ¢,,(¢) en el canal de quadratura sén els
components del senyal equivalent pas baix de ng(t), que anomenarem b, (t),

bu(t) = in(t) +jgu(t) (2.107)
En conseqiiéncia, ens permeten reconstruir el soroll en el punt de recepcid, nr(t), de la forma habitual,

ng(t) = Rel[by(t)- /™ (2.108)
in(t) cos(2m fet) — qn(t) sin(27 fet) (2.109)

En el segiient apartat, caracteritzarem estadisticament els components de soroll i, (¢) i g, (t).

2.6.2 Espectre de Densitat de Potencia de Soroll en Banda Base

Un senzill raonament ens permetra avaluar, utilitzant resultats previament obtinguts, els espectres de
densitat de potencia i de poténcia creuada associats als components de soroll en banda base a la sortida
del receptor, i, (t) i g, (), sense haver de repetir els llargs desenvolupaments anteriors realitzats pel calculs
dels espectres de densitat de poténcia en transmissié. Destaquem la segiient cadena de raonaments,

1. El soroll ng(t) en el punt de recepcid és estacionari en haver-se obtingut a partir d’una operacié de
filtrat amb Hg(f) a partir del soroll de canal n(t) (estacionari).

2. El desmodulador de quadratura permet recuperar els components de fase i quadratura, i, (t) i ¢, (t),
respectivament, del soroll pas banda ng(t): després de multiplicar per l'oscillador local (branca de
fase o quadratura), la inica component ciclo-estacionaria és la associada a les freqiiéncies +2f,,
que queden eliminades pel filtre pas baix de sortida. En conseqiiéncia, b,(t) = i,(t) + jgn(t) és
estacionari.

3. Els components de b, (t): i, (t) i ¢, (t) (estacionaris), permeten reconstruir el soroll pas banda original
ng(t) utilizant un modulador de quadratura: ng(t) = i, (t) cos(2nfet) — qn(t) sin(27 f.t). El soroll
ng(t) haurad de ser estacionari, tot i que la preséncia dels senyals cos(2w f.t) i sin(27f.t) sembli
indicar ciclo-estacionarietat. Recorrent a 1’equacié 2.84, on es poden veure els termes estacionari
i ciclo-estacionari de Pautocorrelacié (fent b, (t) = b, (t)), podem veure que aix0 es verifica sempre
que la relacié 2.90 exposada més endavant es compleixi (fent també b, (¢) = b, (¢)).

4. Per tant, podem aplicar les equacions anteriorment obtingudes en (2.103-2.104) (les quals compro-
varem que verifiquen la condicié 2.90) per avaluar els espectres de densitat de poténcia de 4,(t) i
gn(t), aix{ com el seu espectre creuat.

Utilitzant 'espectre de densitat de poténcia del soroll en recepcid, Sy ,n,(f), podem calcular els
espectres en banda base com,

Siwin(F) = Sppnn(f = fe) + 50 nn (f + fo) (2.110)
Sqnan(f) = Sini, (f) (2.111)
Singn (f) = Sppnn(f = fe) = Sotonn(f + fe) (2.112)
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Verifiquem que es compleix la condicié 2.90 perque Sy, 4, (f) = Si,.i, (f) (per construccid) i,

_S’inqn(_f) = _S;RnR(_f - fc) + S’I’—"L_RTLR<_f + fc)
= =St an(FfHf) + Sppnn(f = fo)
= Sivg.(f) (2.113)

on hem utilitzat que en ser Sy, ,n, (f) = Snpng(—f) (simetria parell en ser ng(t) real), aixo ens implica la
simetria S, . (f) =S} . (—=f).

MRNR MRNR

2.6.3 Relacions Senyal a Soroll

En sistemes de comunicacions pas banda ens definim dues relacions senyal a soroll per caracteritzar la
qualitat del senyal en la cadena de recepcié: la relacié senyal a soroll en els punts de recepcid, (S/N)g, i
de deteccid, (S/N)p.

Relacié Senyal a Soroll en Recepci6

La relacié senyal a soroll en recepcid, (S/N)g, és la que definim a la sortida del filtre pas banda frontal
de recepcié Hg(f),
Sk

(S/N)p = 5 (2.114)

on Sk i Ny representen la poténcia de senyal 1til i de soroll en el punt de recepcié, i Hr(f) representa
el filtre frontal pas banda del receptor: Hr(f) =11 (%) +1I (%) En quines circumstancies és til
aquesta relacié senyal a soroll en un punt intermig de la cadena de recepcié ? Essencialment en el fet
que segons la modulacié utilitzada, la recuperacié del senyal d’informacié pot efectuar-se inicament dins
d’un marge de relacions senyal a soroll a ’entrada del desmodulador banda base. Aquesta especificacié
resulta 1til en algunes modulacions analdgiques de naturalesa no-lineal (modulacions de fase, de freqiiencia
i variacions d’aquestes) aix{ com en modulacions digitals per garantir la operacié de subsistemes com la
recuperacié de portadora o la sincronitzacio.

Relacié Senyal a Soroll en Deteccié

La relacié senyal a soroll en deteccié representa és aquella referida a l'extrem final de la cadena de
comunicacions. En el cas que ens ocupa, aquest punt sén les dues sortides del desmodulador de quadratura
atés que suposem que els compinents z;(t) 1 g (t) sén directament els senyals d’informacié. En un cas més
general es refereix a la sortida del desmodulador, ’arquitectura del qual ja depéen del format de modulacié
utilitzat pel transmissor. Les relacions senyal a soroll a la sortida del desmodulador de quadratura vénen
definides per,

(S/N)p;=5p@/Npgs »  (S/N)pg=>5pq/Npe (2.115)

amb S, i N, les poteéncies de senyal 1util i soroll en els punts indicats pels sub-indexos respectius.
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Capitol 3

Comunicacions Digitals:
Modulacions Lineals

En aquest capitol analitzarem ’estructura de la transmissié i recepcié de senyals a través de sistemes de
comunicacions digitals, on tractarem tinicament el cas de modulacions lineals. Classifiquem primer els
senyals que podem transmetre a través d’aquests sistemes en dos tipus,

1. Fonts Analdgiques: senyals analogics z(t), d’'una amplada de banda maxima. El senyal analogic es
converteix a una seqiiéncia binaria a través d’un procés de conversié analdgica a digital (conversié
A /D) seguit, habitualment, d’un procés de compressié a fi de reduir al maxim el nombre de bits
finalment transmes i sense excessives perdues pel que fa a la reconstruccié en el receptor del senyal
original. La conversié A/D es subdivideix en dues etapes,

(a) Mostratge: es prenen mostres xz[m] del senyal analogic x(t) a una freqiiéncia f; com a minim
superior al doble de amplada de banda B, del senyal (criteri de Nyquist: fs > 2B,), on
z[m] = x(mT), amb T = 1/ f; el periode de mostratge. Aquesta etapa es pot anomenar també
de discretitzacid, atés que convertim un senyal analodgic z(¢) a un senyal discret z[m)].

(b) Quantificacié: codifiquem les mostres xz[m| amb un determinat nombre de bits de quantificacié
bo. En conseqiiéncia, per un marge dinamic |z[m]| < Apax, disposem de 2°@ nivells de quan-
tificaci6 de pas Ag = 2Amax/ 2%e . Evidentment, aquest procés introdueix pérdues irreversibles,
tant menors com més gran sigui bg.

Un exemple tipic el constitueixen els senyals d’audio i video.

2. Fonts Digitals: font de naturalesa propiament digital. Un exemple tipic el constitueixen els fitxers
d’ordinador.

El senyal generat per la font d’informacié acabara codificat en una seqiiencia binaria d’una determinada
longitud a la que ens referirem com missatge. En aquest capitol considerarem, implicitament, que els
missatges estan constituits per una seqiiéncia binaria de longitud infinita i que per tant ens trobem en el
segon dels dos segiients modes de transmissio,

1. Transmissié en mode rafega: el transmissor envia paquets d’informacié contenint un nombre
finit de bits entre periodes d’inactivitat. S’utilitza en entorns on diferents usuaris comparteixen el
mateix medi de transmissié. Per exemple: usuaris mobils accedint a un satellit de comunicacions.

2. Transmissié en mode continuu: el transmissor envia bits ininterrompudament. S’utilitza en
entorns on el transmissor és Iinic usuari del medi de transmissié (per exemple, en aplicacions de
radio-difusié com la televisié per satellit).

Degut a la naturalesa analogica del canal de transmissié, la seqiiencia de bits que injectem en un
transmissor de comunicacions digital, s’ha de convertir en algun punt de la cadena de procés a senyal
analogic. Tal com veurem pel cas de radio-comunicacions, la cadena de comunicacions analogica pas ban-
da estudiada en el capitol anterior, s’utilitza com a suport (o cadena interna) dels senyals de comunicacié
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digital.

Classificarem els sistemes de comunicacions digitals segons,

1. Sistemes de Comunicacions Banda Base: un exemple tipic el constitueixen les comunicacions
en busos d’ordinador o els sistemes d’emmagetzamament (discs durs, CD, DVD, codis de barres,
etc.) on la informacié es transmet com una seqiiéncia de polsos banda base. En aquests casos el
canal de comunicacions ve constituit per un medi material: les pistes del bus d’ordinador o el suport
magnetic de gravacio, en referencia als dos exemples anteriors.

2. Sistemes de Comunicacions Pas Banda: en els quals classifiquem els sistemes de radio-comunicacions
(comunicacions inalambriques). En general, podrem reduir l'estudi dels sistemes de comunicacions
pas banda a un sistema equivalent en banda base. Distingim dos tipus de sistemes de comunicacions
pas banda,

(a) Sistemes de Comunicacions Pas Banda de Banda Estreta: ’amplada de banda dels senyals és
molt més petita que la freqiiencia central del senyal (o freqiiéncia portadora). El cas tipic el
constitueixen les comunicacions radio.

(b) Sistemes de Comunicacions Pas Banda de Banda Ampla: Pamplada de banda dels senyals
és comparable a la seva freqiiencia central. El cas tipic el constitueixen les comunicacions
submarines utilitzant ultrassons. Notem que en aquest cas el medi de transmissié no és 'espai
buit com en comunicacions radio, sino un medi material. En els dltims anys han aparegut
també les anomenades comunicacions Ultra-Wide Band (UWB), en absencia de senyal portador,
basades en la transmissié inalambrica de polsos de molt curta durada.

La caracteristica diferencial basica dels sistemes de comunicacions digitals respecte els analogics la
constitueix el fet de que el transmissor inicament injecta en el canal de comunicacions una seleccié de
tots els senyals possibles (que ocupen una determinada banda de transmissié). De fet, la informacié
digital, considerada com un seqiiencia d’ 1’s i 0’s, la podem considerar com una enumeracié dins del
conjunt de possibles senyals que constitueixen el ”diccionari”de transmissié. Consideri, per exemple, que
volem transmetre missatges limitats en longitud a 4 digits binaris. Aixd ens déna un total de 2* = 16
possibilitats. En conseqiiencia, el diccionari del transmissor, contindra tinicament 16 senyals, que podem
anomenar m;(t), per 1 < i < 16, cadascun associat a un missatge de 4 bits corresponent a la codificacié en
base binaria b(i) = [b(7)b1 (7)b2(7)b3(i)] de I'index i del missatge m;(¢). En aquesta part de I’assignatura
veurem la forma mes comu de construir aquest diccionari de senyals: les modulacions lineals. La tasca del
receptor sera, sense més detalls, determinar quin dels senyals m;(t) del diccionari, i per tant quin missatge,
s’ha transmes realment.

D’identica forma a com vem procedir en la part de comunicacions analogiques, ens caldra definir
parametres que ens permetin evaluar la qualitat d’un sistema de comunicacions digital. Aquesta mesura
es pot definir en termes de la probabilitat de que el receptor s’equivoqui en decidir quina seqiieéncia binaria
ha enviat el transmissor. Cal afinar una mica aquesta definici6, atés que podem treballar amb dues (o
més) definicions,

1. Probabilitat d’Error de Bit: probabilitat de que el receptor s’equivoqui en la decisié del bit by ()
corresponent a la posicié k-éssima de la seqiiéncia binaria b(i) transmesa. Aquesta és la mesura
de qualitat que de fet adoptarem. Com que treballarem en condicions estacionaries i implicitament
considerarem seqiiéncies binaries de longitud infinita, la probabilitat d’error de bit acabara éssent
(habitualment) independent de la posici6 en la seqiiéncia.

2. Probabilitat d’Error de Seqiiéncia: probabilitat de que el receptor s’equivoqui en decidir quin
dels senyals del diccionari de transmissié s’ha transmes realment. Evidentment, en la probabilitat
d’error de seqiiencia esta implicit no equivocar-se en cap dels bits constituents. Es per tant més
restrictiva que la primera opcid, especialment, per seqiiéncies binaries prou llargues.

Les prestacions o criteri de qualitat d’un sistema de comunicacions digital es poden especificar mitjancant
relacions com les corbes de probabilitat d’error de bit p, que ens mesuren la degradacié experimentada pel
sistema de comunicacions digital (global) en funci6 de les prestacions (relacié senyal a soroll o magnituds
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relacionades) del sistema intern de transmissié analogica que actua com a suport. Tot i que aquesta forma
de veure-ho és bastant illustrativa, en realitat, les corbes de probabilitat d’error es representen en termes
d’una magnitud que no és exactament la relacié senyal a soroll que hem vist fins aquests moments pero
que hi esta molt relacionada. Aquesta magnitud, la relacié entre energia de bit a densitat espectral de
soroll (Ey/Np), la veurem en el seu moment quan tractem el calcul de probabilitats d’error. El que s és
important és tenir present que 'augment de la densitat espectral de soroll Ny/2, ens provoca degradacions
de SNR en tota la cadena analogica, i aixo ens fa augmentar la probabilitat d’error de bit degradant les
prestacions del sistema global.

Cal tenir en compte que la denominacié comunicacions digitals es refereix a la forma en que es trans-
met la informacid, no als senyals en si: només existeix un nombre finit de missatges possibles m;(¢) a
transmetre si la seqliencia d’informacié binaria conté un nombre finit de bits. De fet, tant per comuni-
cacions analogiques com per comunicacions digitals, hem d’utilitzar dispositius i canals fisics i els senyals
involucrats seran en essencia analogics en tots dos casos.

3.1 Equivalent Pas Baix del Senyal Digital

En la construccié del senyal digital, ens cal definir un procediment per "mapejar”digits binaris sobre el
senyal equivalent pas baix a ’entrada del modulador de quadratura. Aquest procediment constara de dues
etapes,

1. Constel.lacié: mapejat de bits a simbols. Un simbol a;, és membre d’una constel.lacié de M
simbols,

C = {a,a9, - ,am} (3.1)

de tal forma que cada simbol de la constel.lacié necessita b = log, M bits per identificar-lo (etiqueta
binaria del sfmbol). D’aquesta forma, empaquetem grups de b bits consecutius del senyal digital
d’entrada per generar una seqiiencia de simbols de la constel.lacié. Els simbols poden ésser nombres
reals o complexes. Tot i que en principi podriem assignar etiquetes binaries a simbols de la constel-
lacié de forma arbitraria, veurem més endavant que la forma en que es faci ens afecta la probabilitat
d’error de bit del sistema de comunicacions.

2. Conformaci6 de pols: s’utilitza un pols p(t) d’energia finita per transmetre cada simbol especific
generat en I'etapa anterior. La conformacié de pols es realitza segons la segilient operacid,

—+oo

bo(t) = > alk]-p(t—kTy) (3.2)

k=—o00

on Ty és el temps de simbol i a[k] el simbol transmes en U'instant &, d’entre tots els M simbols possibles
de la contellacié C. Observi que a partir d’una seqiiéncia en temps discret, a[k], generem un senyal
b, (t) en temps continuu. Observi que cada simbol a[k] viatja sobre una versié desplacada, centrada
a kT, del pols p(t). Aquest procediment s’anomena modulacié lineal, en superposar diferents
sfmbols a[k] segons el sumatori anterior. En general, el pols p(t) no ha d’estar necessariament
limitat al periode de simbol T, sino que les seves cues es poden extendre sobre els simbols veins.
Més endavant tractarem el disseny d’aquests polsos de conformacio.

El senyal b, (t) anterior s’injecta en un modulador de quadratura. Si descomposem cada simbol en la seva
part real i imaginaria, alk] = I[k] + jQI[k] 1 considerem que el pols p(t) és real (en la gran majoria de
casos), tenim que els components en fase i quadratura venen expressats per,

+oo
> 1K -p(t = kTy) (3.3)

k=—o0
+oo
wot) = 3 QIk-plt— kTy) (3.4)

k=—oc0

xl(t)

30



3.1.1 Parametres d’Interes

Ens definim tot seguit els segilients parametres d’interes,

1. Velocitat de Bit: nombre de bits transmesos per unitat de temps. Si definim 7}, com la duracid
d’un bit, llavors,

R, = 1/T, (3.5)

Les unitats sén bps (bits per segon), Kbps (Kilobits per segon), Mbps (Megabits per segon), Gbps
(Gigabits per segon), etc.

2. Bits per Simbol: nombre de bits necessaris per identificar un simbol de la constel.lacid,
b = log, M (3.6)
on M és el nombre de punts (simbols) de la constel.lacié.

3. Velocitat de Simbol: també anomenada Velocitat de Senyalitzacié o nombre de simbols trans-
mesos per unitat de temps,

Ry = 1/Ts=Ry/b (3.7)
on el temps de simbol Ty compleix Ty = b7}, ates que cada simbol conté b bits. Les unitats sén

simbols per segon o bauds. D’aqui podem utilitzar els multiples Kbaud, Mbaud, etc.

3.1.2 Constel.lacions Tipiques

Definim les segiients constel.lacions per realitzat el mapejat de bits a simbol en la primera etapa de la
modulaci6 lineal,

1. OOK: o On-Off Keying. S’utilitza en comunicacions per fibra optica. Els estats on i off es correspo-
nen a ’activacié i desactivacié del laser, respectivament. Es pot utilitzar també com una constel.lacié
BPSK amb pilot de portadora.

Coox = {0,1} (3.8)

Per aquesta constellacio: M =2,b= 1.

2. BPSK: o Binary Phase Shift Keying. D’amplia utilitzacié. No utilitza el canal de quadratura.
Cppsk = {—1,+1} (3.9)
Per aquesta constellacié: M = 2,b = 1.

3. QPSK: o Quadrature Phase Shift Keying. D’amplia utilitzacio. Es equivalent a la utilitzacié
simultania de BPSK en els canals de fase i quadratura.

Per aquesta constellacio: M = 4,b = 2.

4. M-PSK: o M-ary Phase Shift Keying. Els simbols de la constellacié es troben equi-distribuits sobre
un cercle de radi unitari. Per M = 2 i per M = 4, les constellacions 2-PSK i 4-PSK coincideixen
amb les constellacions BPSK i QPSK, respectivament (deixant apart un factor d’escala irrellevant),
éssent aquesta dltima denominacié la més habitual. Per M = 8 (b = 3) la denominacié habitual és
la de 8-PSK. M = 16 (b = 4) rarament s’utilitza. M > 16(b > 4) no s’utilitza.

(C]V[,pSK:{eXp(j(W/M+27Ti/M)),0§iSM—].} (311)
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5. M-ASK: o M-ary Amplitude Shift Keying. No utilitza el canal de quadratura. Els simbols es troben
equi-espaciats en el canal de fase. Aquesta constellacié no s’utilitza actualment. Pel cas M = 2
coincideix amb BPSK. Pel cas M = 3 ens ddna la constellacié del sistema duobinari (aquesta
constellacid, ja en desus, es caracteritza per una distribucié no equiprobable dels simbols).

Cr—ask ={20 — (M +1),0<i<M—1} ={£1,43,£5,--- , (M — 1)} (3.12)
La constellacié M-ASK s’utilitza realment per construir la constel.lacié M-QAM.

6. M-QAM: o M-ary Quadrature Amplitude Modulation. S’utilitza en radio-enllacos o en comunica-
cions per cable. Constitueix un exemple tipic de constel.lacié multi-nivell per assolir altes trans-
ferencies d’informacio sota restriccions d’amplada de banda: per M elevat, permet empaquetar molts
bits per simbol. Habitualment, M < 1024. Els punts d’aquesta constellacié estan inclosos en la
reticula quadrada definida per dues constellacions M’-ASK en el canal de fase i de quadratura,
respectivament. Definint M’ = [\/M 1, tenim, en general que

Crr—gam C Cprr—ask + JCar—ask (3.13)

Es a dir, els M < M'? punts de la constellacié Crm—qam estan inclosos en els M punts de la
constellacié Cpyr—ask + jCpr—ask, pero no a la inversa. Només en el cas en que M és potencia de
4: M =227 M’ = /M = 2", tenim una constellacié M-QAM exactament quadrada. Llavors,

Coen_qam = Can_ask +JCan_ask (3.14)
(207 — (2" +1) + j(2ig — (2" +1)),0 < if,ig < 2" — 1} (3.15)
= {414, 4143), 4345, 4343), -, Q2" — 1) £ (2" —1)j}  (3.16)

on els indexos i7,ig enumeren les posicions del simbol respecte els canals I i @), respectivament.
Quan M no és poteéncia de 4, la constellacié M-QAM es pot formar a partir de la reticula quadrada
definida per Cpsr_ask + jCar—ask eliminant els simbols complexes de modul més elevat, els quals
es situen en la zona propera als vertex de la reticula quadrada.

7. M-APSK: o M-ary Amplitude Phase Shift Keying. Historicament, la més recent, introduida en
I'estandard de comunicacions DVB-S2. S’utilitza per optimitzar el rendiment dels amplificadors de
radio-freqiiencia en comunicacions satel.lit i es basa en la distribucié dels M simbols en una serie
d’anells concentrics. Permet la modificacié dels diferents radis i els desplacaments relatius de fase
dels simbols entre els diferents anells segons el tipus d’amplificador. La seva expressié general és,

Cum_arsk = {pk-exp(j(on +2mi/My)),1 <k < N, 0<i < My —1} (3.17)

on Ny correspon al nombre d’anells concéntrics de la constellacié M-APSK, cadascun de radi pg, i
Mj, correspon al nombre de fases equi-espaciades 27i/ M), que assignem al simbol i-essim de anell
k-essim de la constellacié. Apliquem també una rotacié de fase ¢, adequada a 'anell k-essim de
la constellacié. Cada simbol ve determinat per la parella d’{indexos (k,7). En funcié de com es
distribueixen els M simbols en cadascun dels anells, es defineixen, per exemple, les constellacions
(44+12)-APSK i (4+12+16)-APSK, con constellacions 16-APSK i 32-APSK, respectivament, en ser
M =16 = My + M, per la primera (M; = 4 {mbols en I’anell interior i My = 12 en Panell exterior:
p1 > p2) i M =32= M; + My + Ms per la segona constellacié (M; = 4 simbols en I'anell interior,
M5 = 12 simbols en Panell intermedi i M3 = 16 simbols en Panell exterior: p; < ps < p3).

3.2 Espectre del Senyal Transmes

En aquesta seccié determinarem la relacié entre el pols de conformacié p(t) i la densitat espectral de
potencia del senyal digital pas banda. Ens cal abans de tot determinar la funcié d’autocorrelacié del
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senyal b, (t). En conseqiiéncia,

Top, (7)) = E[OL()be(t+ 7)) (3.18)
+o0 too
- E < > a*[k]p*(t—kTs)> ( > a[k']p(t—i—r—k'Ts))
k=—o00 k/=—o00
+oo
= E| Y a'[Ka[k] p*(t— kT )p(t + 7 — K'Ty) (3.19)
k,k'=—oc0

Ara podem intercanviar el doble sumatori amb 'operador esperanca per obtenir,

+oo
v, (5T) =Y (Bla[Kalk)) - p*(t — KTL)p(t + 7 — K'T%) (3.20)

kk'=—00

ates que els simbols a[k] sén els Unics termes aleatoris de 'expressié anterior. En la majoria de casos en
comunicacions digitals tenim que els simbols es troben incorrelats. Es a dir, definint-nos la poténcia de la

constel.lacié com o2 = E|a[k]|?], tenim que,

Ela*[kla[k']] = o2 0k — K] (3.21)

en termes de la delta discreta 0[k]: {6[0] = 1,d[k # 0] = 0}. Per tant, E[a*[k]a[k']] = 0 quan k # k. En la
reste de casos (simbols correlats), que no tractarem en aquest document, es pot dissenyar una correlacié
especfica pels sfmbols alk] que ens ajuda a controlar la forma de lespectre de densitat de poténcia del
senyal de comunicacions (codis de linea). De I'equacié (3.21) es verifica que el doble sumatori en (3.20) es
converteix en un sumatori simple (els termes associats a k # k' queden ponderats per 0) i,

oo, (7)) = o2 Z “(t — KTo)p(t + 1 — kT) (3.22)

k=—o00

On 7,3, (t;7) constitueix un senyal periodic en ¢, de periode el temps de simbol T, com resulta senzill
verificar: ry_p_(t;7) = 74,8, (t + nTs; 7) per qualsevol sencer n. En conseqiiéncia, es pot expressar com un
desenvolupament en serie de Fourier de la forma,

+o0
o, (GT) = D ca(r) T (3.23)

n=—oo

Estem interessats inicament en la component de continua, co(7), atés que és la tnica que influeix en la
poténcia promig temporal (la resta de components per n # 0 tenen un promig temporal igual a zero).
Llavors podem obtenir la funcié d’autocorrelacié sobre un periode com segueix,

To,b,(T) = colT) (3.24)

I
= —/ ro,p, (6 7)dt (3.25)
TS 0

Podem avaluar aquesta expressio si ens adonem que,

L T
i/o To,b, (B 7)dE =

+oo

" “(t — KT,)p(t + 7 — KT,)dt (3.26)
(>
[,

k=—o0

p*(t)p(t+ 7)dt (3.27)
)

Tpp (T (3.28)

S SN ﬁ\fw
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On la magnitud r,,(7) és 'autocorrelacié determinista d’un senyals (pols) d’energia finita, i que té la
segiient transformada de Fourier,

“+o0
rpp(T) = [ p*(t)p(t + 7)dt (3.29)
p(7) *p™(—7) (3.30)
Rypp(f) = Flrpp(7)] (3.31)
= |P(f)I? (3.32)

Essent P(f) = F[p(t)] la transformada de Fourier del pols de conformacié p(t). L'espectre de densitat de
potencia promig ve expressat llavors per,

Sbov, (f) = FlFo,p,(7)] (3.33)
0.2
= 7 IPWPF (3.34)

Aquesta expressi6 ens permet relacionar de forma molt senzilla la densitat espectral de poténcia promig
d’un senyal de comunicacions digitals amb la transformada de Fourier del pols de conformacio.

El senyal pas banda transmes zp(t) tindra doncs un espectre de densitat de poténcia promig que
s’avaluara com,

Sereell) = S0, (f L)+ 3001 + 1) (3.35)
2
= = (P = LR +IP(f+ o)) (3.36)

Exemple: anem a veure com es calcula ’espectre de densitat de potencia promig d’un senyal que utilitza
un pols de conformacié rectangular. Podem agafar un pols p(t) = ApII(¢t/Ts) o bé un pols decalat que
comenci en t =0, p(t) = ApII((t—T5/2)/Ts). En qualsevol dels dos casos, I’espectre ens donara el mateix:
la distribucié freqiiencial de potencia no es veu afectada pels retards temporals del senyal. Sota aquestes
condicions, tenim,

P = Ay [Tusine(T) (3.37)
i en consequiencia,
Serer(f) = 02T, (Jsme(T(f — F) + lsine(Ta( + fo)I?) (3.39)

Veiem doncs que l'espectre de densitat de potencia promig es construeix com dues sincs centrades a
+f.. Habitualment tindrem f. >> Rs; = 1/T., de manera que les cues de la sinc a +f. no afectaran
practicament a les cues de la sinc a —f.. Es pot obervar també que I’amplada de banda de transmissié
efectiva ve controlada pel decreixement de les cues de |P(f)|. En aquest sentit, el pols rectangular és
bastant ineficient en la utilitzacié de la banda: les seves cues decreixen molt lentament, de 'ordre de
|P(f)] ~ 1/|f|. Tal fet ve motivat precisament per les discontinuitats que presenta el pols rectangular.
Per aquest motiu, es tendeix sempre a utilitzar polsos p(t) amb una variacié temporal més suau i que per
tant tinguin un decreixement més rapid de les cues.

Examinant el maxim de Pespectre de densitat de poténcia, observem que pren el valor 02E, /4. El
terme ang és precisament ’energia del simbol de la constel.lacié en la representacié banda base,

E, = 02E, (3.39)

Les dimension de l'espectre de densitat de poténcia sén de Volts eficagos al quadrat per Hertz, que
sén precisament dimensions d’energia. No és d’extranyar doncs que els nivells espectrals resultin ésser
proporcionals a l’energia de simbol.
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3.2.1 Potencia del Senyal Transmes

Podem obtenir la potéencia del senyal transmes simplement integrant el seu espectre de densitat de poténcia
promig,

+oo
Sro= [ Supan(iaf (3.40)
o2 oo
- 2 Pk (3.41)

ates que els dos termes |P(f — f.)|? i |P(f + f.)|? contribueixen amb identica area (estem suposant que
les cues de P(f + f.) s’han reduit practicament a zero en f = 0). Ara bé, tenim que,

+o00o
ml0) = [ PGP (3.42)

— 00

perd rpp(0) és precisament Penergia E, del pols p(t),

+oo
rpp(0) = / Ip(t)]?dt (3.43)

— 00

= E, (3.44)
En conseqiiéncia, la poténcia transmesa ve expressada per,

1 E
Sp = L.52.Lp 3.45
T T, (3.45)
on tots tres factors provenen de: (i) el factor 1/2 degut a la modulacié pas banda a la freqiiencia portadora
fe; (ii) el factor 02 degut a estar utilitzant una determinada constel.lacié; (iii) el factor E,/Ts degut a
estar enviant un pols d’energia F, cada T, segons (un simbol).
La potencia de la constel.lacié la podem expressar com,

M
or = > pi-lail? (3.46)
=1

on p; representa la probabilitat de que es generi el simbol a;. Habitualment, els simbols seran equiproba-
bles, amb p; = 1/M. El modul quadrat de cada simbol es pot expressar en termes de la suma del quadrat
de la seves parts real i imaginaria, respectivament: |a;|? = I? + Q%. Podem definir doncs,

M
oo = E[I7]= Zpi 17 (3.47)
i=1
M
oaq = EQ=) pi-0Q (3.48)
i=1

com els components de potencia de la constellacié corresponents als canals de fase i de quadratura,

respectivament. Per tant, 02 = 02 ; + o2 o- En conseqiiencia, podem calcular la potencia total com la
, ;

suma de les poteéncies de les components en fase i quadratura, respectivament,

St = Sri+Srq (3.49)
on ens definim,
1 E
Sta = 5 aif?f (3.50)
1 5 E
Stq = 3 Ua’Q-T: (3.51)

Definim les segiients magnituds que resultaran d’interes més endavant,

35



1. Energia de simbol (en el canal): a partir de l'equacié (3.45) podem definir-nos Uenergia de
simbol (en el canal) E, . com la quantitat d’energia assignada a la transmissié de cada simbol a
través del canal. En durar cada simbol T segons, el calcul és immediat a partir de St,

L,

Es,c = Sr-Ts= 50'41

Observi que en el procés de modulacid, 'energia de simbol (en banda base) E, mencionada anteri-
orment verifica E; . = E,/2.

E, (3.52)

2. Energia de bit (en el canal): és la quantitat d’energia F . assignada a la transmissié de cada
bit a través del canal. En constar cada simbol de b bits, el calcul resulta immediat,

E,. 1 o%’E

E — ¢ 2. Za7P 3.53

b b 2 b (8:53)

Exemple: per 'exemple anterior (pols rectangular), el calcul és molt senzill en ésser £, = A%Ts. Per

tant,

Sro= 3- or- A2 (3.54)

Veiem doncs que la poténcia transmesa St és independent de la velocitat de simbol Ry = 1/T;. De fet,
depeén només de Is potencia del pols, 0127 = E,/Ts, igual a AIQ) en el cas particular de pols rectangular.

3.3 Recuperacié de Simbol en el Receptor

La tasca del receptor sera la reconstruccié de la trama de bits original. Tal procediment s’haura de
realitzar per maximitzar algun criteri de qualitat adequat. Plantejarem el procediment en dues etapes de
processament en banda base, a la sortida del desmodulador de quadratura,

1. Recuperacié de Simbol: Ens plantejarem trobar un filtre pel receptor, de resposta impulsional
hp(t), que s’aplicara a la sortida del desmodulador de quadratura, que ens permeti observar una
versié dels simbols a[k] transmesos (degradats pel soroll que introdueix el canal) de forma optima.
Es a dir, intentarem minimitzar la poténcia del soroll que afecta la nostra observacié del simbol alk]
en el receptor, sota unes determinades restriccions per aquest filtre.

2. Recuperacié de Bit: ens plantejarem quin és el procediment optim per decidir quin dels simbols
transmesos és el més probable, donada la observacié que realitza el receptor del simbol actual segons
el procediment anterior. Aquesta segona etapa caldra realitzar-la per minimitzar la probabilitat
d’error de simbol, o bé la probabilitat d’error de bit. Més endavant distingirem entre aquests dos
Casos.

Analitzarem la recuperacié de simbol en condicions ideals, suposant que el receptor coneix perfec-
tament el valor de parametres del senyal rebut com freqiiencia i fase de la portadora (en una situacié
real, l'estimacié d’aquests parametres forma part del procés de desmodulacié del senyal), i avaluarem les
prestacions de ’esquema proposat.

3.3.1 El filtre de deteccié hp(t)

Com varem veure a la part de comunicacions analogiques, el senyal complexe a la sortida del desmodulador
de quadratura es pot expressar com,

At = %bm(t)+%bn(t) (3.55)

amb b, (t) 'equivalent pas baix del soroll en el punt de recepcié. En l'etapa de recuperacié de sfmbol,
proposem utilitzar un filtre de deteccié de simbol de forma que la observacié del simbol transmes es realitzi
com,

ylm] = (2(t) % hp(t))|,_,.r., (3.56)
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Es a dir, filtrem el senyal z(t) amb un filtre de resposta impulsional hp(t), d'on la sortida y(t) s’expressa
com y(t) = z(t) * hp(t) mitjancant I'operacié de convolucid, i mostrejem y(t) en linstant t,, = mTs:
y[m] = y(mTs). D’aquesta forma passem de temps continuu a temps discret. Anem a veure ara com
queda l'expressié de la observacié y[m] en funcié de la seqiiéncia de simbols transmesa. A partir d’aqui
veurem quines restriccions ens cal imposar sobre la resposta impulsional hp(t) per facilitar la recuperacié
de la trama de bits original al mateix temps que minimitzem la degradacié deguda al soroll. De moment
ens fixarem tnicament en el terme de senyal ttil. Es a dir, considerem by, (t) = 0 en 'equacié (3.55).

Tenim,
1 <X
y(t) = ho(t)x5 D alk]-p(t—KkTy) (3.57)
k=—oc0
1 &
= 5 D alk] (ho(t) xp(t — kT.)) (3.58)
k=—oc0

ens definim doncs el pols en deteccié pp(t) com,
pp(t) = hp(t) *p(t) (3.59)
de forma que podem expressar I'equacié (3.58) com,

+o00
S alt]-polt— AT.) (3.60)

k=—o0

yit) =

| =

Finalment, mostrejant en t,, = mTy, obtenim el valor de y[m| = y(mTy),

—+oo
1
ylm] = 5 > alk]-pp((m - k)T (3.61)
k=—o00
1 X
= ik; alk] - pp[m — k] (3.62)
que és precisament 1’expressi6 de la convolucié discreta entre la seqiiéncia de simbols a[k] i el pols discret
pp|n] = pp(nTs) (mostrejat del pols de deteccié analogic en multiples del temps de sfimbol).
En Dexpressi6 anterior, podem distingir la part titil del simbol a[m] present en la observacié y[m], i la

part deguda a la interferéncia dels simbols veins,

1 1

ylm] = ia[m] + 5 Z alk] - pp[m — K] (3.63)

que també podem expressar amb un canvi d’index k¥’ = m — k com,

siml = Salml+ 5 3 polk] - alm — K (3.64)
K #£0

Es a dir, el segon terme ens degrada ’observacié del simbol a[m], fins i tot en absencia de soroll. Aquest
terme rep precisament el nom de: Interferéncia Inter-Simbolica (ISI:Inter-Symbol Interference).

Observem doncs que una restriccié a imposar al pols pp(t) consisteix en evitar que generi el segon
terme. Es a dir, fer que la resposta impulsional discreta del filtre de deteccié pp [n] sigui la seqiiéncia delta
discreta,

polk'] = O[] (3.65)
Sota aquestes condicions tenim que, en abséncia de soroll,
1
ybn] = alm) (3.66)

El pols pp(t) i la seva versié discreta p[n] = pp(nTs) constitueixen la resposta impulsional del sistema
banda base equivalent, en les seves versions analogica i discreta, respectivament. Si es compleix la condicié
(3.65), els polsos pp(t) es coneixen com Polsos de Nyquist.
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3.4 El Filtre Adaptat

En aquesta seccié determinarem quin pols de conformacié p(t) convé utilitzar i quin és el filtre de deteccié
associat hp(t). Observi que el plantejament no és essencialment diferent del de Filtres Terminals Optims
adoptat en comunicacions analogiques, on p(t) juga el paper del filtre de pre-emfasi (filtre de transmissié) i
hp(t) juga el paper de filtre de de-emfasi (filtre de deteccid). El disseny haura de verificar que pp(t) = p(t)*
hp(t) (o bé el seu equivalent en freqiiencia: Pp(f) = P(f)Hp(f)), on pp(t) ens ve donat. Evidentment,
existeixen una infinitud de solucions. Només caldria fer,

P(f) = Pp(f) (3.67)
Hp(f) = Pp(f) (3.68)
Llavors, per 0 < 6 < 1 garantim Pp(f) = P(f)Hp(f). No obstant, ens cal un criteri objectiu per decidir

una parella adequada de filtres. Per tant, adoptem el segiient,
Realitzarem el disseny per garantir,

e Criteri: sota la restriccié pp(nTs) = d[n] (Interferéncia Inter-Simbolica nul.la), s’escull una parella
de filtres p(t) 1 hp(t) de forma que es minimitzi la poténcia de soroll en 'observacié del simbol.

De fet, el criteri anterior sera equivalent a maximitzar la relacié senyal a soroll en el punt de deteccié. Ens
centrarem en la component en fase. El tractament de la component en quadratura és exactament identic.
La potencia de soroll a la sortida del filtre es calcula en termes de la densitat espectral de potencia del
soroll d’entrada 4,(t)/2 i del modul quadrat de la resposta en freqiiéncia del filtre com,

+oo
o= 1) S DR (369)

Mentre que la poténcia de senyal 1til ve donada per
1
Elly:[mll] = JElIm]P]- [pp[0] (3.70)

on tenim que o, ; = E[|I[m][?] és la poténcia de la component en fase de la constel.lacié i pp[0] es pot
calcular com,

pol0] = (p(t) *hp(t)], =0 (3.71)
“+oo
= | P(NHp(Ndf (3.72)

Llavors, la relacié potencia de senyal 1til a poténcia de soroll és pot afitar superiorment segons la de-
sigualtat d’Schwartz,

2
Blplnl) _ | POIOA] ok, [PPSR
7 J23 NolHp(H)Pdf T U3 NolHp(f)Pdf '

El maxim es déna tnicament quan tenim proporcionalitat. Es a dir,
Hp(f) = P*(f) — hp(t)=p"(-t) (3.74)

Quan hp(t) = p*(—t), hp(¢t) rep el nom de Filtre Adaptat. Com que hem vist que Pp(t) = Hp(f)P(f) =
|P(f)]? = |Hp(f)|?, podem determinar I'expressi6 de p(t) a partir de,

p(t) = F'[VPp(f)] (3.75)

La resposta Pp(f) es construeix habitualment com una resposta real i de simetria parell, el pols temporal
obtingut segons l'equacié anterior sera també real i de simetria parell: p(t) = p*(—t) = hp(t).
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3.4.1 Relacié SNR a la sortida del filtre adaptat

La relaci6 senyal a soroll maxima esdevé,

E 2 2, E
(S) _ Hyz[;n}l | _ %as By (3.76)
N D,I O’n N()

Podem considerar dos casos, depenent de si s’'utilitzen constel.lacions reals o constel.lacions complexes,

1. Constel.lacions Reals: en aquest cas tenim o2 o=0 (per exemple, BPSK o M-ASK). Per tant,
tota la potenaa transmesa s’injecta pel canal de fase i ’'energia de simbol en el canal ve donada per
Es.= 102 E,, don es dedueix la segiient relacio,

2 aI
S 2F .
= = == 3.77
(N>D,1 No ( )

2. Constel.lacions Complexes (simétriques): en aquest cas, injectem idéntica poténcia pels canals

de fase i quadratura: 027 = O’iQ (direm que la constel.lacié esta balancejada en potencia). Aixo

implica que I'energia de simbol en el canal doni: E, . = 5(02 ; + 02 ) E, = 02 ; E,. Per tant,

S E,.
2 = =2 3.78
<N)DJ No (3.78)

Aquest constitueix el cas de les constellacions QPSK, M-PSK, M-QAM o M-APSK.

Habitualment es déna per entes que ’energia de simbol es refereix a la que s’injecta en el canal. Podem
prescindir doncs del sub-index c i fer E; = E . en les expressions anteriors. La relacié E;/Ny es coneix
també com la relacié EsNo (pronunciat ”éssenezero”).

3.4.2 Construccié de Polsos de Nyquist

La determinacié de polsos de Nyquist es pot fer de forma bastant senzilla en el domini freqiiencial, basant-
nos en una propietat que ha de complir la transformada de Fourier del pols en deteccid, Pp(f). De
mostrarem que si es verifica,

> Pp(f-kR) = R (3.79)

k=—o00

lavors pp(t) = F~[Pp(f)] constitueix un pols de Nyquist. La demostracié es duu a terme a partir del
Teorema del Mostratge. Sabem que per una seqiiéncia discreta z[n] provinent de mostrejar un senyal
analogic z(t): z[n] = x(nTy), on Ty constitueix el periode de mostratge (igual al temps de simbol en el
nostre cas), es verifica que la seva Transformada Discreta de Fourier compleix,

X(e7?™) = T Z X(

k=—o0

> (3.80)

onv = f/Rs; = f-Ts representa la freqiiéncia normalitzada discreta associada a la freqiiéncia analogica f
(quan la fregiiéncia de mostratge és la velocitat de simbol R,). Per tant, si es compleix que X (e/2™) = Py,
aixo implica,

z[n] = Py-d[n] (3.81)

que és precisament la condicié de ISI nulla. La determinacié d’un conjunt de P(f)’s valides té lloc de
forma grafica. Defininit el factor de roll-off  an el marge 0 < o < 1, 'expressié de la resposta Pp(f)
cosinus algat ve donada per,

PO ) |f|§R
Pp(f) = { LR (1-sin(&(2f/Rs—1)) , Ry “S\fISRl%“ (3.82)
0 , 1= R4
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i la resposta temporal, calculada a partir de la Transformada Inversa de Fourier, per,

sin(rRst)  cos(mRsat)
TRt 1 —4a?R2t?

pp(t) = PoRs- (3.83)

Observem que el decreixement de les cues del pols pp(t) és del tipus |pp(t)] ~ (PoRs/4ma?) - (Ts/t)3.
Aquest decreixement és ja prou rapid com per a que resulti factible tecnologicament la utilitzacié d’aquests
polsos.

Un cop determinat pp(t), la resposta impulsional de la cadena de comunicacions equivalent en banda

base, ens cal determinar el pols de conformacié p(t) a partir de la relacié (3.75). Pel cas del pols cosinus
alcat, s’obté el pols p(t) arrel quadrada del cosinus algat,

p(t) = Ro/Py- sin(mRs(1 — a)t) + 4aRst - cos(mRs(1 + a)t)

TRt - (1 — (4aR4t)?) (3.84)

Tant el pols de conformacié com el seu filtre adaptat s’extenen sobre tot ’eix temporal. Sén evidentment
polsos no causals amb els que podem treballar a nivell teoric. En un sistema real, ens veiem obligats
a utilitzar aproximacions als polsos teorics, que siguin tecnologicament realitzables i que tinguin una
degradacié poc apreciable respecte el seu comportament ideal. Es a dir, el filtre adaptat de recepcio el
podriem construir de forma aproximada com,

o) = p(t—T)'H(t;TT> (3.85)

per un retard T suficientment gran, truncant la seva duracié a 27.

3.5 Relacions S/N en la Cadena de Recepcid

En aquesta seccié calcularem relacions senyal a soroll i magnituds relacionades en diferents punts de la
cadena de recepcio.

3.5.1 La Relacié (S/N)r

El calcul de la relacié SNR en el punt de recepcié es fa de forma idéntica a com haviem vist en el capitol
de comunicacions analogiques. Suposant que el canal presenta una atenuacié «., la poténcia en el punt
de recepcié ve donada per Sg = a2S7. Per tant, definint C' = Sg, tenim

<S>R _ Sk _ S _C 1 (3.86)

N Nrg  NoBr Ny, Br

Veiem doncs que coneixent la relacié C/Ny (pronunciada ”cénezero”), o relacié de poténcia rebuda a
densitat espectral de soroll, ens permet calcular la relacié senyal a soroll en el punt de recepcié. Aquesta
és una relacié curiosa, ates que ens mesura en quina proporcié es troba 'area sota ’espectre de densitat
de poténcia promig del senyal util (és a dir, la poténcia del senyal 1itil), respecte el nivell de soroll.
Dimensionalment, la relacié C'/Ny té unitats d’Hz en escala lineal. El seu equivalent en escala logarfmica
ve donat per,

10 - logy, ]\% [dBHZ] (3.87)

i les seves unitats sén els dBHz (dB-Hertz), que constitueixen una escala logaritmica alternativa per leix
freqiiencial. Podriem parlar doncs d’'una banda de transmissié d’l MHz com una banda de magnitud
10 - log;((10%) = 60 dBHz.

La relacié C'/Ny es pot interpretar com una mesura de qualitat del senyal a l’entrada del receptor que
és independent de la banda del senyal, a diferéncia de la relaci6 SNR. De fet, aquest nova mesura ens
permetra calcular totes les relacions SNR d’interes al llarg de la cadena de recepcid, sabent tinicament
quina és la banda efectiva per la qual cal dividir la C/Ny. I aquesta banda efectiva, resulta ser 'amplada
de banda equivalent de soroll entre I’entrada del receptor i el punt considerat.
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La relacié6 (S/N)gr es pot mesurar directament amb un analitzador d’espectres que visualitzi una
estimacié de l’espectre de densitat de potencia a ’entrada del receptor. La relacié entre el maxim de
Pespectre (per modulacié basada en polsos de Nyquist) i el fons de soroll Ny/2, ve donada per,

o4l P(0)* /4T,

o 3.88
No/2 (3.88)
on P(0) verifica |P(0)|> = E,Ts/(1 4+ «) = E,/Br. Llavors,
1 E 1 E S
I = -o2 L = == 3.89
27 No(l+a) 1+a N (N)R (3.89)

que és precisament la relacié SNR en el punt de recepcié.

3.5.2 La Relacié (S/N)p s

Havent calculat (pel cas de constel.lacions balancejades) la relacié SNR en el punt de deteccié: (S/N)p.; =
E;/Ny, podem expressar-ho ara en termes de la C/Ny. L’energia de simbol en el canal es relaciona de
forma molt senzilla amb la potencia: Es = C - T,. En conseqiiéncia,

(S> _CnL_C L (3.90)
D,I

N No Ny R,

Es a dir, Pamplada de banda equivalent de soroll en el punt de deteccié és precisament la velocitat de
senyalitzacié Rs. Per tant, entre el punt de recepcio i el punt de detecci6 el senyal experimenta una millora
de SNR avaluada en,

S/N B

(5/N)p.1 - 2T > (3.91)

(S/ N )R R,
la qual cosa ens permet mesurar indirectament (S/N)p ; a partir de la mesura anterior de (S/N)g util-
itzant un analitzador d’espectres.

3.6 La Relacié E;/N,

Fins ara ens ha sortit la relacié E,/Ny en diversos punts de lexposicié. Resulta habitual referir-se a la
relacié Ey /Ny com EbNo (pronunciat ”ébenezero”). Ens definim aquesta relacié com,
E 1 E
e A (3.92)
Ny b Ny
Es a dir, Penergia transmesa per bit, on b representa el nombre de bits per simbol. Com veurem més
endavant, aquesta relacié resulta crucial en la determinacié de la probabilitat d’error de bit: constitueix
una mesura de ”qualitat”del bit davant els efectes del soroll.

3.7 El Canal Discret Equivalent

L’analisi de prestacions d’un sistema de comunicacions digital en termes de la probabilitat d’error es
realitza habitualment utilitzant un model simplificat de tota la cadena de transmissio-recepcié. Aquest
model, anomenat el canal discret equivalent, opera en temps discret i a nivell de simbol: s’eliminem les
etapes de conformaci6 de pols i modulacié de quadratura del transmissor aixi com les seves corresponents
en recepcié (desmodulacié de quadratura i filtrat adaptat). Podem formular aquest model a partir de les
observacions de simbol y[m] = y;[m] + jyg[m] efectuades a la sortida del filtre adaptat. Les observacions
de simbol, que escalem per un factor 2 irrellevant en termes de la SNR, vénen donades per les expressions,

zifm) = 2yr[m] = I[m] + ns[m] (3.93)
zm] = 2yolm] = Qm] +ng[m] (3.94)

on nr[m] i ng[m] representen el soroll d’observacié en el canal de fase i quadratura de I’observaci6 escalada
z[m] = zr[m] + jzg[m], respectivament. Segons el tipus de constellacid, tenim les segiients relacions,
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1. Constel.lacions Reals: per constellacions reals tenim la segiient relacid,

1
2 2
Oy = 72ES,C/N0 “O4 1 (3.95)

2. Constel.lacions Complexes (Balancejades): per constel.lacions balancejades (suposant 02 = 1),
obtenim la segiient relacié per la poténcia del soroll,

1
2 _ 2 _ 2 _ 2
Opp =0y =0y = Foa/No N (3.96)

El soroll és Gaussia i blanc.

3.8 Probabilitat d’Error

La probabilitat d’error és la mesura de qualitat més important en un sistema de comunicacions digital.
Aquest tipus d’analisi es realitza sempre a nivell de simbol, utilitzant les observacions zr[m| i zg[m|
proporcionades en (3.94) pel canal discret equivalent. Treballarem amb les dues segiients probabilitats
d’error,

1. Probabilitat d’Error de Simbol: donat un procediment de decisié D[-] que actua sobre les
observacions z[m], la probabilitat d’error de simbol és la probabilitat de decidir que s’ha transmés
un stmbol a[m] = D[z[m]] = I[m] + jQ[m] diferent del realment transmes: a[m] = I[m] + jQ[m)].
Per tant, en una constel.lacié de M simbols, podem tenir M — 1 decisions erronies possibles per
cadascun dels simbols.

2. Probabilitat d’Error de Bit: donat un procediment de decisié I, la relacié entre les probabilitats
d’error de simbol i de bit no és immediata. Per una probabilitat d’error de simbol donada, la
probabilitat d’error de bit depen de I'etiquetat binari de cada simbol.

Ens caldra trobar un procediment de decisié D dels bits o simbols transmesos que minimitzi una de
les dues probabilitats d’error anteriors, aixi com la seva probabilitat d’error associada. Partirem d’un
exemple senzill: la modulacié BPSK, a generalitzar més endavant per altres constellacions.

3.8.1 Introduccié: la probabilitat d’error en BPSK

En aquest cas, la probabilitat d’error de simbol coincideix amb la probabilitat d’error de bit (la constel.lacié
té un etiquetat d’l bit per simbol). El problema de decisié consisteix en qué a partir d’una observacié
zr[m], tenim dues opcions de soroll: nr[m; —1] i nr[m;+1], que poden haver produit la mateixa observacio,

zr[m] = —=1+mnr[m;—1] (3.97)
zrlm| = +1+4nrim;+1] (3.98)

Per tant, de les dues opcions de soroll anteriors, hem de decidir aquella que ens minimitzi la probabilitat
d’error, la qual cosa equival a suposar que s’ha donat la desviacié de soroll més probable (si decidissim
sempre aquella opcié de soroll menys probable, ens equivocariem més vegades: sempre suposant que tant
el stmbol —1 com el simbol +1 tenen idéntica probabilitat, Pr[+£1] = 1/2). La caracteritzaci6 estadistica
del soroll a partir de la seva funcié de densitat de probabilitat ens proporciona la informacié necessaria per
prendre aquesta decisié: pel soroll Gaussia, sén més probables aquelles realitzacions de soroll de menor
valor absolut. De fet, no ens cal coneixer la potencia de soroll per determinar el simbol transmes més
probable: podem veure que ’esquema de decisié equival a prendre el signe de 1’observacié,

Ilm] = D[z7[m]] = sign(zr[m]) (3.99)

En el cas més general de qualsevol constellacid, es pot demostrar que la millor decisié del simbol transmés
a[m] consisteix en aquell simbol de la constellacié més proper al valor complexe de observacié z[m], ateés
que és el valor més probable (aquell obtingut amb un valor de soroll més petit).
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El procediment de decisié anterior, equival a dividir ’eix de fase I en dues regions de decisié de
Pobservaci6 zj[m] associades cadascuna a decidir am] = +1 o bé a[m| = —1, respectivament. Podem
determinar aquestes regions de decisié observant quins sén els valors de soroll 77[m] que no indueixen a
error. Es a dir, que segons el procediment de decisié (3.99), no ens generen una estimacié de simbol de
signe contrari. Per tant, establim,

1. Regi6 de Decisié 1: valors de zr[m| = I[m]+nr[m] pels quals decidim a[m] = +1 quan a[m] = +1,

zrlm] >0 (3.100)

Equival als valors de soroll n;[m] > —1.
2. Regié de Decisié 2: valors de z;[m] = I[m]+mn;[m] pels quals decidim a[m] = —1 quan a[m] = —1,
zrlm] <0 (3.101)

Equival als valors de soroll ny[m] < +1.

Veiem que en el cas BPSK, les regions de decisié sén senzillament inteérvals de la recta I, atés que inicament
ens interessen els valors observats en el canal en fase. La linia divisoria entre dues regions de decisié
contigiies s’anomena frontera de decisié. En aquest cas, tenim una sola frontera de decisié que equival
al punt z7[m] = 0 que ens separa les dues regions (intérvals) de decisié. Com veurem més endavant, pel
cas de constellacions complexes tindrem que les regions de decisié sén regions del pla complexe I 4+ j@Q i
que les fronteres de decisi6 estan constituides per segments de linies rectes.

3.8.2 Comput de la probabilitat d’error en BPSK

Per avaluar la probabilitat d’error de bit en BPSK, pppsk(€e5) = Prla[m] # a[m]], cal considerar primer
tots els events que poden donar lloc a error:

1. Event 1: decidim a[m] = —1 quan hem transmes a[m] = +1. Aquest event es déna amb probabilitat,
Py = Pr[a[m] = +1, a[m] = —1] (3.102)
2. Event 2: decidim a[m] = +1 quan hem transmeés a[m| = —1. Aquest event es déna amb probabilitat,
P = Prla[m] = —1,a[m] = +1] (3.103)

La probabilitat d’error de bit ve donada per la suma de probabilitats de tots dos events. Utilitzant
probabilitats condicionades podem escriure,

persk(e) = Pi+ P (3.104)
= Prla[m] = —1]a[m] = +1] - Pr[a|m] = +1] + Prla[m] = +1|a[m] = —1] - Pr[a[m] = —1]

Que podem abreviar com,
pepsk(er) = Pr[—1|+ 1] Pr[+1] 4+ Pr[+1] — 1] - Pr[—1]

Practicament sempre tindrem sfmbols equiprobables, amb Pr[+1] = Pr[—1] = 1/2. Per tant,
1 1
pBPSK(Eb) = B} . Pr[—1| + 1] + B} . PI‘[+1| — 1] (3105)

Tot seguit avaluem les probabilitats condicionades anteriors,

1. Comput de Pr[—1| + 1]: en termes del soroll n;[m] i recorrent a 'expressié (3.99), la probabilitat
d’error vindra generada per la probabilitat de que el soroll verifiqui,

-1 = sign(+1+mn[m]) — nm] < -1 (3.106)

Com podem veure, aquests valors de soroll son els complementaris dels que ens defineixen la regid
de decisid 1 associada a 'abséncia d’error en la transmissié de a[m] = +1. Per tant,

Pr[-1|+1] = Prnim] < —1] (3.107)
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2. Comput de Pr[+1]| — 1]: en termes del soroll n;[m] i recorrent a l'expressié (3.99), la probabilitat
d’error vindra generada per la probabilitat de que el soroll verifiqui,

+1 = sign(—=1+4+n;m]) — nrm] > +1 (3.108)

Com podem veure, aquests valors de soroll son els complementaris dels que ens defineixen la regid
de decisid 2 associada a ’abséncia d’error en la transmissié de a[m] = —1. Per tant,

Pr[+1|—1] = Prns[m] > +1] (3.109)

El terme de soroll Gaussia ny[m] té una funcié de densitat de probabilitat simétrica, centrada en n; = 0.
Aquest fet combinat amb (3.105) ens condueix a,

Pr[+1]— 1] =Pr[-1|+1] —  peps(e) = Pr[—1] + 1] (3.110)

I en conseqiiencia, utilitzant la funcié de densitat de probabilitat del soroll Gaussia,

pepsk(e) = Prnr[m] > +1] (3.111)
+oo
= / pm(n)dn
—+1
+oo 1
= exp (—n*/207 ) dn (3.112)

+1  V2moy,

Aplicant el canvi de variable { = /oy, , tenim,

“+o0
pepsk(€p) = /1/ \/12? exp (_52/2) d¢ (3.113)

Q <U}7> (3.114)

400 1

Q(z) = & exp (—¢€%/2) d¢ (3.115)

Finalment, per BPSK tenim que l’energia de bit coincideix amb l’energia de simbol: Ep. = E., que
combinat amb (3.95) ens déna 'expressié que cercavem per la probabilitat d’error de bit en BPSK,

On definim la funcié Q(x) com,

persk(e) = @ ( 2Eb’c> (3.116)
No

Com veiem doncs, les prestacions del sistema de comunicacions depenen de: (a) l'energia assignada a la

transmissié de cada bit a través del canal, Ep., i (b) la densitat espectral de poténcia de soroll en el

canal, Ny. Podem veure a més a més, que la relacié E, /Ny és adimensional: [Joule]/[Watt/Hz| equival

a [Watt][segon][Hz] /[Watt], on es cancellen totes les dimension mituament.

3.8.3 Introduccio: la probabilitat d’error en QPSK

Hem vist com en la modulacié BPSK la probabilitat d’error de bit coincideix amb la probabilitat d’error de
simbol degut a que I'etiquetat binari dels simbols era trivial. Aquesta igualtat no es manté necessariament
en QPSK: existeixen etiquetats binaris dels simbols QPSK pels quals pqpsk(es) = popsk(er) o bé
parsk (€s) # pqpsk (€y). Per tant, distingirem entre totes dues probabilitats, la de simbol i la de bit.
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La probabilitat d’error de simbol en QPSK

Considerem la constellacié QPSK habitual on els sfmbols complexes transmesos a[m] pertanyen a la
constellacié C = {£1 + j}. Llavors, tal com hem vist en BPSK, la observacié de simbol a la sortida del
filtre adaptat, z[m] = 2y[m], es pot expressar com z[m] = z;[m] + jzg[m],

zi[m] = I[m] + nr[m] (3.117)
zgm] = Q[m] +ng[m] (3.118)

on els termes de soroll n;[m] i ng[m] sén independents, Gaussians i de mitja zero, i els termes de senyal
poden prendre tnicament els valors I[m] = +1,Q[m] = +1. A diferéncia del cas BPSK, on teniem
tnicament el terme de soroll en fase nr[m], ara ens cal incorporar també el terme de soroll en quadratura
ng[m]. Per determinar el simbol transmes utilizarem el mateix criteri que en BPSK: considerarem, donada
la observaci6é z[m] i les quatre possibles opcions del simbol transmes a[m], quin és el terme de soroll
complexe n[m| = nr[m]+jng[m| que amb major densitat de probabilitat pot haver generat z[m]. Escrivim,
doncs, la funci6 de densitat de probabilitat del soroll complexe. En ésser totes dues components de soroll
independents, Gaussianes, de idéntica poténcia E[n7[m]] = E[ng[m]] = of i de mitja zero, tenim,

P (M1:1Q) = Por(N1) - Pog (1) (3.119)

exp (—nj/207)

1 9 9 1
= ——exp(—n7/207) -
o1V 2T P ( ni/ 1) o1V 2T

1 n: +
_ N ) 3.120
2mo? P < 202 ( )
1 24 2
= —exp (_771 2”Q> (3.121)
To2 o2
on definim la poteéncia del soroll complexe o7 = E[|n[m]|*] = E[ni[m] + ng[m]] = 207. Per tant, el

soroll n[m| = nr[m] + jng[m] amb major densitat de probabilitat, és aquell pel qual el modul del soroll,
In[m]|? = n?[m] + né[m}, és minim (maximitza py; ,, (11,7q) en 'equacié (3.121)). Per tant, com que
z[m] = a[m] + n[m], decidim com a sfmbol transmes, a[m], el que minimitza |z[m] — a[m]|2. Es a dir, el
més proper en el pla omplexe i per tant el que es troba en el mateix quadrant que la observacio realitzada,

afm] = Tm)+jQlm (3.122)
fm] = sign(zr[m))
Qm] = sign(zqm))

La probabilitat d’error de bit en QPSK

En QPSK ens centrarem en aquell etiquetat binari en el qual el procediment de decisié de cada bit
constituent de la parella amb que etiquetem cadascun dels 4 simbols QPSK es pot realitzar de forma
independent sobre el canal de fase i sobre el canal de quadratura. Es a dir, considerant el simbol QPSK
expressat com a; = I; + jQ; i la parella de bits [b1bs], efectuem la segiient codificacié de bit a simbol,

I = I(b)=1-2b (3.123)
Q = Qb)) =1-2b (3.124)

on qualsevol dels dos bits by 0 by pren valors 0 o 1. Amb aquesta estrategia, obtenim la segiient assignacié
entre simbols i etiquetes binaries,

ap=+1+j & [b1b2] = [00]
ag=—-1+j & [b1b2] = [10]
az=—-1—j & [b1bo] = [11]
ag=+1—7 & [b1b2] = [01]

Aquest etiquetat rep el nom de codificacié Gray. Podem observar com amb aquesta codificacié, ’elleccié
del simbol més proper es correspon també amb ’elleccié del bit més probable.
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3.8.4 Comput de la probabilitat d’error en QPSK
Comput de la probabilitat d’error de simbol en QPSK

La probabilitat d’error de simbol en QPSK, pqpsk(€s), és independent del simbol transmes degut a la
caracteritzacié estadistica del soroll i a les simetries de la constellacié (podem efectuar girs de 7/2 i la
constellacié roman invariant). Si prenem com a simbol transmes a[m| = a; = +1 + j (situat en el primer
quadrant del pla IQ), es produira un event d’error en qualsevol dels tres casos segiients,

1. (error 1-2) Salt al segon quadrant del pla IQ: es produeix quan,

nifm] < -1 , nom] > —1 (3.125)
2. (error 1-3) Salt al tercer quadrant del pla IQ: es produeix quan,

mfml < -1, nolm] < -1 (3.126)
3. (error 1-4) Salt al quart quadrant del pla IQ: es produeix quan,

niim] > —1 : nolm] < —1 (3.127)

Definint v = /2E}, ./ Ny, cadascun d’aquests events d’error ocorre amb les segiients probabilitats,

1. error 1-2:

P12 = Prin[m] < —1] - Pring[m] > —1] (3.128)
= Q) -(1-QM) (3.129)

2. error 1-3:
Pis = Prinim] < —1]-Pring(m] < —1] (3.130)
= Q) QM) (3.131)

3. error 1-4:
Piy = Prin[m] > —1] - Pring[m] < —1] (3.132)
(1-Q()- Q) (3.133)

En els resultats anteriors veiem que els errors dominants (de major probabilitat) sén 'error 1-2 i 'error
1-3,

Po=Pu=Q() -(1-Q() > Piz=Q*() (3.134)

en ser Q(y) << 1 pel marge de valors habituals de ~.
Podem calcular la probabilitat d’error associada a la transmissié del simbol a; com la probabilitat del
seglient event,

e Event de no-error: en aquest cas, el soroll no provoca un salt de quadrant i tenim,
] > -1, nolm] > -1 (3.135)
2

on la probabilitat associada ve donada per P11 = (1 — Q(v))>.

Per tant, la probabilitat d’error de simbol associada a la transmissié del simbol a; es pot calcular com la
complementaria de la probabilitat de no-error (P11),

Prieslajm] =a1] = 1-Py; (3.136)
= 1 1-Qu)y
= 20(v) - Q*(v) (3.137)
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La probabilitat d’error de simbol, sense condicionar a quin simbol s’ha transmes, ve donada per,
M=4
Prie,] = Y Prle.Ja[m] = a;] - Prla[m] = a;] (3.138)
i=1

Ara bé, com que partim de ’hipotesi de que tots els simbols sén equiprobables, tenim que Pr[a[m] = a;] =
pi =1/M =1/4. A més a més, com hem mencionat anteriorment, degut a la simetria de la constellacié
QPSK i a les caracteristiques del soroll, tindrem que,

Prles|a[m] = a;] = Prlesla[m] = aq] (3.139)
En conseqiiencia,
Prfe = 7 M- Prlesalm] = a1] = Prle,|afm] = a1 (3.140)
= 2Q(7) - Q*(v) (3.141)
Pels valors habituals de ~, sera valida ’aproximacio,
Prfe,] ~ 2Q(7) (3.142)

Per tant, la probabilitat d’error de simbol en QPSK és aproximadament el doble que per BPSK. D’entre
els errors que es produeixen, la gran majoria sén errors de quadrant adjacent i la resta (comparativament
molts menys), errors de quadrant oposat. Respectivament, errors 1-2 i 1-4 (majoria, quadrant adjacent)
i 1-3 (minoria, quadrant oposat), en el cas de a[m] = a;. Tot seguit proporcionem un llistat complet de
tots els errors (de les seves probabilitats P;;) que es poden produir segons el simbol transmes,

am] =a; = +1+ , Pia=P1s>Pi3
alm] =az = -1+ ) P21 = P23 > Pay
aml =as=-1-j , P3a=P3s>Psy
alml=as=+1-j , Py =Piy>Psp (3.143)

on es verifiquen les igualtats,

1. Errors de quadrant adjacent: per (k,i) indexos corresponents a quadrants adjacents,
Pir =Pri =P1o =Q(7) - (1 = Q(v)) (3.144)
2. Errors de quadrant oposat: per (k,i) indexos corresponents a quadrants oposats,
Pii, = Pp; = P13 = Q*(v) (3.145)

Comput de la probabilitat d’error de bit en QPSK

Considerarem unicament la probabilitat d’error de bit associada a la codificacié Gray. En aquest cas,
podem considerar el sistema de comunicacions QPSK com dos sistemes de comunicacions BPSK indepen-
dents en parallel, on la parella de bits recuperats en el receptor, [131 [m)] by [m]], a partir de la observacié de
simbol z[m], vindrien donats per,

bilm] = % (1 - f[m]) = % (1 — sign(z7[m])) (3.146)
bfm] = 3 (1-Qlm]) = 3 (1 - sign(zqlm]) (3.147)

on el soroll que afecta a la obseraci6 z;[m] és independent del soroll que afecta a la observacié zg[m]. Per
tant, tots dos han de tenir identica probabilitat d’error de bit. Es a dir,

PQPSK,Gray(€0) = pBpsk(e) (3.148)

Eb,c
Q ( 2N0> (3.149)
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