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Resum. Es presenten els principis del disseny recursiu d’algorismes junt amb els conceptes
matematics en els que es basa: els preordres ben fonamentats i les demostracions per induccid
noetheriana. Tot seguit s’exposen les técniques de disseny 1 transformacié basades en el concepte
d'immersié. Per illustrar les diferents técniques exposades a l’article es resolen diversos exemples.

Abstract. We show the principles of recursive design and its mathematical basis: the concepts
of well founded set and noetherian induction. We also show recursive design and transformation
techniques based on embedding. To illustrate each technique several examples are solved.

1. Introduccid

La raé que m’ha mogut a escriure aquest report ha estat l'abséncia d'un treball de caracteristiques
similars. Aixi com existeixen els treballs de Dijkstra [Dij-76] i Gries [Gri-81] sobre disseny d’algorismes
iteratius no hi ha treballs similars sobre disseny recursiu. El tema del disseny recursiu s'ha tractat des de
diferents punts de vista p.e. [Sch-84], [BW-82], [CIP-853], ... perd no n'hi ha cap que estudii el disseny
recursiu a partir d'una especificacié pre-post.

En aquest treball es pretén donar a conéixer les diferents técniques de disseny d'algorismes recursius
Algunes d’aquestes técniques sén ben conegudes i s’han fet servir en diferents camps i per a proposits
diferents:; d'altres sén aportacions personals al tema.

M'ha interessat veure totes aquestes idees des del mateix punt de vista, unificant la notacid. la
presentacid, l'estil i el formalisme que es fa servir. Aixd m’ha permes el poder resaltar les diferents
relacions que hi ha entre les técniques. Al mateix temps, aquest treball servira de base i referéncia sobre
el tema.

L'estructura de l'article és la segiient. En primer lloc es dedica una seccié a definir els conceptes
sobre els que es basa el disseny recursiu i les demostracions per induccid: les relacions de preordre 1 els
conjunts ben fonamentats. La seccié 3 es dedica a presentar els principis de disseny recursiu. Tot seguit
es passa a exposar la técnica d'immersié i com s'aplica al disseny recursiu. El problema de l'eficiéncia
dels algorismes obtinguts es tracta a la seccié 5. La immersio es fa servir altre cop per presentar métodes
de transformacié que permeten obtenir algorismes eficients. Per acabar, es dedica una seccié al tema de
transformacions per a obtenir funcions recursives finals com a pas previ de la transformacid en programes
iteratius equivalents. Al llarg e I'article es resolen nombrosos exemples per illustrar les técniques que es

van exposant.

2. Conceptes basics

Es diu que una definicié és recursiva si fa referéncia a si mateixa. Probablement, la definici6 del factorial
o dels numeros combinatoris sén els exemples més coneguts de definicions recursives.

Un cop se sap quina és la definicié recursiva d’'una funcio, és trivial obtenir un algorisme que la
calculi: nomes cal escriure la definicié en una notacié6 algorismica enlloc de matematica. El problema és




obtenir la definicié recursiva; en general, no hi ha métodes per a fer-ho. Es molt més facil especificar una
funcid: establir amb precisid quin és el seu domini i quins resultats esperem obtenir. Per exemple, és ben
senzill especificar la funcid arrel quadrada d'un nombre real, perd no ho és tant donar-ne una definicid
recursiva.

Sigui f: T — T, una funcié. Per a especificar-la definirem dos predicats que reben el nom de
precondicio i postcondicié. La precondicié Q(z) serveix per a establir el domini de f: els valors z € T}
per als quals f estd ben definida son aquells que fan que el predicat Q(z) valgui cert. La postcondicié
R(z,y) relaciona el resultat de la funcié amb el seu argument. Un valor y € T2 és un resultat valid de
f(z) si el predicat R(z,y) val cert. La funcié f satisfa I’especificacié (Q(z), R(z,y)) si i només si per a
tots els valors £ € T} la segiient proposicié és una tautologia:

Q(z) = R(z, f(z)).
Per exemple, l'especificacid de la funcié arrel quadrada seria:
t>0= f(z) ==z

Establim que la funcié no esta definida per a valors negatius i que el quadrat del resultat coincideix amb
’argument. Fixem-nos en que l'especificacié defineix amb precisié una funcié perd no déna cap metode
efectiu de calcular-la. Aquesta és precisament la tasca del disseny algorismic en general i del disseny
recursiu en particular: trobar un algorisme, o sigui, un métode de calcular la funcié.

Un cop s’hagi obtingut un algorisme ens interessara comprovar que sempre dona la resposta correcta.
Per aixd caldra comprovar si la definicié recursiva a la que haurem arribat satisfa I'especificacic. L dnica
manera de comprovar-ho es fent una demostracié per induccié. La induccié no és res més que una
manera recursiva de demostrar teoremes: es demostra el teorema pel valor 0 i, suposi.nt valid el teorema
per a n — 1, es demostra que també és valid per a n. Aixi sabem que un determinat teorema és valid per
a tots els naturals. El teorema que haurem de demostrar és: la funcid satisfa I’especificacid, o sigui. per a
tots els valors del seu domini calcula el valor que esperavem. Més concretament: Vz: Q(z) = R(z, f(z)).
Com veurem al llarg de article. fer un disseny recursiu no és altra cosa que fer un raonament per induccio.

El principi d'induccié sobre els naturals només és suficient quan T} és el conjunt dels naturals. Al-
trament, cal utilitzar una generalitzacié d’aquest principi que rep el nom d'induccié noetheriana. Abans,
perd, caldra definir els conceptes de relacié de preordre i de conjunt ben fonamentat.

Relacions de preordre

Una relacié binaria < definida sobre un conjunt A rep el nom de preordre si és reflexiva i transitiva:

~ (reflexiva) a < a per a qualsevol a € A.

- (transitiva) (a < b) A (b < ¢) = (a < ¢) per a qualssevol a,b,c € A.
Es diu que a precedeix b (o que b segueix a) si @ < b. Un conjunt A preordenat segons < s'escriu (A, X).

Com que en una relacié de preordre no es requereix la propietat antisimetrica, pot haver elements
diferents que es precedeixin mituament. Aquests elements reben el nom d'elements similars. La seva
Jdefinicid és:
(a=b) < (axb)A(b=<Xa).

La relacié = és d'equivaléncia. El preordre (A, <) indueix una relacié d'ordre <%/= sobre el conjunt

quocient A;=: ) )
Va,be Az (@ Xzb & a= b).

Tot preordre defineix un preordre estricte < de la seglent manera:
(a<b) & (a=Xb)A-(a=b),

que és una relacié irreflexiva i transitiva.

Un element m d’un conjunt preordenat (A, <) rep el nom d'element minimal si no hi ha cap altre
element que el precedeixi estrictament: —3a € A (@ < m). Un element m rep el nom de minim si
precedeix tots els altres elements del conjunt: Ya € A (m X a). D’acord amb aquestes definicions, tot

element minim és també minimal perd no a l'inrevés.

!
\



Conjunts ben fonamentats

Un conjunt preordenat (A, <) és ben fonamentat si totes les successions estrictament descendents d’ele-
ments de .4 sén finites. Entenem per successid estrictament descendent tota seqliéncia d’elements ag,
a;. ... de 4 tal que

Vi >0 (ai41 < ai).

Una definicio alternativa perd equivalent és: un conjunt (A, <) és ben fonamentat si tots els subcon-
junts no buits tenen, si més no, un element minimal.

La demostracio d’equivaléncia és la segiient. Sigui (A, <) un conjunt en el que es puguin construir
successions estrictament descendents infinites. El conjunt format per tots els elements d'una d’aquestes
successions no té minimal. Efectivament, qualsevol element de la successid en té un altre que el precedeix
estrictament i, per tant, no pot ser el minimal del conjunt. Igualment, suposem que algun subconjunt
no buit de (A, <) no té minimal. Podem construir amb elements d’aquest subconjunt una successié ag.
ap, ... estrictament descendent i infinita de la seglient manera: ag és un element qualsevol del subconjunt
(que no és buit). Com que el conjunt no té minimals, existeix un element que precedeix ap estrictament:
aquest sera a;. Repetint I’argument anterior tants cops com calgui escollim as, a3, ... Per tant les dues
definicions son equivalents.

Morfismes de preordres

[ seglient teorema ens permetra de construir preordres ben fonamentats sobre qualsevol conjunt a partir
d aigun preordre ben fonamentat que coneguem:. :

Sigui A; un conjunt qualsevol, (42, <2) un preordre ben fonamentat i f: A — A una funcié. El
conjunt A; junt amb la relacié <, definida: '

(a 21 0) <= (f(a) 22 f(b))

per a qualssevol a, b € A, és ben fonamentat.

Notem que la definicié anterior garanteix que:
(a <1 6) <= (f(a) <2 f(b))

on < 1| <2 son els preordres estrictes corresponents a <; i =<, respectivament.

Per demostrar el teorema, notem que A; no pot tenir successions estrictament descendents infinites
perqué a cada successié ag, ay, ... de A; n’hi correspon una altra f(ao), f(ay), ... de A2 que no es
infinita ja que A2 és ben fonamentat.

Es simple ara definir relacions que convertiran un conjunt qualsevol en un conjunt ben fonamentat.
Només cal saber algun conjunt ben fonamentat i aplicar el teorema precedent.

Un error facil de cometre quan s'aplica aquest teorema és no comprovar que la imatge de la funcié f
és un subconjunt de A,. En particular aixd passa molt sovint quan Az sén els naturals.

Alguns conjunts ben fonamentats

1. Qualsevol conjunt finit amb una relacié de preordre.
2. Els nimeros naturals N amb ’ordre habitual.
3. N? amb (a,b) < (¢c,d) <> (a < c)V((a=c)A(b<d))querep el nom de preordre lexicografic.

El principi d'induccio sobre els naturals

Quan volem demostrar per induccié que tots els naturals posseeixen una propietat P qualsevol procedim
de la segiient manera:

a) (base) demostremn P(0) i

b) (heréncia) suposant cert P(n — 1) demostrem P(n).




No sempre n'hi ha prou amb establir la hipotesi d'induccié sobre el natural precedent, de vegades
s'ha de reforcar la hipotesi i suposar que tots els naturals precedents satisfan la propietat. Aixo ddna lloc
al principi general d'induccid sobre els naturals: si per a qualsevol n € N podem demostrar que

(Vi < n P(i)) = P(n)

llavors Vn >(n). Encara que no es requereix explicitament una demostracié de P(0), en general sera
necessari perqué quan n = 0 I'antecedent de la implicacid és trivialment cert i queda cert = P(0) que és
equivalent a demostrar P(0).

El principi d’induccid noetheriana

Sigui (4, <) un conjunt ben fonamentat. Si per a qualsevol a € A podem demostrar que
(Vb < a P(b)) = P(a)

llavors Va P(a). Com es pot observar, és molt semblant al principi d'induccid dels naturals perd amb <
enlloc de <.

La demostracié d'aquest principi és fa per contradiccié. Suposem que la hipotesi és certa. Sigui 5 el
conjunt d'elements de 4 que no satisfan P

S={redA|-P(2)}

i suposem que no és buit: S # 0. Ja que A és ben fonamentat podem escollir un element m € S que sigui
minimal. Si apliquem la hipotesi d’induccié a m veurem que l'antecedent és trivialment cert perqué m
és minimal. Llavors, el conseqiient també ha de ser cert, o sigui. m satisfa la propietat P i, per tant. no
pot pertanyer a S. La suposicié de que S no era buit ha de ser forgosament erromia i aixo demostra el
principi d'induccié.

3. Metodologia del disseny recursiu

Introduim en aquesta seccid la notacid i el métode a seguir per a efectuar dissenys recursius. Tot disseny
recursiu requereix seguir una série de passos que a continuacié detallem:

1. Donar nom a la funcié que es vol dissenyar (per poder-la referenciar) i establir clarament el seu

perfil: definir els parametres, els resultats i els tipus als quals pertanyen.
2. Especificar la funcié. Cal definir la precondicid i la postcondicid.

3. Dissenyar la funcid. Separar el conjunt de casos possibles en dos: els simples o trivials. que
admeten una solucié directa: i els recursius, que requereixen l'activacié recursiva de la funciod.
Definir quina és la solucié per a cada cas d’acord amb l'especificacio.

4 Demostrar la correccié del disseny efectuat. Normalment aquest pas és trivial perque el disseny
es fa de manera que satisfaci 'especificacid. S.. ‘int consisteix unicament en validar el raonament
inductiu.

Una funci6 és recursiva simple si, en els casos recursius, només requereix una tnica activacid. Sien
requereix més s'anomena recursiva miiltiple o composta.

L algorisme genéric d’una funcié recursiva simple és el segiient:

{Q(=)}
func f(z : T1) ret(y : T2) es
cas b,(z) — ret e(z)
Q b,.(r) — ret ¢(f(s(z)), z)
fcas
ffunc

{R(z, )}

Observern que la precondicié només estableix restriccions sobre els parametres: defineix el domini
de la funcié. La postcondicié relaciona els parametres amb els resultats i és, de fet, qui defineix la funcié
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realment. El cos de la funcié esta format per una estructura alternativa que diferencia entre els casos
simples i els recursius. Els casos simples sén aquells que satisfan I'expressio booleana b, (s significa
simple), la solucié dels quals ve donada per la funcié e. Els casos recursius vénen definits per I’expressié
booleana b,; la seva solucié requereix activar recursivament la funcid per a un valor diferent del parametre,
que ve donat per la funcid s (s de seglient o successor). A partir del resultat d’aquesta activacio es calcula
el resultat de la funcié per mitja de la funcié ¢ (¢ de combinar). Es clar que ¢ només pot dependre del
resultat de f i del pardmetre z. Si la funcio ¢ no és necessaria, o sigui, si f(z) = f(s(z)) en el cas recursiu,
la funcid rep el nom de recursiva final.
La demostracié de que una funcid recursiva és correcta es fa per induccid noetheriana i té els segiients
passos:
1. Demostrar que f esta definida per a tot valor del seu domini: Q- =) = b,(z) V b, (z).
2. Establir la base de la induccid: Q(z) A by(z) = R(z,e(z))
3. Establir 'heréncia:
a. Q(z) Ab.(z) = Q(s(z)), que la funcid és activada dins el domini de definicid.
b. Q(z) A b (z) A R(s(z),y) = R(z,c(y, z)), suposant correcta la funcié f per a s(r),
demostrar que també és correcta per a r.
4. Validar el raonament inductiu: Q(z) A b.(z) = (s(z) < z), garantir que s(r) precedeix r per
algun preordre ben fonamentat definit sobre el domini de f.
Es molt habitual que es defineixi un preordre sobre T; mitjanc¢ant una funcié p:T; — N i s’apliqui el
teorema de la seccié anterior. Per a poder-lo aplicar « :i, perd, comprovar que la imatge de p sigui el
conjunt ben fonamentat dels naturals, si més no, per als - :iors que satisfan la precondicié. Concretant, cal
demostrar que: Q(z) = p(z) € N. Llavors el punt 4 es pot reescriure: Q(r) A b (z) = (p(s(z)) < plr)).

Eremples de disseny recursiu

Ens proposem dissenyar una funcié recursiva que calculi el producte de dos nimeros naturals presuposant
que només disposem de les operacions suma i desplacament (productes i divisions per 2). La seva
especificacio és:

{cert}

func mul(z,y : nat) ret(z : nat)

{z=zey)

Al lector li pot semblar que hem fet trampes: hem definit la funcié de multiplicacié (mul) respecte
de 'operacié de multiplicacié (*). En realitat, no hem fet res malament. Volem un algorisme per a
multiplicar i sabem quines propietats té 'operacié de multiplicar que hem representat amb el simbol .
En una especificacié poden aparéixer operacions (o funcions) que no necessariament hem de saber calcular:
n’hi ha prou amb saber quines propietats tenen per a poder treballar-hi.

Ezemple |. Primera solucio

Por a descobrir una relacié de recurréncia podem raonar aixi: el resultat de mul(z,y) es pot obtenir
sumant y cops £. Sumar y cops z és el mateix que sumar z al resultat de sumar y — 1 cops . Perd sumar
y — | cops r és el resultat de mul(z,y — 1). Dissortadament, no hem avancat gaire perqueé no sabem
calcular mul(z,y — 1). Suposem, perd, que hi ha alguna manera de fer-ho (de la qual ens ocuparem més
endavant) i continuem. La relacié mul(z,y) = mul(z,y—1)+=z nomsés és valida si y > 1 ja que, quan y
val zero, y — 1 no és un natural.

L'eleccié d’aquesta relacié pot semblar arbitraria perqué igualment podriem haver triat mul(z,y) =
mul(r,y+ 1) — r i suposar que hi haura alguna manera de calcular mul(z,y+1). A més, aquesta relacié
val per a qualsevol valor de y (i no solament per a y > 0). Es pot argumentar que aquesta relacid no val
perqué fem servir una operacié de la que no disposem: la resta de naturals; perd hi ha una rad molt més
important que veurem tot seguit.

La primera relacié no val pel cas y = 0, perd sabem que mul(z,0) = 0. Aixo significa que ja
sabem calcular mul(z, 1). Segons la relacié que teniem (que podzm aplicar perqué y val 1), mul(z, 1) =
mul(z,0)+r = 04z = z. De la mateixa manera podem calcular mul(z, 2), aplicant la relacié un nombre
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suficient de vegades fins que arribem al cas y = 0 pel qual sabem la resposta: mul(z,2) = mul(z,1)+z =
mul(z,0)+z+z =0+ z+r = 2+z. Aquest mateix raonament val també per a mul(z,3), mul(z,4), ...
En definitiva, tenim una manera de calcular la funcidé per a qualsevol valor dels seus parametres.

En canvi, per a l’altra relacid aixd no és possible. Suposar que sabem calcular la funcié per a y+ 1
ens obliga a suposar que hem de saber calcular-la per a y + 2 i per a y + 3 i aixi successivament. Mali
arribarem a trobar un valor de y pel qual sapiguem la resposta sense fer novament referéncia a la funcié.

Amb la primera relacié hem tingut éxit perqué la suposicié “aixo es pot calcular d’alguna manera”
s'ha fet sobre uns valors “més petits”, “més propers” al cas simple. Técnicament, és diu que el conjunt
dels valors dels parametres (N2 en aquest cas) és un conjunt ben fonamentat compatible amb la relacio
de recurréncia. En el nostre exemple, el valor (z, y — 1) precedeix estrictament al valor (z, y) en la relacié
de preordre ben fonamentada definida sobre N2: (z,y) < (z/,y) <= y < y. L’algorisme corresponent
es pot veure tot seguit.

func mul(z,y : nat) ret (= : nat) es
casy=0—ret 0
Oy>0—retmul(z,y—1)+=z
fcas
ffunc

Pasem ara a comprovar que es correcte. La demostracié pas per pas és la seguent:
l.cet=>y=0vy>0
2. certAy=0=0=z=*y
da. cert Ay > 0= cert R
3b. certAy>0A(z=z+(y=1))=>(z+z=z=y)
4, cert Ay > 0= (z,y— 1) < (z,¥)
S'ha fet una substitucié literal de cada terme de la demostracié genérica perque sigui facil la seva identi-
ficacié. Es veu que tots els passos sén prou trivials i no necessiten cap argumentacié addicional.

Ezemple 2. Segona solucio al producte de dos naturals
Pel mateix problema anterior ens proposem de trobar una solucié que també faci us de les operacions de
desplagament: duplicar i dividir per dos.

Suposem que y és parell. Llavors, en lloc de sumar y cops r. podem sumar-ne només la meitat i
duplicar el resultat, o també, sumar la meitat de cops el doble de z:

y és parell = mul(z,y) = mul(z + 2, y/2)
y és parell = mul(r,y) = mul(z,y/2) 2

Ara bé quan y és senar aixo no va bé, entre altres coses perqué no esta clar qué significa dividir un nimero
senar per dos (qué en fem del residu de la divisié?). Notem, perd, que quan y és senar y — 1 és parell i a
partir de la primera relacié obtenim:

y és senar = mul(z,y) = mul(z *2,(y—1)/2) + ¢

Com que tot nimero natural és parell o senar estem temptats de concloure que les relacions anteriors
sén suficients per a obtenir un programa correcte; perd no és aixi. Sabem que ha d’haver algun cas simple,
altrament no estaria garantit 1’acabament del calcul. Com en la solucié anterior prendrem y = 0 de cas
simple. Per a qualsevol altre valor de y, segons sigui parell o senar s'aplicara una relacié o l'altra. Escrivim
["algorisme i passem a demostrar-lo.

func mul2(z,y: nat) ret(z : nat) es
casy=0—ret0

Oy>0—cas parell(y) — ret mul2(z2,y/2)
0 —parell(y) — ret mul2(z x2,(y—1)/2)+ =
fcas




Els punts 1i 2 de la demostracié sén idéntics als de l'exemple anterior. El punt 3a s’ha de fer dues
vegades, una per a cada cas recursiu:

y> 0A parell(y) = (z +2,y/2) € N? .
y > 0A —parell(y) = (z +2,(y — 1)/2) € N?

El punt 3b s’ha de fer també dues vegades:

y>0Aparellly) Az =(y/2)«(x+2)=>z==z=*y
y>0A-parell(yy)A2=((y—1)/2)*(z+2)=>z+z=z+y

Per a fer aquestes demostracions només cal fer simples manipulacions algebraiques.

Per a validar el raonament inductiu serveix el mateix preordre de l'exemple anterior. Aquest cop
perd la demostracié és:

y>0Aparell(y) = y/2 <y
y>0A-parell(y) = (y—1)/2<y

Totes dues equacions sén certes perque la divisio per 2 redueix el valor de y sempre que y (o y — 1) sigui
parell 1 diferent de zero.

Eremple 3. Recursié multiple :

Volem resoldre el segiient problema: donats dos niumeros naturals, diferents de zero, n i s, S(n.s) és el
nimero de maneres de sumar n amb s sumands tots diferents de zero. Per exemple, S(7.3) = 4 ja que
T=1+14+5=1424+4=143+4+3=2+2+3. Es consideren iguals dues maneres que només es
diferencien en l'otdre dels sumands. Dissenyar un algorisme per a la funcié §.

L’especificacidé de la funcid sera la segiient:

{n>1As>1}
func sumes(n,s : nat) ret(r : nat)

{r=8(n,s)}

Comengarem el disseny cercant casos simples. La manera de sumar n amb 1 sol surnand és tinica.
Sumar un total de n amb n sumands només es pot aconseguir d'una unica manera: amb n uns. D’altra
banda, és impossible totalitzar n amb més de n sumands, o el que ve a ser el mateix, és impossible obtenir
un valor inferior a s amb s sumands. Resumint:

1 sis=1,
S(n,s)=<1 sis=n,

0 sis>n.

Els casos que queden (2 < s < n) els tractarem recursivament.

Siguin = d; + - -+ d, una manera possible de sumar n amb s sumands. Si sumem 1 a cada sumand
obtindrem una manera de sumar n+s amb s sumands: n+s = (d, + 1)+ -+(d, +1). Aquesta manera
té la particularitat de que cap sumand val 1. Igualment podem dir que, si tenim una manera de sumar
n — s amb s sumands. afegint 1 a cada sumand obtenim una manera de sumar n amb s sumands, tots
diferents de 1. Aixd només té sentit si n — s > 1, o sigui, si és un cas recursiu. La relacio és valida fins
i tot quan S(n —s,s) = 0, o sigui, quan n — s < s. Efectivament, amb s sumands diferents de 1 s'obté
una suma que val 2s o més; si n < 2s és impossible obtenir una suma de valor n.

Fins ara, sabem quantes sumes hi ha que no fan servir uns. Quantes n’hi ha que en facin servir?
lgual que abans, si tenim una manera de sumar n amb s sumands i hi afegim un sumand 1, obtenim una
manera de sumar n+1 amb s+ 1 sumands. Per tant,sin—1=d,+---+d,_, llavorsn =d, +---+d,_1+1.
La particularitat d’aquesta descomposicié és que té algun sumand 1 (si més no, I'iltim). Aixd només
tindra sentit quan n— 1> 11is— 12> 1, pero els casos recursius satisfan totes dues coses.
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Si 2 < s < n, qualsevol suma possible de n en s sumands es pot obtenir d’alguna de les dues formes
anteriors. A més a més, cap suma es pot obtenir de les dues formes ja que I’'una sempre produeix sumes
sense uns i l'altra sumes amb uns. Per tant, el nimero de maneres de sumar n amb s sumands es pot
obtenir sumant les possibles formes de fer-ho amb uns i sense uns. Resumint,

2<s<n=>8n,s)=8(n—-s5,5)+S(n-1,s-1)
L'algorisme que s’obté és el segiient:

func sumes(n, s : nat) ret(r : nat) es
cass=1-—retl
Os=n— etl
Os>n—ret0d
02<sAs<n—retsumes(n—s,s)+ sumes(n —1,s—1)
fcas
ffunc

Esla transcripcié exacta de les propietats que acabem de deduir i que correspondrien als punts 2 i 3
de la demostracid de correccié. Per estar segurs de que tot és correcte, cal demostrar que s’han tractat
totes les situacions possib.:s (aixd és ben clar) i que existeix algun preordre compatible amb la relacid
de recurréncia. Un preordre possible és I'induit per la funcié p(n,s) = n +s. La imatge de la funcid és
el preordre ben fonamentat dels naturals. per tant podem aplicar el teorema de la seccié anterior. E}
decreixement d'una activacio a la segiient es demostra tot seguit i cal fer-ho per a les dues activacions:

2<s<n=pn—1,s-1)<p(ns)en+s—-2<n+s
2<s<n=>pn—-sss)<p(ns)eSn<<n+s

4. Disseny per immersié

i ha molts problemes per als quals no és facil trobar una relacié de recurréncia. Pot ser que no s'ens
acudeixt o que, tal i com l'hem especificat, no admeti cap relacié de recurréncia. Aixd no vol dir de
cap manera que aquest problema no pugui ser resolt recursivament; només que ens fa falta informacié
addicional per descobrir una relacié de recurréncia. La dificultat és que aquesta informacié addicional no
es troba a I'especificacié. Per superar aquest entrebanc utilitzarem la técnica de disseny per immersié.

La técnica d'immersié es basa en dissenyar una funcid diferent, més general que l'original. per a la
qual sigui possible obtenir un disseny recursiu. Un cop obtingut I’algorisme d'aquesta nova funcié només
cal particularitzar-lo per a que calculi la funcié original. Per una funcié més general entenem una funcié
amb més parametres que, en determinades condicions, calcula el mateix que la funcid original. Una funcié
aixi rep el nom de funcid immersora o funcié d’immersié. Concretant, la técnica de disseny per immersid
té quatre passos:

a) especificar la funcié que es vol dissenyar;

b) generalitzar-la per obtenir la funcié d’immersid i la seva especificacio;
¢) dissenyar la funcio d immersid;

d) particularitzar, si convé, l'algorisme obtingut.

Els passos a) i ¢) sén els tipics de qualsevol disseny recursiu. El pas b) és el que presenta més difi-
cultats. A I'article [RBP-89] es proposa un métode de derivacié de l’especificacié de la funcié d’immersid
en el cas de recursivitat simple. Aqui només farem un resum molt breu d’aquest meétode i tot seguit
passarem a resoldre exemples.

Sigui f(z) una funcié i g(z, w) una generalitzacié de f amb les seves corresponents especificacions:

{Q(2)} {Q(z,w)}
func f(z) ret (y) func g(r,w) ret(y)
{R(I,y)} {R’(J:,w,y)}




Per poder dissenyar g primer hem de trobar la seva especificacio. Com que volem fer servir g per
a calcular f hem d'aconseguir que g satisfaci la postcondicié de f per alguna precondicié adequada Q.
O sigui, g ha de calcular un valor y = f(z) que satisfaci:

Yz 3w (Q'(z, w) = R(z, f(z)))

Per obtenir 1'especificacié de g debilitarem aquesta implicacié. Hi ha dues maneres de fer-ho: debilitar
ia part dreta o reforgar la part esquerra.

En el primer cas (debilitar la part dreta) la postcondicié R’ de g s’obté al substituir una constant
de R pel parametre w; s’obté, doncs, una postcondicié més feble. La precondicié Q' restringira el domini
de definicié de g a aquelles combinacions dels parametres r i w per als quals la funcié estigui ben definida.
Cal evitar, en particular, aquells casos que fan que 12 postcondicié valgui fals.

En el segon cas (reforgar la part esquerra) mantindrem la part dreta intacta, o sigui farem R = R
| el parametre w no apareixera a la postcondicié de g. Per a que aixd tingui éxit, caldra “moure” a Q'
part de la informacié que hi ha a R. Per saber quina informacié cal moure es parteix de la demostracio
de correccié del cas simple: Q'(z,w) A b,(z,w) = R(z,e(r)). Cal expressar R en forma conjuntiva i
assignar-ne una part a Q' i ['altra a b,.

Es dificil donar una regia clara de quan s’ha de fer servir una debilitacié o l'altra; de vegades el
mateix problema admet les dues. En general escollir entre una o altra debilitacié és una decisié molt
lligada a I’experiéncia. Uns quants exemples ens ajudaran a aclarir-ho tot.

Fremples

Resoldrem ara el segiient problema dos cops, un per a cada métode de debilitament. Donat un nimerd
natural n, calcular la part entera de la seva arrel quadrada: r = |/n].

Ezemple 4. Solucio per debilitament de la part dreta.

L'especificacio és:

{cert}
func rel(n : nat) ret(r : nat)
{rP<n<(r+1)%

on hem substituit la part entera per la seva definicié i hem elevat al quadrat tots els membres de la
desigualtat.
Substituim a la postcondicié la constant 1 per un nou parametre a i obtenim:

r2§n<(r+a)"’

La funcié no esta ben definida si a < 1 perqueé llavors la postcondicid és equivalent a fals. Restringirem,
doncs, el domini d’aquest parametre a a > 1. L’especificacié de la funcié immersora sera:

{1 <a}

func irel(n,a: nat) ret(r : nat)

(P <n<(rta))

Es evident que irel(n, 1) = rel(n).

Quan la funcié valgui zero la primera conjuncié de la postcondici sera trivialment certa, i l'altra
conjuncié ens dira en quins casos la funcié val zero: n < a’. Hem trobat, doncs, els casos simples. Prenem
com a casos recursius tots els altres: n > a®. Per aconseguir arribar a algun cas simple i, per tant, per
poder definir un preordre ben fonamentat, caldra buscar una recurréncia sobre un subproblema amb una
n menor 0 una a mMés gran.

Quan es dissenya per immersié és una bona idea cercar relacions de recurréncia entre subproblemes
que només es diferencien en el valor del parametre addicional. A la practica aixd no €s una restriccié
excessiva perqué, sovint, el disseny per immersié s'intenta quan falla el disseny directe. A més, si hem
afegit un nou parametre és amb la intencié de fer-lo servir, de que ens ajudi en el disseny.
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Descartem, doncs, cercar recurréncies sobre una n menor. Com que a > 1, una possible manera de
fer-lo més gran és duplicar-lo. Per trobar una relacié entre irel(n,2 « a) i irel(n,a) podem raonar aixi:

irel(n, 2 = a) calcula un valor v’ que satisfa
2 <n<(r+2%a)
que seria el valor de irel(n,a) si n < (r' + a)?. En cas contrari, podem escriure:

rP<n<(f+22a)’An> (" +a)l = (P +a) <n<(r+2+a)
& (r+a)?<n<((r+a)+a)

o sigu. que el valor de irel(n,a) seria r’ + a. Resumint:

. _ sin< (r+a)? ;.
irel(n,a) = {r’ +a sin>(r+a)? on r’ = irel(n,2*a)

L’algorisme que resulta és:

{1<a}
func irel(n,a : nat) ret(r : nat) es
casn < a®> —ret0
0 n>a®—siguir’ = irel(n,2+a)en
casn < (r' +a)? —ret r/
On>(r+a)?—retr' +a
fcas
fcas
ffunc
{r*<nAn<(r+a)?}

La demostracié de correccié és bastant senzilla i es basa precisament en les propietats que acabem
de deduir. Respecte del preordre ben fonamentat, la funcié p(n,a) = [n/a’] n'indueix un de compatible
amb la recurréncia. Comprovem-ho:

a) la imatge de la funcié p és el conjunt del nimeros naturals, que és ben fonamentat:

Q'(n,a) =>p(na)eEN < neNAl<a= [n/a*] € N;
b) l'activacid irel(n,2 * a) precedeix a la irel(n, a) en el preordre induit per p:
Q'(n,a)Abs(n,a) = p(n,2*xa) < p(n,a) < 1 <aAn> a® = |n/(2+a)?] < |n/a®)

Per a demostrar-ho farem el canvi £ = 4 + n/a® que déna: z > 1/4 = |z] < [4=z]. Pera
1/4 < r < 1 és evidentment cert. Pera z > 1 n’hi ha prou amb notar que: |z} < 4+[z] < [4=xz].

Ezemple 5. Solucio per reforcament de la part esquerra

Resoldrem ara el mateix problema fent una immersio diferent. La idea segiient resulta molt adequada
en general per a decidir quina immersi6 cal fer. Dedicarem un parametre addicional a “mantenit” el
resultat de la funcié, de manera que quan s'arribi a un cas simple aquest parametre tindra el valor de
la funcié. Formalment aixd significa que (vegeu l'esquema genéric) e(z,w) = w. Intentem, doncs, una

generalitzacié del tipus:

{Q'(n,a)}
func irel(n,a : nat) ret(r : nat)
{(rPP<nAn<(r+1)%}
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Per trobar Q' ferm les consideracions segiients. En el cag simple caldra demostrar que Q’(n.a) A
bs(n.a) = R(n, e(n,a)) perd d’acord amb la idea anterior e(n,a) =a, i tenim

Q(na)Ab,(n,a) > a <n<(ay )%

Resoldre aquesta implicacid és molt ; -2il. Assignem una de Jes conjuncions de |a part dreta a @’ | I'altra
a b,. Per exemple, triem Q'(n, a) = g2 < n. Els casos simples seran b,(n, a)=n<(a+ 1)2.

Igual que en el cas anterior només cercarem relacions de recurrencia en les que e| parametre original
de la funcié (n en aquest cas) no canviy.

La manera més senzilla d’apropar-se al cas simple és cercar una relacié de fecurréncia entre rel(n, a)
Lirel(n,a+1). Al no haver canviat la Postcondicid, qualsevo] de les dues activacions anteriors la satisfy.
suposant que satisfacin |a precondicid. L'activac, trel(n, a + 1) satisfara la precondicié si (a+1)? <n
Com que aquesta condicié és precisament |a oposada de la dels casos simples, hem acabat el disseny
Vegeu l'algorisme tot seguit.

{a* < n}
func irel(n, q : nat) ret (r : nat) es
casn < (a+1)? w retq
On>(a+ 1)?2 — ret irel(n,a + 1)
fcas
ffunc
{rP<nAanc (r+1)?}

necessitem complir. Nomes manca validar el raonament, inductiu. Un preordre ben fonamentat compatible
amb la recurréncia és l'induit per la funcig p(n,a) = n—q? @ garanteix que la imatge de |a funcid és
Sempre un natural (podem aplicar el teorema) i les equacions segiients

Q'(n,a) Abe(n,a) = p(n, a + 1) <p(n,a)
<=>a2§n/\(a+1)2§n:>n—(a+1)2<n—ag

demostren que 'activacis rel(n,a + 1) precedeix en el preordre a 'activacid irel(n, a).

Perd molts altres valors a més a més del 0 serveixen per a inicialitzar el parametre a de la funcié irel eg
podria calcular d'alguna manera una aproximacic a I'arre| de n | fer-la servir de valor inicial de a sempre
que satisfaci la precondicig. Per exemple, la poténcia de dos més gran que no superi |'arrel de n.

Sempre que se Segueixi aquest métode s'obtindra una funcis recursiva final perque la postcondicid
de la funcié immersora no depén dels nous Parametres, i els parametres que ja hi havia no son alterars
d’una activacis a |a seglient. Efectivament, el punt 3b de la demostracis de correccid adaptar a la
funcié d'immersic és (recordem que |a postcondicid no depén dels nous parametres): Q'(z, w)Ab,(r, w)A
fi(s(r), y) = R(z,c(y,z)). Siels Parametres de la funcié original no varien tenim s(z) = z i llavors
podem escriure: Q'lz, w) A be(z, w) A R(z,y) = R(z, ¢(y,z)). La manera més simple de satisfer-|a &g
prendre c(y, r) = y i aixo fa Que la funcid sigui recursiva final.

5. Transformacions d’eficiéncia

La eficiencia és un aspecte important en el disseny d'algorismes. D'entre dos algorismes corrertes que
resolen el mateix problema preferirem aquell que ho faci meés rapid. Sovint, quan se SegUeiX un métode
formal de disseny, la solucig a la que s'arriba no és |a més eficient. Si per a obtenir un algorisme
mes eficient ens I'inventem pot deixar de ser correcte, La situacic és clara: no estemn disposats a tenir
algorismes correctes si no son eficients. Pero tampoc volem obtenir algorismes eficients I incorrectes.
Veurem tot seguit que la técnica d'immersis proporciona una manera d’aconseguir algorismes a la vegada
eficients i correctes.
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Entre altres raons, els algorismes son ineficients perqué calculen diverses vegades el mateix, o be
perque fan servir operacions de cost elevat quan amb altres de cost menor n’hi hauria prou. En aquestes
situacions, és 1til mantenir la informacié necessaria per a evitar la repeticio de calculs. Aquesta idea ds
ben coneguda en programacié funcional (vegeu (DM-87], (BMPP-89] o [FH-88]) i també en optimitzacis
de programes (vegeu [PK-82]). Un resum molt complet (perd també molt breu) de les técniques de
transformacid es pot trobar a [Fea-87].

En el disseny recursiu la informacié necessaria es manté en nous parametres que s’afegeixen a la
funcid. Es tracta, doncs, de fer la immersié adequada. De fet, no sempre és possible mantenir la
informacio necessaria en els parametres i resulta util ampliar la idea d'immersié a funcions amb més d'un
resultat. Se li déna el nom d’immersi6 de resultats per diferenciar-la de I'altra immersié, la de parametres.

Sigui f una funcié recursiva com la de 'esquema genéric, el disseny de la qual ja s’ha fet i és correcte.
Representem per ¢(z) I’expressié que es vol evitar de calcular repetidament. Fem la segiient iinmersié:

{Q(z)Aw = ¢(z)}
func g(z, w) ret(y)

{R(z,y)}

El disseny recursiu de g sera el mateix que el de f perd ara podem substituir totes les aparicions de ofr)
en g per w. Aixd manté la correccié de g perqué la seva precondicié estableix la igualtat de w i o(z).
L'dnica diferéncia substancial de la demostracié de correccié de g respecte de la de f és la segiient.
Per satisfer la precondicid, I’activacié recursiva de g haura de ser g(s(z), é(s(z))). Loperacié o no ha
desaparegut completament perd intentarem expressar ¢(s(z)) d'una manera més simple. Sovint, és facil
expressar ¢(s(z)) en funcié de é(z) i després substituir ¢(z) per w. L'eficiencia millorara si calcular
3(s(zr)) en funcié de o(x) costa menys que el calcul directe de ¢(s(x)).

Totes les expressions sospitoses de ser ineficients i que no depenen del valor que retorna llactivacié
recursiva es poden tractar aixi. En particular. i referint-nos a I'esquema genéric, les que formen part de
by, br, e i s. En canvi, les que depenen del valor retornat (que necessariament formaran part de la funcis
¢ de ’esquema genéric) no s’hi poden tractar. No serviria de res afegir un nou parametre perqué ens
obligaria a mantenir calculat el valor que estern calculant: estariem fent dependre la precondicié de la
funcié del seu resultat. Per poder aplicar la mateixa técnica hem de fer servir una immersio de resultats
Un dels resultats coincidira amb el de la funcié inicial i els altres serviran per a mantenir informacié.

Igual que abans, suposem que ja tenim dissenyada una funcié f i que fem la segiient immersié:

{Q(z)}
func g(z) ret(y, z)

{R(z.y) Az = ¥(z,y)}

Com en el cas d’immersié de parametres, el disseny de g és una copia del de f. Després de l'activacié
recursiva de g s’obtenen un valors ¥ i ' que satisfan R(s(z),¥) Az = ¢(s(r),y’). Les expressions v
que formin part dels calculs posteriors a I’activacié recursiva es podran substituir per =’. Igual que abans
la correccid és manté i només cal assegurar que la funcié g calculi el valor adequat per z que, sovint. es
pot calcular a partir de z’. Com el cas d’immersié de parametres, |'eficiencia millorara si el caleul de = a

partir de :’ costa menys que calcular = directament.

Eremple 6. Eficiéncia per immersié de parametres
Prenem la segona solucid al problema de 'arrel quadrada que hem obtingut en l'exemple 4. Notem que
l'expressié (a + 1)2 s’avalua un cop per activacié recursiva.

Introduim un parametre b per a substituir (a + 1)®. L'especificacié de la immersié sera

{a®<nAb=(a+1)?}
func trel(n,a,b: nat) ret(r : nat)
{r’<nAn<(r+1)%

LR

on s’ha afegit a la precondicié la relacid entre I'expressid i el nou parametre.
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Per garantir la correccié hem de comprovar que, en el casos recursius, la funcid s'activa amb uns
valors que satisfan |a precondicio. Els valors que cal donar als parametres a i n sén els mateixos que
Ja tenien a la funcio original: pel que fa a ells I'especificacié no ha canviat. Al nou parametre caldra
passar-li un valor b’ que satisfaci la precondicié. L'activacié sera tirel(a, n + 1,6") i la precondicis exigeix
que

b’:((a+l)+1)2=(a+1)2+2*(a+1)+1=b+2*a+3.
Recollint tota = iesta informacid s’arriba a lalgorisme segiient.

func iirel(n,a,b : nat) ret (r: nat)
casn<b—g
O0n>b—iirel(n a+ Lb+2xa+3)
fcas
ffunc

El guany en eficiéncia que s’ha obtingut és molt petit. Al substituir un producte per una suma només
guanyem en un factor constant. Sembla, doncs, que no val la pena fer aquest esfor¢ si hem de guanyar
tant poc. Veurem, perd, que hi ha situacions en les que la immersié permet reduir el cost assimptotic de
l'algorisme.

Ezemple 7. Eficiéncia per immersio de resultats
Vegem com aplicariem aquesta técnica a la primera solucié del problema de I’arrel quadrada (exemple 4).
Hi ha dues expressions que requereixen I’ds de multiplicacions: a2 i (r"+a)?. Per ala primera farem una
immersié de parametres: per a la segona, una immersié de resultats.

La immersié de parametres porta a la segiient especificacid:

{1<anb=aq?
func iirel(n,a, b : nat) ret (r : nat)
{rP<n<(r+a?

Substituim les expressions i obtenim:

func iirel(n,a, b : nat) ret(r : nat) es
casn < b—ret(
On>b—siguir = urel(n,2xa,4 +b) en
casn<r®+2xr'xa+b— retr
On>r?+2+r'sa+b—retr +a
fcas
fcas
ffune

L'expressié (r 4+ a)? s’ha desenvolupat i el terme a? s’ha substituit igualment per b.
Afegim els resultats s = r2 it = raaq per evitar el calcul dels productes que surten a l'expressié
P+ 2xr' xa+bde I"algorisme anterior. L'especificacié sera:

{lL<aAb=a?}
func uirel(n,a, b : n'at) ret(r,s, ¢ nat)
{r’<n« (r+a)As=r?At=rxa)
Sifem (r', s, ') = iiirel(n,2 + a, 4 « b) tindrem:
P <n<(F+2%a) A8 = Al = 241" xa
L podrem substituir les expressions 2 i 2 + ' # a posteriors a l'activacié per s’ i ¢’ respectivament. Per

. . .. . . . .
completar el disseny calculem els nous valors de s i ¢ en funcié de s’ i . En el primer cas tenim r = r i

per tant
2 2 ’
s=ri=rp=g

t=rxa=r'sa=1"{)2
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Per a l'altre cas tenim r = r/ + a i llavors:

s=r2=(r'+a)2=s'+t'+b
t rta:(r'+a)*a=r’ta+a"’=t'/2+b.

Nomeés resta decidir quins valors de s i ¢ satisfan la postcondicié pels casos simples. Com que r = 0, s
i ¢ valdran també 0. A continuacié veiem el disseny complet de la funcié on Ja no surten sind sumes |
desplacaments (productes i divisions per 2).

func iiirei(n, a, b : nat) ret (r, s, ¢ : nat) es
casn < b —ret (0,0,0)

0 n>b—sigui (r',s' t') = iiirel(n, 2% a,4 % b) en
{r’zsn<(r'+2*a)2/\s'=r""/\t’=2tr’*a}
casn<s' +t' +b— ret (r',s',t'/2)

On>s"+t'+b—ret (r+a,s"+t' +5,t//2+0b)
fcas

fcas
ffunc

Per saber la relacié que hi ha entre aquestes funcions i les originals notem que els nous parametres i
resultats estan sempre especificats respecte dels vells. Per tant, tindrem:

rel(n) = irel(n, 1)
arel(n, 1,1))
= m(uarel(n, 1, 1))

on m és la funcié de projeccid de la primera component de iiirel. Notem que, el nostre proposit és
calcular rel(n) i que totes les immersions han servit per fer el disseny i per obtenir eficiéncia, pero no ens
interessen per elles mateixes siné per la seva relacié amb rel. L'arrel quadrada de n sempre es calculara
fent I'activacié rrrel(n, 1, 1). D’aqui que sigui possible fer una simplicacié d’aquest 1'algorisme. Notem
que el resultat ¢ coincideix amb r quan a = 1. m(wrel(n, 1. 1)) = ma(itirel(n, 1, 1)) (73 és la projeccid de
la tercera component). Per tant el resultat r no és necessari.

Com que cap expressié de la funcié depén de r excepte la que calcula la propia r, podem suprimir-la.
El parametre a només s'utilitzava en el cilcul de r i, per tant, es pot suprimir igualment. Tot seguit
podem veure el resultat d’aquestes simplificacions. La postcondicid s'ha reformulat tenint en compte que
t=rxaot®=r>+a?=r24} En definitiva tenim que rel(n) = ma(ivrel(n, 1)).

{1 <6}
func ivrel(n. b : nat) ret (s,t: nat) es
casn < b — ret (0,0)
U n>b—sigui(s,t') = ivrel(n, 4« b) en
casn<s' +t' +b—ret (s¢'/2)
On3s+t'+b—ret (" +t'+b,t'/2+b)
fcas
fcas
ffunc
{P<ben<(t+8)°At2=bus)

Ezemple 8. Illustracic de to!s els conceptes anteriors

Considerem el segiient problema. Donada una constant natural n i un vector a[l:n] de naturals, decidir
si hi ha alguna manera de descomposar el vector en una part dreta i una part esquerra que sumin igual.
Evidentment, aquestes parts poden ser de mides diferents.
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L'especificacié és:

{n>0}
fune particio(a : vector; n : nat) ret (b : bool)
O=GE0sisni(Sin gy cinall =5 < < neaf)y)

Dissenyarem l'algorisme per immersié en una funcis de postcondicié més feble. Substituirem la

{n?_U/\OSkSn-}-l}
func wparticio(a - vector;n : nat; k : nat) ret (b : bool)
{6=(3i:k < iSni(Zsl< Siaffl=xjicy < n:afj]))}

el nimero de valors sigui zero, és a dir, quan linterval del quantificador sigui nul, la funcié valdra fals.
Aix0 és dedueix a partir de la definicié del quantificador 3 | correspon al cas enel que k = n't 1. Fs
€4s0s recursius seran tots els altres: aquells que tenen un o més valors quantificats | que corresponen
als casos en elg que & < n+ 1. Per tendir €ap a un cas simple caldra reduir el nimero de valors de
linterval de quantificacid. Ajx( podem establir la segilent relacid (on hem abreujat (¥ /1 SJ<iafj] =
Tig]g n:alj]) per P(i)):

Jik<i< n:P(i) & (Pk)V ik +1 < i< n:P>i)).

O sigui, si hi ha una possible descomposicié entre kin, obéla descomposicié és a k o bé esta entre k +
I n. Resumint:

k=n4+1= iparticio(a, n, k) = fals

k<n+l= iparticio(a,n, k) = P(k) Viparticio(a, n, k + 1)

La funcié iparticio queda:

func tparticio(a : vector;n : nat; k : nat) ret (b : bool) es
cask=n+1—>retfa15
Ok<n+1—ret (Ej:lsjsk:a[j]=_‘:j:k+lSjSn:a[j])viparlicio(a,n,k+1)
fcas
ffunc

La demostracié detallada de la correccié de I"algorisme es deixa a] lector. Respecte del preordre, la
funcié p(a.n. k) =n+1 - & n'indueix un de compatible amb la recurréncia.

La funcio esta inacabada pPerqué no s’ha donat cap manera de calcular els dos sumatoris que apareixen
e el cas recursiu. Qualsevol implementacid raonable trigaria un temps O(n) en calcular-los. El cost de
la funcié iparticio vindria eXxpressat per la segiient recurréncia:

c sik=n+1,
cost(a,n, k) = {cost(a, nk+ D) +en+c” sik <n+l;
que déna: cost(a, n, k)€ O(n(n — k)). El cost de la funcié original, particio{a, n), seria ©(n?),
Per obtenir un algorisme més eficient i igualment correcte farem una immersic que optimitzara el
calcul dels dos sumatoris, Hi ha dues possibilitats: 1) es poden afegir dos parametres, un per a cada
sumatori; 2) es pot afegir un parametre per a un dels sumatoris i un resultat per a l'altre.
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En el primer cas definim dos parametres addicionals se i sd per a mantenir el valor dels dos sumatoris
L’especificacié resultant és:

{n20A05k5n+1Ase=}:j:lgjgk:a[j]/\sdz Tjk+1<j<n:alj]}
func iiparticio(a : vector;n, k, se, sd : nat) ret (b : bool)
{b=(Eik <i<ni(Til<j<italj] =L)< )< n:ali)))

Ara cal substituir els sumatoris per els nous parametres i calcular els valors que han de rebre aquests
parametres en les activacions recursives. Anomenem se’ i sd’ aquests valors. Tindrem:

/

se =Lj:1<j<k+1:afj] =se+alk+1]
sd' =Tj:k+2<j<n:alj] = sd—alk + 1]

1 la funcié sera:

func tiparticio(a : vector;n, k, se, sd : nat) ret (b : bool) es
cas k =n+ 1 — ret fals
0k <n+1—ret(se=sd)Viiparticio(a,n, k + 1, se + a[k + 1], sd — alk + 1])
fcas
ffunc

Per calcular la relacié d’aquesta funcié amb la original recordem que k havia de valer 0. D'acord
amb la precondicié de iiparticio tenim: ,

se=Xj:1<j<k:a[j]=0
sd=Tjk+1<j<nialj]=Tjl<j<nal

La relacid entre aquesta ultima immersié i la funcié original és:
particio(a, n) = iiparticio(a,n,0,0.£j:1 < j < n:a[j])

i caldra calcular la suma de tot el vector abans d’activar la funcis.

Noteu que el cost de la funcié en el cas recursiu s’ha reduit; la recurrencia és ara:

c sik=n+1,

costla,n. k) = { cost(a,n,k+1)+c sik<n+l;

que ddna: cost(a,n, k) € O(n—k); com que inicialment £ = 0 queda un cost O(n). En aquest cost caldra
afegir-li el de la inicialitzacié del parametre sd. Per a sumar tot el vector fa falta un cost linial, per tant,
el cost de la funcié particio(a,n) sera O(n).

Amb aquest exemple hem vist com una immersié pot aconseguir mantenir la correccié i rebaixar el
cost assimptotic.

L'altra possibilitat que haviem anunciat era mantenir un sumatori en un parametre i P'altre en un
resultat. Mantindrem en un nou parametre se el mateix sumatori que en la solucié precedent i intentarem
mantenir |'altre sumatori en un resultat. Aixo ens porta a l'especificacid i I’algorisme segiients:

{(n>0A0<k<n+1Ase=xj:1<j<k:a[j]}
func suiparticio(a : vector;n, k, se : nat) ret (b : bool; sd : nat) es
cask =n+1 — ret (fals, ?)
0k <n+1 — sigui (¥, sd’) = diiparticio(a, n, k + 1, se + a[k + 1]) en
ret ((se=Xj:k+1<j<n:alj)ve,?
fcas

ffunc

Hem posat signes d'interrogacié als llocs on aniran els valors del nou resultat, que encara no sabemn
perqueé no hem decidit quina sera la postcondicié. Respecte del resultat b la postcondicid sera, dbviament,




la mateixa. Respecte de sd seria bo que sd’ fos el sumatori que encara no hem substituit. Aixd simplifi-
carta, st més no, aquest calcul. D'acord amb el cas recursiu tenim que sd haura de ser una expressio tal
que si substituim k per k + | obtinguem sd’ o sigui que:

sd=TXj:k <j<n:alj]

1 aix0 és el que posarem a la postcondicié junt amb que ja hi havia anteriorment sobre 5. Per a completar
el disseny només cal veure quins valors cal posar en el lloc dels interrogants. En el cas simple tenim
k=n+1iper tant:

5d=ijn+15an:aU]=0

len el cas recursiu, k < n+ 1  k < n 1 tenim:
sd=Xj:k<j<n:iafj] = alf]+ Tjk+1<j< n:a(j] = alk] + sd’
Hem completat el disseny de la funcié que podem veure tot seguit:

{n> 0/\05k5n+1/\se=:;’:1gjglc:a[j]}
func iparticio(a : vector;n. k. se nat) ret (b : bool; sd nat) es
cas k = n+ 1 — ret (fals, 0)
0k<n+1—sigui(t, sd) = wiparticio(a, n, k + 1. se + a[k + 1]) en I‘
ret ((se = sd') Vb, sd’ + alk])
fcas
ffunc

{b:(ai:OSiSn:(EjzlSjsi:a[j]:Sj:i<jSn:a[j]))/\sd:Ej:ijSn:a[j]}

Notem que aquest algorisme té també un cost linial. A més a més, la inicialitzacid és molt més
simple ja que no cal sumar tot el vector: particio(a,n) = 7 (uiparticio(a, n. 0. 0)).

6. Recursid final

L’interés de tenir dissenys recursius finals ve del fet que és molt simple transformar-los en algorismes
iteratius equivalents (o sigui, que satisfan la mateixa especificacié). Tota funcié recursiva final té un
algorisme iteratiu equivalent que té un sol bucle.

Aquests algorismes iteratius sén, en general, més eficients que els recursius; si bé només en un factor
constant. S'ha de tenir en compte que les instruccions de control de bucle sén més rapides que les
d’activacio recursiva i de retorn d’una activacio.

A més a més, no hi ha ordinadors “recursius” i els compiladors dels llenguatges que tenen recursivitat
generen un codi maquina que simula la recursié amb I'ajut d'una pila. En aquesta pila s'hi guarden els
parametres i els valors de les variables locals de cada una de les activacions recursives que s’han iniciat i
s'han deixat pendents per fer una altra activacié. Com més activacions hi ha més gran és la pila que es
necessita. En els algorismes iteratius no es necessita pila, només una variable per a cada parametre de la
funcié independentment de quantes activacions es facin. L'estalvi de memoria pot arribar a ser molt gran.
De fet tot el problema ve de que els compiladors simulen la recursi6 enlloc de traduir automaticament
els algorismes recursius en els seus equivalents iteratius.

Quan el disseny que hem obtingut no és recursiu final caldra fer algun tipus de transformacié que,
mantenint la correccid, ens doni una funcié final equivalent. Aquesta transformacié es fara amb ’ajut
d'una immersid. La resta d'aquesta seccié esta dedicada a explicar quina és la immersié adequada en
cada cas.
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De la recursic simple a la final

Per aconseguir convertir una funcié recursiva simple en recursiva final ens hem de desempallegar dels
calculs posteriors a l'activacio recursiva (representat per la funcid ¢ a l'esquema genéric) | efectuar-los
abans de les activacions. Aixd no és sempre possible perd quan ho sigui caldran un o MES parimetres
addicionals per fer aquests calculs. La manera d'aconseguir la definicié d’aquests parimetres es forga
mecanica i es troba a [AK-82). La proposta és, esencialment, |a segiient.

Sigui f una func.$ recursiva no final. Substitueixi's a I’expressié del cas recursiu de f tots els termes
que no continguin ni f ni ¢ per variables. L'expressio resultant és la definicié de la funcié immersora que
cal fer servir.

Es clar que diferents funcions ¢ donaran lloc a diferents generalitzacions. Nogensmenys, hi ha un
cas particular que mereix una atencié especial donada la fregiiencia amb la que sol presentar-se: quan
I'expressié del cas recursiu és f(s(z)) o d(z), o sigui, quan ¢ és una operacié binaria entre el resultat de
I'activacié recursiva i alguna funcié de I'argument.

En aquest cas I'expressié generalitzada és: f(v) o w que és precisament la definicid de |a funcié
immersora (diguem-ne g): g(v,w) = f(v) ow. D'acord amb aquesta definicié i amb 'analisi de casos de
la funcié tenim que:

by(v) = g(v,w) = F(v) 0w = e(v) 0 w
be(v) = g(v,w) = f(v) 0w = (f(5(v)) 0 d(v)) 0 w
= f(5(v)) o (d(¥) o w)
= g(s(v),d(v) o w) .

L dltima igualtat requereix que o sigui una operacié associativa. Fixem-nos en que la funcié g és recursiva
final.

En realitat no s’ha fet altra cosa que una immersié. El parametre w ha permés d'evitar els calculs
posteriors a l’activacié recursiva sempre i quan o sigui una operacié associativa. Per saber quina és la
precondicié de g seguirem la técnica d’immersio que ja coneixem. L'equacid que hem de plantejar és:

Q'(z,v,w) = g(v,w) = f(z)
® Q'z, v, w) = (f(v) ow) = f(z)

o sigui, que @’ ha de contenir la definicié de g i, amés, els predicats de domini que fan que tot aix tingui
sentit:

Q'(z,v.w) = Q(z) A D(v) A D(w) A (f(v) o w = f(z))

Ara és facil veure quina és la inicialitzacio adequada dels parametres de g per tal de que calculi f:
9(z.no) = f(z): on n, és un neutre de l'operacié o, o sigui, wo ny = w. De fet n’hi ha prou amb que n,
“es comporti com un neutre” per a z.

No sempre és possible d’obtenir una funcié final equivalent. La cadena d’igualtats que ens permet
d'obtenir la definicié de g és el que ens permet saber si es pot o no. Recordem que, en el cas re- ::siy es
fan 4 passos:

1. (generalitzacid) g(z, w) s’expressa en funcié de f(z).

2. (desplegat) f(r) s'expressa en funcié de f(s(z)).

3. (reorganitzacid) L'expressié resultant s'escriu de manera que sigui possible efectuar el pas
segtient.

1 4. (plegat) S’identifica I’expressié anterior amb la funcié g.

Si es pot reorganitzar I’expressié en el pas 3 per a plegar-la en el 4 la generalitzacié era correcta | es pot
obtenir una funcié final equivalent. En cas contrari, o bé la generalitzacié no era la correcta. o bé no
es pot obtenir una funcié final equivalent. Els noms “plegat” i “desplegat” provenen d'un article sobre
transformacio de programes [BD-77] en el que ja es proposava la técnica que hem presentat perd on no
es mencionava com obtenir una generalitzacié adequada.
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Ezemple 9. Cas amb operacid bindria associativa

Recordem la primera solucié que hem obtingut del problema del producte de dos nimeros naturals:

func mul(z,y : nat) ret (z : nat) es
casy=0—ret0
Oy>0—ret mul(z,y—1)+=z
fcas
ffunc

Notem que és un dels casos que discutiem: la forma de la funcié pel cas recursiu és la desitjada, + és
una operacié binaria i associativa. La immersié adequada sera, doncs: gmul(u, v, w) = mul(u,v) + w.
Seguint ’analisi de casos de mul tenim:

v=0=gmul(u,v,w)=mul(y,v)+w=0+w=w
v > 0= gmul(u,v,w) = mul{u,v) + w = (mul{u,v—1)+u)+w
mul(u,v — 1) 4+ (u + w)

= gmul(u,v—1,u+ w)

I d’acord amb la discussié anterior la precondicié de g sera:
Q' (z.y. u,v,w) = (mul(z,y) = mul(u,v) + w) .

Ja que totes les funcions de domini valen cert en aquest cas. A partir de la precondicié anterior es pot
observar que: mul(z,y) = gmul(z,y,0). L’algorisme per a la funcié gmul es pot veure a continuacid.

func gmul(u,v, w: naet) ret (= : nat) es
casv =0 —retw
O0v>0—ret gmul(u,v—1,u+ w)
fcas
ffunc

Ezremple 10. Cas general de transformacio a recursid final

El seguent exemple illustrara el cas en el que la funcid ¢ no és una operacié binaria.
Hem de dissenyar una funcié per avaluar un polinomi. Els coeficients estan disponibles en un vector
a[0:n] amb n > 0. L’especificacié pot ser:

{n >0}
func poli(a : vector;n : enl;z : ent) ret(y: ent)
{y=xi:0<i< n:afi] «z'}

A partir de la postcondicié observem que és trivial calcular el valor d’un polinomi de grau zero:
val a[0]. Aquest podria ser el cas simple. Solucionar recursivament els altres casos voldra dir que hem
d’expressar el valor d’un polinomi de grau n en termes d’un de grau n — 1, per exemple:

Ti:0<i<n:afi]*xz =($i:0§iSn—I:a‘,Ii]t::")+a[n]*z"

Aquesta expressié ens donaria directament el disseny del cas recursiu. Fixem-nos perd que calcular z"
costaria ©(n) ja que l'exponenciacié no és pas una operacié primitiva del nostre llenguatge.

La idea inicial de reduir el grau del polinomi en 1 és bona perd es pot aplicar millor. Provem de
reduir el grau del polinomi “per I’altra banda”, o sigui:

Ti0<i<n:alij*z =a[0]+ Ti:l <i<nali]*z
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El sumatori involucra un coeficient menys perd no és (encara) un polinomi de grau n — 1. N'hi haura
prou amb treure z com a factor comi:

'Ei:OSiSn:a[i]#.z:‘=a[0]+:ct‘,_,‘i:lSiSn:a[i]tri'l

a[0]+rt)_'jk:0$lc§n—1:a[/c+1]:1:'°

Ara ja tenim un polinomi de grau n — 1 perd surt un nou problema: els coeficients no estan en els llocs
al n — 1 de la taula. Per solucionar-ho farem una immersié de la funcié original en una altra funcis que
ens permeti de tenir els coeficients a partir de I'index que ens convingui. L'especificacid sera:

{(n>0A0<j<n}
func ipoli(a : vector; j,n : ent;z : ent) ret(y: ent)
{y:ﬁi:OSiSn:a[i+j]*z‘}

El lector pot estar pensant ara: quin ha estat el métode de debilitament que hem aplicat” Només
hemn debilitat la part dreta: hem substituit constants pel parametre j. Ara bé. les constants no es veien a
la postcondicié perqueé eren zeros que estaven sumant (o restant). Aquesta manera de fer les COSEes, cercar
una possible relacié de recurréncia i després encaixar-hi la immersié adequada. és perfectament valida ;
molt idtil per aquells problemes en els quals no estd gaire clar quin meétode s’ha d’aplicar i com.

Igual que en el primer intent de solucid el cas simple sera el polinomi de grau zero. Pel cas recursiu
ja hem trobat abans la recurréncia que ens convenia perod particularitzada en el cas J = 1. Treballant
amb la nova especificacié trobarem la relacid que necessitemn: :

Ei:OSiSn:a[i+j]*z'i=aU]+z*Ei:15i§n:a[z’+j]*.r“l
a[j]+;r*2k:0§k§n—1:a[lc+j+1]*.x’°

Per tant tenim les segiients propietats que porten a escriure 'algorisme seglient.

n = 0= 1poli(a,j, n, z) = a[j]
n> 0= ipoli(a,j,n,z) = alj] + z * ipoli(a,j + 1.n — l,z)

func ipoli(a : vector; j, n : ent;x : ent) ret(y: ent) es
cas n =0 — ret afj]
On>0-—ret afj] + z = ipoli(a,j + 1, n — L, z)
fcas
ffunc

La comprovacié detallada de la correccié de I'algorisme, incloent el preordre, es deixa d'exercici pel
lector.

Notem que |'expressié del cas recursiu no s'ajusta al patré que s'ha donat a linici d’aquesta seccid.
Aqui tenim una combinacié de dues operacions (* 1 +). Malgrat I'aparenga complicada, és facil aplicar
el metode de generalitzacié per a obtenir una funcié recursiva final equivalent.

La generalitzacio s'obté substituint per variables totes les expressions que no involucrin ni la funcié
ni les operacions * i +. Obtind.rem:

gpoli(a’, 7', n', 2 u,v) = u+ v« ipoli(a’, j', n’, ')

Hem preferit posar uns noms als parametres de gpoli que recordin els corresponents de ipoli perque els
raonaments que segueixen siguin més facils de seguir.
La definicid recursiva de gpoli I'obtindrem a partir de la cadena d’igualtats segiient:

n>0=gpoli(a’,j',n', 2\ u,v) = u+v+ ipoli(a’,j', 0, )

=u+v+(a[J]+ 2 «ipoli(a’, ;' + 1,n' = 1,2"))
(utv=ad[J']) + (vez)xipoli(a,j' + 1,0 =~ 1,1)
=gpoli(a',j'+ 1,0 = 1, 2" u+vea[j] v+ z’)

I
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Observem que ha estat possible efectuar la reorganitzacié de l'expressié i identificar-la, a I'dltima
igualtat, amb la funcié gpoli. Pel cas simple s'obté: gpoli(a,j.n,z. u,v) = u+ v+ a[j]. L'algorisme de
gpoli completat amb la precondicié és:

{0<nA0<j<nA ipoli(a, j,n, z) = u+ v * ipoli(a’, j', n', r')}
func gpoli(a’ : vector; j', n' : ent;z’ - ent;u,v: ent) ret(y: ent) es
casn' =0 —retu+v+al)]
0 n' >0 —ret gpoli(a’,j' + 1,n’ — Lz, u+vxad[j],ver)
fcas
ffunc

La postcondicié és la mateixa que la de ipoli.
A partir de la precondicié podem deduir que: tpoli(a, j,n,z) = gpoli(a,j,n,z,0,1). I si ajuntem
aquest resultat amb ipoli(a, 0, n,z) = poli(a,n, r) tenim: poli(a,n,z) = gpoli(a.0,n, z,0,1).
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