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0. Introducció 

Començarem el tema introduint l’entropia com una nova variable d’estat. Tot seguit 

definirem dues noves funcions d’estat, que emprarem per estudiar processos a volum i 

temperatura constants (funció de Helmholtz F) i a pressió i temperatura constants 

(funció de Gibbs G).  

Com hem vist al tema anterior, el segon principi afirma que la variació d’entropia d’un 

sistema aïllat és ∆𝑆𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎
𝑎ï𝑙𝑙𝑎𝑡 ≥ 0. Tanmateix, en general els sistemes no estan aïllats i, per 

tant, l’entropia d’un sistema no sempre augmenta. Un exemple és el d’un sistema que 

interactua tèrmicament amb una font tèrmica. En aquest cas és més útil formular el 

segon principi en termes de les funcions de Helmholtz i de Gibbs. Concretament 

demostrarem que, si un sistema està en contacte amb una font tèrmica i el seu volum 

és constant, es verifica que ∆𝑭𝒔𝒊𝒔𝒕 ≤ 𝟎 i, si el sistema està en contacte amb una font 

tèrmica i està sotmès a una pressió externa constant, es compleix que ∆𝑮𝒔𝒊𝒔𝒕 ≤ 𝟎. 

Més endavant derivarem les relacions de Maxwell, que ens permetran determinar 

variacions d’entropia respecte de variables mecàniques, com la pressió i el volum.  

També deduirem expressions per les derivades parcials (
𝝏𝑼

𝝏𝑽
)

𝑻
i (

𝝏𝑯

𝝏𝒑
)

𝑻
 en termes de 

variables d’estat i de derivades de variables d’estat. Recordem que la determinació 

experimental d’ambdues quantitats, introduïdes al tema 4, motivaren els experiments 

de Joule-Gay-Lussac i de Joule-Kelvin. Recordem també que ambdues derivades són 

nul·les per gasos ideals, però que en general no ho són per qualsevol sistema PVT. A 

partir de (
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
i (

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇
 també deduirem expressions genèriques pel coeficient de Joule-

Kelvin i la relació entre les capacitats calorífiques a volum i temperatura constants per 

qualsevol sistema PVT. 

Finalment derivarem dues equacions TdS, que ens permetran calcular calors 

bescanviades reversiblement i variacions d’entropia per qualsevol sistema pVT. Com a 

cas particular, explicarem com deduir l’equació de les adiabàtiques reversibles per 

qualsevol sistema pVT. 

1. Potencials termodinàmics 

1.1 Variables termodinàmiques naturals  

Al tema 1 vam establir que la temperatura T i la pressió p són les variables 

termodinàmiques amb les quals es determina, respectivament, si un sistema està en 

equilibri tèrmic i mecànic amb l’entorn o un altre sistema. D’altra banda, la variable 

volum V ens indica si el sistema és dins un recinte amb parets rígides o mòbils.  

Tot seguit introduirem l’entropia S com una nova variable d’estat que ens mostrarà si el 

sistema està aïllat tèrmicament, ja que les variacions infinitesimals d’entropia per 

qualsevol procés isentròpic (adiabàtic reversible) són nul·les (dS=0). Per tant, les 

variables termodinàmiques ordinàries que utilitzarem per descriure qualsevol sistema 

termodinàmic pVT seran p, V, T i S. Així, a tall d’exemple, un cicle de Carnot es pot 
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representar en un diagrama (T,S) com els quatre costats d’un rectangle amb dues etapes 

a temperatura constant i a entropia constant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Treball autònom de l’estudiant: En aquesta representació l’àrea també és el treball. En 

efecte, les calors absorbida i cedida pel sistema són les bescanviades en processos 

reversibles: 

𝑄𝑎𝑏𝑠 = 𝑄12 = ∫ 𝛿𝑄𝑅 = ∫ 𝑇𝑑𝑆 = 𝑇1

2

1

2

1

(𝑆2 − 𝑆1) 

𝑄𝑐𝑒𝑑 = 𝑄34 = ∫ 𝛿𝑄𝑅 = ∫ 𝑇𝑑𝑆 =
4

3

4

3

− 𝑇2(𝑆2 − 𝑆1) 

Pel primer principi tenim que:  

𝑊 = 𝑄𝑎𝑏𝑠 + 𝑄𝑐𝑒𝑑 = (𝑆2 − 𝑆1)(𝑇1 − 𝑇2) = àrea del rectangle de la figura 

Observem, com el rendiment s’obté d’una forma directa: 

𝜂𝐶𝑎𝑟𝑛𝑜𝑡 =
𝑊

𝑄12
=

(𝑆2 − 𝑆1)(𝑇1 − 𝑇2)

(𝑆2 − 𝑆1)𝑇1
= 1 −

𝑇2

𝑇1
 

Treball autònom de l’estudiant: quina és la solució del T1 del gener de 2017 ? 

 

 

 

 

 

 

Una funció energètica d’estat , com l’energia interna o l’entalpia, es pot expressar 

mitjançant les següents equacions energètiques d’estat (T,p), (T,V), (S,p) i (S,V). A 

més, com vam veure al tema 4, les propietats energètiques són les primeres derivades 

parcials de les funcions energètiques d’estat respecte les variables elegides. Així, per 

exemple, les equacions energètiques d’estat corresponents a l’energia interna U i 

V 

p 

1 

2 

3 
4 

Isoterma T1 

Isoterma T2<T1  

 

Adiabàtica 

reversible 

Adiabàtica 

reversible 

S 

T 
1 2 

3 

4 

T1 

T2 

 

Adiabàtica 

reversible 

S2 

 

S1 

 



Tema 7: Potencials termodinàmics  221 

 

l’entalpia H en termes de T i V, i T i p són respectivament U(T,V) i H(T,p). En aquests dos 

casos les variacions infinitesimals són: 

𝑑𝑈 = (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑇 + (

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
𝑑𝑉 

𝑑𝐻 = (
𝜕𝐻

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑇 + (

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

𝑑𝑝 

Amb aquestes variables termodinàmiques d’estat les propietats energètiques de U són 

la capacitat calorífica a volum constant 𝐶𝑉 = (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)

𝑉
i la derivada (

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
, mentre que les 

de H són la capacitat calorífica a pressió constant 𝐶𝑝 = (
𝜕𝐻

𝜕𝑇
)

𝑝
i la derivada (

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇
. 

Un exemple seria el problema 20 del tema 4 de la col·lecció. En aquest la funció 

energètica d’estat 𝑈(𝑇, 𝑝) = 𝑘𝑇 − 𝑏𝑝𝑇 + 𝑎𝑝2/2  s’expressa en termes de les variables 

d’estat p i T, que estan relacionades mitjançant l’equació tèrmica d’estat 𝑉(𝑇, 𝑝) =

𝑉0 − 𝑎𝑝 + 𝑏𝑇. Utilitzant ambdues equacions es pot demostrar que les propietats 

energètiques CV i Cp són: 𝐶𝑉 = (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)

𝑉
= 𝑘 −

𝑏2

𝑎
𝑇 i  𝐶𝑝 = (

𝜕𝐻

𝜕𝑇
)

𝑝
= 𝑘. 

Es diu que les variables d’estat d’una determinada funció d’estat són variables 

termodinàmiques naturals si les seves propietats energètiques també són variables 

termodinàmiques d’estat ordinàries. Així, per exemple, com les propietats 

energètiques de U(T,V) i H(T,p) no són variables d’estat, es conclou que (T,V) i (p,T) no 

són les variables termodinàmiques naturals de l’energia interna i l’entalpia. 

1.2 Potencials termodinàmics 

Un potencial termodinàmic és: 

1. Una equació energètica d’estat extensiva que té dimensions d’energia. 

2. Representa l’energia potencial d’un sistema termodinàmic. 

3. S’expressa en termes de les seves variables termodinàmiques naturals 

COMENTARIS: 

1. Els potencials termodinàmics contenen alhora informació tèrmica (ja que ens 

permeten deduir equacions tèrmiques d’estat) i energètica d’un sistema. 

2. Els estats d’equilibri es determinen minimitzant els potencials termodinàmics 

respecte de les seves variables. 

Un exemple de potencial termodinàmic és l’energia interna, expressada en termes de S 

i V. Efectivament, una de les formulacions entròpiques del primer principi és 𝑇𝑑𝑆 =

𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑉. Per tant: 

    𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑝𝑑𝑉                                                               (1) 

És a dir, U és funció de l’entropia i el volum: U(S,V). A més, les propietats energètiques 

en termes d’aquestes variables termodinàmiques naturals són dues variables 

termodinàmiques d’estat ordinàries: 
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(
𝜕𝑈

𝜕𝑆
)

𝑉
= 𝑇                                                                  (2) 

(
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑆
= −𝑝                                                               (3) 

COMENTARIS: 

1. S i V són les variables termodinàmiques naturals de U, ja que les propietats 

energètiques també són variables termodinàmiques d’estat ordinàries.  

2. Ambdues igualtats permeten deduir equacions tèrmiques d’estat. 

3. Per determinar els estats d’equilibri d’un sistema termodinàmic, que està dins un 

recinte rígid i aïllat tèrmicament de l’entorn, cal minimitzar l’energia interna U 

expressada en termes de les variables S i V. Per això s’imposa que les derivades 

parcials primeres de U en termes de l’entropia a volum constant (
𝜕𝑈

𝜕𝑆
)

𝑉
(recinte rígid) 

i del volum a entropia constant (
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑆
(recinte aïllat tèrmicament) siguin nul·les. 

1.3 Funció de Helmholtz 

L’entropia és molt difícil de mesurar (i, per tant, controlar) experimentalment. Així 

doncs, en general no és recomanable treballar amb potencials termodinàmics que tenen 

l’entropia com a variable termodinàmica natural. Ens calen, per tant, potencials 

termodinàmics que s’expressin en termes de variables 

termodinàmiques naturals fàcilment mesurables (i per tant 

controlables) com, per exemple, p, T o V. 

La funció de Helmholtz (en química sovint s’anomena energia lliure) és 

un potencial termodinàmic que té per variables termodinàmiques 

naturals T i V. Fou proposat pel físic alemany Hermann von Helmholtz 

(1821-1894) l’any 1882 i es defineix com: 

                               𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆                                                                          (4) 

En el llenguatge matemàtic es diu que F és la transformada de Legendre de U via TS. 

Derivant l’expressió (4), i tenint en compte la fórmula (1), obtenim: 

𝑑𝐹 = 𝑑𝑈 − 𝑇𝑑𝑆 − 𝑆𝑑𝑇 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉                                       (5) 

És a dir, les variables termodinàmiques naturals de F són T i V i les propietats 

energètiques són les següents variables termodinàmiques d’estat ordinàries: 

(
𝜕𝐹

𝜕𝑇
)

𝑉
= −𝑆                                                               (6) 

(
𝜕𝐹

𝜕𝑉
)

𝑇
= −𝑝                                                               (7) 

COMENTARIS: 

1. L’equació 6 ens permetrà determinar l’entropia del sistema i, com veurem més 

endavant, també les capacitats calorífiques a pressió i volum constants. 

2. L’equació 7 ens permetrà deduir equacions tèrmiques d’estat. 
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3. Per determinar els estats d’equilibri d’un sistema termodinàmic, que està dins un 

recinte rígid i en contacte amb una font tèrmica (de forma que la temperatura inicial 

i final del sistema és la de la font), cal minimitzar la funció de Helmholtz, expressada 

en termes de les variables T i V. Par això s’imposa que les derivades parcials 

primeres de F en termes de la temperatura a volum constant (
𝜕𝐹

𝜕𝑇
)

𝑉
(recinte rígid) i 

del volum a temperatura constant (
𝜕𝐹

𝜕𝑉
)

𝑇
(recinte en contacte amb una font a 

temperatura constant) siguin nul·les. 

1.4 Entalpia 

Una altra formulació entròpica del primer principi és 𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝐻 − 𝑉𝑑𝑝. Per tant: 

𝑑𝐻 = 𝑇𝑑𝑆 + 𝑉𝑑𝑝                                                                   (8) 

En aquest cas les variables termodinàmiques naturals de l’entalpia H són l’entropia S i 

la pressió p, i per tant H(S,p). Les propietats energètiques en termes d’aquestes dues 

variables termodinàmiques naturals són dues variables termodinàmiques d’estat 

ordinàries:  

(
𝜕𝐻

𝜕𝑆
)

𝑝
= 𝑇                                                                  (9) 

(
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑆

= 𝑉                                                               (10) 

COMENTARIS: 

1. Ambdues igualtats permeten deduir equacions tèrmiques d’estat. 

2. Per determinar els estats d’equilibri d’un sistema termodinàmic, que està dins un 

recinte de parets mòbils i tèrmicament aïllat, cal minimitzar l’entalpia, expressada 

en termes de les variables S i p. Per això s’imposa que les derivades parcials primeres 

de H en termes de l’entropia a pressió constant (
𝜕𝐻

𝜕𝑆
)

𝑝
(recinte mòbil) i de la pressió 

a entropia constant (
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑆
(recinte aïllat tèrmicament) siguin nul·les. 

1.5 Funció de Gibbs 

La funció de Gibbs o entalpia lliure (nomenclatura utilitzada en química) 

és un potencial termodinàmic que té per variables termodinàmiques 

naturals T i p. Fou proposada pel físic nord-americà Josiah Gibbs (1839-

1903) l’any 1873 i es defineix com: 

                                          𝐺 = 𝐻 − 𝑇𝑆 = 𝑈 + 𝑝𝑉 − 𝑇𝑆 = 𝐹 + 𝑝𝑉                                    (11) 

Derivant l’expressió anterior, i tenint en compte l’expressió (5), obtenim: 

                         𝑑𝐺 = 𝑑𝐹 + 𝑝𝑑𝑉 + 𝑉𝑑𝑝 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑑𝑝                                      (12) 

Aquest resultat ens indica que les variables naturals de G són T i p i que les propietats 

energètiques són dues variables termodinàmiques d’estat ordinàries: 

(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)

𝑝
= −𝑆                                                            (13) 
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(
𝜕𝐺

𝜕𝑝
)

𝑇

= 𝑉                                                               (14) 

COMENTARIS: 

1. L’equació 13 ens permetrà determinar l’entropia del sistema i, com veurem més 

endavant, també les capacitats calorífiques a pressió i volum constants. 

2. L’equació 14 ens permetrà deduir equacions tèrmiques d’estat. 

3. Per determinar els estats d’equilibri d’un sistema termodinàmic, que està dins un 

recinte de parets mòbils i en contacte amb una font tèrmica (de forma que la 

temperatura inicial i final del sistema és la de la font), cal minimitzar la funció de 

Gibbs, expressada en termes de les variables T i p. Per això s’imposa que les 

derivades parcials primeres de G en termes de la temperatura a pressió constant 

(
𝜕𝐺

𝜕𝑇
)

𝑝
(recinte mòbil) i de la pressió a temperatura constant (

𝜕𝐺

𝜕𝑝
)

𝑇
(recinte en 

contacte amb una font a temperatura constant) siguin nul·les.  

Fer a classe T4 part B del juliol de 2017 

 

 

 

 

 

 

2. Funció de Helmholtz i segon principi. 

Tot seguit formularem el segon principi en termes de la funció de Helmholtz pel cas d’un 

sistema que interactua tèrmicament amb una font i que es manté a volum constant. 

Suposem que l’univers termodinàmic està format per 

un sistema en contacte tèrmic amb una font 

tèrmica, que està a una temperatura TF, mitjançant 

una paret diatèrmana. Suposem que el sistema 

experimenta un procés reversible o irreversible en el 

qual la font bescanvia una quantitat de calor Q amb 

el sistema, de forma que aquest experimenta un procés entre dos estats d’equilibri, que 

anomenem 1 i 2. Com el sistema està en contacte tèrmic amb la font es verificarà que 

T1=T2=TF.  

Aplicant el segon principi, tot suposant que la font cedeix calor al sistema, tenim que la 

variació d’entropia de l’univers és:  

∆𝑆𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠 = ∆𝑆𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 + ∆𝑆𝐹𝑂𝑁𝑇 = (𝑆2 − 𝑆1) −
𝑄

𝑇𝐹
≥ 0 

Aplicant el primer principi al sistema tenim: 

Sistema 
Font 

TF 
Q 
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𝑄 = ∆𝑈 + 𝑊 = 𝑈2 − 𝑈1 + 𝑊 

Combinant els dos resultats tenim: 

(𝑆2 − 𝑆1) −
𝑈2 − 𝑈1 + 𝑊

𝑇𝐹
≥ 0 → 𝑇2𝑆2 − 𝑇1𝑆1−𝑈2 + 𝑈1 − 𝑊 ≥ 0 → 

(𝑈1 − 𝑇1𝑆1) − (𝑈2 − 𝑇2𝑆2) = 𝐹1 − 𝐹2 = −∆𝐹 ≥ 𝑊 

Si el procés és irreversible, pot haver-hi treball de dissipació 𝑊 = 𝑊𝐷𝐼𝐿 + 𝑊𝐷𝐼𝑆 . Per tant, 

en general tenim: 

𝐹1 − 𝐹2 = −∆𝐹 ≥ 𝑊𝐷𝐼𝐿 + 𝑊𝐷𝐼𝑆  

COMENTARIS: 

1. La màxima quantitat d’energia en forma de treball que un sistema en contacte amb 

una font tèrmica pot realitzar es produeix per un procés reversible (en aquest cas 

isoterm i òbviament sense treball de dissipació). Aquest valor màxim, que 

correspondrà a treball de dilatació, és igual a la variació de la funció de Helmholtz 

amb el signe canviat.  

𝐹1 − 𝐹2 = −∆𝐹 = 𝑊𝑖𝑠𝑜𝑡𝑒𝑟𝑚𝐷𝐼𝐿  

Aquest resultat també es pot deduir a partir de la fórmula 5, imposant que la 

temperatura sigui constant: 

𝑑𝐹 = −𝑆𝑑𝑇 − 𝑝𝑑𝑉.        Si T = ct → 𝑑𝐹 = −𝑝𝑑𝑉 = −𝛿𝑊 → 

𝑊𝑖𝑠𝑜𝑡𝑒𝑟𝑚 = 𝐹1 − 𝐹2 

2. Qualsevol procés termodinàmic no sempre és en les condicions enunciades 

anteriorment (contacte amb font tèrmica i sense treball dissipatiu), pel que en 

general la variació de la funció de Helmholtz amb el signe canviat no és igual al 

màxim treball possible que pot realitzar un sistema.  

3. Si no hi ha treball de dissipació, i la paret que separa el sistema de la font és rígida 

i diatèrmana, no hi haurà cap mena de treball. En aquest cas tindrem: 

𝐹1 − 𝐹2 = −∆𝐹 ≥ 0 → ∆𝐹 ≤ 0 →  𝐹2 ≤ 𝐹1 

4. És a dir qualsevol procés espontani d’un sistema que està dins un recinte rígid, en 

contacte amb una font tèrmica i pel que no es fa cap treball de dissipació, 

minimitza la funció F. Així, si el sistema està en equilibri, es verifica ∆𝐹=0 i si no ho 

està ∆𝐹<0. Ara bé, mai es verificaria ∆𝐹 > 0 !!!. Aquest és el criteri que s’utilitza per 

determinar si un determinat procés termodinàmic espontani sota aquestes 

condicions és o no possible i si el sistema està o no en equilibri. 

3. Funció de Gibbs i segon principi. 

Ara formularem el segon principi en termes 

de la funció de Gibbs pel cas d’un sistema que 

interactua tèrmicament amb una font i sobre 

el que es manté una pressió externa 

constant. 

Sistema Font 

TF Q 

pext 
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Suposarem de nou les condicions de l’apartat anterior en què un sistema termodinàmic 

està en contacte tèrmic amb una font i hi bescanvia una quantitat de calor Q, de forma 

que el sistema experimenta un procés reversible o irreversible entre dos estats 

d’equilibri 1 i 2. Com hem vist anteriorment:  

(𝐹1 − 𝐹2) ≥ 𝑊 

Si el procés és irreversible, pot haver-hi treball de dissipació 𝑊 = 𝑊𝐷𝐼𝐿 + 𝑊𝐷𝐼𝑆. Si a més 

la pressió externa és constant i 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝𝑒𝑥𝑡, el treball de dilatació es pot expressar 

com: 𝑊𝐷𝐼𝐿 = 𝑝2𝑉2 − 𝑝1𝑉1. Per tant, en general tenim: 

(𝐹1 − 𝐹2) ≥ 𝑊𝐷𝐼𝐿 + 𝑊𝐷𝐼𝑆 = 𝑝2𝑉2 − 𝑝1𝑉1 + 𝑊𝐷𝐼𝑆 → 

(𝐹1 + 𝑝1𝑉1) − (𝐹2 + 𝑝2𝑉2) = 𝐺1 − 𝐺2 = −∆𝐺 ≥ 𝑊𝐷𝐼𝑆  

COMENTARIS: 

1. Si el treball de dissipació és nul 𝐺1 − 𝐺2 ≥ 0 → 𝐺1 ≥ 𝐺2 ↔ ∆𝐺 ≤ 0   

2. Si el procés és isoterm i isobàric la funció de Gibbs es manté constant, com es 

dedueix de la fórmula 12: 

                        𝑑𝐺 = −𝑆𝑑𝑇 + 𝑉𝑑𝑝;    Si T = ct i p = ct → 𝑑𝐺 = 0 → 

∆𝐺 = 0 ↔ 𝐺2 = 𝐺1 

3. Qualsevol procés espontani d’un sistema que està en contacte amb una font 

tèrmica i sotmès a una pressió externa constant i pel que no es fa cap treball de 

dissipació, minimitza la funció G. Així, si el sistema està en equilibri, es verifica 

∆𝐺=0 i si no ho està ∆𝐺<0. Ara bé, mai es verificaria ∆𝐺 > 0 !!!. Aquest és el criteri 

que s’utilitza per determinar si un determinat procés termodinàmic espontani sota 

aquestes condicions és o no possible i si el sistema està o no en equilibri. 

4. Com els canvis d’estat d’agregació es fan isotèrmicament i isobàricament, ∆𝐺 = 0. 

És a dir el valor de la funció de Gibbs per cadascuna de les fases d’un mateix sistema 

termodinàmic, que coexisteixen en equilibri, és el mateix. En un canvi d’estat 

d’agregació la variació de la funció de Helmholtz és: 

𝐺 = 𝐹 + 𝑝𝑉 → 𝐹 = 𝐺 − 𝑝𝑉 → ∆𝐹 = ∆𝐺 − 𝑝∆𝑉 

Així doncs, si ∆𝑉 > 0 (per exemple, el canvi d’estat de líquid a gas o vapor) tenim 

que ∆𝐹 < 0. Pel cas contrari (∆𝑉 < 0, per exemple el canvi d’estat de vapor a líquid) 

tenim que ∆𝐹 > 0 

5. S’utilitza per estudiar processos o reaccions químiques que generalment tenen lloc 

a pressió i temperatura constants. En aquests casos s’utilitza el criteri de què ∆𝐺 <

0 per saber si una reacció espontània és termodinàmicament viable. 

Fer a classe T3 juny 2011 
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Fer a classe P1 del gener de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Relacions de Maxwell 

Es tracta d’unes equacions deduïdes pel físic escocès James Clerk 

Maxwell (1831-1879), que publicà en el seu influent llibre de 

termodinàmica Theory of Heat de l’any 1871. En aquestes fórmules 

se substitueixen les derivades parcials, on apareix l’entropia, per 

unes altres on hi ha variables termodinàmiques que es poden 

mesurar (i, per tant, controlar) fàcilment.  

La deducció es basa en la condició de Schwarz per les derivades segones creuades, que 

afirma que per una funció qualsevol de dues variables z=f(x,y) es verifica que: 

[
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑧

𝜕𝑦
)

𝑥

]
𝑦

= [
𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

𝑦

]
𝑥

 

Aplicant aquest resultat pel cas de l’energia interna expressada en les seves variables 

naturals U(S,V) i tenint en compte les fórmules 2 i 3, obtenim la 1a relació de Maxwell:  

[
𝜕

𝜕𝑆
(

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑆
]

𝑉

= [
𝜕

𝜕𝑉
(

𝜕𝑈

𝜕𝑆
)

𝑉
]

𝑆

→ (
𝜕𝑝

𝜕𝑆
)

𝑉
= − (

𝜕𝑇

𝜕𝑉
)

𝑆
                              (15) 

Aquesta equació també es pot expressar com: 

(
𝜕𝑆

𝜕𝑝
)

𝑉

= − (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑆
 

És a dir, es poden determinar els canvis de la pressió d’un sistema respecte de l’entropia 

a volum constant fent experiments en què aïllant tèrmicament el sistema (∆𝑆 = 0) es 

mesuren els canvis de temperatura respecte del volum (amb el signe canviat). 

Fent el mateix per l’entalpia H(S,p) i tenint en compte les fórmules 9 i 10, obtenim la 

2a relació de Maxwell:  

[
𝜕

𝜕𝑆
(

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑆

]
𝑝

= [
𝜕

𝜕𝑝
(

𝜕𝐻

𝜕𝑆
)

𝑝

]
𝑆

→ (
𝜕𝑉

𝜕𝑆
)

𝑝
= (

𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

𝑆

                            (16) 
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Aquesta equació també es pot expressar com: 

(
𝜕𝑆

𝜕𝑉
)

𝑝
= (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑆
 

És a dir, es poden determinar els canvis del volum d’un sistema respecte de l’entropia a 

pressió constant fent experiments en què aïllant tèrmicament el sistema (∆𝑆 = 0) es 

mesuren els canvis de temperatura respecte de la pressió. 

Fent el mateix per la funció de Helmholtz F(T,V) i tenint en compte les fórmules 6 i 7, 

obtenim la 3a relació de Maxwell: 

[
𝜕

𝜕𝑉
(

𝜕𝐹

𝜕𝑇
)

𝑉
]

𝑇

= [
𝜕

𝜕𝑇
(

𝜕𝐹

𝜕𝑉
)

𝑇
]

𝑉

→ (
𝜕𝑆

𝜕𝑉
)

𝑇
= (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
                                (17) 

És a dir la variació de l’entropia respecte del volum a temperatura constant és la 

derivada de la pressió respecte de la temperatura a volum constant.  

Fent el mateix per la funció de Gibbs G(T,p) i tenint en compte les fórmules 13 i 14, 

obtenim la 4a relació de Maxwell: 

[
𝜕

𝜕𝑝
(

𝜕𝐺

𝜕𝑇
)

𝑝

]
𝑇

= [
𝜕

𝜕𝑇
(

𝜕𝐺

𝜕𝑝
)

𝑇

]
𝑝

→ (
𝜕𝑆

𝜕𝑝
)

𝑇

= − (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
                             (18) 

És a dir la variació de l’entropia respecte de la pressió a temperatura constant és la 

derivada del volum respecte de la temperatura a pressió constant (amb el signe canviat). 

Fer a classe T9 part B juliol de 2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Regles mnemotècniques (treball individual de l’estudiant) 

1. Seguirem el criteri que en les quatre relacions la variable que es deriva, en la derivada 

parcial de l’esquerra de l’equació, sempre és l’entropia S:  

(
𝜕𝑆

𝜕𝐴
)

𝐵
= (𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒) (

𝜕𝐶

𝜕𝑇
)

𝐷
  

2. A la derivada de l’esquerra la variable A respecte la qual es deriva S només pot ser p 

o V. La variable B que es manté constant pot ser p, V o T. Lògicament B és diferent de A. 
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3. A la derivada parcial de la dreta T sempre apareix com a variable respecte la que es 

deriva, de forma que S i T estan en disposició diagonal TS. 

4. A la derivada parcial de la dreta C es complementa amb A, de forma que si A és V, C 

és p i viceversa. Observem també que C i A formen una disposició diagonal del tipus pV. 

5. A la derivada parcial de la dreta la variable D que es manté constant és de naturalesa 

diferent de B. Així, si B és p o V (tipus mecànic), D serà S (tipus tèrmic), mentre que si B 

és T (tipus tèrmic), D serà p o V (tipus mecànic). 

6. El signe és tal que si a la derivada  de l’esquerra A és p serà negatiu i si és V, és positiu. 

5. Equacions TdS 

Com veurem més endavant aquestes equacions ens permetran calcular variacions 

d’entropia per qualsevol sistema pVT, determinar-ne la màxima calor bescanviada i 

deduir-ne les equacions de les adiabàtiques reversibles. 

5.1 Primera equació amb variables independents T,V 

Si elegim T i V com les variables independents amb les quals expressem l’energia interna, 

i fent ús de la següent formulació entròpica del primer principi 𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑉, tenim: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑉 = (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑇 + (

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
𝑑𝑉 + 𝑝𝑑𝑉 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 + [(

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
+ 𝑝] 𝑑𝑉 

Si expressem l’entropia en termes de les variables independents temperatura i volum 

S(T,V) i determinem dS en termes de les seves derivades parcials, obtenim: 

𝑑𝑆 = (
𝜕𝑆

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑇 + (

𝜕𝑆

𝜕𝑉
)

𝑇
𝑑𝑉 

Substituint en l’expressió anterior s’arriba al resultat següent: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑇 + 𝑇 (

𝜕𝑆

𝜕𝑉
)

𝑇
𝑑𝑉 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 + [(

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
+ 𝑝] 𝑑𝑉 

T i V són variables independents. Per tant, si es considera un procés isocòric i es té en 

compte la 3a relació de Maxwell, s’obté: 

𝐶𝑉 = 𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑇
)

𝑉
                                                         (19) 

Observem que aquesta és una re-definició de la capacitat calorífica a volum constant en 

termes de l’entropia. De la mateix forma, si es considera un procés isoterm, s’obté: 

(
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
+ 𝑝 = 𝑇 (

𝜕𝑆

𝜕𝑉
)

𝑇
= 𝑇 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
→ 

(
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
= 𝑇 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
− 𝑝                                                        (20) 

Aquesta equació és molt important, ja que permet expressar la derivada de l’energia 

interna respecte del volum a temperatura constant, que havíem vist al tema 3, en 

termes de derivades parcials de variables ordinàries. 

La corresponent equació TdS en termes de la capacitat calorífica o la calor molar és: 
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𝑇𝑑𝑆 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 + 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑉 = 𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇 + 𝑇 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑉                           (21) 

5.2 Segona equació amb variables independents T,p 

Si elegim T i p com les variables independents amb les quals expressem l’entalpia, i fem 

ús de la següent formulació entròpica del primer principi 𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝐻 − 𝑉𝑑𝑝, tenim: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝑑𝐻 − 𝑉𝑑𝑝 = (
𝜕𝐻

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑇 + (

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

𝑑𝑝 − 𝑉𝑑𝑝 = 𝐶𝑝𝑑𝑇 + [(
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

− 𝑉] 𝑑𝑝 

Si expressem l’entropia en termes de les variables independents temperatura i pressió 

S(T,p) i determinem dS en termes de les seves derivades parcials, es dedueix: 

𝑑𝑆 = (
𝜕𝑆

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑇 + (

𝜕𝑆

𝜕𝑝
)

𝑇

𝑑𝑝 

Substituint en l’expressió anterior s’obté: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑇 + 𝑇 (

𝜕𝑆

𝜕𝑝
)

𝑇

𝑑𝑝 = 𝐶𝑝𝑑𝑇 + [(
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

− 𝑉] 𝑑𝑝 

T i p són variables independents. Per tant, si es considera un procés isobàric i es té en 

compte la 4a relació de Maxwell, obtenim: 

𝐶𝑝 = 𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑇
)

𝑝
                                                         (22) 

Aquesta és una re-definició de la capacitat calorífica a pressió constant en termes de 

l’entropia. De la mateix forma, si es considera un procés isoterm, s’obté 

(
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

− 𝑉 = 𝑇 (
𝜕𝑆

𝜕𝑝
)

𝑇

= −𝑇 (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
→ 

(
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

= 𝑉 − 𝑇 (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
                                                      (23) 

Aquesta equació és molt important, ja que permet expressar la derivada de l’entalpia 

respecte de la pressió a temperatura constant, que havíem vist al tema 3, en termes de 

derivades parcials de variables ordinàries. 

La corresponent equació TdS en termes de la capacitat calorífica o la calor molar és: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝐶𝑝𝑑𝑇 − 𝑇 (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑝 = 𝑛𝑐𝑝𝑑𝑇 − 𝑇 (

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑝                           (24) 

6. Utilitat de les equacions TdS 

6.1 Equació de Mayer generalitzada 

Al tema 4 vam deduir que la relació de Mayer generalitzada era: 

𝐶𝑝 = 𝐶𝑉 + [𝑝 + (
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
] 𝛼𝑉 
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𝛼 =
1

𝑉
(

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
és el coeficient de dilatació isobàric. Si tenim en compte la fórmula 20, la 

relació de Mayer és:  

𝐶𝑝 = 𝐶𝑉 + [𝑝 + (
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
] 𝛼𝑉 = 𝐶𝑉 + 𝑇 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝛼𝑉 

Com el coeficient piezotèrmic és 𝛽 =
1

𝑝
(

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
, tenim que la relació de Mayer 

generalitzada és: 

𝐶𝑝 = 𝐶𝑉 + 𝛼𝛽𝑝𝑉𝑇 

Si considerem l’expressió 𝛼 = 𝑝𝛽𝜒𝑇, que vam deduir al tema 2 i que relaciona els 

coeficients piezotèrmic i de dilatació isobàric amb la compressibilitat isoterma 𝜒𝑇 =

−
1

𝑉
(

𝜕𝑉

𝜕𝑝
)

𝑇
, finalment obtenim l’expressió de la relació generalitzada de Mayer: 

𝐶𝑝 = 𝐶𝑉 +
𝛼2

𝜒𝑇
𝑉𝑇 

L’expressió en termes de les calors molars és: 

𝑐𝑝 = 𝑐𝑉 +
𝛼2

𝜒𝑇
𝑣𝑇 

6.2 Coeficient de Joule-Kelvin 

Al tema 4 vam definir el coeficient de Joule-Kelvin com 𝜇𝐽𝐾 = (
𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

𝐻
 

Si tenim en compte la relació cíclica: 

(
𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

𝐻

(
𝜕𝑝

𝜕𝐻
)

𝑇
(

𝜕𝐻

𝜕𝑇
)

𝑝
= −1 → (

𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

𝐻

= −
1

(
𝜕𝑝
𝜕𝐻)

𝑇
(

𝜕𝐻
𝜕𝑇)

𝑝

 

Per tant, el coeficient de Joule-Kelvin és: 

𝜇𝐽𝐾 = (
𝜕𝑇

𝜕𝑝
)

𝐻

= −
1

(
𝜕𝑝
𝜕𝐻

)
𝑇

(
𝜕𝐻
𝜕𝑇

)
𝑝

= −

(
𝜕𝐻
𝜕𝑝)

𝑇

𝐶𝑝
 

Si considerem la fórmula 23 el coeficient de Joule-Kelvin s’expressa com: 

𝜇𝐽𝐾 = −

𝑉 − 𝑇 (
𝜕𝑉
𝜕𝑇)

𝑝

𝐶𝑝
 

Finalment, com el coeficient de dilatació isobàric és 𝛼 =
1

𝑉
(

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
, obtenim el coeficient 

de Joule-Kelvin en termes de la capacitat calorífica i la calor molar. 

𝜇𝐽𝐾 = −
𝑉 − 𝑉𝑇𝛼

𝐶𝑝
= −

𝑉(1 − 𝛼𝑇)

𝐶𝑝
= −

𝑣(1 − 𝛼𝑇)

𝑐𝑝
 

6.3 Càlcul de variacions d’entropia per qualsevol sistema pVT 

Les equacions TdS ens permeten determinar les variacions d’entropia per qualsevol 

sistema termodinàmic a partir de les expressions: 
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𝑑𝑆 = 𝐶𝑉

𝑑𝑇

𝑇
+ (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑉 = 𝑛𝑐𝑉

𝑑𝑇

𝑇
+ 𝑛 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑣 

𝑑𝑆 = 𝐶𝑝

𝑑𝑇

𝑇
− (

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑝 = 𝑛𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑇
− 𝑛 (

𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑝 

Integrant ambdues equacions entre dos estats 1 i 2, tenim: 

∆𝑆12 = 𝑛 ∫
𝑐𝑉𝑑𝑇

𝑇

𝑇2

𝑇1

+ 𝑛 ∫ (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑣

𝑣2

𝑣1

 

∆𝑆12 = 𝑛 ∫
𝑐𝑝𝑑𝑇

𝑇

𝑇2

𝑇1

− 𝑛 ∫ (
𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑝

𝑣2

𝑣1

 

Ambdues equacions generalitzen les expressions que vam deduir al tema 6 per un gas 

ideal amb cv i cp constants. Efectivament, com (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
=

𝑛𝑅

𝑉
 i (

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
=

𝑛𝑅

𝑝
, tenim que: 

∆𝑆12 = ∫
𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇

𝑇

𝑇2

𝑇1

+ ∫
𝑛𝑅

𝑉
𝑑𝑉

𝑉2

𝑉1

= 𝑛𝑐𝑉 ln (
𝑇2

𝑇1
) + 𝑛𝑅 ln (

𝑉2

𝑉1
) 

∆𝑆12 = ∫
𝑛𝑐𝑝𝑑𝑇

𝑇

𝑇2

𝑇1

− 𝑛𝑅 ∫
𝑑𝑝

𝑝

𝑝2

𝑝1

= 𝑛𝑐𝑝 ln (
𝑇2

𝑇1
) − 𝑛𝑅 ln (

𝑝2

𝑝1
) 

6.4 Determinació de les equacions de les adiabàtiques reversibles  

Les equacions de les adiabàtiques reversibles per qualsevol sistema termodinàmic 

s’obtenen imposant a les fórmules anteriors la condició dS=0. 

Així, per exemple, per un gas ideal s’obtenen fàcilment les equacions de les adiabàtiques 

reversibles (amb cV i cp constants) deduïdes al tema 4 (treball autònom de l’estudiant): 

𝑑𝑆 = 0 = 𝑛𝑐𝑉

𝑑𝑇

𝑇
+ 𝑛𝑅

𝑑𝑉

𝑉
→ 𝑐𝑉

𝑑𝑇

𝑇
= −𝑅

𝑑𝑉

𝑉
 

𝑑𝑆 = 0 = 𝑛𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑇
− 𝑛𝑅

𝑑𝑝

𝑝
→ 𝑐𝑝

𝑑𝑇

𝑇
= 𝑅

𝑑𝑝

𝑝
 

Com per un gas ideal tenim que 𝑐𝑝 = 𝑐𝑉 + 𝑅 →  𝑅 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑉 i 𝛾 = 𝑐𝑝 𝑐𝑉⁄ , la primera 

equació es pot escriure com: 

𝑑𝑇

𝑇
+

𝑅

𝑐𝑉

𝑑𝑉

𝑉
= 0 →

𝑑𝑇

𝑇
+

𝑐𝑝 − 𝑐𝑉

𝑐𝑉

𝑑𝑉

𝑉
= 0 →

𝑑𝑇

𝑇
+ (𝛾 − 1)

𝑑𝑉

𝑉
= 0 

Si integrem entre dos estats d’equilibri, tot suposant que 𝛾 és constant, obtenim una de 

les equacions que vam deduir al tema 4: 

∫
𝑑𝑇

𝑇

𝑇

𝑇0

+ (𝛾 − 1) ∫
𝑑𝑉

𝑉
= 0

𝑉

𝑉0

→ ln (
𝑇

𝑇0
) + (𝛾 − 1) ln (

𝑉

𝑉0
) = 0 

→ ln [(
𝑇

𝑇0
) (

𝑉

𝑉0
)

𝛾−1

] = 0 → (
𝑇

𝑇0
) (

𝑉

𝑉0
)

𝛾−1

= 1 → 𝑇𝑉𝛾−1 = 𝑇0𝑉0
𝛾−1

= ct 

D’altra banda, si dividim la segona equació TdS per la primera, tenim: 
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𝛾
𝑑𝑉

𝑉
= −

𝑑𝑝

𝑝
→ 𝛾

𝑑𝑉

𝑉
+

𝑑𝑝

𝑝
= 0 

Si integrem entre dos estats d’equilibri, tot suposant que 𝛾 és constant, obtenim una de 

les equacions deduïdes al tema 4: 

∫ 𝛾
𝑑𝑉

𝑉

𝑉

𝑉0

+ ∫
𝑑𝑝

𝑝
= 0

𝑝

𝑝0

→ 𝛾ln (
𝑉

𝑉0
) + ln (

𝑝

𝑝0
) = 0 

→ ln [(
𝑝

𝑝0
) (

𝑉

𝑉0
)

𝛾

] = 0 → (
𝑝

𝑝0
) (

𝑉

𝑉0
)

𝛾

= 1 → 𝑝𝑉𝛾 = 𝑝0𝑉0
𝛾

= ct 

6.5 Càlcul de la calor bescanviada en un procés reversible 

Al tema 6 vam veure que la calor bescanviada de forma reversible és la màxima possible. 

Aquesta calor es determina integrant qualsevol de les equacions TdS: 

𝑄𝑚à𝑥 = 𝑄𝑟𝑒𝑣 = ∫ 𝛿𝑄𝑅 = ∫ 𝑇𝑑𝑆 = 𝑛 ∫ 𝑐𝑉𝑑𝑇
𝑇2

𝑇1

+ 𝑛 ∫ 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑣 =

𝑣2

𝑣1

 

= 𝑛 ∫ 𝑐𝑝𝑑𝑇
𝑇2

𝑇1

− 𝑛 ∫ 𝑇 (
𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑝

𝑝2

𝑝1

 

6.6 Exemple d’aplicació: gas de Clausius 

Al tema 2 vam introduir l’equació d’estat d’un gas de Clausius, que en termes del volum 

molar s’expressa com: 𝑝(𝑣 − 𝑏) = 𝑅𝑇 ↔ 𝑝(𝑉 − 𝑛𝑏) = 𝑛𝑅𝑇. 

6.6.1 Equació de Mayer generalitzada 

La relació de Mayer generalitzada en termes de les calors molars és:  

𝑐𝑝 = 𝑐𝑉 +
𝛼2

𝜒𝑇
𝑣𝑇 

El coeficient de dilatació isobàric és: 𝛼 =
1

𝑉
(

𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
=

1

𝑣
(

𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝
.  

Aïllant el volum en l’equació d’estat d’un gas de Clausius, tenim: 

𝑣 =
𝑅𝑇

𝑝
+ 𝑏 → (

𝜕𝑣

𝜕𝑇
)

𝑝
=

𝑅

𝑝
→ 𝛼 =

𝑅

𝑝𝑣
 

A més, el coeficient de compressibilitat és: 

𝜒𝑇 = −
1

𝑣
(

𝜕𝑣

𝜕𝑝
)

𝑇

= −
1

𝑣
(−

𝑅𝑇

𝑝2
) =

𝑅𝑇

𝑣𝑝2
 

Així doncs, la relació de Mayer queda: 

𝑐𝑝 = 𝑐𝑉 +
𝑅2

𝑝2𝑣2

𝑣𝑝2

𝑅𝑇
𝑣𝑇 = 𝑐𝑉 + 𝑅 

Que és el mateix resultat que obteníem pel cas d’un gas ideal. 
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6.6.2 Coeficient de Joule-Kelvin 

Hem deduït que el coeficient de Joule-Kelvin és: 𝜇𝐽𝐾 = −
𝑉(1−𝛼𝑇)

𝐶𝑝
. Com el coeficient de 

dilatació isobàric és 𝛼 =
𝑅

𝑝𝑣
 , tenim: 

𝜇𝐽𝐾 = −
𝑣(1 − 𝛼𝑇)

𝑐𝑝
= −

𝑣

𝑐𝑝
(1 −

𝑅𝑇

𝑝𝑣
) = −

𝑣

𝑐𝑝𝑝𝑣
(𝑝𝑣 − 𝑅𝑇) = −

𝑣

𝑐𝑝𝑝𝑣
𝑝𝑏 = −

𝑏

𝑐𝑝
 

És a dir el coeficient de Joule-Kelvin és constant i negatiu (ja que b és positiu). Per tant, 

el model de Clausius prediu un escalfament per qualsevol expansió de Joule-Kelvin. 

6.6.3 Variacions d’entropia 

És fàcil veure que per un gas de Clausius la pressió i la derivada primera de la pressió 

respecte de la temperatura a volum constant són respectivament: 

𝑝 =
𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
  ;                    (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
=

𝑅

𝑣 − 𝑏
        

Per tant, la primera equació TdS per un gas de Clausius, en termes de la capacitat 

calorífica CV o la calor molar cV és: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 + 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑉 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 +

𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
𝑑𝑉 = 𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇 +

𝑛𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
𝑑𝑣 

Si la calor molar no depèn de la temperatura, la variació d’entropia entre dos estats 1 i 

2 és: 

∆𝑆12 = ∫
𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇

𝑇

𝑇2

𝑇1

+ ∫
𝑛𝑅

𝑣 − 𝑏
𝑑𝑣 =

𝑣2

𝑣1

𝑛𝑐𝑉 ln (
𝑇2

𝑇1
) + 𝑛𝑅 ln (

𝑣2 − 𝑏

𝑣1 − 𝑏
) 

6.6.4 Equació de les adiabàtiques reversibles 

Si imposem que la variació d’entropia sigui nul·la, tenim: 

∆𝑆12 = 0 = 𝑛𝑐𝑉 ln (
𝑇2

𝑇1
) + 𝑛𝑅 ln (

𝑣2 − 𝑏

𝑣1 − 𝑏
) → ln [(

𝑇2

𝑇1
)

𝑐𝑉

(
𝑣2 − 𝑏

𝑣1 − 𝑏
)

𝑅

] = 0

→ 𝑇2(𝑣2 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ = 𝑇1(𝑣1 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ → 𝑇(𝑣 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ = constant 

Com 𝑐𝑝 = 𝑐𝑉 + 𝑅 → 𝑅 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑉. A més, com 𝛾 = 𝑐𝑝 𝑐𝑉⁄ , tenim que en aquest cas 

l’equació de les adiabàtiques reversibles és: 

𝑇(𝑣 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ = 𝑇(𝑣 − 𝑏)(𝑐𝑝−𝑐𝑉) 𝑐𝑉⁄ = constant → 𝑇(𝑣 − 𝑏)(𝛾−1) = constant 

Aquesta equació, expressada en termes del volum total V, és 

𝑇(𝑉 − 𝑛𝑏)(𝛾−1) = constant 

Observem que l’expressió és semblant a la d’un gas ideal: 𝑇𝑉𝛾−1 = constant. 

6.6.5 Càlcul de la derivada (
𝝏𝑼

𝝏𝑽
)

𝑻
i de les variacions d’energia interna 

Aplicant la fórmula 20 tenim: 

(
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
= 𝑇 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
− 𝑝 =  

𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
− 𝑝 = 𝑝 − 𝑝 = 0 



Tema 7: Potencials termodinàmics  235 

 

És a dir, un gas de Clausius també verifica la llei de Joule, que com vam explicar al tema 

4, també verifiquen els gasos ideals i que afirma que l’energia interna d’un gas és funció 

exclusiva de la temperatura 𝑈 = 𝑈(𝑇). Per tant, la variació d’energia interna entre dos 

estats 1 i 2 només depèn de les temperatures T1 i T2: ∆𝑈12 = 𝑛 ∫ 𝑐𝑉𝑑𝑇
𝑇2

𝑇1
 

6.6.6 Càlcul de la derivada (
𝝏𝑯

𝝏𝒑
)

𝑻
 i de les variacions d’entalpia 

Aplicant la fórmula 23 tenim: 

(
𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

= 𝑉 − 𝑇 (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
=  

𝑛𝑅𝑇

𝑝
+ 𝑛𝑏 − 𝑇

𝑛𝑅

𝑝
= 𝑛𝑏 

En aquest cas les variacions d’entalpia d’un gas de Clausius també depenen de les 

pressions: 

𝑑𝐻 = (
𝜕𝐻

𝜕𝑇
)

𝑝
𝑑𝑇 + (

𝜕𝐻

𝜕𝑝
)

𝑇

𝑑𝑝 = 𝑛𝑐𝑝𝑑𝑇 + 𝑛𝑏𝑑𝑝 → 

∆𝐻12 = 𝑛 ∫ 𝑐𝑝𝑑𝑇 + 𝑛 ∫ 𝑏𝑑𝑝 →
𝑝2

𝑝1

𝑇2

𝑇1

 ∆𝐻12 = 𝑛 ∫ 𝑐𝑝𝑑𝑇 + 𝑛𝑏(𝑝2 − 𝑝1)
𝑇2

𝑇1

 

6.7 Exemple d’aplicació: gas de van der Waals (treball autònom de l’estudiant) 

6.7.1 Variació d’entropia 

Al tema 2 vam introduir l’equació d’estat d’un gas de van der Waals, que en termes del 

volum molar s’expressa com: (𝑝 +
𝑎

𝑣2) (𝑣 − 𝑏) = 𝑅𝑇. En aquest cas la pressió i la 

derivada primera de la pressió respecte de la temperatura a volum constant són: 

𝑝 =
𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
−  

𝑎

𝑣2
 ;                    (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
=

𝑅

𝑣 − 𝑏
        

Per tant, la primera equació TdS per un gas de van der Waals, en termes de la capacitat 

calorífica CV o la calor molar cV és igual que la d’un gas de Clausius: 

𝑇𝑑𝑆 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 + 𝑇 (
𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑉 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 +

𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
𝑑𝑉 = 𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇 +

𝑛𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
𝑑𝑣 

Si la calor molar no depèn de la temperatura, la variació d’entropia entre dos estats 1 i 

2 és: 

∆𝑆12 = ∫
𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇

𝑇

𝑇2

𝑇1

+ ∫
𝑛𝑅

𝑣 − 𝑏
𝑑𝑣 =

𝑣2

𝑣1

𝑛𝑐𝑉 ln (
𝑇2

𝑇1
) + 𝑛𝑅 ln (

𝑣2 − 𝑏

𝑣1 − 𝑏
) 

6.7.2 Equació de les adiabàtiques reversibles 

Si a l’expressió anterior imposem que la variació d’entropia entre els dos estats sigui 

nul·la tenim: 

∆𝑆12 = 0 = 𝑛𝑐𝑉 ln (
𝑇2

𝑇1
) + 𝑛𝑅 ln (

𝑣2 − 𝑏

𝑣1 − 𝑏
) → ln [(

𝑇2

𝑇1
)

𝑐𝑉

(
𝑣2 − 𝑏

𝑣1 − 𝑏
)

𝑅

] = 0

→ 𝑇2(𝑣2 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ = 𝑇1(𝑣1 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ → 

𝑇(𝑣 − 𝑏)𝑅 𝑐𝑉⁄ = constant 
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6.7.3 Càlcul de la derivada (
𝝏𝑼

𝝏𝑽
)

𝑻
i de les variacions d’energia interna 

Aplicant la fórmula 20 tenim: 

(
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
= 𝑇 (

𝜕𝑝

𝜕𝑇
)

𝑉
− 𝑝 = 𝑇

𝑅

𝑣 − 𝑏
−

𝑅𝑇

𝑣 − 𝑏
+  

𝑎

𝑣2
=

𝑎

𝑣2
=

𝑛2

𝑉2
 𝑎     

És a dir, per un gas de van der Waals l’energia interna depèn de la temperatura i el 

volum. Per tant, les variacions d’energia interna entre dos estats són: 

𝑑𝑈 = (
𝜕𝑈

𝜕𝑇
)

𝑉
𝑑𝑇 + (

𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑇
𝑑𝑉 = 𝑛𝑐𝑉𝑑𝑇 +

𝑛2

𝑉2
 𝑎𝑑𝑉 → 

∆𝑈12 = 𝑛 ∫ 𝑐𝑉𝑑𝑇
𝑇2

𝑇1

+ 𝑎𝑛2 ∫
𝑑𝑉

𝑉2

𝑉2

𝑉1

= 𝑛 ∫ 𝑐𝑉𝑑𝑇
𝑇2

𝑇1

+ 𝑎𝑛2 (
1

𝑉1
−

1

𝑉2
) 

6.7.4 Altres propietats Per determinar les altres propietats cal fer la derivada (
𝜕𝑉

𝜕𝑇
)

𝑝
, que 

en el cas d’un gas de van der Waals és aparatosa. 

Fer a classe P3 del gener de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fer a classe P3 del gener de 2015 
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Fer a classe P3 del juny de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del gener de 2019 
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Qüestions d’exàmens 
 

T1 del juny de 2011. Solució a 

 

 

 

 

T2 del juny de 2011. Solució d 

 

 

 

 

 

T3 del juny de 2011. Solució c 

 

 

 

 

T5 del gener de 2012. Solució c 

 

 

 

 

 

 

T4 del juny de 2012. Solució c 

 

 

 

 

 

 

T4 del gener de 2013. Solució c 

 

 

 

 

T1 del gener de 2014. Solució e 
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T6 del gener de 2015. Solució d 

 

 

 

T3 part A del juliol de 2015. Solució e 

 

 

 

 

 

 

T5 part A del juliol de 2015. Solució e 

 

 

 

 

 

T9 part B del juliol de 2015. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

 

T10 part B del juliol de 2015. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

 

T1 del gener de 2016. Solució d 
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T6 del gener de 2016. Solució c 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T1 part A del juliol de 2016. Solució d 

 

 

 

 

 

 

T3 part A del juliol de 2016. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T5 part A del juliol de 2016. Solució d 

 

 

 

T2 part B del juliol de 2016. Solució c 

 

 

 

 

 

 

 

T5 part B del juliol de 2016. Solució e 
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T10 part B del juliol de 2016. Solució b 

 

 

 

 

 

T4 del gener de 2017. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

 

T4 part A del juliol de 2017. Solució b 

 

 

 

 

 

T5 part A del juliol de 2017. Solució e 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T3 part B del juliol de 2017. Solució c 
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T4 part B del juliol de 2017. Solució a 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T8 part B del juliol de 2017. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

 

T9 part B del juliol de 2017. Solució c 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T4 del gener de 2018. Solució b 

 

 

 

 

 

 

T2 del juny de 2018. Solució b 
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T5 del juny de 2018. Solució e 

 

 

 

 

T3 part A del juliol de 2018. Solució a 

 

 

 

 

 

 

 

T4 part A del juliol de 2018. Solució b 

 

 

 

 

 

T3 part B del juliol de 2018. Solució c 

 

 

 

 

 

 

 

T4 part B del juliol de 2018. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

T5 part B del juliol de 2018. Solució e 
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T2 del gener de 2019. Solució d 

 

 

 

 

T3 del gener de 2019. Solució c 

 

 

 

 

 

T2 del juny de 2019. Solució d 

 

 

 

 

 

 

 

T5 del juny de 2019. Solució c 

 

 

 

 

 

 

 

 

T2 part A del juliol de 2019. Solució b 

 

 

 

 

 

 

 

 

T4 part A del juliol de 2019. Solució c 
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T6 part B del juliol de 2019. Solució c 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T7 part B del juliol de 2019. Solució e 

 

 

 

 

T8 part B del juliol de 2019. Solució a 

 

 

 

 

 

 

 

T9 part B del juliol de 2019. Solució e 

 

 

 

 

 

 

 

 

T10 part B del juliol de 2019. Solució b 
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T3 del gener de 2020. Solució e 

 

 

 

 

 

T4 del gener de 2020. Solució c 
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Problemes d’exàmens 
 

Q del juny de 2011 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 del juny de 2011 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 del gener de 2012 
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P3 del gener de 2012 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del juny de 2012 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 del gener de 2013 
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P3 del gener de 2013 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q del juny de 2013 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del juny de 2013 
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P1 del gener de 2014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del gener de 2014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q del juny de 2014 
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P3 del juny de 2014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q del gener de 2015 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del gener de 2015 
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Q del juny de 2015 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del juny de 2015 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Tema 7: Potencials termodinàmics  256 

 

P1 del gener de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del gener de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q del juny de 2016 
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P1 del juny de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P2 del juny de 2016 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del juny de 2016 
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Q del gener de 2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P2 del gener de 2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del gener de 2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Tema 7: Potencials termodinàmics  259 

 

Q del juny de 2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P2 del juny de 2017 
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P3 del juny de 2017 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q del gener de 2018 
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P3 del gener de 2018 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q del juny de 2018 
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P1 del juny de 2018 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del juny de 2018 
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Q del gener de 2019 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 del gener de 2019 
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P2 del gener de 2019 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del gener de 2019 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 del juny de 2019 
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P2 del juny de 2019 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P3 del juny de 2019 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P1 del gener de 2020 
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P3 del gener de 2020 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


