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G: GENERALITATS DE LES EQUACIONS DIFERENCIALS

G1. Comproveu que y = y(x)= Ce ™+ %ex és solucié de y'+2y =e*. Trobeu la solucio6 de

I’equacid donada tal que y(0)=1.

1., L , -
Per comprovar que y = y(x)=Ce > + gex és soluci6 de y'+2y =e*, hem de substituir aquesta
expressio i la seva derivada en I’edo i verificar la igualtat.

1) y=y()=Ce ™ + e’

y+2y = gX Substiiim_,_ 5¢.g=2x +%eX + Z(C-e‘zx +%e")=ex =e*=e* oK!

y y
) y(0)=1— y(0)=C-e*° leosimcsloincogil?
3 3 3 3
., - 2 —-2X 1 X
Solucid particular: yzg-e +§e

G2. Si tirem una pedra enlaire, verticalment, a quina altura arribara?. Considereu la pedra
com un punt, i només actuant el camp gravitatori.

La funcio que descriu el moviment és: x=x(t)=posicio (altura) de la pedra en I’instant t.

2X
o X
L’edo plantejada és: F=ma=-mg=ma—=a= e = —g —oearem >—3t =—gt+ K, e

- X= x(t):—%g-t2 +Kt+K,

S’han de verificar les condicions:
x(0)=0->K, =0

dx
V(O):E(O):VO -V, =K,
Per tant : x(t)= —%g-t2 +v,

, . , . Vv, . .
L’altura maxima s’assoleix quan v(t) =0=-gt+v,=0=v, =gt=1t=— instant en que
g

s’assoleix I’altura maxima:
X[voj_ 1 v Vo 1vi V3% 1v%

-=g—+V
2992 g T 29 g 2
2

.., 1v% e
La solucid és E essent v la velocitat inicial i g la gravetat.
g

G3. Trobeu les funcions que satisfan I’equacié diferencial y(x)y " (x)=(y' (x))*.
Indicacié: Utilitzeu el canvi de funcié z(x)=In y(x), i trobeu primer quines funcions z(x)
compleixen I’equacio.



2

y=y(x) = yy=(y)
Canvi: z=Inx=>y=e’ > y=7e’ >y '=7"e" +()e’ = ez(z"+(z')2)

Substituint y,y".y"" s’obté una edo expressada en funcié de z,z",z"":

yy = (y) i, ez(z”eZ +(2)e* = ez(z"Jr(z’)2 )z)z (ze?’) = ezz(z”+(z’)2): (2)e” =
=7 HZ) =(7) = 7=0—"m 57— K M 7 — Kx+C

y — ez Substituim y — er+C

Soluci6 general: y(x)=e"**°

G4. Donada la familia de corbes y = a (a és el parametre), doneu I’equacid diferencial
X

associada.
LAy XY .y . - . . !
y=—-——">Yy=-—=y=-= Edoassociada a la familia de corbes uniparametrica y = —.
X X X X

X

G5. Doneu I’e.d.o. associada a la familia de corbes y=a-e?.

N

X X

- - X
y=aed=—=y'=e? ¢ ea |
x y Xy a
y=aea aesd
y=e '/ =¢’ = Iny="2= ylny-xy'=0 Edo associada a la familia de corbes uniparamétrica
y

x

y=ae?.

G6. Donada la familia de corbes y* + x> — Ky =0, doneu-ne I’equacio diferencial associada.

Derivem
y2 + X2 _ Ky — 0 implicitament Zyy'_l_zx _ Ky,= O
2 2

y2+x2—Ky:O:K:y X

Substituim:

y2 +X2 X2 X2
2Yy +2X —[ jy': 0= 2yy+2x—y——y=0=> [y ——jy’+2x =0 Edo associada a la
y y y

familia de corbes uniparamétrica y* + x> — Ky = 0.

G7. Comproveu que x(t)=t-e' i y(t)=e™ és una solucié parametritzada de I’e.d.o.
1+ xy)y+y?=0.

x=te' =h(t)
y=e"' = hz(t)



y ; (”(X) =h, (hl_l (X))

ﬂ _ dy dt _ dhz(t) dhl_l(x) — et 1 — et 1 — et 1 _ e 1
dx dtdx dt  dx dh, e +te' e'(l+t) 1+t
dt
dy
0 bhé: ﬂ = d_yﬁ = ﬂ
dx dtdx dx
dt
t 4t -2t 1 -2t l -2t -2t -2t -2t
(L+tete (—e mj+e =—(1+t)me +e % =—e*+e? =0 OK!

G8. Trobeu les trajectories ortogonals a cadascuna de les families de corbes planes donades:
a) x> +y*=c’

x* +y? =c? Familia de circumferéncies de centre (0,0) i radi c.
Derivem implicitament:

ler) 2x+2yy=0= 2yy'=-2Xx= Y= ~% Edo associada a la familia de corbes x? + y? =c?.
y

D’aquesta forma coneixem el pendent de la tangent en qualsevol punt, de cada membre.

L dx
Les trajectories ortogonals s’obtenen resolent aquesta edo - RN In|y| = Inx|+ K =
X

=|y|=e“|x = y=Kx (on K, #0) de lafamilia de trajectories ortogonals.
b) y=c-x?

a2 _ Y
y=CX :>C—7

ler) y'= Zc-x:2y—2x:21
X X
20n) y=— s X
oY 2y
X
dy X ! y* X’ , X 2 2 2
2 =" = 2ydy = —xdx—=N" 327 -~ K=y +—=K=2y*+x*=K
dx 2y 2 2
C-X
VY= 1k
_ox (1+x)y:C
1+x X
1+ x)y
fer) y= cl+x)—cx _cHex-cx _ ¢y _(+x)y vy
(L+x) @+xy  @+xP @+x’  x@+x)’ x@+x)
20n) y’=@ separable



2 2 3 2 2 3 2 2 3
Ydyz—(X+X2)dX—)y—:—X__X_+K:>y_+X_+X_:K:>3y +3X° +2X _
2 2 3 2 2 3 6

=3y +3x? +2x* =6K =C

K=

G9. Trobeu I’equacid diferencial de segon ordre que és satisfeta per les funcions
y=Ae* + Be”.

y = Ae* + Be”™ = Be” =y — Ae*
y'= Ae* + 2Be*
y = Ae* + 4Be*
y=Ae*+2(y-Ae*) [y=2y-Ae*  Multipliquemla [-3y=—6y+3Ae*
{y": Ae* + 4(y - Aex):> {y": 4y —3Ae* T equacio per 3 - y =4y - 3Ae”
y ' -3y=-2y= Yy -3y+2y=0
y -3y +2y'=0 edo associada a la familia biparamétrica y = Ae* + Be**.

G10. En coordenades cartesianes, trobeu I’e.d.o. que representa totes les circumferencies que
podem tenir en el pla.

L’equacio general de les circumferéncies del pla és:

(x—a)’ +(y—-b)* =r?

Com que aquesta equacio presenta tres parametres, I’hem de derivar tres cops:

) 2(x—a)+2y(y—b)=0

) 2+2y(y=b)+2y y=0=1+y (y-b)+(y) =0=y(y-b)=—(y) -1=
~\2

y-p-—U) 1

Substituim

)y (y—b)+y y+2y'y'=0=y(y-b)+3y"y =0t

a4

-\ 2

N y(ﬁj +3yy=0= -y " (y) -y +3(y")’ y=0 edo associada a les circumferéncies
y

del pla.

G11. Trobeu una solucié de tipus polinomic per a I’equacié diferencial:
Y= 0 0y -

lerintent: y=k > y=0
Vx  s’haverificar la identitat:
K \ T
0=—+x’k*—x>= 0=k +x*k* —x°. Perqué I"expressio polinomica — x°® + k*x* +k fos
X
k=0
idénticament nul-la tots els coeficients haurien de ser 0: <k? =0
—1=0 Absurd

Per tant, y=k queda descartada.

2onintent: y=ax+b —»> y=a



a - XD +x3(ax+b)? —x° = ax = ax+b + x*(a’x? + b? + 2abx)— x® =
X
=0=b+a’x®*+b’x* +abx’ - x* = 0= (a2 —1)x6 +2abx® +b*x* +b
Perqué I’expressio polindmica (a2 —1)x6 +2abx® +b*x* +b sigui idénticament nul-la cal que tots

a’-1=0
. . ab=0 a=x+1
els coeficients siguin 0: =
b2 = 0 b = 0
b=0

Per tant y = +x és solucio (de tipus polinomic ) de I’edo proposada.



S: EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINARIES DE VARIABLES

SEPARABLES.
S1. Resoleu:

a) (1+x)dy— ydx =0
(1+x)dy—ydx=0:>(1+x)dy=ydx:d—jzi—xxzjd%:ji—xxj1n|y|:1n|1+x|+Cl:>
=ly|=e""" = ¢ [l+x=y=C(1+x)

Sempre +
b) dy __x
dx y
by X amb la condicio y(4)=3
dx y
y2 X2
dy = —xd dy=[-xax=L =-%X 1c

y-dy xx—>.|.yy_|'xx:>2 o

Solucié general:

x* +y? =2C = K* — familia de circumferéncies concéntriques.
Si x=4->y=3:16+9=25=K*(-> K =5)

Solucié particular:

X* +y? =25 — circumferéncia de centre (0,0) i radi 5.

Pel teorema Picard, aquesta solucio és Unica.

c) x(sinx)e™Ydx — ydy =0
e’x(sinx)e Y dx —e”ydy = 0 = xsin xdx —e’dy = 0 = xsin xdx =e’dy (*)
PARTS:
@

) u=X-—du=dx .
J‘XSIH xdx = :—Xcosx—_[—cosxdx:—XcosX+JcostX:—Xcosx+s1nx

dv =sin XdXx = vV =—cos X

ety

=x—>du=d
J'yeydy: u‘ x> Ou=m :yey—.[eydy:yey—ey
dv =sin XdXx — V= —cos X

(*) (y—1)¥ = —xcosx+sinx+C

d) y=y’-4 amb y(0)=-2

Wy g W gy
dx y -4
y=-2-y=0 : o
2 — y =-2, és soluci6 singular.
y=y -4=2-2=0
j ay > L ! __A i B Aly+2)+B(y-2) Ay+2A+By-2B
y' -4 Ty -4 (y-2)0y+2) y-2 y+2 y -4 i _a



_ Ay+2A+By-2B (A+B)y+(2A 28) A+B=0=B=-A =B=—
h 2
v y' -4 2A-2B=1 :>2A+2A:1:>A:%
/ / |y 2|
J‘ J‘y > _[y+2 4ln|y 2|- ln|y+2| |y 2
j jdx |y— | X+C:>1n|y_2|:4x 4C:>M:e“-e4cz>y—_2:|<.e4x:>
|y+ | |y+2| |y+2| y+2

= (y-2)=Ke"(y+2)—00=2 4(_2-2)= K‘e4'°(—2+2):>%4: K — No hi ha cap valor de K
tal que y(0)= -2 1 pe tant la solucid singular és y=- 2

dy 1

S2. Utilitzeu un canvi escaient per resoldre I'e.d. =—.
dx  (x+y+1)

Aquesta e.d. no és separable directament, necessitem fer un canvi préviament:
dy 1

U=x+y+1 dx u
d u dy d u dy Subtituim d u

derivem respecte X _ _1= _ _1 —-

“dx dx dx dx dx u

du l+ 1= Iy ( separables )
u

dxu

:ﬁdu:dx:j—du jdx:j(l—Tu)du [dx=u—Inju+1=x+C,

Definir el canvi:
X+y+1-Inx+y+2/=x+C, = -In|x+y+2|=-y-1+C, = Inx+y+2 =y + K = x+y+2=Ce’
-K

S3. Resoleu:

a) xy +(1-y)=0

Xy+l-y=0=xy=y-1= I _ y—-1= @Y _ X megem >lnfy —1|=Injx|+C = |y -1]=e"" =
dx y—-1 x
=|y-1=|xe° = y-1=Kx=y=Kx+1
2
b) y'= 1+y passant per (0,1) Indicacié: tan(a+ b)=M
1+ x? 1—tanatanb

2 2
1ty —>ﬂ:1+y = dy = ox separables

1+x> dx 1+x*  1+y* 1+%°

dy dx .,
j 5= 5= arctan y = arctan X +C = y = tan| arctan X+ C | Soluci6 general
1+y* “1+x ; T
a b



Si y(0)=1——1=tan(arctan0+C)= tanC =1
_ tanazxtanb

+tbh)=—"""—
tan(a ) 1+ tanatanb

y =tan| arctanX+C
—_— —

—y= tan(arctan X )+ tanC _ X+tanC _ Xx+1
1-tan(arctanx)tanC  1—xtanC 1—X

a b
. sin(2x) AN
9 y_cos(3y) o y(zj_ 3

Integrem %sin3y = —%COSZX +C

,_sin(2x) _)ﬂ_ sin(2x)

= = = cos3y-dy =sin 2x-dx
cos(3y) ~dx cos(3y) v
1 sin3y = —% cos2X+C Soluci6 general

Si Y(Z) =£—>lsinﬂ = —lcos7r+C =C= —l
2) 3 3 2 2

La Soluci6 particular és lsin3y = —lCOSZX—l = —lcos2x = lsin3y +l
3 2 2 2 3 2

d) y= 2X2 de manera que y(0)= -2
y+Xxvy

2
_ 2X2 _)d_y: 2X2.l:y.dy: 2X2dX Integrem >y
y+Xxy dx 1+x°y 1+ X 2
Si y(0)=—2—Sbsiim_ 55 _Inl+C=C=2
2
La solucio particular és y; = ln(l + X’ )+ 2

:ln(1+x2)+C

X

e
S4. Resoleu y=——— amb y(x,)=v,.
Y= ey y(%0)= Y,

, e e*-dx y? e*-dx t=e¢* dt

— d — JA—— = =|——=Inl +t C
y (1+ex)y—)y y (1+ex)_> 5 J.(1+e><) (dt:ex_dxj J.(1_+_t) n| + |+
y2
2
ciy, =2In(l+e®)+C =y, —2mn(1+e®)=C

:ln‘1+eX +C=y° :2(1n‘1+eX +C):> y? :2ln‘1+eX

+C solucio general

+ y02 _21n(1+exo )j y2 = 2ln(11_:—eexo ]"‘ yO2 = y = (i*)\/zlntll_:_eexo J+ y02

Yo Si y,>0, apropde y,>y>0
_% .
|y0| Si y,<0, apropde y, >y<0

y* =2n[1+e”

*)

S5. Resoleu y'=y+y? amb y(x,)=Y,.



gx:y+y2::> dyzzdx
dx y+y

I _A B _A+Ay+By (A+BJy+A
yry' oy ey yl+y) o y(+y)
<A+B=0:>B=—1

A=1

y

dy _dy pdy o _
[ =] In|y|—In|y +1] lny+1

y+y> Ty Ty+l

Jo - fa Y

— € .o jiz K-e* SI_L: Ke*=

y+1 y+1
1 1-1+K-e* K-e*
1= =

y

=X+C=>
y+1

y+1

X 1 1
=1-K-e =—:>y—|—1: =>y= _ y=
y+1 1-K-e* 1-K-e 1-K-e" 1-K-e"

y= K-e*
1-K-e*

Si y(Xo) = Yo —)L= Ke* = K=geg™ Yo
o+l y, +1

— Solucio general

=Xy L_ex L.exfxo »

yO + 1 _ yO + 1 _ y0 e 0
L_ex IL o  1+Y, =Y, 2%
Yo +1 Y, +1

€
— Soluci6 particular

y:

1—e™ e




H: EDOS HOMOGENIES

H1. Resoleu: (x - y)+(x+y)y'=

ter)  y=J=% edo homogenia perqué f(x,y)= Y~ X s funcié homogenia de grau 0.

y +X y + X

derivem

20n) u:X:y UX————>y=UX+uU
X

Substituim,

, UX—X o ou-1 u-1 u-1 du u-1-u®-u
y'= S>yY=——UX+U=——2UX=———U=> SR
Ux + X u+1 u+1 u+1 dx u+1l

du —1—u2 dx u+1
= —= du
dx u+1 X —1-u?
3er) —u’-1nos’anul-lamai: —u*-1=0<u®=-1
dx u+1l u-du 2u-du
X v[+1+u2 j1+u I1+u j1+u I1+u

Integrem, In|x| = —%In(1+ u?)-arctg (u)+C = In|x| + Eln(1+ u?)+ arctag (u)=C =
= In(|x|(1+ uz)%) +arctg(u)=C

4art) Desfemel canvi: u=

2 2 2
= In[ x(x_;y)} + arctglzc = In(w/x2 +y? )+ arctglzc
X X

X

y
X

H2: Donada una familia de corbes del pla representada per I’equacié diferencial

22
y= (y—x trobeu:
2Xy

a) les corbes solucié de I’e.d.o.

2 2 2 g2

ler) y'= y és edo homogenia perqué f(x,y)= J 5 és funcié homogenia de grau 0.
Xy

20n) u—X:>y UX —EMm_y v'— U'X + U

X
y': (y2 - X2) Substituim y=ux y': UZX2 - X2 _ U2 -1

2Xy 2XUX 2u
. u2 -1 Substituim y'=u"x+u - UZ -1 -, u2 -1 U2 —1—2U2 —U2 -1
y= SUX+U = —SUuUX= _u= _
2u 2u 2u 2u 2u

du _ —u? -1 2udu _dx
dx 2u —u?-1 x
3er) -u®’-1nos’anullamai: —u®?-1=0<u’=-1



—Zl:'du=%j—>—ln(u2+1):ln|x|+C:>ln —=Inx+C= 21 = e X=
u-+1 X u-+1 U"+1  sempres
Sempre +
= 21 =K1X(Kl;tO):>u2+1=i1=K1
us+1 K, X X

4art) Desfem el canvi:u = Y
X

’ 1y 1 K
(lj +1= K—:>y—2+1: K== y?+ x> =Kx= y>+x* —Kx =0 sumem i restem 5 per poder
X X X X

completar el quadrat.

2 2
v’ + L LS circumferéncia de centre 5,0 i radi K
2 2 2 2

b) les seves trajectories ortogonals.
Trajectories ortogonals?
y2 + X2 B
X

Yy +x*—Kx=0=>K = 2C

X podem rescriure K = 2C per tal de poder

Derivem implicitament 2yy'+2x - K =0= y'=
simplificar.
(1)  El pendent de la familia de corbes. y®+x* —Kx=0:

y?+x° _yx YiHxE-2x?
K-2x 2C-2x C-x { 2x

y= _ 2X _y'=x
2y 2y y y y 2xy
2 El pendent de la familia de trajectories ortogonals.
. 1 2Xxy 2%y -
y=-— X =— Vox = ¥ edo homogenia
2Xy

(3) u=l:>y:uxﬂ>y':u'x+u
X

ye 2XY e y= 2ux? VA e e 2u CUxe 2u _u_2u—u+u _u+u
x? —y? § x? —(ux )’ ’ 1-u? —u’ 1-u? 1-u?
du u(l+u?)1 1-u? dx
v PV du=—
dx 1-u® x u(l+u°) X
Siu=0
1-u? o A Mu+N A+Au’+Mu®+Nu
————= (descomposici6 en fraccionssimples) =— + = > =
u@+u) u 1+u u@+u)
A=1
(A+M)u?+Nu+A N =0
u(l+u?) f
A+M=-1=M=-2
2
J.lguzdu:.[idu—.[ Zuzdu:ln|u|—ln(1+u2):ln u2 =.|.%:In|x|+c
u@@+uc) u 1+u @+u°) X




u
(1+u?)

:>u=Kx(1+u2)

e = +e°=K (K#0) =

In

:In|x|+C:>In

X(L+u?) X(L+u?)

Desfem canvi: u _Y
X

2
X=Kx[1+(lj ]:> y = Kx? + Ky? =K(x2 +y2):>x2 +y? —%y=0 (K#0)—>
X X

- 1
reescrivim la constant C = K

1 1., 1 c)’
> x> +y2-Cy=0=>x*+y? —Z(Ecjwzcz _ZCZ =0= x? +(y—3j ==

2 2
X2 +|y _< :C—circumferéncia de centre 0,E i radi E
2 4 2 2

Si u=0—>u=l:> y =0 No te sentit perque xy =0
X

Per tant, la familia de trajectories ortogonals de la familia de circumferencies de centre (EO) i

K
radi E és la familia de circumferéncies de centre (O%j i radi%.

'y
C

o
N

=




LP: EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS DE PRIMER ORDRE,
BERNOULLI I RICATTI

LP1. Resoleu les seguients equacions:
a) y+2y=Xx

y+2y = x — e.d.o. lineal no homogenia y'+p(x)y = q(x) .
Trobarem primer la solucio de la equacid lineal homogeénia associada.

y,+2y:0:>j—y+2y:O:%:—Zy:ﬂ:_z(jxw_ﬂrw:_Zx+c:> y=e2¢C =
X X y

= y=e%e® = y=Ke? Solucié de I’equacié homogeénia
Buscarem la soluci6 general de la forma y = K(x)e ", utilitzant el métode de variaci6 de la

constant.

y'=K(x)e® +K(x)-2)™

Substituint:

K,(X)_e—zx n K(X)(— 2)9—2x +2K(x)-e‘2x = K,(X)_e—zx = K'(X)-= _sz Integrem

e

y 2y

— K(x)= '[xezxdx — | integracio per parts 4mx s %’éx — X —i_fezxdx =
dv=e* 5v= 5 2 2

2X 1

= Xe2 e
4

2
Per tant la soluci6 és:

e

Si C = 0 una soluci6 particular seria y :g—%ﬂ) y'= 5
y'+2y:x—>1+2 x_1 :x:>1+x——=x:>x=x OK!
2 2 4 2 2

Altrament:
y = o 12 U xe) *ax + C) = e““ xe) #ax + C) =g q xe”dx + C)= (per parts) = e“ee2X —%+ Cj

b) y+ycos x =sin xcos x, amb y(0)=1
y+p(x)y =q(x) - y+ycosx=sinxcosx i y(0)=1
La solucié de I’homogenia associada sera:
Y +YCOSX = o:ﬂ: —yCOS X :L: dx :ﬂ = —c0s xdx—" s In|y| = —sinx + C =
dx — yCOS X y
= y=Ke*"™ =y,
Buscarem una solucié particular de la forma: y = K(x)e™*"*, utilitzant el métode de variacio de la

constant.

13



y'=K'(x)e™" + K(x)-cosx)e "
Substituint:
K'(x)}e ™" + K(x)—cosx)e ™" + K(x)e *"* cos x = sin xcos x = K’(x) = sin xcos x-¢

y y C0S X

sin x

U =sin X = du = cos xdx
Sv=¢ B

— H sin x s -y
- K(x) = _[sm xcosxe™ *dx = (lntegracm per parts(dv _ cas yetx o
sin x-e*"* —Icos x-e""*dx = sin x-e*"* —e""* + C

Substituim: y = (sin x-e%n* —ginx 4 C)e‘s‘“X —sinX—1+C.e X
— | —
Yp YH
La soluci6 particular de y'+ycosx =sin xcosx verificant la condicié y(0)=1 és:
—sin x

y(0)=1—1=-1+C = C =2, per tant y(x)=sinx—1+2e
(Comprovacio: y(0)=1=sin0-1+2e~5"0 =0-1+ 2 =—1+2=1)

LP2. Resoleu les segtients equacions de Bernoulli:

a) y+y? =%, amb y(1)=1

, 1 , o, 01

vyt =L o y-Sy=oyt syt oty =
X X X
Z:y_l:l

Canvi: i y
z':—LZ:—y'y‘2

y
— z'—lz =-1= z'+12 =1 edo lineal
X X

ler) rlio0o z':—lz:%:—lzzﬁz—%:In|z|:—ln|x|+C:>

X X dx X z X

=zx=K (K;tO):>z:5
X

20n) Meétode variaci6 de la constant. z = 1 K(x)——7'=- 7 K(x)+ ~ K(x)

>
sl
>

2
- K'(x):xM)K(x):X?JrKl

Substituim: 2+~ 2 =1—>—i2K PG K(x)=1= LIS K(x)=1=
X X X XX X

7 z

2
3er)z=l X—+Kl :EJFEKl
X\ 2 2 X

Desfem el canvi: = :ngl Ki=>y=

y X 5+—K1
2 X

14
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Busquem la solucio particular que verifica la condicio y(1)=1 1= 1 ! - K, = 1
—+K; 2
2
y = 1 1 2
X, 11 x*+1 x*+1
2 X2 2X
3
b) 3xy -2y =X—2
y

3
3Ky -2y = 2 = By -2y = x>y 2 = 3xy?y-2y° = x°
y
z=y°

Canvi: . 7
2'=3y y3y=3—2

, , 2
xZ-27=x*=7-"z7=x>
X

ler) 727202722 :E:Ez :Q:Z%Mﬂnﬁ =2In)x+C =
X X dx X z X

= z=Kx?

2on)  Meétode variacio de les constants. z = K(x)x* —— 2’= K'(x)x* + 2xK(x)

substituim: K'x? +2xK —2Kx = x? - K'=1— K(x)=x+C

3er) z =(x+C)x?

4art) Desfem el canvi: z = y* — y® = (x+ C)x? = x* + Cx’

LP3. Feu un canvi a I’equaci6 y'=

— per passar-la a una equacio coneguda.
f(y)x+ g(y)x
Apliqueu-lo a: y'= &
1-xsiny

En I’equacid inicial la variable independent és x, la dependent és y, y(x), és a dir, ara considerem
com a variable independent y i com a dependent x, X(y).

x=x(y)
Fem el canvi: x':%:i:l,
dy dy y
dx

1 " ] . Sera Bernoullisin =001
= = fyx+g(yx" = x=fy)x+g(y)x —»<

y Seraunaedo linealsin=001
Aplicant y al'edo = — 22 sx—lzxsiny 1 sy oSy 1 g
1-xsiny COSy  COSy  COSy COSy COSy
lineal
ler) X+x Y =0:>%:—xsm—yz>%:m—>ln|x|: Incosy|+C =
cos y dy cosy X cosy
= x=Kcosy

2on) Metode de la variacio de les constants:
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x(y) = K(y)cosy——x'= K'(y)cos y —sin y-K(y)
Substituim:

siny 1 _, K'(y)cosy —sin y-K(y)+sin y-K(y)zi:

K' —siny-K (y)+ K
(v)eosy —sinyK(y)+ K(xjeosy == cosy

= K(y)=tgy+C

K, =
=Ky) cos® y

3er) x(y)=(tg(y)+C)cosy =siny+Ccosy Lasolucié general (donada de forma implicita) és:
Xx—siny—Ccosy =0.

LP4. Resoleu la segiient equaci6 de Ricatti: x(x —1)y —(1—2x)y + y?® = 2x

La forma general d’una equaci6 de Ricatti és, A(x)y? +B(x)y +C(x)=y .

., . , 1
| la seva solucid particular és, y =y +—.
z

Una solucio particular és y, =1.
Comprovem-ho, —(1-2xfl+1=2x= —1+2x+1=2x=0=0 OK!

y:1+1
— canvi z

y=-"7
ZZ

- 2
Substituim: x(x—l)(—z—zj—(l—Zx{H lj+(1+ lj =2X=
z z z

7 2 1—2x( 1) -1 [ 1)2
>-— =t 1+ S |1+ 2| =
22 x-1 x(x-1)U z) x(x-)\" z
72 1-2x 1-2x1_ -1 (“Lij_
22 x-1 x(x-1) x(x-1)z x(x-)\" z z?)

2 1-2x 1-2x1 1 2 1 1 1

:x—1+x(x—1)+x(x )z x(x-1) x(x-1)z x(x-1)z°
:2+[1 2x 1 2 EJ_ 1 1 1-2x 1 _
x-1 \(x(x-1)z x(x-1)z) x(x-1)z2  x(x-1) x(x-1)

R (e b ) ek | e

, 1 (1 2xj , 1 1+ 2x
> 7= +Z ( + :>Z=( +7Z =

x(x—1) x(x—1)  x(x-1) x(x=1)  x(x-1)
=7'- xl(; E)i) Z= x(xl—l) edo lineal (en z)
. 2X+1 dz  2x+1 dz  2x+1
T T e T e
Integrem—>j x+1| I_dx+j IAX+BX A <A;Ble —->B=3
S A=-1
— Injz| = _—SX+ )Z:»dxl —~In|x|+3Injx-1+ C = z:x(1- x) =K (K#0)
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2on) Métode variacio de les constants:

zx(x-1)° =K(x)=>z= K(x)@% 7= K'(x)(X ;1)3 + K(x)3(x_1)2:2_ (x-1)° _
_ k(o - U kot ;21)2 (+3x+1-x) = K (0¥ - U 4 k(o ;21)2 (2x+1)
7' 2x+1 g = 1 Substituim
x(x-1)"  x(x-1)
o (x=1) (x-1°(2x+1))  2x+1 (. \(x-2°) 1
(K (X)T_ <) x? j_ x(x—l)kK(X) X J_ x(x—l):>
- K,(X)(x—l)3 . K(X)(x—l)z(Zx +1) (2x +(1)(x —)1)3 K(x) = : 1 ):
X x? x*(x—1 x(x -1
. K,(X)(x ;1)3 LK (X)(x—l);Zx +1)  (2x +1X)gx—1)2 K(x)= x(xl—l) -
N A S X k) et e e (37D
e L Rt e (-2
Llavors:
- K(x) L (X::::) +C ((x-1)? +CJ[(X_1)3J___1+C(X_1)3 _ -1+3C(x-1)°
~x(x-1)7? Cox(x-1° | -3 x | 3 X 3x
3er) Desfem el canvi:
1 3X
A e o I
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LS: EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS DE SEGON ORDRE A
COEFICIENTS CONSTANTS

EQUACIONS LINEALS HOMOGENIES AMB COEFICIENTS CONSTANTS

LS1. Resoleu les seguents equacions diferencials:

-Cas general:
any(") + an_ly(”_l) +..+a,y'+a;y+a,y =0, a, =constants
-Cas 20n ordre:
a,y +a,y'+a,y =0
Equacio auxiliar (o caracteristica):
a,m? +aym+a, =0
0] Dos arrels reals diferents (m1, my):
vy =Cre™ +C,e" C eC
(i) Dos arrels reals iguals (arrel doble, m,):
vy =Cpe™ +Coxe™ C,eC
(iii)  Dues arrels complexes (conjugades, a * fi):
vy =Cype @ Pl 4 €, P = o™ (cos(Bx)+isin(Bx)) + Cpe™ (cos(— fx)+isin(— fx)) =

2 o= (K, cos(px) + K, sin(x)) K, C

ot i)

(@ 2y"-5y'-3y=0

Es una equacio lineal de 2on ordre amb coeficients constants, homogeénia.

1.,
2m? —5m—3=0:>(2m+1)(m—3)=0:>2(m+%j(m—3)=02> my = Son duesarrels

m, =3 realssimples.

3 5 -3
3 6 3
2 1 0

1
La solucié general de I’edo és: y = A-e 2" 4 Be™
b) y'-10y'+25y =0

m? —10m +25=0=m* —25m+5° =0= (m-5)° =0=>m =5 (arrel real doble)
La solucid general de I’edo és: y = 4-¢>* + Bxe™

c) Yy -4y+13y'=0

4+16-52 4++/-36 4+6i
2 2 2

m?—4m+13=0=>m =

=2+3 (dues arrels complexes)
a B
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La soluci6 general de I’edo és: y = e**(C, cos3x + C, sin3x).
EQUACIONS LINEALS NO HOMOGENIES AMB COEFICIENTS CONSTANTS

2
LS2. Resoleu d y+3ﬂ+2y=4x2.

dx? dx

y 43y 42y = 4x?

ler) y,? (Solucio de I’equacié homogenia associada)
~3+49-8 -3+1 _<m1 =-1
2 2

m?+3m+2=0=>m= Dues arrels reals simples.

m2 = —
—2x

yy =Ae " +Be

2on) y, ? Com que el segon membre de I’edo és 4x* busquem solucid particular de tipus polindmic,
de grau 2.

Y, =ax’ +bx+c

y ,=2ax+b

Yy’ ,=2a

Substituim: 2a +3(2ax +b)+ 2(ax? +bx +c) = 4x? = 2a +6ax +3b+ 2ax? + 2bx +2¢ = 4x* =
2a=4=a=2

= 2ax? +(6a+2b)x+(2a+3b+2¢)=4x" = ( 6a+2b=0=62+2b=0=>b=—6
2a+3b+2c=0=22+3(-6)+2c=0=>c¢=7

Y, =2x* —6x+7

3er) Solucio general: y =y, +y, = de " +Be ™ +2x* —6x+7

LS3. Resoleu y'—3y'=8e** +4sinx.

ler) y'-3y=0
m=3

-y, =A+Be*
m=

m? —3m=0:>m(m—3)=0:><
2on) y, =K-e* +acosx+bsinx

y'p=3K-e3x —asinx+bcosx

y"p:9K-63x —acosx—bsinx

9K e —aCOSx—bSinx—B(BK-esx —aSinx+bCOSx): 8e* +4sinx =
= 9K-e* —acosx —bsinx —9K-e* —3asin x +3bcosx =8e>* +4sinx =

= —ac0Sx —bsinx —3asinx +3bcosx = 8e** +4sinx
Son dues expressions identiques. El coeficient de I’exponencial a I’esquerra és 0 i hauria de ser
igual al de la dreta, que és 8. Aixi doncs falla la soluci6 particular proposada. Provem ara amb:
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Y, = Kx-e® +acosx+bsinx
¥ ,= K-e¥ +3Kx-e* —asinx+bcosx
y',= 3K-e* +3K-e* +9Kx-e* —acosx—bsinx = 6K-e** +9Kx-e* —acosx —bsinx

Substituim:
6K-¢> +9Kx-e> —acosx—bsinx— 3(K-e3”r +3Kx-e® —asinx +bcos x) =8¢* +4sinx =

3K:8:>K:§

3
= 3K-e* —(a+3b)cosx+(3a—b)sinx=8e* +4sinx = —a-3b=0=>a=-3b :a=§
5

3a—-b=4 :>3(—3b)—b:4:>b:—§

= §x-e3" +§c05x—zsinx
Y73 5 5

8 6 2 .
3er) Aleshores: y=y, +y, = A+ Be” +§x-e3x +gCosx—Csinx
Observacid: Com que m = 3 és arrel simple de I’equacid caracteristica i apareix a ¢**, provem amb
y, = Kxe™.

X

LS4. Resoleu y'+8y =5x+2e7".

ler) y"+8y =0

m2+8=0=>m=+J—8==4i/8 =+i2:/2
y, =C, cos(zﬁx)+ C, sin(2v2x)

20n)
Yy, =ax+b+me

X

y,=a-me”

T X
y ,=me

X X

Substituim m-e ™ + 8(ax +b+ m-e_x)= 5x+2e" =>me " +8ax+8b+8me =bx+2e =
Mm=2=>m=—
9

= (m+8m)e™ +8ax+8b =5x+2¢* = 8a:5:>a=§ —, =§x+§e‘x

8=0=b=0

der) y=y, +y,=C cos(2\/§x)+ C, sin(2\/§x)+§x +§e-x

LS5. Resoleu y"+4y =cos2X.

ler) y"+4y =cos2x
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m* +4=0=>m=+2i—>y, =C,c0s2x+C,sin2x

20n)
Y, =acos2x+bsin2x

Y ,=—2asin2x + 2bcos2x
Y’ ,=—4acos2x —4bsin 2x

Substituim, — 4a cos 2x — 4bsin 2x + 4(a cos 2x + bsin 2x) = cos 2x No funciona.
Provem amb:

Y, =axc0os2x + bxsin 2x

Y ,=ac0s2x —2axsin 2x + bsin 2x + 2bx cos 2x

Y’ ,=—2asin 2x — 2asin 2x — 4ax €0s 2x + 2b c0s 2x + 2b c0s 2x — 4bxsin 2x =

= —4asin 2x — 4ax cos 2x + 4b oS 2x — 4bx Sin 2x

Substituim: 4asin 2x — 4ax cos 2x + 4b €os 2x — 4bx sin 2x + 4(ax cos 2x + bxSin 2x) = COS 2x =
= —4asin 2x — 4axcos 2x + 4b cos 2x — 4bx Sin 2x + 4ax c0S 2x + 4bx Sin 2x = COS 2x =

—-4g=0=>a=0

= —4asin2x +4bcos2x = C0S2x = 1
4b=1=5b :Z

y, = %xsin 2x

3er) y=y, +y, =C,c0s2x +C,sin 2x+%xsin 2x

Observacio: Com que m = £2i son arrels de I’equacié caracteristica i 2 apareix a cos 2x . Provem
amb y, = axcos2x + bxsin 2x.
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E: EQUACIONS DIFERENCIALS EXACTES. FACTOR INTEGRANT

E1l. Resoleu les seglients equacions exactes:
a) (2x+ y)dx+(x+2y)dy =0
(2x+ y)dx+ (x+2y)dy =0

ler) Mirem si és exacta.

M(x,y):2x+y—>%:l

N 1=1Si
N(x,y)=x+2y - 20 =1
(6 y)=x+2y >—

20n) F(x,y)?

oF oF oF . 2
g_M(x,y):&—2x+yaj&dx_j(2x+y)dx:> F(x,y)=x"+yx+C(y)
oF

—=N(Xx,y

Ny

oF

E=X+C'(y)= N(x,y)=x+2y=C(y)=2y > [C(y)dy = [2ydy = C(y)=y* +C

3er) F(x,y)=x?+yx+y> =K

b) (3x2y+ ys)dx+(x3 +3y2x+l)dy=0

ler) Comprovem si és exacta:
(3x2y + y3)dx+ (x3 +3y°x +1)dy =0

M N
M a2y 3y?
oy Com son iguals, aquesta edo és exacta
N _ g2 4 3y?
OX
2on)

% =x*+3xy? +C'(y)= N(x,y)= x* +3xy* + C(y) = x* +3xy* +1=C(y) =1
Integrem C(y): y+C

F _wm —>ﬁ=3x2y+ y? 5> F=x%y +y*x+C(y)

OX OX

F(x,y)=x’y+y’x+y+C=C,

3er) X}y +xy°’ +y=K



m

E2. Trobeu un factor integrant per a (y? +2xy Jdx — x?dy = 0de la forma u(y)=y™.

oM
— =2y +2X

% Com no sén iguals, no és una edo exacta.
oN
—— =-2X

OX

y"‘(y2 + 2xy)dx —y"x’dy =0

ﬁ,—J T

M _ (m+2)y™ + (m+1)2xy™

oy

oN

2 = 2xy™

OX X
Imposem:

(m+2)y™ +(m+1)2xy™ = -2xy™ = (M+2)y™ +(m+2)2xy" =0, V(x,y(x))=
(m+2)[ym+1 +2xy'“]:0—> m+2=0=>m=-2

uy)=y" - u=y?

E3. Resoleu (4x2 +2Xy + 6y)dx + (2x2 +9y+ 3x)dy =0 sabent que existeix un factor
integrant de la forma (x + y)".

(4x2 +2Xy + 6y)dx+ (2x2 +9y +3x)dy =0

M N

Factor integrant =(x +y)"
% =2y+6

% Com no sén iguals, no és una edo exacta.
oN

— =4x+3

OX

(x+y)" (4x2 +2Xy + 6y)dx +(x+y)" (sz +9y + 3x)dy =0

M N
0 n(x+y) (4% + 2xy +6y)+ (x + y)" (2x+6) =
:( T+ y)" [anx? + 2nxy + 6ny + (x + yX2x + 8)] = (x+ y)"[(4n + 2)x2 + (20 + 2)xy + (6n + 6)y + 6x]
a—N: n(x+y)"(2x% + 9y +3x)+ (x+ y)"(4x+3) = (x + y)" [2nx +9ny +3nx + (X + y)(4x+3)]=
= (x+y)"*[(2n+4)x? +(3n+3)x + (9 +3)y + 4xy]

Imposem que ﬂ ﬂ
oy  oX

(x+y)"* [(4n +2)x% +(2n+2)xy + (6n +6)y + 6x]= (x+y) [(Zn +4)x% +(3n+3)x+(9n+3)y + 4xy]

Expressions identiques = els coeficients dels monomis semblants son iguals, per tant:



dn+2=2n+4=>2n+2=4=n=1
6n+6=9n+3=3n+3=6=n=1
Factor integrant: z(x,y)=x+y
Resolucio de: (x + y)(4x2 +2xy+6y)dx+(x+ y)(2x2 +9y+3x)dy =0
oF

= M(x,y)=(x, y)(4x2 +2Xy + Gy): AX% +2X7y +6Xy + 4x°y + 2xy? + 6y? =
X

} Un qualsevol cas s’obté n=1

= 4x° + 6X2y + 6xy + 2xy2 + 6y? —> J.z—l):(dx - J.M(x, y)dx =

3 2 2

x* +6X?y+6x7y+2%y2 +6xy? +C(y)=x* +2x>y + 3x%y + x’y? + 6xy* + C(y)

E4. Comproveu que les segiients equacions no son exactes. Busqueu un factor integrant
adient per a cadascuna d’elles.

2

a) y7+ 2ye” +(y+ex)y'=0
y—2+2yex +(y+ex)y’:0
2~

M

M, :ﬂ:y+2eX
oy

Com no s6n iguals, no és una edo exacta.

NxzmzeX
OX
, 0 0
ﬂM+ﬂNy=0—>§(ﬂM):&(ﬂN)—>ﬂyM+ﬂMy=ﬂxN+ﬂNx
Notacio: ,uxza—'u yy:a—ﬂ MX:% etc.
OX oy OX
2 ) 2+ 4ye”
A M, —N, ’uxy+2ex—ex ﬂyy+2ex—ex ﬂxy+ex Hy y+e*
1y?+4ye*
:w:ﬂx—ﬂy—%
2 y+e

Si p, =0 aleshores u = p(x), p1, =

U= = /,z(x) =e* (podem suposar la constant d’integracio igual a 1)
b) (2xy“ey +2xy° + y)dx + (xzy“ey - x%y% - 3x)dy =0

(2xy“ey +2xy° + y)dx+(x2y“ey —x?y? —3x)dy =0

M N
M, =M _ 2x(4y3ey + y4ey)+ 6xy’ +1=8xy’e’ +2xy‘e’ +6xy° +1 .
Yooy Com no son iguals,
0 no és una edo exacta

N =N 2xy‘eY —2xy* -3
OX

X



(x,y)= ~ M xPyfel -xPy?-3x 2xy'el +2xyP+y
b /JXMy—NX /JyMy—NX e 8xy’e? +8xy? +4 ﬂy8xy3ey+8xy2+4

x’y‘eY —x’y® -3x y(2xy3ey+2xy2+1)_ x’y'e’ —-x’y*-3x 'y
= 8xy’e’ +8xy’ +4 Hy 4(2xy3ey +2xy? +1) e 8xy’e’ +8xy’ +4 My
només depen de y. Prenem: u(X, Y) = ﬂ(Y), H=u,.

; d 4dy d 41
p= p(x, y)z—ﬂy%(x)=—,u%:>yz—d—g%:—Ty:f:—MnM:In|y|—>y: y = 4

(podem suposar la constant d’integracié igual a 1).




A: APLICACIONS

Al. Un home té una fortuna que augmenta a una velocitat proporcional a la quantitat actual.
Si tenia 1 milié fa un any i ara té 2 milions, quant tindra dintre de sis mesos?, i dintre de 2
anys?

C(t)= Capital en I’instant t. I [ [ !

dc(t) _ Kc() t -l 0 -05 2
dt
— C(0) = 2 milions $§ 1 2 ? ?

- C(— 1) = 1 milions
Es tracta d’una edo separable.

d?C: Kdt = In|C|=K't+C, =|C|=e""e“ =C=C,e"

c(0)=cC, =2

C(-1)=1=2e7¥ :%:e‘K = h{%j:—K = K =0,69314718

O

(t)=2e"**" Amb la formula ja podem fer prediccions.
C(0,5) = 2,8282 milions

C(2)=8 milions
A2. Sabent que la temperatura superficial d’un objecte canvia amb una velocitat proporcional
a la diferencia entre la seva temperatura i la seva temperatura ambient (que suposem
constant), es demana:

a) Trobeu I’evolucié temporal de la temperatura corresponent a la condicid6 inicial T(0)=T, .

dT

—=KI(T -T
T _k(r-T,)
T(O):To

Es tracta d’una edo separable.

aT__ Kdt=InT -T,|=Kt+C =T -T,|=e%e“ =T -T, =Ce“

A
T,-T,=Ce"=C
Solucié particular T =T, =(T, =T, }e" = T(t)=(T, - T, e +T,
b) Suposant que la temperatura d’una tassa de café és de 200°F quan s’acaba de servir i que

un minut després és de 190°F en una habitacié que esta a 70°F, quin temps ha de passar
perque el cafe estigui a 150°F?

T, =200°
T(1)=190°} - t? talque T =150°
T, =70°
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t
T(1)=(200- 70X +70 =190 = 130e" =120 = e¥ =%:>T(t)=130(%j +70

t t t t
T(t):150:130(2] +70:>80:130(E] :iz(g] :>1n§:1n(2j zlnﬁztln(E]:
13 13) 713 13 13 (13 13 13

Sota les condicions del problema han de passar 6,06 minuts perqué el café estigui a 150°F.

A3. Per un punt arbitrari d’una corba que passa per I’origen es consideren dues rectes
paral-leles als eixos. La corba divideix el rectangle que es forma en dues parts A i B tal que
I’area d’A és k vegades I’area de B, amb k >0. Trobeu les corbes que verifiquen aquesta
condicio.

Corba per (0,0). Dues rectes paral-leles als eixos que formen un rectangle i

la corba divideix aquest rectangle amb dues parts de tal manera que:

A=K-B, K>0 y

Busquem les corbes que verifiquen aquesta condicio: Yy = y(x)? ' %

B= ony(s)ds

L’area A és igual a I’area del rectangle menys I’area B:
A=xy-B=KB=xy=KB+B=xy=(K+1)B—2&in_,yy_(K +1)I0X y(s)ds

Derivem per obtenir ’'EDO — y + x-y'= (K +1)y(x) - y(0))= Amb les condicions {y

=S Yy+Xy= (K +1)y:> y+Xy=Ky+y
EDQO separable :

Xy'= Ky:>x%:Ky:>ﬂ=Kd—):(:>ln|y|:Kln|x|+C:>|y|:|x|KeC :>y:C'|xK, C'#0

y

Una altra possibilitat:

A= J.Ox y(s)ds

L:ﬂ y :>ﬂ=ﬁ:>ln|y|=%ln|x|+C:>y:C*|x|Il

y:K-x dxzm y K-

A4. Trobeu les corbes que satisfan que la part de tangent entre els eixos de coordenades €s
bisecada pel punt de tangencia.
Recta tangent per un punt (X,y):

Y-y= y’(X - X) y'# 0 sino, no tallarial'eix de les X
Tall amb els eixos:
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X=0:Y-y=y(=x)=>Y=y-—xy—> A A

_ y
Y=0:-y=y(X-x)=>x+—2=X >B
y A o
A= (O, y— xy’), B= (x + _T}I’O] (x.y)
A X;
A+B X+_yyy | Jx=x=LJx=-2 y_dy y
+ - =X == .y _dy_y
y)=—= 5 |2 y = R i
2y=y-xy |y=-xy
K=1 [ L K=-1
dy dx c
:>7=—7:>1n|y|:—ln|x|+C:anxy|):C:>|xy|:e —=xy=K (K=0)

y = K Familia d’hipérboles equilateres (veure la figura, que representa els casos K=1 1 K=-1).
X

A5. En un tanc hi ha 40 | d’aigua-sal que contenen 2,5 kg de sal dissolta. Després s’introdueix
en el tanc, a ra6 de 8 I/min aigua-sal que conté 0,4 kg/l i la barreja, ben agitada, surt del tanc
amb la mateixa rad. Trobeu la quantitat de sal en funci6 del temps. Quina quantitat de sal hi
aura despreés d’un temps molt gran?

Sigui x(t) la quantitat sal en funcié de temps. Es verifica x(0)=2,5.
Calculem la variacio de la quantitat de sal (velocitat)

% = (Velocitat de sal que entra ) — (Velocitat de sal que surt)

Velocitat de sal que entra = SL.'OAg = 3,2K—_g
min 1 min

Velocitat de sal que surt = SLEQ = lg

min 40 1 5 min
%% = Concentraci6 de sal per litre (tanc)

Obtenim una edo separable:
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W g Ly 07X~ g fie—x=tic >
dt s s 16-x 5 5

1
=[16-x = _Et_c = X(t) = 16— Ke /"

X(O): 25——25=16—K=>K=13,5= X(t) :16_13’5e7(1/5)t

Després d’un temps molt gran (és a dir, quan t tendeix a infinit):
1

——t
x(t) =16—13.5e 5 —=2 516Kg (sal)

A6. La part de la tangent a una corba compresa entre I’eix de les abscisses i el punt de
tangencia és dividida en dues parts iguals per I’eix de les ordenades. Trobeu la seva equacio
suposant que la corba passa pel punt (1 , 2).

ler) Tangent:
Y=Y =Yo(x=x)

y =YX
2on) Tall amb els eixos:

x:0—>y—y0— ) y:yo_yro'xo_>

(= x
—>(0,¥, =X, Y', B

( ‘ ) _ (XOryO) \\4 A
y=0——-y, =Y, (x=%,)=> yo =X=X, = X=X, ‘h—’ k

‘s Yo -
B
ﬁ(xo_y_,o,ojzs
Yo
.y )+B
3er) ( 0 yo) =A
2
(x0 , yO)J{xo_y,0 , Oj y
> : =(0 > Yo —Xoy'0)2(2x __anoj:(o 5 2y0 _2Xoy’0)
0
2%, 30 =0 52x- Y =0=2x=Y = 2xy’=y = y=2xy’ EDOseparable
Yo y y

Yo = 2y0 - 2Xo yro_) -y= _2Xy,

y':l%ﬂ:l:dy & = In|y| = —1n|x|+C:>1n|y| ln‘x/_‘+C:>y Kix = y* =
2x  dx  2x y 2x

y(1)=2
y2=K-X K- 2 _

:{y(l)=2 =24=Kl=K——> Yy~ =4x

A7. Per a cada punt P d’una corba considerem la recta r determinada per la condicié de
passar pel punt Q, projeccié de P sobre les x i ésser perpendicular a la recta OP, essent O
I’origen de coordenades. Trobeu les corbes que compleixen que aquesta recta r es talla amb la
recta tangent a al corba en el punt P a un punt de I’eix OY, per a cada punt P de la corba.
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Xy # 0, sind no podem projectar sobre 1’eix X tal
com diu problema.

y = f(x)? talque r ntg e OY

ler) Tangent per (Xo > Yo ): Y=Y = y’(X - XO) P

2on) Recta per I’origen de coordenades i pel punt P, T oYo)
ﬁ :

OP: y=Kx >y =Kx, = K= 5 >
y Yo 0 X, 3

OP: X,y =Y X=X, Y=Y, X=0

tg

X
3er) Com que I ha de ser perpendicular a OP el seu pendent és—— . Passa per (XO ,0).
0

2
X X
Yy =mx+n 0=-—"Lx,+n=>n=-"2
Yo Yo

—X X:
riy=—2X+-2=r:y,y+XX—X =0

Yo Yo

4art) r Nty :

Y=Yy =Y (X=%) =y =¥, +y(x=x%)
{y0y+x0x—x§ =0
Vo(Vo + Y (X=X, )+ XX =X2 =0=> Y2 + Y'Y, X— Y X, Y, + X,X— X2 =0 La soluci6 ha de ser de la
forma (0,b), per tant:
Yo =YX Yo =X =0

2 2
— X . .
- Y% Yo = Xg — yg = VY= M. Aquesta relacio s’ha de verificar per tot punt (X,y) en general.
XoYo
Per tant:
y2 -2
Ser) Edo plantejada: y'= , que és homogenia.
uoY oy o
= y=ux=y=ux+u
X
yz_xz ~ ux? — x2 _u2—1
Xy x°u u
-1, -1 u’-1-u>_ 1
u'x+u= = UuX= —u= -
u u u u
Siu=#0
2
LR NN :—%au—:—ln|x|+c
dx u X 2

Desfem el canvi:
2
y +1n[x| = C——y? +2x*(In[¥ + C,)= 0 (C, = —C)

2%

Si u =0, aleshores y =0, cas que no es pot donar ja que perqué tingui sentit el problema Xy # 0.

A8. Trobeu les corbes tals que el segment entre I’origen i el punt de tall de la tangent amb
I’eix x és igual a la distancia entre aquest altim i el punt de tangencia.
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@,b)
y =y

©,0) [i]

L’equaci6 de la tangent:
y_b = y’a(x_a)

Siy:0—>x:a—b1,
Ya

2 2
d [(0,0), (a- yl',O)J =d [(a, b),(a - yl',O)j

a a

b)Y (b)Y
A
Y, Y

Aquesta relaci6 s’ha de verificar per a tot punt (X,y) de la corba buscada:

2 2
(x-lj :H ry =0 -2 oy oy Y Bdo homogenia
y

y) \y X -y?
u=2 = y=ux=y=u+ux=ou)
X
y= 2xux  2ux® 2u CUaux— uwxe _u_2u—u+u3_u+u3:>
x> —u’x>  x*(1-u?) 1-u’ 1-u? 1-u® 1-u?
. u+u’ du_ u+d’  (-uwldu dx | 1-u? dx
UX=——F—>—X=— > = —=—=>————du=—
I-u dx 1-u u+u X u(u=+1) X

Si u = 0—Yy = 0 Que és soluci6 de 1’edo, perd no compleix I’enunciat d’aquest problema. En canvi,
siu=0:

1-u> A Mu+N Al +A+Mu’+Nu _ (A+MJ>+Nu+A

- -4 =

uu>+1) u  ut+1 u(u’® +1) u(u® +1)
A+M =-1

N=0

A=-1->M=-2

1-u? dx 1 _2u dx
Jaran = = vt [ du =" = i =nl - In(u* + )+ C =

2
=t =t = C a1 M)
u”+1 |u +1| u
u? +1
:CzlnM:eC:M:K:M K=#0

u
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Desfent el canvi:

2
X[y2+1J Xy2+X2 2 2
K — X _ X2 _ Y +X
y y
X X
Yy +x —Ky=0 K

A9. Un diposit conté 50 | d’una solucié composta per un 90% d’aigua i un 10% d’alcohol.
S’aboca en el diposit a un ritme de 4 I/min una segona solucié que conté un 50% d’alcohol. Al
mateix temps, es buida el diposit a una velocitat de 51/min. Suposant que la solucié del diposit
s’agita constantment, quant alcohol queda en el diposit després de 10 minuts?

y(10)=? y = y(t) = quantitat alcohol en temps t

% = Velocitat d'entrada - Velocitat de sortida

1 0,51d'alcohol 2ld'alcohol

Entra: 4— -
min 11 min
Surt: 5 1 y(t) 1d'alcohol _ 5y 1d al?ohol
min 50—t 1 50-t min

ﬂ =2- Y edo lineal de primerordre , 5

dt 50 —t y +m y = 2

amb y(0)=51 B
ler) y'+ y=0=y=— "y N :idtt = In|y| =5In50 |+ C = y = K(50-t)

50—t 50—t y 50-
2on) M¢tode Variacid de les constants:
y(t) = K(t)50-t)
y'(t) = K'(t)(50—t)° = 5K (t)(50-t)*
Substituim:

K'(t)(50-t) — 5K (t)(50—t)*" + 505—t K(t)50-t) =2 = K(t)= (soz—t)S =2(50-1)" = (- 2)(— (50—t)*5)
K(t)= (_2)@“: Loyt rc

y(t) = (%(50 —t)*+ Cj(So ~t) = %(50 ~1)+C(50-t) Solucié general
Soluci6 particular:  y(0)=5
5= %50+C-505 =5=25+C50° =

1 50-tY
= —(50—-t)—20] =—
y 2( ) ( % ]

5 5
y(10) = ? - 20(%) =20- 20(%) =20 -20:0,32768 = 13,4464 1 alcohol

-20
50°

=C
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METODES NUMERICS

IN: INTEGRACIO NUMERICA

IN1. Calculeu j'ole‘xzdx :

a) Aplicant la formula de trapezis (n=4)
ned4po2=2_1-0_1 45
n 4

4
Ee_xz dx ~ g[f (0)+2f(0,25)+2f(0,5)+21(0,75)+ f(1)]=

=221 2005 4200 42007 e 0,742084097

b) Aplicant la férmula de Simpson (n=4)
n=4—>h=l=0,25
4

j;e—x2 dx ~ 0’325 [£(0)+4f(0,25)+2f(0,5)+4f(0,75)+ f(1)]=
_0.25

2 2 2
[eo +4e7"% 127 +4e707 4+ el} =

0,25
3

[1 +4-0,93941306 + 2:0,77880078 + 4-0,56978282 + 0,36787944] =0,746855379

¢) Quin ha de ser el nombre de subdivisions n de I’interval perqué I’error no sigui més
gran que 10 fent servir la formula dels trapezis?

Una fita de ’error:

|error| < 2 h? max| f ”(X)|
2 xela,b]
1 > 4 _ 11 4 _ 11 4 1oda o
—h"2<107" = ——2<10"=>—<10"=>—-10"<n" " =>n>40,82=50
12 ® 2n? 6 n? 6

n = 50, s’ha d’utilitzar ordinador per obtenir J; e’X2 dx ~ 0,7467996
®Fitade|f"|<2-1=2en]0,1]

f=e

f=—2xe™

fr=—2xe™ —2x(-2x) ™ =e (—2+4x2)
|f"|:‘exz ~2+4x% <12

d) Quin ha de ser el nombre de subdivisions n de I’interval perqué I’error no sigui més
gran que 10™ fent servir la formula de Simpson?

Una fita de ’error:



|error| <

£ ()

XGab

L 42010 S5 h* <910~ > h< V3107
180 ®

1 Iy
I hon-= 6_>j0e dx ~ 0,74683039

e (12-8x")

n

®Fita de|f | <145 =20en[0,1]

f=e

f=—2xe™

fr=—2xe™ —2x(-2x)e™ =e ( 2+ 4x )
fr=—axe™ (- 2+4x2)+e ™ (8x)=e ™ (4x—8x* +8x)=

£V = —oxe™ (12+8x% )+ e (12-24x% )=~ (16x* — 48x +12)

‘f 'V‘ - ‘e‘x 4 _48x> +12‘ < ‘16x4 — 48x> +12‘

x=0-—[12/=12

16x* — 48x* +12 és decreixent en [0,1]:
x=1->|-20/=20

IN2. Apliqueu el métode de trapezis a la funcid 1 dintre de I’interval [1,2] fent quatre
X

subdivisions de I’interval. Doneu una fita de I’error comes.

L ( j [£(1)+2£(1,25)+ 2£ (15)+ 2£ (175) + £ (2)] =

=0.6932539...

0,25 2 2 2
1+ +—+
L25 15 L75

|err0r|£ _ah2 max |f”|
1 , 1 . 2
f(X):;—)f(X):—X—Z—)f (X):F
En [1,2]:
1<x’<8
o1
g8 X’
1.2.2
4 8 X’

|err0r| < %0,252-2 =0,01041

1
2

-



RN: RESOLUCIO NUMERICA D’EDOS: METODE D’EULER

RN1. Esté ’'edo y'=2y+3xamb y(1)=3. Trobeu y(2):

a) Exactament

{y’: 2y +3x
y)=3
Es tracta d’una edo lineal de primera ordre.

Integrem

ler) y-2y =0= y=2y > & = o memn g)y) - 9y C =y, = Ke?
y

20n) y — K(X)EZX Derivem yr: Kr(X)eZX +2K(X)e2X
Substituim:

Integrem

K (x)e?* + 2K (x)e** —Z(K(x)ezx)z 3x = K'(x)e?* =3x = K'(x) = 3xe?* MM 4 K (x) = 3.[ xe

_3—Lxe —‘[—le‘zxdx I N D B e
2 2 2 2\ 2

U= X—du=adx
*) dv=e‘2xdx—>v=—%e‘zx

3

3er) y=e*3 —lxe‘2X —le‘2X +C =——x—§+3C.e2X
2 4 2 4

7

Y, y(l):3—>3:—§—§+3c~e2:>3+2=3C-e2:2=3C-e2:>—e’2zc
2 4 4 4 4
3.3 21 5,5,
=——X—-——+—¢
Yo 2 4 4
3 21,
y(2)?? = - ~2 +—e“ = 35,0425 Valor exacte

b) Aproximadament per Euler (pas h =0,5)

You = Yo +hf (Xn ) yn)

f(x,y)=2y +3x

¥(%,)=y, = y(1)=3

X, =1—>y, =3+0,523+3)=3+0,59="7.5
X, =15——>vY, =7,5+0,5275+315)=17,25
X, =2——>y, =17,25+0,5(21725+32)=37.5

RN2. Considereu el problema de valors inicials {

doneu una aproximacio de y(1,5):

y=2
y(1)

Xy

. Fent servir el métode d’Euler

*



Es tracta d’una edo separable. Resolem-la primer de forma exacta:

y’:2xy—>d—y:2x-dx—>ln|y|:x2+C:>y:K-exzﬁ)K-e:I: k=1
y e

2

Sy =le? Se o ys) 72 =t 2349034
e

Utilitzem ara Euler per obtenir una aproximacio de y(1,5):
yn+1 = yn + h(2xn yn)

f(x,y)=2xy
a) Ambh=0,1.

Sih=0,1:

h=0,1= 0|<|5 = N = 5passos
Xn Yn Valor real
1 1
1,1 1,2
1,2 | 1,4640
1,3 1,854
1,4 | 2,2874
1,5 | 2,9278 | 3,49034

Y, = Y, +0,1(2X, Y, ) = 1+ 0,1(2:11)=1,2¢—que dona estimacié de y(1,1).
y, =1,2+0,1[2(1,1)(1,2)] = 1,4640

y, = 1,4640 +0,1[2(1,2)(1,4640)] = 1,8154

y, = 1,8154+0,1[2(1,3)(1,.8154)] = 2,2874

y, =1,2874+0,1[2(1,4)(2,2874)] = 2,9278 Estimacio de y(1,5)

Valor real: 3,49034

E Y |Va10r real - Valor aproximat|
rror real %:

=16,12% dolenta
|Va10r rea1|

b) Amb h =0,05. Compareu els resultats obtinguts en els dos casos.

0,5

h=0,05= N = 0,05N =0,5= N =10 passos

Xn Yn Valor real
1,00 | 1,0000
1,05 | 1,1000
1,10 | 1,2155
1,15 :
1,20

1,50 | 3,1733 | 3,49034

Valor real: 3,49034
Error real: 9,08%—en millora I’exactitud.



. X . ‘=2X+ Y.
RN3. Apliqueu el métode d’Euler al problema de valors inicials {y(o) 1 y i trobeu el valor
y =

de la solucid y en x = 0,4 donant els resultats amb tres decimals:

a) Fentservir h=0,2.

X, =0——y, =1—>y, =y, +h(2x, +¥,)=1+0,2(0+1)=1+0,2 =1,2 = y(0,2)
X, =02——y, =12——>vy, ~y(0,4)=y, +h(2x, +y,)=12+02(20,2+1,2)=12+0,21,6 =1,52
X, =04——>y, =152

b) Fentservirh=0,1.

X, =0——y, =1—>y, =1+0,1(1) =11

X, =0l—>y, =Ll—>y, =11+0,1(0,2 +1,1)=1,23

X, =02——y, =1,23——y, =1,23+0,1(0,4 +1,23)=1,393

X; = 0,3——y; =1,393——y, =1,393+0,1(0,6 +1,393) = 1,5923
X, =0,4——>vy, =1,5923
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