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G: GENERALITATS DE LES EQUACIONS DIFERENCIALS 
 
 

G1. Comproveu que   xx eeCxyy
3

1
· 2    és solució de xeyy 2´ . Trobeu la solució de 

l’equació donada tal que y(0)=1. 
 

Per comprovar que   xx eeCxyy
3

1
· 2    és solució de xeyy 2´ , hem de substituir aquesta 

expressió i la seva derivada en l’edo i verificar la igualtat. 

(1)   xx eeCxyy
3

1
· 2    

xxx

y

xx

y

xxx eeeeeCeeCeyy 





   

     3

1
·2

3

1
·22´ 2

´

2Substituïm
  OK! 

(2)    
3

2

3

1
11

3

1
1

3

1
·010 00·2   CCeeCyy  

Solució particular: xx eey
3

1
·

3

2 2    

 
G2. Si tirem una pedra enlaire, verticalment, a quina altura arribarà?. Considereu la pedra 
com un punt, i només actuant el camp gravitatori. 
 
La funció que descriu el moviment és: x=x(t)=posició (altura) de la pedra en l’instant t. 

L’edo plantejada és:    Integrem
1

Integrem
2

2

··· Kgt
dt

dx
g

dt

d
aamgmamF

x

 

  21
2·

2

1
KtKtgtxx   

S’han de verificar les condicions: 
 

   









100

2

00

000

Kvv
dt

dx
v

Kx
 

Per tant :   tvtgtx ··
2

1
0

2   

L’altura màxima s’assoleix quan  
g

v
ttgvvtgtv 0

00 ·0·0   instant en què 

s’assoleix l’altura màxima: 

g

v

g

v

g

v

g

v
v

g

v
g

g

v
x

0
2

0
2

2

0
2

0
02

0
2

0

2

1

2

1

2

1









 

La solució és 
g

v 0
2

2

1
, essent 0

2v la velocitat inicial i g la gravetat. 

 

G3. Trobeu les funcions que satisfan l’equació diferencial       2´´´ xyxyxy  . 

Indicació: Utilitzeu el canvi de funció    xyxz ln , i trobeu primer quines funcions z(x) 
compleixen l’equació. 
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   2´´´ yyyxyy   

Canvi:     22 ´´´´´´´´´´ln zzeezezyezyeyxz zzzzz   
Substituint y,y´.y´´ s’obté una edo expressada en funció de z,z´,z´´: 

              
   

CKxz

zzzzzzz

eyey

CKxzKzzzzz

ezzzeezzzzeezezeyyy

 

  

 

 Substituïm

IntegremIntegrem22

2222222 Substituïm2

´0´´´´´´

´´´´´´´´´´´´´´

 

Solució general:   CKxexy   
 

G4. Donada la família de corbes 
x

a
y   (a és el paràmetre), doneu l’equació diferencial 

associada.  
 

x

y
y

x

xy
y

x

a
y xya   ´´´

22
 Edo associada a la família de corbes uniparamètrica 

x

a
y  . 

 

G5. Doneu l’e.d.o. associada a la família de corbes a

x

eay · . 
 

ay

y

ea

e

y

y

eay

ey
a

eay

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

1´

·

´

·

'
1

·´














 

0´´ln
´

´ln´
´´











xyyy
y

xy
yeey y

xy
y

y
x

 Edo associada a la família de corbes uniparamètrica 

a

x

eay · . 
 
G6. Donada la família de corbes 022  Kyxy , doneu-ne l’equació diferencial associada.  
 

0´2´20 entimplícitam

Derivem

22   KyxyyKyxy  

y

xy
KKyxy

22
22 0


  

Substituïm: 

02´0´´2´20´2´2
2222

















 
 xy

y

x
yy

y

x
yyxyyy

y

xy
xyy  Edo associada a la 

família de corbes uniparamètrica 022  Kyxy . 
 
G7. Comproveu que   tettx ·  i   tety   és una solució parametritzada de l’e.d.o. 

  0´1 2  yyxy . 
 

 
 they

thetx
t

t

2

1·





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    xhhxy 1
12

?
  

   
  t

e
te

e
tee

e

dt

dh
e

dx

xdh

dt

tdh

dx

dt

dt

dy

dx

dy t
t

t
tt

tt








 



1

1

1

111
·· 2

1

1
12  

o bé: 

dt

dx
dt

dy

dx

dt

dt

dy

dx

dy
 ·  

    0
1

1
1

1

1
·1 222222 












  tttttttt eeee

t
te

t
eete   OK! 

 
G8. Trobeu les trajectòries ortogonals a cadascuna de les famílies de corbes planes donades: 
 

a) 222 cyx   
 

222 cyx   Família de circumferències de centre (0,0) i radi c. 
Derivem implicitament: 

1er) 
y

x
yxyyyyx  ´2´20´22  Edo associada a la família de corbes 222 cyx  . 

D’aquesta forma coneixem el pendent de la tangent en qualsevol punt, de cada membre. 

Les trajectòries ortogonals s’obtenen resolent aquesta edo  Kxy
x

y

dt

dx
lnln  

)0(on     11  KxKyxey K  de la família de trajectòries ortogonals. 

 
b) 2·xcy   

 

2
2·

x

y
cxcy   

1er) 
x

y
x

x

y
xcy 22·2´

2
  

2on) 
y

x

x

y
y

22

1
´   

222
2

2
22

Integrem 2
222

22
2

KxyK
x

yK
xy

xdxydy
y

x

dx

dy
   

 

c) 
x

xc
y




1

·
 

 
c

x

yx

x

xc
y 







1

1

·
 

1er) 
 
     

 

 
 
   xx

y

xx

yx

x
x

yx

x

c

x

xcxcc

x

xcxc
y

























11

1

1

1

11

···

1

·1
´

22222
 

2on) 
 

y

xx
y




1
´  separable 
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 
CKxxy

K
xxy

K
xxy

K
xxy

dxxxydy








6233

6

233

322322
322

322322322
2

 

 
G9. Trobeu l’equació diferencial de segon ordre que és satisfeta per les funcions 

xx BeAey 2 . 
 

xxxx AeyBeBeAey  22  
xx BeAey 22´   
xx BeAey 24´´   

 
 

0´23´´2´3´´                                                                                                           

34´´

36´3

3per  equació ª1

la emMultipliqu

34´´

2´

4´´

2´



































yyyyyy

Aeyy

Aeyy

Aeyy

Aeyy

AeyAey

AeyAey
x

x

x

x

xx

xx

0´23´´  yyy  edo associada a la família biparamètrica xx BeAey 2 . 
 
G10. En coordenades cartesianes, trobeu l’e.d.o. que representa totes les circumferències que 
podem tenir en el pla. 
 
L’equació general de les circumferències del pla és: 

    222 rbyax   
Com que aquesta equació presenta tres paràmetres, l’hem de derivar tres cops: 
I)     0´22  byyax  

II)            1´´´0´´´10´´·2´´22 22 ybyyybyyyybyy  

 
´´

1´ 2

y

y
by


  

III)       Substituïm0´´3´´´0´´´2´´´´´´ yybyyyyyybyy  

      0´´´3´´´´´´´0´´´3
´´

1´
´´ 22

2´








 
 yyyyyyy

y

y
y  edo associada a les circumferències 

del pla. 
 
G11. Trobeu una solució de tipus polinòmic per a l’equació diferencial: 

       523´ xxyx
x

xy
xy   

 
1er intent: 0´ yky  

x  s’ha verificar la identitat: 

624523 00 xkxkxkx
x

k
 . Perquè l’expressió polinòmica kxkx  426  fos 

idènticament nul·la tots els coeficients haurien de ser 0: 













Absurd  01

0

0
2k

k

 

Per tant, y=k queda descartada. 
 
2on intent: aybaxy  ´  
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   
  bxbabxxaxabxxbxab

xabxbxaxbaxaxxbaxx
x

bax
a








42562654262

62224523

2100

2
 

Perquè l’expressió polinòmica   bxbabxxa  42562 21  sigui idènticament nul·la cal que tots 

els coeficients siguin 0: 

























0

1

0

0

0

01

2

2

b

a

b

b

ab

a

 

Per tant xy   és solució (de tipus polinòmic ) de l’edo proposada. 



 
6

S: EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINÀRIES DE VARIABLES 
SEPARABLES.  

 
 
S1. Resoleu: 
 
 a)   01  ydxdyx  

   

  xCyxeey

Cxy
x

dx

y

dy

x

dx

y

dy
ydxdyxydxdyx

CCx 














11

1lnln
11

101

 Sempre

1ln

1

11

 

 

 b) 
y

x

dx

dy
  

y

x

dx

dy
  amb la condició y(4)=3  

C
xy

dxxdyydxxdyy   22
····

22

 

Solució general: 
 222 2 KCyx família de circumferències concèntriques. 

Si  525916:34 2  KKyx  
Solució particular: 

 2522 yx circumferència de centre (0,0) i radi 5. 
Pel teorema Picard, aquesta solució és única. 
 
 c)   0sin  ydydxexx y  

  (*)  sin0sin0sin dyexdxxdyexdxxydyedxexxe yyyyy   
PARTS: 
(I) 

  










 xxxxdxxxxdxxx

xvxdxdv

dxduxu
xdxx sincoscoscoscoscos

cossin
sin

(II)  

  










 yyyyy eyedyeye

xvxdxdv

dxduxu
dyye

cossin
 

(*)   Cxxxey y  sincos1  
 
 d)   20  amb  4´ 2  yyy  

dx
y

dy
y

dx

dy





4
4

2
2  

2
0224´

0´2
2









y

yy

yy
, és solució singular. 

  
   























 4

22

4

22

2222

1

4

1
        

4 2222 y

BByAAy

y

yByA

y

B

y

A

yyyy

dy
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   

4

1
122            122

4

1
                      0

4

22

4

22
22















AAABA

BABBA

y

BAyBA

y

BByAAy
 

2

2
ln

4

1
2ln

4

1
2ln

4

1

2
4

1

2
4

1

42 











  y

y
yy

yyy

dy
 


















  xCx eK

y

y
ee

y

y
Cx

y

y
Cx

y

y
dx

y

dy 444
2

·
2

2
·

2

2
44

2

2
ln

2

2
ln

4

1

4
 

        


   KeKyeKy yx

0

4
22·222·2 0·42)0( Si4 No hi ha cap valor de K 

tal que y(0)= -2 i pe tant la solució singular és y= - 2 
 

S2. Utilitzeu un canvi escaient per resoldre l'e.d.   .1

1




yxdx

dy
 

 
Aquesta e.d. no és separable directament, necessitem fer un canvi prèviament: 

  




udx

du

dx

dy

dx

du

dx

dy

dx

du
udx

dy

yxu
x 1

111

1

1
Subtituïm  respecte   derivem

 

u

u

udx

du 


1
1

1
 ( separables ) 

11ln
1

1
1

11
Cxuudxdu

u
dxdu

u

u
dxdu

u

u
















   

Definir el canvi: 
y

K

eCyxKyyxCyyxCxyxyx ·22ln12ln2ln1 11 



 
S3. Resoleu: 
 
 a)   01´  yxy  
 

 


 cxeyCxy
x

dx

y

dy
y

dx

dy
xyxyyxy lnIntegrem 1ln1ln

1
11´01´

11·1  KxyKxyexy C  

 

b) (0,1)per passant   
1

1
´

2

2

x

y
y




    Indicació:  

ba

ba
ba

tantan1

tantan
tan




  

 

222

2

2

2

111

1

1

1
´

x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

x

y
y














   separables 



















ba

CxyCxy
x

dx

y

dy
arctantanarctanarctan

11 22
Solució general 



 
8

Si     1tan0arctantan110  CCy  

 
ba

ba
ba

tantan1

tantan
tan




  

 











ba

Cxy arctantan
 
  x

x

Cx

Cx

Cx

Cx
y














1

1

tan1

tan

tanarctantan1

tanarctantan
 

 

c) 
 
  32

  on  
3cos

2sin
´









 y

y

x
y  

 
 
 

 
  Cxydxxdyy

y

x

dx

dy

y

x
y   2cos

2

1
3sin

3

1
·2sin·3cos

3cos

2sin

3cos

2sin
´ Integrem  

Cxy  2cos
2

1
3sin

3

1
   Solució general 

Si 
2

1
cos

2

1
sin

3

1

32









CCy 
 

La Solució particular és 
2

1
3sin

3

1
2cos

2

1

2

1
2cos

2

1
3sin

3

1
 yxxy  

 

 d)   20 que manera de  
2

´
2




 y
yxy

x
y  

 

  Cx
y

dx
x

x
dyy

yx

x

dx

dy

yxy

x
y  








 2

2
Integrem

222
1ln

21

2
·

1
·

1

22
´  

  21ln220  Si Substituïm   CCy  

La solució particular és   21ln
2

2
2

 x
y

  

 

S4. Resoleu   00 amb  
)1(

´ yxy
ye

e
y

x

x




 . 

 

  Ct
t

dt

dxedt

et

e

dxey

e

dxe
dyy

ye

e
y

x

x

x

x

x

x

x

x

























  1ln
1·)1(

·

2)1(

·
·

)1(
´

2

 

  CeyCeyCe
y xxx  1ln21ln21ln
2

22
2

  solució general 

c.i.:     CeyCey oxox  1ln21ln2 2
0

2
0  

  2
0

(*)

2
0

22
0

2

1

1
ln2

1

1
ln21ln21ln2 y

e

e
yy

e

e
yeyey

ox

x

ox

x
oxx 






















  

(*) 
0  de prop a    0,   Si

0  de prop a    0,   Si

00

00

0

0





yyy

yyy

y

y
 

 
S5. Resoleu   00

2   amb  ´ yxyyyy  . 

 



 
9

dx
yy

dy
yy

dx

dy





2
2  

 
 

 yy

AyBA

yy

ByAyA

y

B

y

A

yy 










 111

1
2

 

1

10




A

BBA
 

1
ln1lnln

12 





  
y

y
yy

y

dy

y

dy

yy

dy
 














  xxxC eK

y
eK

y

y
ee

y

y
Cx

y

y
dx

yy

dy
·

1

1
1·

1
·

11
ln

2
 

x

x

x

x

xx
x

eK

eK
y

eK

eK

eK
y

eK
y

y
eK

·1

·

·1

·11
1

·1

1

·1

1
1

1

1
·1
















  

x

x

eK

eK
y

·1

·


 → Solució general 

Si  y(xo) = yo 
11 0

0

0

0 00





 

y

y
eKKe

y

y xx  

0

0

0

0

0

0

·1

·

·
1

1

·
1

·
1

1

·
1 0

0

0

0

0

0

0

0

0

xx
oo

xx

xx

xx

xx

xx

eyy

ey

e
y

y

e
y

y

e
y

y
e

e
y

y
e

y 























 → Solució particular 



 
1

H: EDOS HOMOGÈNIES 
 
 
 
H1. Resoleu:     0´ yyxyx  
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LP: EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS DE PRIMER ORDRE, 
BERNOULLI I RICATTI 

 
 
LP1. Resoleu les següents equacions: 

 a) xyy 2´  
 

 xyy 2´ e.d.o. lineal no homogènia   )(´ xqyxpy  . 
Trobarem primer la solució de la equació lineal homogènia associada. 
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yy 2Integrem 2ln220202´

xCx eKyeey 22 ··    Solució de l’equació homogènia 
Buscarem la solució general de la forma   xexKy 2 , utilitzant el mètode de variació de la 
constant. 

     xx exKexKy 22 2·´´    
Substituint: 

             
 Integrem

2
2

2

2

´

22 ·´·´·22·´
x

x

y

x

y

xx

e

x
xKxexKxexKexKexK   

 

   































 dxee

x
e

vedv

dxduxu
dxxexK xxx

x
x 222

2
2

2

1

2
2

partsper  integració  

Cee
x xx  22

4

1

2
 

Per tant la solució és: 


 H

p

y

x

y

xxx Ce
x

eCee
x

y 2222

4

1

24

1

2
 






 






   

 

Si C = 0 una solució particular seria 
2

1
´

4

1

2
Derivem   y

x
y  

xxxxx
x

xyy 





 

2

1

2

1

4

1

2
2

2

1
2´  OK! 

Altrament:  

    





 






 






  

 Ce
x

eCdxxeeCdxxeeCdxxeey xxxxdxxdxdx

4

1

2
partsper 22222222

 
 b) ,cossincos´ xxxyy   amb y(0)=1 

  )(´ xqyxpy  xxxyy cossincos´      i     y(0) = 1 
La solució de l’homogènia associada serà: 

h
x yKey

Cxyxdx
y

dy
dx

xy

dy
xy

dx

dy
xyy



 




sin

Integrem sinlncos
cos

cos0cos´

Buscarem una solució particular de la forma:   xexKy sin , utilitzant el mètode de variació de la 
constant. 
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     xx exxKexKy sinsin cos·´´    
Substituint: 

            Integremsin

cos

sin

´

sinsin ·cossin´cossincos·cos·´ x

xy

x

y

xx exxxKxxxexKexxKexK
    

  


















  xx

x

evexdv

xdxduxu
dxxexxK sinsin

sin

·cos

cossin
partsper  integraciócossin  

  Ceexdxexex xxxx sinsinsinsin ·sin·cos·sin  

Substituïm:   
Hp y

x

y

xxx eCxeCeexy sinsinsinsin ·1sin·sin    

La solució particular de xxxyy cossincos´   verificant la condició y(0)=1 és: 

  21110  CCy , per tant   xexxy sin21sin  . 

(Comprovació:   121210210sin10 00sin   eey ) 

LP2. Resoleu les següents equacions de Bernoulli: 

 a) ,´ 2

x

y
yy   amb y(1)=1 

1·
1

´·
1

´´ 1222   y
x

yyyy
x

y
x

y
yy  

Canvi: 


















2
2

1

´
´

'

1

yy
y

y
z

y
yz

 

1
1

'1
1

´  z
x

zz
x

z  edo lineal  

1er)  Cxz
x

dx

z

dz
z

xdx

dz
z

x
zz

x
z lnln

11
'0

1
'  

x

K
zKKxz    0)(   ·  

2on) Mètode variació de la constant.      xK
x

xK
x

zxK
x

z ´
11

´
1

2
  

Substituïm:      1
1

´
11

1
11

´
11

1
1

'
22

´

2
xK

x
K

x
K

x
xK

xx
K

x
K

x
z

x
z

zz
  

 

3er) 11

2 1

22

1
K

x

x
K

x

x
z 








  

Desfem el canvi: 

1

1 1

2

11

2

1

K
x

x
yK

x

x

y 
  

    1

2
Integrem

2
´ K

x
xKxxK  
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Busquem la solució particular que verifica la condició y(1)=1:       
2

1

2

1
1

1 1

1




 K
K

 

1

2

2

1

1

2

1
·

1

2

1
22 








x

x

x

x
x

x
y  

 

 b) 
2

3

2´3
y

x
yxy   

33223
2

3

2´3·2´32´3 xyyxyyxyxy
y

x
yxy    

Canvi: 












2
2

3

3

'
´´3'

y

z
yyyz

yz
 

23 2
'2´ xz

x
zxzxz   

1er)   Cxz
x

dx

z

dz
z

xdx

dz
z

x
zz

x
z ln2ln2

22
'0

2
' Integrem  

2Kxz   
2on) Mètode variació de les constants.      xxKxxKzxxKz 2´´ 22   

Substituïm:   CxxKKxKxxKxK  1´22´ 22  

3er)   2xCxz   

4art) Desfem el canvi:   23233 CxxxCxyyz   
 

LP3. Feu un canvi a l’equació     nxygxyf
y




1
´ per passar-la a una equació coneguda. 

Apliqueu-lo a: 
yx

y
y

sin1

cos
´


  

 
En l’equació inicial la variable independent és x, la dependent és y, y(x), és a dir, ara considerem 
com a variable independent y i com a dependent x, x(y). 

Fem el canvi: 

 














´

11
´

y
dx

dydy

dx
x

yxx

 

        nn xygxyfxxygxyf
y

 ´
´

1

1 o 0  si lineal edo una Serà

1 o 0 si Bernoulli Serà





n

n
 

Aplicant 
yy

y
xx

y

y
x

yy

yx
x

yx

y
y

cos

1

cos

sin
´

cos

sin

cos

1

cos

sin1
´

sin1

cos
edol' a ́ 





  edo 

lineal 

1er) 
 




 Cyx
y

ydy

x

dx

y

y
x

dy

dx

y

y
xx coslnln

cos

sin

cos

sin
0

cos

sin
´  

yKx cos  
2on) Mètode de la variació de les constants: 
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       yKyyyKxyyKyx ·sincos''cos   
Substituïm: 

            
y

yKyyKyyyK
yy

y
yxKyKyyyK

cos

1
·sin·sincos'

cos

1

cos

sin
cos·sincos'

    CyyK
y

yK  tg
cos

1
´

2
 

3er)      yCyyCyx cossincostgy   La solució general (donada de forma implícita) és: 
.0cossin  yCyx  

 
LP4. Resoleu la següent equació de Ricatti:     xyyxyxx 221´1 2   
 
La forma general d’una equació de Ricatti és,       ´2 yxCyxByxA  . 

I la seva solució particular és, 
z

yy p

1
 . 

Una solució particular és 1py .  

Comprovem-ho,     xx 21121  002121  xx  OK! 















2

´
´

1
1

canvi

z

z
y

z
y

 

Substituïm:     





 






 






 x

zz
x

z

z
xx 2

1
1

1
121

´
1

2

2
 

   

      





 
























 










 









22

2

2

12
1

1

11

1

21

1

21

1

2´

1
1

1

11
1

1

21

1

2´

zzxxzxx

x

xx

x

xz

z

zxxzxx

x

xz

z

 

         

          


















































1

1

1

211

1

11

1

21

1

21

1

2

1

1

11

1

2

1

11

1

21

1

21

1

2

2

2

xxxx

x

zxxzxxzxx

x

x

zxxzxxxxzxx

x

xx

x

x
 

         

          

























































1

21

1

1
'

1

2

1

1

1

1
'

1

1

1

21
´

1

1

1

1

211

1

1212
2

xx

x
z

xx
z

xx

x

xx
z

xx
z

xxxx

x
zz

zxxxx

x

zxx

xx

 

   1

1

1

21
'








xx

z
xx

x
z  edo lineal (en z) 

1er)       











 dx
xx

x

z

dz
z

xx

x

dx

dz
z

xx

x
z

1

12

1

12
0

1

12
'   

Integrem     11

3             2

111

12















  AA

BBA
dx

xx

ABxAx
dx

x

B
dx

x

A
dx

xx

x
 

   0   1·1ln3ln
1

3
ln

3










  KKxxzCxx
x

dx

x

dx
z  
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2on) Mètode variació de les constants: 

                 









 

2

3233
3 1131

´´
1

1·
x

xxx
xK

x

x
xKz

x

x
xKzxKxxz  

                   12
11

´13
11

´
2

23

2

23













 x
x

x
xK

x

x
xKxx

x

x
xK

x

x
xK  

     






 Substituïm

1

1

1

12
'

xx
z

xx

x
z

         
     

  








 










 



1

11
·

1

121211
´

3

2

23

xxx

x
xK

xx

x

x

xx
xK

x

x
xK  

            
      












1

1

1

1121211
´

2

3

2

23

xx
xK

xx

xx

x

xx
xK

x

x
xK  

                 











1

11121211
´

2

2

2

23

xx
xK

x

xx

x

xx
xK

x

x
xK  

   
   

  
 

 
   

C
x

xK
x

xK
xxx

x
xK

xxx

x
xK 




 














3

1

1

1
´

11
´

1

11
´

3
Integrem

43

3

 
Llavors: 

 
 

 

 
       

x

xC

x

x
C

xx

x
C

x

xx

C
x

z
xx

xK
z

3

1311

3

11

3

1

1
3

1

1

3333

3

3

3
















 






























  

3er) Desfem el canvi: 

 3131

3
1

1
1




xC

x
y

z
y  
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LS: EQUACIONS DIFERENCIALS LINEALS DE SEGON ORDRE A 
COEFICIENTS CONSTANTS 

 
 
EQUACIONS LINEALS HOMOGÈNIES AMB COEFICIENTS CONSTANTS 
 
LS1.  Resoleu les següents equacions diferencials: 
 
-Cas general:  

    constants       ,0´''... 012
1

1  
 i

n
n

n
n ayayayayaya  

-Cas 2on ordre: 
0´´´ 012  yayaya  

Equació auxiliar (o característica): 

001
2

2  amama  

(i) Dos arrels reals diferents (m1, m2): 
CCeCeCy i

xmxm
H       ·· 21

21  

(ii) Dos arrels reals iguals (arrel doble, m1): 

CCexCeCy i
xmxm

H       ·· 11
21  

(iii) Dues arrels complexes (conjugades, i  ): 
             

     CKβxKβxKe

βxiβx·eCβxiβxeCeCeCy

i
αx

αxxxixi
H



 

     sincos

sincossincos· ··

21

(*)

2121


 

(*)
   
    









βxβx

βxβx

sinsin

coscos
 

 
 (a) 03'5´´2  yyy  
 
És una equació lineal de 2on ordre amb coeficients constants, homogènia. 

      
simples. reals     3

arrels duesSón   
2

1
03

2

1
203120352

2

12











 

m

m
mmmmmm   

 
 
 
 

La solució general de l’edo és: x
x

BeeAy 32

1

· 


 
 
 b) 025´10´´  yyy  
 

  505055·202510 2222  mmmmmm  (arrel real doble) 

La solució general de l’edo és: xx BxeeAy 55·   
 
 c) 0´134´´  yyy  

 i
i

mmm

32

2

64

2

364

2

52164
01342 








  (dues arrels complexes) 

 3 -5 -3 
3  6 3 
 2 1 0 
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La solució general de l’edo és:  xCxCey x 3sin3cos 21
2  . 

 
 
EQUACIONS LINEALS NO HOMOGÈNIES AMB COEFICIENTS CONSTANTS 
 
 

LS2. Resoleu 2

2

2

423 xy
dx

dy

dx

yd
 . 

 
242´3´´ xyyy   

 
1er) yH ?  (Solució de l’equació homogènia associada) 

simples. reals arrels Dues     
2

1

2

13

2

893
023

2

12











m

m
mmm  

xx
H eBeAy 2··    

 
2on) yp ? Com que el segon membre de l’edo és 24x  busquem solució particular de tipus polinòmic, 
de grau 2. 

ay

baxy

cbxaxy

p

p

p

2´´

2´

2







 

Substituïm:      2222 422236242232 xcbxaxbaxaxcbxaxbaxa  

   
  7026·32·2  0232

6022·6026

242

4232262 22







cccba

bbba

aa

xcbaxbaax

762 2  xxy p  

 

3er) Solució general: 762·· 22   xxeBeAyyy xx
pH  

 
LS3. Resoleu xeyy x sin48´3´´ 3  . 
 

  x
H eBAy

m

m
mmmm

yy

32 ·
0

3
0303

0´3´´      1er)









 

2on)     xbxaeKy x
p sincos· 3   

xbxaeKy

xbxaeKy

x
p

x
p

sincos·9´´

cossin·3´

3

3




 

   xexbxaeKxbxaeK xxx sin4·8cossin·33sincos·9 333  

 xexbxaeKxbxaeK xxx sin4·8cos3sin3·9sincos·9 333

xexbxaxbxa x sin4·8cos3sin3sincos 3     
Són dues expressions idèntiques. El coeficient de l’exponencial a l’esquerra és 0 i hauria de ser 
igual al de la dreta, que és 8. Així doncs falla la solució particular proposada. Provem ara amb:  
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xbxaeKxeKxbxaeKxeKeKy

xbxaeKxeKy

xbxaeKxy

xxxxx
p

xx
p

x
p

sincos·9·6sincos·9·3·3´´

cossin·3·´

sincos·

33333

33

3







 

Substituïm: 
   xexbxaeKxeKxbxaeKxeK xxxxx sin48cossin·3·3sincos·9·6 33333  

   

 
5

2
433       43

5

6
             303

3

8
83

sin48sin3cos3·3 33









bbb-ba

ababa

KK

xexbaxbaeK xx

xxexy x
p sin

5

2
cos

5

6
·

3

8 3   

3er) Aleshores:  pH yyy xxexeBA xx sin
5

2
cos

5

6
·

3

8
· 33   

Observació: Com que m = 3 és arrel simple de l’equació característica i apareix a xe3 , provem amb 
x

p eKxy 3· . 

 
LS4. Resoleu xexyy  258´´ . 
 
1er) 08´´  yy  

22·88082 iimm   

   xCxCyH 22sin22cos 21   
 
2on)  

x
p

x
p

x
p

emy

emay

embaxy













·´´

·´

·

 

Substituïm     xxxxxx exembaxemexembaxem ·25·888··25·8·  

  x
p

xx exy

bb

aa

mm

exbaxemm  








9

2

8

5

008
8

5
58

9

2
29

·25888  

3er)     x
pH exxCxCyyy 

9

2

8

5
22sin22cos 21  

 
LS5. Resoleu xyy 2cos4´´  . 
 
 
1er) xyy

*
2cos4´´   



 
21

xCxCyimm H 2sin2cos204 21
2   

 
2on) 

xbxay

xbxay

xbxay

p

p

p

2sin42cos4´´

2cos22sin2´

2sin2cos







 

Substituïm,   xxbxaxbxa 2cos2sin2cos42sin42cos4   No funciona. 
Provem amb: 

xbxxbxaxxa

xbxxbxbxaxxaxay

xbxxbxaxxay

xbxxaxy

p

p

p

2sin42cos42cos42sin4

2sin42cos22cos22cos42sin22sin2´´

2cos22sin2sin22cos´

2sin2cos









 

Substituïm:    xxbxxaxxbxxbxaxxa 2cos2sin2cos42sin42cos42cos42sin4  

4

1
14

004
2cos2cos42sin4

2cos2sin42cos42sin42cos42cos42sin4








bb

aa
xxbxa

xxbxxaxxbxxbxaxxa

 

xxy p 2sin
4

1
  

3er) xxxCxCyyy pH 2sin
4

1
2sin2cos 21   

Observació: Com que im 2  són arrels de l’equació característica i 2 apareix a x2cos . Provem 
amb xbxxaxy p 2sin2cos  . 
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E: EQUACIONS DIFERENCIALS EXACTES. FACTOR INTEGRANT 
 
 
 
E1. Resoleu les següents equacions exactes: 
 

a)     022  dyyxdxyx  
 
    022  dyyxdxyx  
 
1er) Mirem si és exacta. 

 

 
11

12,

12,
























x

N
yxyxN

y

M
yxyxM

 Sí 

 
2on) F  yx, ? 

       

 



























yxN
y

F

yCyxxyxFdxyxdx
x

F
yx

x

F
yxM

x

F

,

,22, 2

 

          CyyCdyydyyCyyCyxyxNyCx
y

F





 22´2´2,´  

 
3er)   KyyxxyxF  22,  
 

b)     0133 2332  dyxyxdxyyx  
 
1er) Comprovem si és exacta:  
    0133 2332  dyxyxdxyyx

NM
  

 


















22

22

33

33

yx
x

N

yx
y

M

 Com són iguals, aquesta edo és exacta 

 
2on) 

        1´13´3,´3 232323 



yCxyxyCxyxyxNyCxyx
y

F

  CyyC  Integrem  

 yCxyyxFyyx
x

F
M

x

F







 33323  

  1
33, CCyxyyxyxF   

 
3er) Kyxyyx  33  
 



 
2

 
E2. Trobeu un factor integrant per a   02 22  dyxdxxyy de la forma   myy  . 
 


















x
x

N

xy
y

M

2

22

 Com no són iguals, no és una edo exacta. 

  02 22  dyxydxxyyy
N

m

M

m


 

   

m

mm

xy
x

N

xymym
y

M

2

212 1







 

 

Imposem: 
          
   202022

,    ,02222212
1

11








mmxyym

xyxxymymxyxymym
mm

mmmmm

 

  2 yyy m   
 
 
E3. Resoleu     0392624 22  dyxyxdxyxyx  sabent que existeix un factor 

integrant de la forma  nyx  . 
 
    0392624 22  dyxyxdxyxyx

NM
    

 

Factor integrant =  nyx   


















34

62

x
x

N

y
y

M

 Com no són iguals, no és una edo exacta. 

        0392624 22  dyxyxyxdxyxyxyx
N

n

M

n

    
 

       

              
             

        xyynxnxnyx

xyxnxnynxyxxyxxyxyxn
x

N

xynxynxnyxxyxnynxynxyx

xyxyxyxyxn
y

M

n

nnn

nn

nn

4393342

3439234392

666222462624

62624

21

2121

2121

21





















 

Imposem que 
x

N

y

M






  

                 xyynxnxnyxxynxynxnyx nn 43933426662224 2121  

 
Expressions idèntiques  els coeficients dels monomis semblants són iguals, per tant: 



 
3







16333966

14224224

nnnn

nnnn
Un qualsevol cas s’obté 1n  

Factor integrant:   yxyx ,  

Resolució de:       0392624 22  dyxyxyxdxyxyxyx  

    

 

   yCxyyxyxyxxyCxyy
x

y
x

y
x

x

dxyxMdx
x

F
yxyxyyxx

yxyyxxyyxxyxyxyxyxM
x

F













 
22223422

223
4

2223

222232

6326
2

2
2

6
3

6

,62664

624624624,,

 

 
 
E4. Comproveu que les següents equacions no són exactes. Busqueu un factor integrant 
adient per a cadascuna d’elles. 
 

a)   0´2
2

2

 yeyye
y xx  

  0´2
2

2

 yeyye
y

N

x

M

x




 






















x
x

x
y

e
x

N
N

ey
y

M
M 2

 Com no són iguals, no és una edo exacta. 

    xxyy NNMMN
x

M
y

NyM  







 0´  

Notació:      etc.                 
x

M
M

yx xyx 











  

 
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





 

Si 0y  aleshores   ´  , x   x  

  xex   ´  (podem suposar la constant d’integració igual a 1) 
 

b)      0322 224234  dyxyxeyxdxyxyexy yy  
 
    0322 224234  dyxyxeyxdxyxyexy

N

y

M

y

    
 

 
exacta edo una  és no

 iguals,són  no Com
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només depèn de y. Prenem:     yyyx   ´    ,, . 

   
4

1
lnln4
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44
´

4
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y
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y

dyy

dy

dy
x

y
yx y  




(podem suposar la constant d’integració igual a 1). 
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A: APLICACIONS 
 
 
A1. Un home té una fortuna que augmenta a una velocitat proporcional a la quantitat actual. 
Si tenia 1 milió fa un any i ara té 2 milions, quant tindrà dintre de sis mesos?, i dintre de 2 
anys? 
 
  tC  Capital en l’instant t. 
   

 
  milions 11

milions 20






C

C

tKC
dt

tdC

 

Es tracta d’una edo separable. 
KtCtK eCCeeCCtKCKdt

C

dC
2

·
1

1··ln   

 

  69314718,0
2

1
ln

2

1
211

20 2











 KKeeC

CC

KK  

  tetC 693,02  Amb la fórmula ja podem fer prediccions. 

 
 







milions 82

milions 8282,25,0

C

C
 

 
A2. Sabent que la temperatura superficial d’un objecte canvia amb una velocitat proporcional 
a la diferencia entre la seva temperatura i la seva temperatura ambient (que suposem 
constant), es demana:  
 
a) Trobeu l’evolució temporal de la temperatura corresponent a la condició inicial T(0)=T0 . 
 

 

 









00 TT

TTK
dt

dT
A  

Es tracta d’una edo separable. 

CeCTT

eCTTeeTTCKtTTKdt
TT

dT

A

Kt
A

KtC
AA

A






0
0 ·

·ln
 

Solució particular       A
Kt

A
Kt

AA TeTTtTeTTTT  ·· 00  

 
b) Suposant que la temperatura d’una tassa de cafè és de 200ºF quan s’acaba de servir i que 
un minut després és de 190ºF en una habitació que està a 70ºF, quin temps ha de passar 
perquè el cafè estigui a 150ºF? 
 

  º150 que   tal?

º70

º1901

º2000














Tt

T

T

T

A

 

 

t      -1                      0        -0,5                                2 
 
$       1                     2            ?                                 ? 
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
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
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
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
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



t

ttT
tttt

Sota les condicions del problema han de passar 6,06 minuts perquè el cafè estigui a 150oF. 
 
A3. Per un punt arbitrari d’una corba que passa per l’origen es consideren dues rectes 
paral·leles als eixos. La corba divideix el rectangle que es forma en dues parts A i B tal que 
l’àrea d’A és k vegades l’àrea de B, amb k >0. Trobeu les corbes que verifiquen aquesta 
condició. 
 
Corba per (0,0). Dues rectes paral·leles als eixos que formen un rectangle i 
la corba divideix aquest rectangle amb dues parts de tal manera que: 

0        ,·  KBKA  
 
Busquem les corbes que verifiquen aquesta condició:  ?xyy   
 

 
x

dssyB
 

0 
 

L’àrea A és igual a l’àrea del rectangle menys l’àrea B: 

      
x

dssyKyxBKyxBBKyxBKByxA
 

0 

Substituïm 1·1·····  

Derivem per obtenir l’EDO        01´· yxyKyxy  Amb les condicions 
 
  








yxy

y 00
 

 

0'    ,'lnln´·

:separable EDO

´·1´·





CxCyexyCxKy
x

dx
K

y

dy
Ky

dx

dy
xKyyx

yKyyxyyKyxy

KCK

 

Una altra possibilitat: 
 

 

K

x

xCyCx
K

y
xK

dx

y

dy

xK

y

dx

dy

xK

y
y

dssyA

1
*

 

0 

ln
1

ln
···

´ 

 
 

 
A4. Trobeu les corbes que satisfan que la part de tangent entre els eixos de coordenades és 
bisecada pel punt de tangència. 
 
Recta tangent per un punt (x,y): 

  X les deeix l'  tallariano no, si  0´         ´  yxXyyY   
Tall amb els eixos: 

x

A

B

y
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   0      lnlnln  KKxyexyCxyCxy
x

dx

y

dy C  

x

K
y   Família d’hipèrboles equilàteres (veure la figura, que representa els casos K=1 i K=-1). 

 
A5. En un tanc hi ha 40 l d’aigua-sal que contenen 2,5 kg de sal dissolta. Després s’introdueix 
en el tanc, a raó de 8 l/min aigua-sal que conté 0,4 kg/l i la barreja, ben agitada, surt del tanc 
amb la mateixa raó. Trobeu la quantitat de sal en funció del temps. Quina quantitat de sal hi 
aura després d’un temps molt gran? 
 
Sigui x(t) la quantitat sal en funció de temps. Es verifica x(0)=2,5. 
Calculem la variació de la quantitat de sal (velocitat) 

   surt que sal deVelocitat entra que sal deVelocitat 
dt

dx
 

Velocitat de sal que entra = 
min

Kg
2,3

l

Kg
4,0·

min

l
8    

Velocitat de sal que surt = 
 

min

Kg

5

1

l

Kg

40min

l
8 

tx
  

 
l

Kg

40

tx
 = Concentració de sal per litre (tanc) 

Obtenim una edo separable: 

y

xB

A

(x,y) 

K=1 K= - 1 
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 
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t

t

etxKKx

KetxCtx

Ctxdt
x
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)5/1(

)5/1(

5,1316)(5,13165,25,20

16)(
5
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5

1
16ln

5

1

165
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5

1
2,3

 

Després d’un temps molt gran (és a dir, quan t tendeix a infinit): 

(sal) Kg165.1316)( 5

1

  tt
etx  

 
A6. La part de la tangent a una corba compresa entre l’eix de les abscisses i el punt de 
tangència és dividida en dues parts iguals per l’eix de les ordenades. Trobeu la seva equació 
suposant que la corba passa pel punt (1  ,  2). 
 
1er) Tangent: 

 000 ´ xxyyy   

 
2on) Tall amb els eixos: 
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3er) 
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A7. Per a cada punt P d’una corba considerem la recta r determinada per la condició de 
passar pel punt Q, projecció de P sobre les x i ésser perpendicular a la recta OP, essent O 
l’origen de coordenades. Trobeu les corbes que compleixen que aquesta recta r es talla amb la 
recta tangent a al corba en el punt P a un punt de l’eix OY, per a cada punt P de la corba. 
 

A 

B 

 

 

y = y(x) 

(x0,y0) 
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0· yx , sinó no podem projectar sobre l’eix x tal 
com diu problema. 

     que    tal? OYtgrxfy   

1er) Tangent per    0000 ´:, xxyyyyx   

2on) Recta per l’origen de coordenades i pel punt P, 

OP: 
0

0
00 x

y
KKxyKxy   

        OP: 00000  xyyxxyyx  

3er) Com que r ha de ser perpendicular a OP el seu pendent és
0

0

y

x
 . Passa per  0,0x . 

0

2
0

0
0

00             
y

x
nnx

y

x
nmxy   

0:: 2
000

0

2
0

0

0 


 xxxyyr
y

x
x

y

x
yr  

4art) :tgr   

   








0

´´
2
000

0000

xxxyy

xxyyyxxyyy
 

   0´´0´ 2
00000

2
0

2
00000  xxxyxyxyyyxxxxxyyy  La solució ha de ser de la 

forma (0,b), per tant: 
0´ 2

000
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0  xyxyy  
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000 ´´

yx

xy
yyxyxy


 . Aquesta relació s’ha de verificar per tot punt (x,y) en general. 

Per tant: 

5er) Edo plantejada: 
yx

xy
y
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´
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 , que és homogènia. 
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Desfem el canvi: 

  )(  0ln2ln
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11
22

2
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CCCxxyCx
x

y
  

Si 0u , aleshores 0y , cas que no es pot donar ja que perquè tingui sentit el problema 0xy . 
 
A8. Trobeu les corbes tals que el segment entre l’origen i el punt de tall de la tangent amb 
l’eix x és igual a la distància entre aquest últim i el punt de tangència. 
 

Q 

P 
tg 

(x0,y0) 
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L’equació de la tangent: 
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Aquesta relació s’ha de verificar per a tot punt (x,y) de la corba buscada: 
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Si u = 0→y = 0 Que és solució de l’edo, però no compleix l’enunciat d’aquest problema. En canvi, 
si 0u : 
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Desfent el canvi: 
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A9. Un dipòsit conté 50 l d’una solució composta per un 90% d’aigua i un 10% d’alcohol. 
S’aboca en el dipòsit a un ritme de 4 l/min una segona solució que conté un 50% d’alcohol. Al 
mateix temps, es buida el dipòsit a una velocitat de 5l/min. Suposant que la solució del dipòsit 
s’agita constantment, quant alcohol queda en el dipòsit després de 10 minuts? 
 
  ?10 y    ttyy  en temps alcoholquantitat   

sortida deVelocitat -entradad' Velocitat 
dt

dy
 

 

Entra: 
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2

l   1

alcohold' 0,5l

min

l
4   
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2on) Mètode Variació de les constants: 
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MÈTODES NUMÈRICS 
 
 
IN: INTEGRACIÓ NUMÈRICA 
 
 

IN1. Calculeu :
1

0

2

  dxe x  

a) Aplicant la fórmula de trapezis (n=4) 

25,0
4

1

4

01
4 







n

ab
hn  

          

742984097,02221
2

25,0

175,025,0225,020
2

175,05,025,0

1

0

222

2





 







eeee

fffff
h

dxe x

 

 
b) Aplicant la fórmula de Simpson (n=4) 

25,0
4

1
4  hn  

          

  746855379,036787944,056978282,0·477880078,0·293941306,0·41
3

25,0

424
3

25,0

175,045,0225,040
3
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175,05,025,00
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0
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2







 







eeeee

fffffdxe x

 

 
c) Quin ha de ser el nombre de subdivisions n de l’interval perquè l’error no sigui més 

gran que 10-4 fent servir la fórmula dels trapezis? 
 

Una fita de l’error: 

 
)(''max
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error

,

2 xfh
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bax


  
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4
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42  


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n = 50, s’ha d’utilitzar ordinador per obtenir 7467996,0
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2
  dxe x  

 0,1en  212'' de Fita  f  
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2

2´ xxef   

   242222´´
222

xeexxxef xxx    
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d) Quin ha de ser el nombre de subdivisions n de l’interval perquè l’error no sigui més 

gran que 10-4 fent servir la fórmula de Simpson? 
 
Una fita de l’error: 
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IN2. Apliqueu el mètode de trapezis a la funció 
x

1
 dintre de l’interval  2,1  fent quatre 

subdivisions de l’interval. Doneu una fita de l’error comès. 
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RN: RESOLUCIÓ NUMÈRICA D’EDOS: MÈTODE D’EULER 
 
 
RN1. Es té l’edo xyy 32´  amb 3)1( y . Trobeu y(2): 
 

a) Exactament 
 








3)1(

32´

y

xyy
 

Es tracta d’una edo lineal de primera ordre. 
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3  x
p exy  

0425,35
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3
3??)2( 2  ey  Valor exacte 

 
b) Aproximadament per Euler (pas h = 0,5) 
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 
 
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RN2. Considereu el problema de valors inicials 







1)1(

2´

y

xyy
. Fent servir el mètode d’Euler 

doneu una aproximació de y(1,5): 
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Es tracta d’una edo separable. Resolem-la primer de forma exacta: 
 

e
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1··ln·22´ 112 2
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1 15,11 222
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y xx  

Utilitzem ara Euler per obtenir una aproximació de y(1,5): 
 nnnn yxhyy 21   

  xyyxf 2,   
a) Amb h = 0,1. 

 
Si h = 0,1: 

5
5,0

1,0  N
N

h passos 

xn yn Valor real 
1 1  

1,1 1,2  
1,2 1,4640  
1,3 1,854  
1,4 2,2874  
1,5 2,9278 3,49034 

 
   1·1·21,0121,0 0001  yxyy =1,2que dóna estimació de y(1,1). 

   
   
    2874,28154,13,121,08154,1

8154,14640,12,121,04640,1

4640,12,11,121,02,1
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    9278,22874,24,121,02874,15 y  Estimació de y(1,5)  

 
Valor real: 3,49034 

Error real %: %12,16
realValor 

aproximatValor -realValor 
  dolenta 

 
b) Amb h = 0,05. Compareu els resultats obtinguts en els dos casos. 

 

105,005,0
5,0

05,0  NN
N

h   passos 

 
xn yn Valor real 

1,00 1,0000  
1,05 1,1000  
1,10 1,2155  
1,15    
1,20    
     

1,50 3,1733 3,49034 
 
Valor real: 3,49034 
Error real: 9,08%→en millora l’exactitud. 
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RN3. Apliqueu el mètode d’Euler al problema de valors inicials  






10

2´

y

yxy
i trobeu el valor 

de la solució y en x = 0,4 donant els resultats amb tres decimals: 
 

a) Fent servir h = 0,2. 
 

     2,02,12,01102,01210 000100 yyxhyyyx   

      52,16,1·2,02,12,12,0·22,02,124,02,12,0 111211  yxhyyyyx

52,14,0 22  yx  
 

b) Fent servir h = 0,1. 
 

  1,111,0110 100  yyx  
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 
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