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Abstract: We search for nonuniform analogs of the complexity class NP N coNP.
Following mainly the work of Karp and Lipton on these classes, 1) We define two types
of polynomial time reducibility, study some of their basic properties and separate them;
2) We show that the corresponding reduction classes of the sparse sets give two versions
of the desired nonuniform class; 3) We propose a model of circuits for one of the classes

obtained.

Resum: En aquest treball busquem versions no uniformes de la classe NP N coNP.
Seguint principalment les tcniques de Karp i Lipton, 1) Definim dos tipus de redubilitat
en temps polinmic, n'estudiem algunes propietats bsiques i les separem. 2) Veiem que
aplicant aquestes reduibilitats a la classe dels conjunts esparsos obtenim dues versions de
la classe no uniforme buscada. 3) Proposem un model de circuits per a una de les classes

que obtenim.
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1. INTRODUCCIO

Un dels enfocs dominants de estudi de la complexitat dels problemes utilitza
Unicament models de calcul seqiiencial. Habitualment, un problema es considera tractable
si els recursos emprats per a resoldre’l amb algun d’aquests models sén suficientment petits.
Considerant diferents recursos i amb diferents definicions d’aquest “suficientment petit”, la
teori’) de complexitat ha classificat els problemes en unes classes de complexitat, de les quals
les més conegudes sén P, NP i PSPACE.

No obstant, sén possibles altres definicions de problemes tractables basades en
models que explotin el paral-lelisme. D’entre aquests models, el de més tradicid, i
possiblement el més estudiat, és el circuit boolea.

Quins problemes poden ser tractats 'per circuits booleans de grandaria relativament
petita? Per a respondre a aquesta pregunta, Karp i Lipton (1980) defineixen una altra
mena de classes de complexitat, que anomenen “no uniformes” per contrast amb les més
classiques, o “uniformes”. Amb I’enfoc de Karp i Lipton, és possible fer correspondre a cada
classe uniforme una classe no uniforme.

Aixi, Pippenger (1979) demostra que la classe no uniforme corresponent a P
(anomenada P/poly) és la dels problemes resolubles amb circuits de grandaria polinomica.
Yap (1983) i Schéning (1984) demostren que la classe que correspon a NP (NP/poly)
és la dels conjunts amb circuits generadors que els ténen com a abast (els que ells anomenen
generadors petits).

En aqucst treball, la nostra intencié és trobar un model no uniforme similar
a aquests, és a dir, families petites de circuits, per a una altra important classe de
complexitat: NP N colNP.

El model proposat sén els anomenats circuits generadors forts, que son equivalents a
la classe (N P/poly)N(coN P/poly). Encara que no és estrictament cap de les classes com les
definides per Karp i Lipton, presentem arguments a favor de la seva naturalitat.

Considerem llavors la classe no uniforme que sembla correspondre a NP N coNP
de manera més directa, que és (NP NcoN P)/poly. Quina és la relaci6 entre aquestes dues

classes? Per a veure aquesta relacié, en altres casos s’ha utilitzat el meétode consistent

1



en definir una classe uniforme adequada i relativitzar-la a oracles esparsos. En aquest
sentit, Schoning (1984) presenta un resultat molt general que permet fer aquest pas de
manera gairebé mecanica per a moltes classes de complexitat.

Comencem per trobar una classe uniforme (és a dir, un model de maquina
sequencial) per a la classe (NP/poly) N (coNP/poly) que li correspongui. El model
més adequat és el de maquina forte, que havia estat proposat i estudiat exhaustivament per
Long (1982) a partir d’una idea de Adleman i Manders (1977).

Provem llavors, que aquestes maquines fortes de Long relativitzades a oracles
esparsos corresponen exactament a la classe (N P/poly) N (coN P/poly), i per tant als
generadors forts. Veiem que la técnica desenvolupada per Schéning no és aplicable a
aquest cas. Donem llavors condicions suficients perque es pugui aplicar aquesta técnica
a una classe de complexitat. |

Per a intentar determinar quin és, doncs, el significat de (NPnNcoN P)/poly, definim
un altre tipus de maquina. Aquesta és la mdquina uniformement forta, més restrictiva
que la de Long i molt menys intuitiva. Demostrem, en primer lloc, que les maquines
uniformement fortes sén essencialment diferents de les maquines simplement fortes, és
a dir, que defineixen classes diferents en qualsevol algada dels conjunts recursius.

Les maquines uniformement fortes que consulten oracles esparsos defineixen,
efectivament, la classe (NP N coN P)/poly. L'obtencié d’aquest resultat és senzilla perque,
en aquest cas, la técnica de Schéning si que és aplicable.

Caracteritzem, doncs, les dues classes no uniformes estudiades mitjangant relativi-
tzaci6 de classes uniformes. Fent s d’aquestes caracteritzacions, discutim les conseqiiéncies
que tindria la igualtat i la desigualtat d’aquestes classes. D’altra banda, el fet que una
de les caracteritzacions (les maquines uniformement fortes) és molt menys manejable
que laltra (les maquines simplement fortes), sembla indicar de nou que la classe no
uniforme que generalitza més naturalment NP N coNP és (N P/poly) N (coNP/poly) i
no (NP N coN P)/poly.
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2. NOTACIO I DEFINICIONS BASIQUES

2.1 Notacid

Considerarem llenguatges, o conjunts de paraules, sobre un alfabet finit, &. Una
paraula és una seqiiéncia finita d’elements de £, o simbols. La, longitud d’una paraula z, |z|,
és el nimero de simbols que la formen. La paraula de longitud zero sera denotada per A. &
és el conjunt de totes les paraules de longitud n sobre &. T* és el conjunt de totes les
paraules sobre Z.

Una classe de complexitat és el conjunt dels llenguatges que sén reconeguts per algun
tipus de maquina de Turing en la que s’ha afitat algun recurs. Els recursos que es consideren
afitats amb més freqiiéncia sén el temps de calcul i 'espai de treball. Exemples de classes de
complexitat sén P, NP i PSPACE. Aixi, les miquines deterministes en les que el temps
s’ha afitat per un polinomi de la longitud de l'entrada determinen la classe P. Altres
classes a les que farem referéncia en aquest treball sén les de la Jerarquia polindomica
de Meyer i Stockmeyer; veure Stockmeyer (1977).

Sigui C una classe de complexitat i A un conjunt. La classe C relativitzada a
A, denotada C(A), és el conjunt de llenguatges reconeguts per les maquines que defineixen
C' quan poden consultar el conjunt A com oracle. Quan considerem les propietats de
la classe C(A) que no depenen especificament de l'oracle A, utilitzarem la notacié C().
En la classe relativitzada PSPACE(), suposarem que la fita polindmica en I’espai de treball
s’aplica també a la cinta d’oracle.

Amb el simbol B<% 4 indicarem que B € P(A). Amb B<H¥P A4 voldrem dir que
B e NP(A).

Denotarem per A = T* — 4 el conjunt complementari d’4. Sigui C una classe
de complexitat. Denotarem per co-C el conjunt {4: A € C }.

Definim la unié marcada (@) dels conjunts A i B com
A®B={lw:we A} U {0w:w e B}

Denotarem per (.,.) una bijeccié recursiva de £* x ©* — 2*, que suposarem calculable i
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invertible en temps polinomic. L’extensié de (.,.) a més de dos arguments és immediata per
composicio.

Una funcié f : IN — I* esta afitada polindmicament si existeix un polinomi p()
tal que per a tot n, |f(n)| < p(n).

Per a tot conjunt A, la funcié cens4 : IN = IN es defineix per
cens 4(n) = cardinal (4N ")

Un conjunt S és espars si censg esta afitada polindmicament. Un conjunt T és tally si
totes les paraules de T estan formades per un tinic simbol.

Els dos resultats seglients relacionen la complexitat de conjunts tallys i esparsos.
Només es déna un esbog de la seva demostracié.
Proposicid 2.1: Tot conjunt tally és espars.

Només cal veure que un conjunt tally no pot tenir més que una paraula de cada
longitud. Per tant, el seu cens esta afitat pel polinomi p(n) =1.
Teorema 2.2 (Hartmanis 1983): Per a tot conjunt espars $ hi ha un tally T tal que
S € P(T).

Per a provar-ho, donat un conjunt espars S considerem el conjunt
bits(S) = {(n, k,%,7,b) : k = censg(n) i b és Ii-éssim bit de Yn,j}

On Yn,; €s la j-éssima paraula de longitud n de S, en 'ordre lexicografic. Llavors, es

demostra hi ha una maquina determinista que funciona en temps polinomic i que amb oracle
{0™ : m € bits(S)}

accepta el llenguatge S.

Si € és un circuit boolea, la grandaria de C, escrit ||C||, és el nimero de portes
16giques de C. Amb {C,} denotarem una familia de circuits booleans infinita i enumerable
tal que, per a tot n, el circuit C, té n entrades. Suposarem que existeix una funcié afitada
polinomicament en ||C|| que codifica circuits booleans com a paraules de &*.

Ocasionalment farem servir altres notacions o conceptes que no definirem. Els

que no estiguin clars pel contexte es poden trobar, per exemple, en Garey 1 Johnson

(1979) o Hopcroft i Ullman (1979).



2.2 Models uniformes de calcul: conceptes basics

El nostre model de calcul serd una maquina de Turing que podra ser determinista o
indeterminista, i consultar un oracle o no. Ocasionalment, utilitzarem també maquines que
produeixen una paraula de sortida, anomenades transductors.

Tractarem també amb un tipus de maquina no determinista que té tres menes
d’estats finals: d’acceptacid, de rebuig i indefinits. Segons l'estat en que acaben, els
calculs d’una d’aquestes maquines amb una entrada fixa podran classificar-se llavors en :

- calculs que accepten

- calculs que refusen

- calculs indefinits, que indiquen la impossibilitat d’arribar a una conclusié amb
aquesta entrada.

Com es desprén d’aquesta classificacid, considerarem només maquines en que tots
els possibles calculs acaben. Assegurarem aixo afegint a cada maquina un “rellotge”
que forci l'acabament del calcul, normalment en estat indefinit, passat cert nimero de
passos (ndmero que pot dependre de la longitud de ’entrada).

Si no s’indica el contrari, ’alfabet d’entrada d’aquestes maquines sera sempre {0,1}.

Ocasionalment, sera necessari simular maquines mitjangant altres maquines. Supo-
sarem que una maquina que n’incorpora una altra del mateix tipus (determinista o
indeterminista), pot simular-la augmentant el temps de calcul en un polinomi de la longitud
de l'entrada. Si la maquina simulada, M, consulta un oracle, podrem substituir quan
convingui l'oracle per una paraula y. Llavors, suposarem que y codifica un conjunt de
paraules (yi, ..., yx) respecte al qual es respondran les consultes.

Sigui M una maquina de Turing indeterminista amb oracle. Denotarem per QUERY,
SIi NO respectivament l’estat de consulta a l'oracle, i els dos estats en que pot continuar el
calcul a partir de 'estat QUERY. Denotarem per M B(z) el conjunt dels possibles calculs de
M amb entrada z i consultant ’oracle B.

Una maquina sense oracle N accepta el llenguatge A (escrit L(N) = A) quan per
atot z, N(z) conté un calcul que accepta siinoméssiz € A. Una maquina M amb oracle B
accepta el llenguatge A (escrit L(M, B) = A) quan per a tot z, M Z(z) conté un calcul que

accepta si i només si z € A.



Direm que una maquina funciona en temps polindomic si existeix un polinomi p()
tal que per a tota entrada z, el calcul més llarg de M sobre z té com a molt p(|z|)

passes. Si la maquina consulta un oracle, el polinomi p() ha de ser independent de I’oracle.

2.3 Models no uniformes de calcul: conceptes basics

Karp i Lipton (1980) defineixen les classes “no uniformes” i justifiquen la seva
importancia com a models de calcul i com a eina per a P'estudi de les classes uniformes

corresponents. %n aquest apartat exposarem algunes de les definicions i els resultats

d’aquesta linia que utilitzarem en el nostre treball.

Les classes no uniformes més estudiades sén les de la forma C /poly, definides a
continuacid, on C és una classe de complexitat classica.
Definicié 2.3: Per a una classe de complexitat C, C /poly és la classe de conjunts A
per als quals hi ha una funcié “consellera” h : IN — 5* afitada polinomicament i un

conjunt B € C tal que per a tot z € T*,
t€A < (z,h(|z])) € B

Intuitivament, C'/poly sén aquells conjunts tals que, amb una informacié addicional
o consell relativament petit (polindmic), sén de la mateixa complexitat que els de la classe
C. A més, aquest consell és el mateix per a totes les paraules de la mateixa longitud.

Es interessant notar la seglent propietat:
Proposicid 2.4: Per a tota classe de complexitat C, (co-C)/poly = co-(C /poly).
Demostracid: Sigui C una classe de complexitat donada, i sigui 4 € (co-C)/poly. Llavors (i

nomes en aquest cas) existeixen B € co-C, i h: IN — I* afitada polindmicament tals que
Vz(r € A <= (z,h(|z])) € B)

que equival a
(1)  Vz(z € 4 <= (z,h(|z])) € B)

Perdo B € co-C si i només si B € C. Llavors, B i la mateixa funcié h(), com

que satisfan (1), proven que A € C/poly. Aixd prova 4 € co-(C /poly).
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Com que els reciprocs de tots els raonaments usats també sén certs, es poden invertir
tots per a provar que co-(C'/poly)C(co-C)/poly. O

En aquest treball utilitzarem dues menes de resultats coneguts sobre les classes
C/poly: la connexié amb classes relativitzades a oracles esparsos i I'equivaléncia amb
algun tipus de circuit boolea.

Generalitzant resultats anteriors, Schoning (1984) presenta un resultat que permet
relacionar de forma gairebé mecanica classes relativitzades a oracles esparsos i les classes no
uniformes de Karp i Lipton. A continuaci6 reformulem aquest resultat fent explicits alguns
punts relativament informals de la demostracié de Schéning.

Comencem per definir les condicions necessaries per a l’aplicacié del teoremas:

Sigui C() una classe de complexitat relativitzada. Suposarem que hi ha un predicat

TIPUS-C() (possiblement no recursiu) tal que, per a tot B, C(B) es pot definir com
A € ¢ <= hi ha una maquina N tal que TIPUS-C(N)i L(N,B) = A

Direm que una maquina de Turing M és “de tipus C” si TIPUS-C(M) és cert. Per
exemple, les maquines de tipus P sén les deterministes que funcionen en temps afitat
per un polinomi de ’entrada.

Direm que C() és bona si per a tota maquina N de tipus C i tot transductor M
de tipus P (amb oracle), la maquina (amb oracle)

llegir(z);
simular M (z), consultant ’oracle;
si M(z) refusa llavors refusar
sino
sigui y la sortida de M(z);
simular N(y) amb oracle 0;
fs1;
també és de tipus C.
Direm que C() és resistent als oracles si per a tota maquina N de tipus C, la

maquina sense oracle



llegir({z,y}));
simular N(z) amb oracle y;

també és de tipus C.

Informalment, la condicié de “bondat” d’una classe significa que la classe és tancada
per la concatenacié amb maquines P. Aixd ens permetra fer clculs previs amb ’entrada
(modificant-la) i simular després una d’aquestes maquines sense excedir les possibilitats
de calcul de la classe.

La resistencia als oracles es pot interpretar dient que les maquines que sén de la classe
no han de dependre d’un oracle concret per a ser-ne, o sigui, que segueixen comportant-se
tal com correspon a la classe sigui quin sigui ’oracle que utilitzin. Aixd ens permetra
convertir una maquina amb oracle en una altra sense oracle sense sortir-nos de la classe.
Teorema 2.5 (Schoning 1984): Si C() és una classe de complexitat relativitzada, bona,
resistent als oracles tal que les maquines de tipus C' només consulten el seu oracle amb

paraules de longitud afitada polinomicament per la longitud de I’entrada, lavors
C(0)/poly = U{C’(S’) : S és espars}

Demostracio: Sigui A € C(0)/poly, i siguin la funcié h() i el conjunt B € C(P) els que

ho proven. Llavors, per a tot z de T*,
t€A < (z,h(|z])) € B

Sigui M la maquina (sense oracle) que prova B € C(8). Definim el conjunt espars

Sh = {(0™,y) : y és un prefixe de hA(n)} i la maquina M’ amb oracle:

M':
legir (z);
n = |z|;
yi=X

mentre (0™, y0) € oracle o
(0™, y1) € oracle fer
si (0™,y0) € oracle



llavors y := y0;
sino y := yl;
fsi;
fmentre;

simular M({z,y));

M' és la concatenacié de
- un transductor determinista que, amb l’oracle adequat, troba el valor de A(|z|)
1 té sortida (z, h(|z|))
- 1 una maquina de tipus C que no consulta el seu oracle.
Com que C() és bona, aquesta maquina és també de tipus C. A més, L(M', Si) = A,
i per tant A € C(Sy).
Per a la inclusié contraria, sigui A = L(M, S) per a algun espars S i alguna maquina
M de tipus C. Per hipotesi, hi ha un polinomi p() que afita la longitud de les consultes fetes
per M a l'oracle, i un altre ¢() que afita censs. Considerem la seglient maquina M":
M
legir (z);
si z no és de la forma (z,y1, ..., yx), k¥ < ¢(p(lz)))
llavors refusar

sino simular M amb entrada z i utilitzant {yi,...,yx} com a oracle

M' és la concatenacié de dues maquines:

- una magquina P

- 1 una altra que simula una maquina de tipus C substituint l'oracle per ’entrada
llegida.

La segona de les maquines és de tipus C perque C és resistent als oracles. A
més, C és bona i llavors la seva concatenacié amb una maquina P, M', també és de
tipus C. Observi’s a més que M’ no consulta cap oracle. Per tant, si anomenem B
el llenguatge L(M’,0), llavors B € C(0).

Definim la funcié hg : IN — I*:

hs(n) = (y1,..., Y&)
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on {y1,..,yx} = SN{z: |z| < p(n)}. Aleshores, hs esta afitada polinomicamen<, - o

perque S és espars, i a més
Vz,r € A <= (z,hs(|z|)) € B

Aixo demostra A € C(0)/poly. O

Noti’s que aquesta demostracié només és valida si la classe C() satisfa les dues
condicions de ser bona i ser resistent als oracles, la segona de les quals no apareixia
explicitament en Schoning (1984). En l'apartat 5 presentem una classe bona a la qual
no és aplicable aquesta demostracié perque no és resistent als oracles.

Veiem ara que aquest resultat és aplicable a algunes de les classes de complexitat més
importants:

Proposicid 2.6: PSPACE() i totes les classes de la jerarquia polindmica sén bones,
resistents als oracles i reconegudes per maquines que fan preguntes de longitud polindmica a
I'oracle.

Demostracid: Noti’s, en primer lloc, que en les condicions imposades a una classe per a ser
bona i resistent als oracles no intervé enlloc el tipus de llenguatge acceptat per les maquines.

Recordem breument la definici6 recursiva de les classes de la jerarquia polinomica.

Znt1 = NP(L,)

I, = co-Z,

Apy1 = P(L%,),

essent Lo = IIp = Ay =P, és a dir, P(f).

Comencem per provar I’enunciat per a les classes A, i les del nivell 0. Per a aixo,
considerem la classe P() relativitzada a qualsevol oracle.

Es bona perque la concatenacié d’una maquina P() i una maquina P que només
consulta 'oracle @ segueix funcionant en temps polindmic determinista. Es resistent als
oracles perque el fet que les consultes a 'oracle es resolguin amb un conjunt finit llegit
d’entrada, no ha d’afectar el temps de calcul d’una maquina P() (encara que, evidentment,
afecti el llenguatge que accepta).

El mateix raonament és valid per a la classe NP() relativitzada a qualsevol oracle,

substituint calculs deterministes per indeterministes en les maquines originals. En efecte,
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’tinica exigéncia en aquest cas és que les maquines segueixin funcionant en temps polinomic
indeterminista, condicié que no es deixa de satisfer per concatenacié amb altres maquines
polindmiques ni substituint l’oracle per una entrada. Aixo prova que les classes I, també
sén bones i resistents als oracles.

Tractem ara les classes II,. Una maquina de tipus II,,() és la que reconeix un
llenguatge complementari d’'un de X,() en temps polinomic indeterminista. De nou,
I"inica condicié que cal demanar a les maquines II,, és seguir funcionant en temps polinomic
quan es concatenen amb maquines P() i quan l’oracle es substitueix per una entrada, que
satisfan trivialment.

Per a la classe PSPACE el raonament és similar: tota maquina PSPACE ha
d’utilitzar un espai polindmic en la longitud de 'entrada. Si una maquina P es concatena
amb una maquina PSPACE, l’espai utilitzat entre les dues estara també afitat per un
polinomi. A més, com que una maquina PSPACE no utilitza oracle, segueix essent
PSPACE si se i déna un oracle amb ’entrada. Per tant, PSPACE també és bona i
resistent als oracles.

Totes les maquines de la jerarquia polinomica funcionen en temps polinomic, i per
tant només poder utilitzar espai polinomic. Les maquines PSPACE sén les que utilitzen
espai polindmic. Llavors, cap d’elles té espai per a construir preguntes a l'oracle més
grans que un polinomi de ’entrada.

Per tant, totes aquestes classes sén bones, resistents als oracles i només fan preguntes
de longitud polindmica a l’oracle, que sén les condicions requerides per a aplicar el teorema
2.5.0

Un altre interes de les classes no uniformes és que sovint ténen models molt naturals.
En especial, Pippenger (1979) i Karp i Lipton (1980) proposen utilitzar families de circuits
booleans per a representar-les.

Karp i Lipton utilitzen circuits amb una sola sortida, que val 0 6 1. En aquest
sentit, els circuits es consideren com una mena d’automats, que accepten o rebutgen la
paraula que és present a les portes d’entrada. Llavors, el llenguatge acceptat per un
circuit C, escrit L(C) és el conjunt de les paraules que fan aparéixer 1 a la sortida.

Cal notar que el llenguatge acceptat per un circuit només conté paraules de longitud
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igual al mimero de les seves entrades, i que, per tant, és finit. Aixo suggereix que, donat
un conjunt L, es podria definir una familia infinita de circuits {C;} tal que cada un d’ells

reconeix la “ilesca” de L que correspon a paraules d’una mateixa longitud, o sigui,
Vi >0,L(C;)=LNZ

Llavors, L = Uizo L(C;), i direm que L és el conjunt acceptat per la familia de
circuits {C;}. El fet que la representaéié del llenguatge en una longitud (el circuit) sigui
diferent de la que té en altres longituds explica el nom de “classe no uniforme”.

Es interessant notar que aquesta representacié no uniforme és possible per a tot
conjunt, fins i tot no recursiu.

Proposicid 2.7: Per a tot conjunt L hi ha una familia de circuits {C;} que accepta L.

En efecte, per a tota longitud fixa sempre és possible construir un circuit que accepti
exactament les paraules de L d’aquesta longitud. No obstant, en general aquest circuit
tindrd una grandaria exponencial en el mimero d’entrades. Aquest creixement és massa
gran si el que pretenem és utilitzar la representacié amb circuits per a resoldre problemes.

Per a assegurar una relativa “tractabilitat” dels conjunts, Pippenger i més tard Karp
i Lipton proposen imposar una fita polindmica al creixement dels circuits. Pippenger
demostra llavors que els conjunts que sén acceptats per una familia de circuits afitada
polindmicament sén exactament els de P/poly.

Yap (1983) proposa utilitzar circuits que dénen una sortida, o sigui, que calculen una
funcié de l’entrada. Per a un circuit de n entrades, el domini d’aquesta funcié és igualment
T, perd en aquest cas té sentit preguntar-se quin és l’abast del circuit. Yap estudia els
conjunts que poden ser abast d’una familia infinita de circuits. Imposant de nou una
fita polindmica sobre el creixement de la familia, Yap (1983) proposa la segient definicié:
Definicid 2.8: Un conjunt A té generadors polinomics petits (“Small Generators”) si
per a algun polinomi p() i per a tot n > 0 existeix un circuit C, i un enter e, tals que:

1) [[Call < p(n)

2) Cp té e, entrades

3) C, té n sortides, més una sortida “indicadora de domini” que val 1 si la sortida és
valida, 1 0 st no
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4) per a tot z de =" z € A <= 3y(ly| = e i Cr, amb entrada y té sortida z).

Observi’s que el mateix polinomi p() afita els enters e, donat que tota entrada
ha de correspondre amb al menys una porta logica. Aixo garanteix que si una paraula
és de ’abast de la funcié calculada pel circuit, la paraula del domini que ho prova és,
com a maxim, polinomicament més gran.

L’indicador de domini s’introdueix per dos motius: Primer, permet que funcions amb
dominis diferents de £* puguin ser calculades per generadors petits. Segon, permet evitar la
incomoditat que tot conjunt amb generadors petits hagi de tenir al menys una paraula de
cada longitud.

Els generadors petits van ser proposats com una versié no uniforme de la classe NP.
Yap (1983) va demostrar la segiient caracteritzacié només en un sentit, i Schéning (1984) va
completar-la:

Teorema 2.9: A € NP/poly < A té generadors polinomics petits.
Demostracié (indicacié): Sigui A € NP/poly. Llavors hi ha una funcié consellera h()
afitada polindmicament i un conjunt B € NP tal que

Vz,z € A < (z,h(|z|)) € B

Per la caracteritzacié per quantificacié de NP, és que hi ha una maquina M

determinista que funciona en temps polindomic i un polinomi p() tal que
Vz,z € A <= Ty tal que |y| < p(|z|) i M((z, h(|z|),y)) accepta

Donades M i h(n), es pot construir un circuit C, que simuli els calculs de M

sobre una entrada (z, y), on |z| = n:

_ [z si M({(z, h(|z|),y)) accepta
Cullz,y) = {indeﬁnit si no

Com que M funciona en temps polinomic, h() esta afitada polinomicament i la
y necessaria també, ||Cn|| pot afitar-se per un polinomi. A més, C, pot donar sortida z

amb alguna entrada siinomés si z € A. Per tant, la familia {C,,} sén generadors petits d’A.
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Per al contrari, sigui 4 un conjunt i {D,} una familia de generadors petits d’4

afitada pel polinomi p(). Aixo vol dir que per a tot z de longitud n,
(1) zed < Jy(yl <p(le]) i Da(y) = z)
Definim la funcié h4 tal que per a tot n, h 4(n) = codificacié(D,), i el conjunt B
B = {{c,z,y) : ¢ és un circuit i c(y) = z}

Es possible simular el funcionament d’un circuit amb una entrada en temps
determinista polinomic respecte de la grandaria del circuit 1 aquesta entrada. Per tant, B €
P.

Llavors, (1) equival a dir

€A < Jy(ly| < p(lz|) i (Dn,z,y) € B)

1 es pot invertir el raonament anterior per a obtenir A € NP /poly. O

Schoning fa notar que aquest resultat és equivalent a la igualtat de dues conegudes
caracteritzacions dels conjunts recursivament enumerables: (i) ser la quantificacié existen-
cial d'un predicat recursiu i (ii) ser 'abast d’una funcié recursiva parcial. En aquesta
analogia, la quantificacié existencial (afitada polinomicament) correspon a NP /poly, i
I'abast d’una funcié parcial (calculable en temps polinomic) és el que accepta un generador
petit.

Aquest comentari ens suggereix un altre model de circuit que és unicament
acceptador de paraules, i no calculador de funcions, perd en que aquesta quantificacié
existencial és també molt intuitiva.

Donat un conjunt A que té generadors petits, {C,}, considerem els circuits {D,}
definits per:

1) Si Cp té n sortides i e, entrades, D, té n + e, entrades i una sortida (més
un indicador de domini), i

2) per a tot = de longitud n i tot y de longitud e,

_J1 si Cr(y) ==
Da(zy) = { indefinit si no
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D, pot construir-se a partir de C, (afegint poques portes logiques) de manera
que també hi hagi un polinomi que afita la seva grandaria. Com que C), genera A en

la longitud n, esta clar que
r€A <= Jy(ly|=eniDa(zy) =1)

D’altra banda, una familia de circuits d’aquest tipus permet també trobar una
familia de generadors petits per al mateix conjunt.

En aquests circuits, I'indeterminisme apareix perque per a tota paraula del conjunt
que s’introdueixi en les n primeres entrades del circuit, hi ha una manera de completar
la resta de les entrades que fa que la paraula sigui acceptada.

També és possible considerar aquestes entrades addicionals com portes indeter-
ministes, que poden valer 0 6 1 independentment de l'’entrada. Llavors, una paraula
és acceptada si aquestes portes poden prendre valors (de forma indeterminista) de manera

que la sortida del circuit sigui 1.
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3. MAQUINES FORTES SENSE ORACLE

En els seglients apartats presentem un model de maquina indeterminista definit
1 estudiat exhaustivament per Long (1982). Comencem per presentar la versié sense oracle
1 algunes propietats senzilles.

Una maquina de Turing sense oracle M és forta si per a tota entrada z:

1. hi ha algun calcul definit en M(z)

2. hi ha algun calcul de M(z) que accepta si i només si no hi ha cap calcul de
M (z) que refusa.

Apart la seva importancia tedrica com a eina per a definir reduibilitats, les maquines
fortes ténen ’atractiu de ser indeterministes sense ser inconsistents. Aixd és, una maquina
forta potser no respongui en tots els calculs, pero sempre ddna resposta en al menys
un dels calculs, i no pot donar resultats contradictoris en dos calculs diferents.

La seglient proposicié estableix que, per a tota maquina forta, és possible trobar-ne
una altra que accepti el llenguatge complementari.

Proposicid 3.1: Si M és una maquina forta, la maquina M’ resultat d’intercanviar tots els
estats d’acceptacid i els de rebuig també és forta i a més L(M) = L(M").

Demostracid: Sigui z una paraula i considerem cada calcul de M’ (z). Un d’aquests calculs
acaba en estat d’acceptacié si i només si hi ha un calcul identic en M (z) que acaba
en un estat de rebuig (el mateix, canviant el seu significat). El raonament simétric serveix
per als calculs que refusen. Un calcul estd indefinit si i només si hi ha un altre cilcul identic,
també indefinit, en M(z).

Per tant, si en M(z) hi ha un calcul definit, també hi sera en M’(z) (amb resultat
contrari). Si en M(x) tots els calculs definits accepten, tots els cilculs definits de M’ (z)
refusen, i viceversa. Com que aixo és cert per a tot z, M' és forta.

A més, peratot z,z € L(M) si i només si hi ha un calcul en M(z) que accepta. Com
que M’ és forta i accepta el complementari de L(M), aixo és cert sii només si hi no hi ha cap
calcul en M'(z) que accepta, que significa ¢ ¢ L(M").

O sigui, una paraula és a L(M) si i només si no és a L(M'), que vol dir que

els dos llenguatges sén complementaris. O
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La segiient proposicié caracteritza els llenguatges tractables amb maquines fortes.
En Long (1982) es pot trobar una demostracié per a la versié relativitzada, que també
enunciem en 4.5(iv).
Proposicid 8.2: A és acceptat per una maquina forta que funciona en temps polinomic
siinoméssi A € NPNcoNP.
Demostracis: Sigui A fixat i M una maquina forta que funciona en temps polinomic i
accepta A. Pel fet de funcionar en temps polinomic, L(M) = A € NP.
Sigui ara M’ la maquina resultant d’intercanviar estats d’acceptacié i de refis en M.
Per la proposicié anterior, M’ és fortai L(M') = L(M) = A. Com que els calculs de M i M’
només es diferencien en els estats finals, M’ també funciona en temps polinomic. Aixo prova
A € coNP, i, per tant, A € NPNcoNP.
Per al contrari, sigui B € NPNcoN P. Hi han, doncs, dues maquines indeterministes
M i M' que funcionen en temps polindmic i accepten respectivament B i B. “Superposant”
M 1 M', construim la segiient maquina N:
N:
llegir(z);
z := conjecturar (z € B);
si z = cert llavors
simular M(z);
si M(z) accepta llavors acceptar;
sino
simular M'(z);
si M'(z) accepta llavors refusar;
fi si;
(Quan N acaba el calcul sense acceptar ni refusar, ho fa en algun estat especial
que indica indefinicid).
N és forta perque, per a tota z,
1) una de les dues maquines ha de tenir un calcul que accepta (sera M o M' segons

que z € B o no), i per tant N(z) té al menys aquest calcul.
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2) no poden haver-hi dos calculs de N (z) contradictoris, perque aixd voldria dir que z
és acceptada per M i per M’, que és fals perque hem suposat que accepten conjunts
complementaris.

N accepta B perque, per a tot z, N(z) accepta si i només si M(z) accepta, i
per tant, L(N) = L(M) = B. Es facil veure que el temps de funcionament de N no
és molt més gran que el maxim dels de M i M’ » 1 també es pot afitar per un polinomi. O

Amb aquest resultat queda caracteritzada la poteéncia de les maquines fortes per elles

mateixes. En [’apartat segiient les utilitzarem per a comparar la complexitat de conjunts.
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4. MAQUINES FORTES AMB ORACLE

Es pot donar a una maquina forta la possibilitat de fer consultes a un conjunt oracle.
Quines condicions ha de satisfer la maquina resultant per a seguir considerant-la forta?
Al menys dues interpretacions diferents sén possibles. A continuacié les exposarem les dues,
definint per a cada una un concepte de reduibilitat.

Definicid 4.1: M és forta amb oracle B si per a tota entrada z:

1. hi ha algun calcul definit en MB(z);

2. hi ha algun cilcul de M B(z) que accepta si i només si no hi ha cap calcw: de MB(z)
que refusa.

Definicié 4.2: Un conjunt A és SN-reduible a un conjunt B (escrit A<®NB) si hi ha
una maquina M amb oracle tal que

1) funciona en temps polinomic

2) és forta amb oracle B, i

3) L(M, B) = A.

La SN-reduibilitat és la “Strong Nondeterministic Turing reducibility” de Long
(1982), d’on conservem el nom “SN”. La notaci6 exacta de Long és <3N perque també
defineix altres reduibilitats denotades amb SN.

No entrarem en detall en aquestes altres reduibilitats. Mencionem, per exemple,
SiN 1 StStN , que es defineixen com les més classiques Si i Sﬁ canviant els transductors
deterministes per transductors indeterministes forts. Les reduibilitats aixi definides ténen
una estructura molt similar a la de les reduibilitats <¥. Enunciem a continuacié alguns
resultats que comparen aquestes reduibilitats entre elles. Veure Long (1982) per a una
demostracid.

Teorema 4.3: Per a tots els conjunts 4 i B,

() A<SNB=A<NB

(i) A <ZN B = A<SNB

(iii) cap de les implicacions anteriors pot ser invertida.

Teorema 4.4: Per atot A recursiu, A ¢ NPNcoN P, existeix un B recursiu tal que A<EBi
A £3N B.
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Long demostra també que la SN-reduibilitat és essencialment diferent de les
reduibilitats més classiques Sg i <FP i que per la seva poténcia es troba entre aquestes
dues.

Teorema 4.5: Per a tots els conjunts A i1 B,

(i) A<EB = A<SNB.

(i) ASSVB = A<HPB.

(iii) Cap de les implicacions anteriors pot ser invertida.

(iv) ASSVB « (A<FPB i A<NPB). En altres paraules,
A<SNB <= A€ NP(B)NcoNP(B)

Presentem ara una interpretacié diferent de quines maquines es poden considerar
fortes amb oracle, i la reduibilitat associada a aquesta interpretacid.

Definicid 4.6: M és uniformement forta si per a tot oracle A, M és forta amb A.
Definicié 4.7: Un conjunt A és UN-reduible a un conjunt B (escrit A<YVB) si hi ha
una maquina M amb oracle tal que

1) funciona en temps polinomic,

2) és uniformement forta, i

3) L(M,B) = A.

Noti’s que 1"inica diferéncia entre <UN i <5V consisteix en el comportament amb
qualsevol oracle de la maquina que fa la reduccié: Exigim a les maquines uniformement
fortes que mantinguin la seva coheréncia sigui quin sigui 'oracle que consulten. Aquesta
diferéncia de comportament no sembla tenir una analogia natural en el cas de transductors
sense oracle. Per aquesta rad, no definirem, com Long, UN-reduibilitats similars a <P i <)
a partir de transductors.

Les segiients proposicions sén relacions basiques entre <YV i altres tipus de
reduibilitat.

Proposicid 4.8: Per a tots els conjunts 41 B,

(i) A<EB = A<UNB.

(i) <YNB = A<SVB.



Per a provar (i), només cal veure que una maquina P, amb qualsevol oracle i qualsevol
entrada, té un sol calcul que sempre és definit, i per tant és uniformement forta.

Per a provar (ii), només cal recorrer a la definicié de les maquines que fan ambdues
reduccions: una maquina uniformement forta és forta, en particular, amb Ioracle que
consulta durant la reduccié.

Les segiients sén algunes propietats importants d’aquestes reduibilitats. Una
demostracié més extensa per al cas de <Vpot trobar-se de nou en Long (1982).
Teorema 4.9: Per a tot parell de conjunts A i B,

(i) A<SNBiBe NPNcoNP = Ac NPncoNP.

(ii) ASYNBi Be NPNcoNP = A e NPNcoNP.

(iil) A€ NPNcoNP = A<SNB,

(iv) A€ NPNcoNP = A<SUNB, _
Demostracid: Per a (i), sigui M la maquina forta (amb oracle) que fa A<UNB i M’
la maquina forta (sense oracle) que prova B € NP N coNP, obtinguda per la proposicié
3.2. Es facil veure que la maquina que simula M substituint les preguntes a l’oracle
per simulacions de M’ és forta i accepta igualment A.

Per a (iv), s.igui M la maquina forta sense oracle que garanteix A € NP N coNP.
Podem considerar M com una maquina amb oracle que ignora les respostes de ’oracle, i que
per tant accepta sempre el mateix llenguatge i és uniformement forta. El llenguatge que
acceptl amb oracle B seguira essent A, el que prova A<UN B,

Com que <YN= <SN_(ii) i (iii) es desprenen directament de (i)i(iv). O

Per a una reduibilitat <,, el conjunt {4 : 4 <, @} s’acostuma a anomenar el
seu grau zero. Notem que <YV i <SNcoincideixen en els seus graus zero.

Corol-lari 4.10:

(i) A<SSN) <= A€ NPncoNP.

(i) A<SYN) <= A € NPNcoNP.

Els dos enunciats es dedueixen immediatament prenent B = ) en la proposicié
anterior.

La igualtat no és manté més enlla del grau zero. De fet, el nostre primer resultat

estableix que, per sobre de NP N coNP, <Y¥N és essencialment diferent de totes les
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reduibilitats definides per Long (1982).

Comengarem per provar que difereix de <S5V, Intuitivament, la diferéncia es deguda
a que les maquines que no sén uniformement fortes poden “confiar” en rebre ’oracle
adequat i explotar a fons la seva estructura. En canvi, les maquines uniformement fortes
han de mantenir-se coherents sigui quina sigui la informacié que proporcioni ’oracle, i,
per tant, no poden esperar “a priori” que l’oracle tingui cap propietat particular.
Teorema 4.11: Per a tot conjunt recursiu 4, A € NP N coNP, existeix un conjunt
recursiu B tal que A<SVB i 4 gUN B,

Demostracid: Sigui A un conjunt fixat. Construirem un conjunt B amb la segiient
propietat:

(#)Vz,z € A <= Jy(ly| = lz| i (z,y,1) € B) <= Vz(|z| = |z| = (z,z,0) € B)

o sigui, per cada paraula z incloem en B alguna paraula de la forma, (z,y,1)siz € A,
i alguna paraula de la forma (z, z,0) si z € A. Aquesta propietat garanteix A<SN B, amb el
segient procediment:

llegir (z);
z := conjecturar (z € A);
si z = cert llavors

conjecturar y tal que |y| = |z|;

si (z,y,1) € oracle llavors acceptar;
sino

conjecturar u tal que |u| = |z|;

si (z,u,0) € oracle llavors refusar;
fsi;
parar sense sortida;

Observem que aquest procediment funciona en temps polinomic en |z| i que, per la
propietat imposada a B, el procediment és fort amb oracle B (ha de tenir exactament un
sol calcul que accepti o que refusi) i el llenguatge que accepta és A. Aixd garanteix
que A<SN B,

Noti’s, perd, que procediments similars mai seran forts si l'oracle que consulten

no satisfa la condicié #. Aquesta propietat sera la que explotarem a continuacié.
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Cal ara veure que B pot ser construit de manera que 4 YN B. Per a aixd,
construirem B per diagonalitzacié sobre totes les maquines candidates a fer la reduccid,
1 per a cada una d’elles, assegurarem que:

- 0 no és uniformement forta, és a dir, trobem un conjunt oracle amb el que no
és coherent,

- o podem incloure en B un testimoni de que no redueix A a B.

Veurem que aquest testimoni existeix sempre que A ¢ NPNcoN P. 7n qualsevol cas,
una maquina que satisfa alguna d’aquestes condicions no pot fer la reduccié.

En el que segueix, direm que un parell de conjunts C' i C’ sén extensions de D
iD'siDCCiD CC.

Direm que dos conjunts C i C' sén complets i consistents amb # si:

Hen c'=0;

2) per a algun n, C'UC" conté exactament totes les paraules de longitud < n;

3) C satisfa # en un segment inicial d’A, és a dir, existeix un m tal que per a tot z, si

|z| < m llavors
z€A <= Jy(lyl =lzli(z,y,1) € C) = Va(lz| = [z| = (z,2,0) ¢ C)

Direm que D i D' simplement sén consistents amb # si existeixen C i C' tals que:

1) C i C' sén extensions de D i D';

2) C'i C' s6n complets i consistents amb #.

Construirem B i B en etapes; a l'etapa n, B, sera el conjunt de paraules que
ja hem decidit incloure a B, i By, el de les que ja hem decidit incloure a B. Sigui {M,}
una enumeracié efectiva de les maquines indeterministes que funcionen en temps polinomic.

Llavors, B, garantira que M, no és uniformement forta o bé que no fa la reduccié A<UYV B.

Etapa 0:
Bo = 0,

0:=0;
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Etapa n:
* buscar una paraula z i dos conjunts finits S i T tals que:
(1) S1 T sén extensions de B,_; i B!,_,.
(2) Si T sén consistents amb (#).
(3) per a algun oracle D, M° no és forta, o bé
z demostra que M7 no respon correctament a la pregunta “z € A”.

* siguin B, i B!, extensions de S i T completes i consistents amb #.

Buscarem z, S i T a l'etapa n amb el procediment:
per a tota paraula z fer

simular tots els calculs de M,(z) amb oracle B,_;

si no hi ha cap calcul definit o
hi ha un calcul que accepta i un que refusa lavors
{M, no és forta amb B,_,}
si z € A llavors
S :=Bp_1U{(z,z,1)}; T := B!, _,
sino
S = Bn_1U{(z,2,0)}; T := B, _,
sortir del bucle;

sino si £ € A i hi ha un calcul que refusa llavors
{M, s’ha equivocat amb z}
sigui R la llista de les paraules consultades
a 'oracle en aquest calcul amb resposta negativa;
sigui w tal que |w| = |z| i (z,w,1) € R;
S = Bp_1 U {{z,w, 1}};
T:=B,_,UR;

sortir del bucle;
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(i)
sino si € A 1 hi ha un calcul que accepta llavors
{M, s’ha equivocat amb z}
sigui R la llista de les paraules consultades
a 'oracle en aquest calcul amb resposta negativa;
sigui w tal que |w| = |z| i (z,w,0) € R;
S := Bp—1 U {{z,w,0)};
T:=B]_,UR;

—

sortir del bucle;
sino
{ M,(z) sembla comportar-se correctament }
{ en aquest cas; = 1o és encara el testimoni buscat };
fper;
Suposem en primer lloc que aquest procediment no acaba, o sigui, que z, S i1 T mai es
troben. Aixo significaria que, per a tot z, cap dels casos (i) - (iii) és cert. Per exclusié, ha de

ser cert per a tot z que

M,(z) amb oracle Bn_; té al menys un calcul definit i

tots els calculs definits donen la mateixa resposta 1
((z € A i té un calcul que accepta) o (z A i té un calcul que refusa))

Per definicid, aixd vol dir que M, és forta amb oracle B,_; i que L(M,, B,_1) = A.
Per6 com que B, és finit, hi ha una altra maquina forta M), (sense oracle) que incorpora
B, ital que L(M,) = A. Per la proposici6 3.2, aixo significa 4 € NPNcoNP. Com que
aixo és fals per hipotesi, el procediment ha d’acabar.

Cal veure ara que els z, S i T satisfan les condicions (1)-(3) desitjades. Si =
és trobat en el cas (i), M, no és forta amb oracle B, i (3) es satisfa trivialment
(encara que M, passi a ser forta amb les paraules que afegim a B,_1). En els casos

(i) i (iii), = assegura que la reduccié no es fa amb My, i cal a més assegurar que
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I’extensié de S a B, es pot fer de manera que (3) segueix essent valida. Incloent en
T de les paraules consultades a l'oracle que no eren a B,_; assegurem que els calculs
(o contraexemples) trobats segueixen existint amb oracle B,.

En qualsevol cas, la consisténcia amb (#) de S i T s’assegura incloent només una
paraula de la forma (z,w,1) o (z,w,0) segons © € A. Noti’s que la paraula = es pot
triar sempre suficientment gran perque, en els casos (ii) i (iii), la paraula w existeixi
quan la necessitem.

Amb aquesta construccié, B, estén B,_; preservant els testimonis anteriors i la
consisténcia amb (#). Sigui B la unié de tots els B,. Observi’s que (1) si A és recursiu,
la, construccié de B és recursiva, i (2) B és extensié de tot B,. Per tant, per la condicié (3),
si M és uniformement forta no pot reconéixer A. O

Veurem ara que <UYVés diferent de S;S;N .

Teorema 4.12: Per a tot A recursiu, A € NP N coNP, existeix B recursiu tal que
A<UNBi A £33N B.
Demostracié: Sigui A fixat. Pel teorema 4.4, hi ha un B recursiu tal que A<SPEB i 4 £5N.

<UN

Com que _<_¥ implica , el mateix conjunt B satisfa A<YNB i per tant ’enunciat

del teorema. O
D’aquest teorema, 1 com que Sﬁ‘N implica S,StN , €s dedueix que SiN i <UN g6n
també diferents. Amb aixd hem provat que <YV és diferent de les reduibilitats SN definides

per Long.



5. CLASSES NO UNIFORMES DEFINIDES PER MAQUINES FORTES

5.1 Conjunts esparsos i maquines uniformement fortes

Hem vist en ’apartat 2 que moltes classes uniformes poden ser relativitzades amb
oracles esparsos i sén llavors equivalents a classes no uniformes de la forma /poly. En aquest
apartat mostrem equivaléncies similars per a <YV i <SV,

Comencarem per establir la classe no uniforme corresponent a la UN-reduibilitat.
Teorema 5.1: (NP N coNP)/poly = {A4:35(S espars i ASUNS)}.

Demostracid: L'enunciat és la conseqiiéncia d’aplicar el teorema 2.5 a la classe definida per

les maquines uniformement fortes. Només cal veure doncs que la classe relativitzada a B
C(B)={4: A<YN B}

satisfa les condicions que aquell teorema exigeix.

Per a veure que és bona, sigui M una maquina uniformement forta, i sigui P
un transductor determinista que funciona en temps polinomic i consulta un oracle. La
maquina:

llegir(z);
si P(z) refusa llavors refusar

sino simular M (P(z)) amb oracle §;

amb oracle B té un sol calcul (el que refusa) si z ¢ L(P,B). Si z € L(P,B),
es comporta com M®(P(z)), i per tant és forta. Llavors, siguin quins siguin B, P i
z, aquesta maquina és uniformement forta.
Per a veure que és resistent als oracles, sigui la maquina
N:
legir(z,y);
simular M(z) amb el conjunt y com oracle;
on M és uniformement forta. Llavors, sigul quin sigui el conjunt y d’entrada, M
és forta amb oracle y 1 per tant N és simplement forta. Tant en aquest cas com en

’anterior, les maquines construides funcionen en temps polindmic si les originals ho fan.
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A més, com que les maquines que fan reduccions <Y¥ funcionen en temps polinomic,
només ténen temps de construir paraules de longitud polinomica per a consultar-les a
'oracle.

Per tant, les condicions requerides per a aplicar el teorema 2.5 sén certes, 1 ’enunciat

del teorema és immediat. O

5.2 Conjunts esparsos i maquines fortes amb algun oracle

En aquesta seccié pretenem trobar una classe no uniforme equivalent a la classe

definida per SN-reduibilitat a conjunts esparsos, és a dir, a
{A :35(S espars i ASSVS)}

No sera possible aplicar el teorema 2.5 de Schoning per a trobar una classe de complexitat X
tal que X /poly coincideixi amb l'esmentada.

En efecte, és facil veure que aquesta classe no necessariament satisfa la propietat de
resisténcia als oracles necessaria per a ’aplicacio del teorema. Aixo és, no podem provar que
donada una maquina M, forta amb cert oracle B, hi ha un altre oracle amb que la maquina
N (sense oracle):

N:
legir(z,y);
simular M(z) amb oracle y;

sigui forta. En concret, si M no és forta amb un oracle C, sera possible trobar
algun segment inicial fini{ y de C i una paraula z suficientment gran perque N(z,y)
consult1 exactament y i no sigui forta.

Aquesta “irregularitat” de la SN-reduibilitat no significa que la seva interpretacié
intuitiva sigui més dificil. Al contrari, s’ha trobat un model no uniforme, els circuits
generadors forts, amb una interpretacié concreta molt senzilla. En aquest apartat
enunciarem dues caracteritzacions prévies, que serviran per a presentar aquest model
en ’apartat seguent.

La primera d’elles és la reduibilitat a conjunts esparsos i, informalment, demostra
que el conjunt espars es pot “treure com factor comi” de dues maquines indeterministes que

acceptin llenguatges complementaris.
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Teorema 5.2 (Caracteritzacié 1):
{A:35(S espars i ASNS)} = U{NP(S) : S espars } N U{coNP(S’) : S espars }

Demostracid: Sigui A tal que A<V S per a algun espars S. La proposicié 4.5(iv) assegura
que A € NP(S)i A € coNP(S).

Per a la inclusié contraria, sigui A tal que per a alguns conjunts esparsos
51,52,A€ NP(S1)i A€ coNP(S;). Aixd equival a dir AP S, i A<NPS,. Siguin M i
M' les méquineswque fan aquestes reduccions.

Definim N, maquina amb oracle:

legir (z);
z := conjecturar(z € A);
si z = cert llavors
simular M(z), substituint cada pregunta a I'oracle per
sigui y la paraula preguntada;
preguntar a ’oracle per 1y i passar a Sf o NO de M
segons la resposta;
si M(x) accepta llavors acceptar;
sino
simular M'(z), substituint cada pregunta a 1'oracle per
sigui y la paraula preguntada;
preguntar a l'oracle per Oy i passar a Sf o NO de M’
segons la resposta;
si M'(z) accepta llavors refusar;
fsi;

Sigui S = S1 @ S2. LLavors N(z) amb oracle S simula M5 (z) o M'S2(z), o
sigui, només permet a cada maquina 'accés a la part de 'oracle amb la qual és forta.
Llavors:

-siz € A, M(z) té al menys un calcul que accepta i cap que refusa, i M'(z) no té cap
calcul que accepta. Per construccié, N°(z) manté el cami que accepta i no afegeix cap cami

que refusa.



-siz € A, M'(z) té al menys un calcul que accepta i cap que refusa, i M(z)
no té cap calcul que accepta. Per construccié, N°(z) refusa amb algun cami i no té
cap cami que accepta.

Per tant, amb oracle S, N és forta i accepta el llenguatge A. Es facil veure que si M
i M funcionen en temps polindmic, el calcul addicional que fa N pot ser afitat també per un
polinomi. O

La segona caracteritzacié és 'equivaléncia amb una classe no uniforme, encara que no
serd de la forma habitual /poly. Ja s’ha discutit al principi de I’apartat la dificultat
d’aplicar les técniques normals a aquest cas. En canvi, la classe que presentem es dedueix
immediatament de la primera caracteritzacio.

Teorema 5.8 (Caracteritzacié 2):
{A:35(S espars i ASSNS)} = (N P/poly) N (coN P/poly)

Demostracid: Per la proposicié 2.6 tota classe de complexitat C' que formi part de la

jerarquia polindmica satisfa
C/poly = {C(S) : S espars }
Com que NP i coNP formen part d’aquesta jerarquia,
NP/poly = {NP(S): S espars}, i
coN P/poly = {coN P(S) : S espars}
i per la caracteritzacié 1, la seva interseccié és
{A:35(S espars i A<SSNS)}

O
Es interessant notar que les tres caracteritzacions donades segueixen essent certes si
es substitueixen els conjunts esparsos per conjunts tally.
Proposicid 5.4: (i) A<SSNS per a algun espars S5 <= A<ZSNT per a algun tally T.
(i) ASYNS per a algun espars S <= A<UNT per a algun tally T.
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Demostracid: La inclusié d’esquerra a dreta és trivial perque tot conjunt tally és també
espars.

Per a la contraria, sigui S un conjunt espars. El teorema 2.2 garanteix que hi ha
un tally T tal que S € P(T). Llavors, en la maquina que demostra A<M S (A<YNS), cada
consulta a ’oracle S es pot substituir per un calcul determinista que fa consultes a l'cracle
T. Com que el calcul addicional en ’estat de consulta a ’oracle triga un temps polinomic en
la longitud de la paraula consultada a l’oracle, i aquesta esta afitada polinomicament en la
longitud de l’entrada, la modificacié només fa créixer el temps de calcul de la maquina
indeterminista en un polinomi. O

Convé fer algunes comparacions entre les caracteritzacions fetes en aquest apartat.
Notem en primer lloc que (NP N coNP)/poly esta inclés en NP /poly i en coNP/poly,
i per tant en la seva interseccié. Recordant les caracteritzacions donades, també es pot
deduir aquesta inclusié del fet que la UN-reduibilitat implica la SN-reduibilitat. Llavors, la
classe dels conjunts UN-reduibles a esparsos esta inclosa en la dels SN-reduibles a esparsos, i
hem demostrat que aquestes sén equivalents a les dues classes no uniformes esmentades.

Es certa la inclusié contraria? Estd clar que si P = NP, llavors les dues classes
coincideixen i sén iguals que P/poly. Per tant, si la pregunta es respongués negativament
tindriem P#NP. Noti’s que la hipdtesi P= NP N coN P no és suficient, perque aixd només
permet deduir que P/poly = (N PNcoN P)/poly, i no res respecte a l’altra classe en qiiestio.

Respondre afirmativament a (N PNcoN P)/poly Z (N P/poly)N(coN P/poly) equival
a dir que <5Mi <UNsén equivalents en la classe dels conjunts esparsos, és a dir, que
tot conjunt SN-reduible a un espars és també UN-reduible a algun altre espars. Aixo
sembla dificil perque la maquina uniformement forta que fes la reduccié hauria de ser

forta no sols amb els esparsos sino amb qualsevol altre oracle.
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6. CIRCUITS GENERADORS FORTS

A continuacié proposem per a la SN-reduibilitat amb oracles esparsos un model
de circuit equivalent similar als generadors petits presentats en l'apartat 2.
Definicid 6.1: Un conjunt A té generadors polinomics forts si hi ha un polinomi p()
tal que per a tot n > 0 hi ha un circuit Cp, i un enter e, tals que:

1) Call < p(n)

2) C, té e, entrades

3) Cn, té n+1 sortides, més una sortida “indicadora de domini” que val 1 si la sortida
és valida, 1 0 s1 no.

4) per a tot z de "
re€A <> Jy(ly| =eniCn(y) =1z)

t¢€ A < 3z(|z| = e, i Ca(2) =0z)

ébservi’s que d’1) i 2) es dedueix que e, esta afitat també per p().

Aquests circuits recullen bé la idea de “forga” present en la SN-reduibilitat.
Intuitivament, si Cp, és de la familia de generadors forts d’A, tota paraula de longitud
n apareix en la sortida de C, si sabem triar 'entrada adequada, i llavors C, indica
correctament si aquesta paraula és a A o no.

Tots els comentaris fets a la definicié 2.8 sén aplicables també als generadors forts.
Noti’s en particular que cal una sortida indicadora de domini per a reconéixer conjunts que
no tenen cap paraula en alguna longitud. Igualment, tot conjunt tindria generadors petits si
no afitessim el seu creixement per un polinomi, i llavors el model es tornaria trivial.

El segiient teorema és una caracteritzacié de la SN-reduibilitat a esparsos que es
desprén de les dues donades en ’apartat anterior:

Teorema 6.2:

A<SNS per a algun S espars <= A té generadors forts

Demostracid: Sigui A SN-reduible a S per a cert espars S. Per la caracteritzacio 2,
4 € (NP/poly) N (coN P/poly). Llavors, com que (coNP)/poly = co-(NP/poly) (veure
proposicié 2.4), A €(NP/poly) i A e(NP/poly).
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El teorema 2.9 assegura que, en aquestes condicions, A i A ténen generadors petits

{Cn} i {D,} respectivament. Construim per a tot n > 0 el seglient circuit En:

1z siCo(y)==¢
E.({z,y)) = { Oz si Da(y) =2
indefinit si C,(y) i Dp(y) estan indefinits

Observi’s que, si Cp i D, sén els generadors petits suposats, hi ha una entrada
que produeix sortida 1z si i només si ¢ € A, i una entrada que produeix sortida Oz
siinoméssiz & A. Es a dir, les dues primeres condicions de la definicié sén mutuament
excloents.

També és facil veure que si C, i D, ténen grandaria polinomica, la construccié es pot
fer de manera que ||E,|| sigui polindmica. Per tant, {E,} és una familia de generadors forts
d’A.

Per al contrari, suposem que A té la familia de generadors forts {E,}. Construim

dues families de circuits {Cp} 1 {Dn}:

Co(y)={° si Eq(y) =1z
() {indeﬁnit altrament

D.(y)={? si Eq(y) =0z
() { indefinit altrament

Si (i nomsés si) ¢ € A, hi ha una entrada amb que En produeix 1z, i per construccié,
amb que C, produeix z. Per tant els {Cn} sén generadors petits d’A. Pel mateix
raonament {D,} sén generadors petits d’A.

A partir d’aqui, podem invertir el raonament fet al principi de la demostracié i
veure que A € NP/poly i A € NP/poly. Llavors, per la caracteritzacié 2, és que hi
ha un espars S tal que A<V S. O

Com en el cas dels generadors petits, els generadors forts poden convertir-se en
acceptadors amb portes indeterministes. Si A té generadors forts {Cn}, definim els circuits
{Dn} per:

1) Si Cp, té n+1 sortides i e, entrades, D, té n+ e, entrades i una sortida (més un

indicador de domini), i
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2) per a tot z de longitud n i tot y de longitud e,

1 si Ch(y) =1z
Dn(zy) = {0 si Cp(y) =0z
indefinit si no

Es facil veure que els D, accepten A, en el sentit seglient:

TE€EA < Jy,Dp(zy) =1 < Vz, D,(zz) #0

Es a dir, per a tota paraula, podem completar les entrades indeterministes del
circuit de manera que una paraula del conjunt sigui acceptada. Perd, a més, també hi
ha un testimoni del contrari per a tota paraula que no és del conjunt. La resta dels

comentaris fets al final de I’apartat 2 sén facilment traduibles a aquest cas.
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7. CONCLUSIONS

En aquest apartat resumim els resultats obtinguts i donem algunes indicacions sobre
futures linies d’investigacié.

En primer lloc, hem considerat dos models de maquines indeterministes i hem
vist que sén notablement diferents quan es permet que tinguin oracles. En concret,
defineixen classes relativitzades diferents a qualsevol alcada dels conjunts recursius. El
primer tipus de maquina és la maquina forta, que ja havia estat estuciada per altres
autors. El segon tipus, que hem anomenat maquina uniformement forta, apareix com
una restriccié del primer.

A continuacié, hem considerat les classes que defineixen aquestes maquines quan
utilitzen oracles esparsos. Aixd ens permet definir classes no uniformes de la forma
/poly. Aixi, les maquines fortes corresponen a la classe (NP/poly) N (coN P)/poly i
les uniformement fortes a (NP N coNP)/poly. Provem també que és possible utilitzar
oracles tallys enlloc d’esparsos sense perdre generalitat.

La resta del treball es dedica a la comparacié de les classes obtingudes, (NPnN
coNP)/poly i (NP/poly) N (coNP/poly). Comprovem que la segora inclou la primera
1 discutim les condicions que farien possible la igualtat, sense poder respondre-la
afirmativament ni negativament.

Proposem un model concret per a (INVP/poly) N (coN P/poly) que intenta aclarir
aquest problema: els circuits generadors forts. Donem algunes definicions alternatives
d’aquests circuits que no afecten la seva poténcia, la qual cosa confirma la naturalitat
de la classe.

No sembla facil trobar cap model similar per a (NP N coN P)/poly. D’altra banda,
la classe relativitzada amb que es correspon (les maquines uniformement fortes) és menys
intuitiva que les maquines fortes. Aquestes dues indicacions suggereixen que caldra algun
altre enfoc per a la interpretacié i manipulacié d’aquesta classe.

Hi ha alguna radé que expliqui aquesta artificiositat de les maquines uniformement
fortes? Notem, per exemple, que no hem provat que S{: i <YV siguin diferents. Més

concretament, és possible trobar una maquina que realment exploti 'indeterminisme sense
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deixar de ser coherent en les seves respostes, sigui quin sigui el seu oracle? Se sap que
una pregunta similar és molt dificil de respondre:

Book, Long i Selman (1985) defineixen les maquines “fortes, confluents i madures”
(“Strong, Confluent and Mature”), que sén maquines uniformement fortes amb dues
restriccions addicionals. Si denotem per NPSCM() la classe definida per aquestes maquines,
els autors proven que

}
3B(P(B) # NPSCM(B)) «— P # NPNcoNP

Es a dir, exhibir una maquina que sigui forta, confluent i madura i que no tingui una
equivalent determinista és provar P # NP N coNP.

Si aquest resultat es pogués demostrar eliminant les dues condicions addicionals
(confluéncia i maduresa), explicaria perqué no hem trobat cap maquina uniformement
forta que no es pugui transformar trivialment en una determinista. No obstant, refer

la demostracié de Book, Long i Selman sense imposar aquestes condicions no sembla facil.
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