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Gibbs
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1. Funciones periodicas

Una funcién se dice que es periddica si existe 7" > (0 tal que

flt+T)= f(t)

para todo

Diremos que ' es un periodo de f()

Notemos que Si T" esun periodo de f(t) , también los son 277" 37", - - -

Elvalor de 7' > 0 mas pequefio que verifica f(t +T) = f(t)

le llamaremos el periodo fundamental de f ()

Mientras no digamos lo contrario, cuando hablemos de periodo de una funcién
nos estaremos refiriendo a su periodo fundamental
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1. Funciones periodicas

Las funciones periodicas basicas son el seno y el coseno, que se pueden
expresar con un periodo arbitrario 77 como

sin 2mt COS E

T~ - T
Por lo tanto la funcion .

f(t) =sinat

tiene periodo I’ tal que 9
= —
T
es decir 9o
7 = —
'r:t.
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1. Funciones periodicas

Recordemos que, la frecuencia fundamental de una funcion con periodo
(fundamental) [’ es

1
IJD—T

mientras que la frecuencia angular fundamental viene dada por

2T

wo = 7 = 2T
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1. Funciones periodicas

Podemos encontrar nos las funciones trigonometricas expresadas

f(t) = Acos(wt + ¢), g(t) = Asin(wt + ¢)

Al valor |A| se le llama amplitud de la sefial, ya que las imagenes oscilan
entre —|A| y |A]

Al angulo qzﬁ se le llama fase de la funcion trigonométrica (ya que la grafica
gueda desfasada horizontalmente)

/N /
>> t=0:.01:2; 10 [ W Of(t) = 5 cos(27t + )
>> y=0.5*cos(2*pi*t); o) [
>> plot(t,y,'b"); I [ ] 1
>>y=0.5*cos(2*pi*t+pi); .| | fol g(t) — = 005(27“5)
>> pIOt(t,y,'gl), -zt I". ."I \ -'II B
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1. Funciones periodicas

Construccion de funciones periddicas

Definir la funcion arbitrariamente sobre un intervalo de longitud igual a un
periodo y repetirla fuera de él

Sea ¢(t) una funcion arbitraria, escribiremos
f(t)=gl(t) sit € [a,b)

y la extenderemos periodicamente fuera de [a,, b)

E+T) = f(2)

siendo 7'=0b6—a
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1. Funciones periodicas

Notemos que:

1. Este procedimiento proporcionara una funcion f(t) conperiodo 7'=b6 — a
gue no es necesariamente el periodo fundamental

Efectivamente, si g(t) es periddica con un nimero entero de periodos en

[a, 0)

2. Aunque ¢(t) sea continua, la funcién periddica f(¢) que se obtiene no lo
sera si g(a) # g(b)
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1. Funciones periodicas

Veamos algunos ejemplos de funciones periddicas construidas siguiendo este
procedimiento

f(t) = sin(t) si t € [0,7) Y estaextendida periodicamente
fuera de [0, )
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1. Funciones periodicas

f(t) =1 con periodo 1

Notar: los segmentos verticales indican discontinuidades de salto
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1. Funciones periodicas

37
f(t) = cos(t) con periodo b3

Notar: en la figura aparece en rojo la parte de la grafica de cos(t) que
falta para completar un periodo natural. Los segmentos verticales indican

discontinuidades de salto.
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1. Funciones periodicas

Suma de funciones periodicas

La suma de funciones periddicas da como resultado una funcion periddica
si el cociente de los periodos implicados , 77 y 75, es racional, en tal caso
diremos que los periodos son conmesurables

I p

T, g

Ejemplo:

es una funcion periddica
puesto que

f(t) =sin3t + 2cos 4t

3_27T_>T_27T
T R T4,
2m 27 T, 3
4=— — To=— 2
Ty T4
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1. Funciones periodicas

Calculemos su periodo
El periodo de la funcion total es el 1" mas pequefio tal que existen enteros

positivos 7 y 1 de manera que

3T =m2r | T = m2m
—> n?
AT =n2r T = nin

3(t+T)=3t+3T =3t +m2r |
At +T) = 4t + 4T = 4t + n2n

Igualando las dos expresiones para 1 queda
m n

3 4
Los enteros positivos mas pequenos para los que se cumple la igualdad
anterior son m = 3,n = 4,y se obtiene 1 = 27
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1. Funciones periodicas

Ejemplo
La funcion  f(t) = sin3t — cosmt  no es periddica
2T 2T
3=— — T = —
T S Y A £ 0
27 27 T 9
m=— — T2 = — T2 3
T2 s ]

Los dos periodos no son conmesurables
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Nota historica

A principios del siglo XIX Jean-Baptiste-Josep Fourier, estudiando los
fendbmenos relacionados con la conduccion del calor, llego a la conclusion
gue cualquier funcion periddica se podia poner como suma infinita de
funciones seno y coseno con periodos submultiplos del periodo de la
funcidn, o en términos de frecuencias, con frecuencias multiplos de la
frecuencia fundamental de la funcion.

Aunque la version original de este resultado no era del todo correcta, poco
antes de la muerte de Fourier (1880), la teoria de las series de Fourier fue
formulada sobre bases soélidas por otros matematicos, entre ellos Dirichlet y
Riemann.
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Las series trigonomeétricas y de Fourier constituyen una de las ramas mas
antiguas del analisis, que desempeian un papel fundamental en:

el estudio del sonido

la conduccion del calor

las ondas electromagnéticas

las vibraciones mecanicas

el procesamiento de sefales

y el andlisis y comprension de imagenes

D N NI N NI N
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

El resultado de Fourier es relevante para la teoria de ecuaciones diferenciales

Si una funcidn periodica u(t), con periodo fundamental ‘J’, es el termino
independiente de una EDO lineal con coeficientes constantes, entonces

QG — 2mnt ~ 2mnt
u(t) = 0 + Z (1, COS 7 + b, sin T

donde los coeficientes ag, a,, ¥ b,, que se pueden calcular a partir de u(t)

n=1

Para cada seno y coseno de la suma es posible calcular la soluciéon particular
de la EDO lineal con coeficientes constantes que estemos estudiando -

Por el principio de superposicion de las EDO lineales, la solucion particular
correspondiente a la funcion periodica u(t) serala suma de las soluciones
correspondientes a los diferentes senos y cosenos, con pesos iguales a
los coeficientes que aparecen en la serie trigonométrica

17 Tema 4. Series de Fourier



2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Y en la practica, los coeficientes an y by, se hacen pequenos cuando 7 se

hace grande, de manera que, cortando la serie por algun valor de n grande,
se obtienen aproximaciones bastante buenas de la solucion.
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Sea f(t) una funcién periddica con periodo I, nos proponemos representarla

como - ) )
—, 2mnt 2mnt
f(t)=%+2(anms Tn + by sin Tn)

n=1

con unos coeficientes { @ fn—o.1 2, Y {bn}nzlygy... gue deberemos calcular

7=

El término de la derecha contiene un primer término constante y después
funciones senos y cosenos de frecuencias angulares cada vez mas grandes,
comenzando por los términos con n = 1, que tienen el periodo de f(t)
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Sea f(t) una funcién periddica con periodo /) nos proponemos representarla

como - ) )
— 2mnt 2mnt
f(t)= % + ; (an COS Tn + b, sin Tn )

con unos coeficientes {an}n:o,1,2,... y {bn}nzljg,... gue deberemos calcular

La suma resultante es periédica, ya que dos términos cualesquiera, tienen
periodos conmesurables

27  _ T
1y = 2rn/T ~— n % m
T — 27 T ? —
m 2am /T m T n

Y el periodo de la suma infinita es 7’ ya que todos los periodos estan
contenidos en 77 un numero entero de veces
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

El coeficiente ap se puede calcular directamente integrando

- 2mnt 2mnt
f(t) = % +Z (an cos Tn + b, sin Tn )

n=1

entre t =0y t="1T

T T o0 T . T .
apg 2mnt . 2mnt ag
f(t)ydt = f — dt + (an/ COS dt-|—bnf sin dt) = T
/[. ) 0 2 ; 0 T o T \ 2

Para llegar a ese resultado se ha utilizado el hecho de que la integral de un
seno o un coseno sobre un intervalo multiplo de su periodo es cero.

Nos quedara

T
ag = %fﬂ _f(t‘) dt

El coeficiente ¢ es dos veces el valor medio de f(f) sobre su periodo
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Para calcular el resto de coeficientes deberemos utilizar los siguientes
resultados

T 9qnt . 2wmt T
sin sin dt = —0um, n,m=12 ...,
0 T 2
T
. 2mnt 2mmit
j sin cos = did = 0, n=1,2,..., m=0,1,2,...,
0 T T
r 2mnt 2mmit T
f COS cos = dt = —dpm, n,m=012,...,
0 T 2

donde (5n’m , la delta de Kronecker, esta definida
1 sin=m
0 sin#m

5?’1, ,mo T
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

fT o 2mnt . 2mmt dt T5 | 9
sin Sin = — , o nm=12 ...,
ﬂ T Q TLITL 1 ?

T
. 2mnt 2mmit
/5111 n COS L dt = 0, n=12,..., m=0,1,2,...,
0

T 2mnt 2mmt T .
f oS cos dt = —dpm, n.,m=0,1,2,...,
0 T 2

Estas integrales se calculan utilizando las identidades trigonométricas

1
sinAsin B = E(CDS{:A — B) —cos(A+ B))
sinAcos B = %(sin(A — B) +sin(A + B)),
1
cosAcos B = E(CDS{:A — B) + cos(A + B))

y teniendo en cuenta que la integral entre 0y I’ de los senos y cosenos
siempre vale 0, a menos que sea un coseno con argumento 0 - cos(0) = 1
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Para obtener los coeficientes @y, multiplicaremos

ap  ~— 2mnt . 2mnt
L) = — n COS 'hn 3
f(t) + E (a CoS — + by, sin )

2 — T
por cos @ m=1,2,... eintegraremosentre t =0 y ¢t = 7T
r 2mmit T ao 2mmit 1
f(t) cos dt = — €08 dt cosAcosB = —=(cos(A— B)+cos(A+ B))
0 T o 2 T 2

. i T 2mnt antdtﬂ—b T - 2mnt Qﬂmtdt
a COS cos sin oS
—~\"J T T “Jo T T

Todas las integrales del termino de la derecha se anulan salvo una (Caso n = m)

T 2mmt T 2 [T 2mmit
[} f(t) cos T; 'ili:ﬁ-ma —_> Hﬂl:?f[} f(t) cos ?;n dt
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

De forma similar, para obtener los coeficientes b,,, multiplicando

- 2mnt 2mnt
f(t):%+;(a.nccjﬂ Tn + b, sin Tﬂ )

2mmt

por sin ,m=1,2,--eintegraremosentre t =0 Yy ¢t =T

T T
2wmt 2wt
/ £(t) sin 7;” dt—/ %Sin T gt
0 0

T sinAsin B =

o | =

(cos(A — B) — cos(A + B))]

00 T T
2mnt 2mmt 2mnt 2mmt
+ E an, / cos ——— sin —dt + b, / sin sin dt
( Jo T T Jo T

_ T
n=1

Todas las integrales del téermino de la derecha se anulan salvo una (Caso n = m)

T T
2mmt T 2 2mmt
/0 f(t)sin Wjin dt:bmg —> b /0 f(t)sin W;l dt
25

T
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Escribiendo estos resultados de forma conjunta

Coeficientes de la serie de Fourier

Dada una funcioén periédica f(¢) con periodo 7', los coeficientes de su
serie de Fourier

- 2mnt 27t
SF(f(t}]:?—kZ(aﬂcns o + by, sin ?m)

— T T
se calculan -
2 [T 2mnt
Uy = —/ f(t)cos " dt, n=0,1,2,...
T Jo
2 [T 2mnt
b, = ?/ﬂ £(t)sin ; n=12 ..
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Puesto que en la practica nos interesara cortar la suma infinita en algun
término, llegaremos a la expresion

SF,.(f(t)) = % — ; (ak 08 Q;kt + by sin Q;kr)

gue se conoce como la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier, en la

cual sélo se consideran los n primeros términos en senos y cosenos, ademas
del término constante
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Cada término de la serie de Fourier para n > 1

4y —= 27t . 2mnt
SF(f(t)) = o) +> ({IHCD‘J =+ by sin — )

n=1

se puede escribir como una Unica funcién seno, definiendo una fase ¢« tal

que
a’"TL b’TL

Sin ¢y, = 5 5 COS ¢y, = 5 5
V @y, t b, V @yt by,

suponiendo que a,, y b,, no son los dos nulos a la vez

2mnt . 2mnt . . . 2mnt . 2mnt
Ay, COS } + b, sin } = a2+ b (5111 Op COS T + €08 ¢, sin } )

2mnt
— 1;’&%4—&%5111( T;l +¢hﬂ)
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

El coeficiente A,, = v/a2 + b2 se llama amplitud del arménico n y ¢y,

es su fase

Se obtiene una definicion diferente de la fase si escribimos

. 2mnt , 2mnt
A, sin = + ¢n | = A, cos T + ©n

con

On — (_r’n -

o | =
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Ejemplo

Sealafuncion f(t)=1t, t€[0,1)
gue se ha extendido periddicamente con
periodo T=1

Calculemos su serie de Fourier

9 T
ag:—f f(t)dt =—>» a9 =
I Jo
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Ejemplo

Sealafuncion f(t)=1t, t€[0,1)
gue se ha extendido periddicamente con
periodo T=1

Calculemos su serie de Fourier

2 [t 2mnt
p = ?/ﬂ f(t) cos ;ﬂ dt —>

2 i 2mnt
a, = — t cos dt
1 Jo

1
1

=0
0

0 1 .
"7 2 ( tsin 2mnt + CcOoSs Q?mt)
2mn

(27n)?
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Ejemplo

Sealafuncion f(t)=1t, t€[0,1)
gue se ha extendido periddicamente con
periodo T=1

Calculemos su serie de Fourier

2 [T ) Efrﬂ.td —
— ?/ f(t)sin T t

2
= If f&.ll‘l

Tt + ! sin 2mnt
(27m)? “

1

0 ni
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Resumiendo

aozl
a, =0, n=1,2,-
bn:—%, n=1,2,
= 2mnt 2mnt
f{:f)—%+;(ﬂ-n005 “;n + b, sin “;n)

La serie de Fourier de la funcion periodica f(¢)es

SF(f(t)) = % - %Z % sin 27t
n=1

33
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2. Serie

12

1F

08

0.6-

0.4

0.2

0

-0.2

de Fourier de una funcion periddica

f(t) negro

SF4 azul

SFs rojo

El comportamiento de SF4 y SFs es muy parecido en el centro del periodo,

pero cerca

de una discontinuidad la aproximacion def(t) por las sumas

parciales no es buena:

pasar de n=4 a n=8 solo consigue hacer mas pequeiio el intervalo donde la
aproximacion no es correcta, pero no disminuye el sobrebote antes y
después de la discontinuidad

34
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Ejemplo

Seala funcion  f(t) =sint, t < [0, m)
gue se ha extendido periddicamente con
periodo 7" = 7

Calculemos su serie de Fourier

T
{IQZ%fD f{t}df o

2 [T . 4
ag = — sint df = -
T Jo [

(—cost)|y =
il

2 e
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

2 [T omnt
Ap = ?/ﬂ f(t) cos }n dt —_
2 [T 2mnt 2 [T
a, = —/ sint cos m dt = —f sint cos 2nt dt
T Jn s T Jo

1 m
— — [ (sin(1 — 2n)t + sin(1 + 2n)t) dt
™ Jo

m

1 1 1
= —| - (1 — 2n)t — 14+ 2n)t
’}T( 1—2n cos| n) 1+ 2n cos(1 + n))

0

4 1

T1— 4n?2

[sinAmsB = %(Siﬂ(}l — B) +sin(A + B))]
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37

. Serie de Fourier de una funcion periddica

2rnt
b, = —/ f(t)sin t —
2mnt 2 [7
b, = —/ sin t sin o dtz—/ sin t sin 2nt dt
m 0 m m 0
1

m

= — /ﬂ (cos(1 — 2n)t — cos(1 + 2n)t) dt
0

™
=0
0

1 1 1
= - (1 5 sin(1 — 2n)t — T on sin(1 + 2:-'1)1'5)

1
[ sinAsin B = E(CDS(A — B) — cos(A + B))]
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Resumiendo

aog — %
(n = %l—ing’ n=12
bn — 0, n — 329
26
ag 2mnt . 2mnt
)= — n COS by, sin
f(t) 24—;(& cos — + T)

La serie de Fourier de la funcion periodica f(¢)es
— 1

SF(f(t)) = g T %Z 1 — 4n?

il
n=

cos 2nt
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

f(t) negro

SFl azul

9
SF1(f(t) = = + % cos 2

La aproximacion de las sumas parciales de la serie de Fourier con n=1 es
bastante buena
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

f(t) negro

SFg azul

Las buenas aproximaciones de las sumas parciales de la serie de Fourier con
pocos términos es una propiedad comun de las funciones que no tienen
discontinuidades de salto
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Presentemos una caracteristica general de los coeficientes de la serie de
Fourier de una funcién periédica

Los coeficientes de la serie de Fourier de una funcidn periédica decaen
cuando 7 crece , ,
lm a, =0, lim b, =0

n—-+oo n—-4oo
Ejemplo 1 Ejemplo 2
f(t)=t, t€]0,1) f(t) =sint, te[0,7)
a, =0, n=1,2,--- a,n,zfl_ing,nzlﬂ,
bn:—%, n=12--- b, =0, n=12,---
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

También podemos notar como en las dos series de Fourier hay muchos
coeficientes que son O

Ejemplo 1 Ejemplo 2

f(t)=t, t€]0,1) f(t) =sint, t<][0,7)
a, =0, n=12-- ap =2——>., n=12
bn——%, n=1727--- b, =0, n=12,---

Esto no es una casualidad, y saber las condiciones en las que pasa esto nos
puede ahorrar mucho calculo
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Recordemos que

Una funcién f(¢) se dice que es:

1. simétrica si f(t) = f(—t) paratodo ¢
2. antisimétrica si f(t) = — f(—t) paratodo ¢

Las funciones seno son antisimétricas, mientras que las funciones coseno
son simétricas

T ™
Illf \I‘ | II |II II| |
[ 'I | [ |
| | |
II |I I|
|I | | |I i | |I II | II | | I|
| |
[ fo P [ [ [ [ P [ |
[ [ I [ [ o [ [ I b
[ | [ [ (| [ [ [ [ 1 [
| | | | I |
| ‘l | |I | |I | | | | | I | | | | | I| | I|
' | f | ' | |I II o ' ' ' ' I ' |I ' |‘ '
| | | i | | |
T A T Y R R A I A A A T R A
| | | I | | | | I | | | '
| ' | ' I I | I | |
| | I i | | I | | | | | |
| | | | | | | !
o2 . | | . o2l | L Lo | | |
o L L L L | L L L L |
| | | | | | | | | | | | | | I
| | | | | | | |
04H | | | | | | | | o4f | | | | | | |
L b L L L | L L | L |
II II | II | | | | |‘ I| II | I| | I| |
8 | | ( osf | I | | | I
| | | | i
i ] I| |
o ] 08 |
\ |/
\ \/ / )
4
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Para funciones periodicas definidas en [0, 7' y extendidas periédicamente
con periodo 7', estas condiciones son equivalentes

1. f(t) es simétrica si lo es respecto al centro del periodo

(5o e (3

2. f(t) es antisimétrica si lo es respecto al centro del periodo

/(5)-1(5-) < (53
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

La simetria 0 antisimetria de una funcion periodica es facil de determinar
mirando la grafica de la funcion

Simétrica f ( + t) — f
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Las funciones que tienen simetria o0 antisimetria tienen buenas propiedades
respecto al producto

1. El producto de dos funciones simétricas es una funcion simeétrica

2. El producto de una funcion simétrica y una antisimétrica es una funcion
antisimetrica

3. El producto de dos funciones antisimétricas es una funcion simeétrica
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Veamos el resultado fundamental que permite especificar las condiciones bajo
las cuales los coeficientes a,, o b,, son nulos

Si g(t) es una funcion periédica con periodo 7'y antisimétrica, entonces

/OTg(t)dt:O

T T/2 T
bem. f g(t) dt ] g(t) dt +f g(t) dt =
0 0 T/2

T/2 T/2
= / g(T/2 — 2)dz +/ 9(T/2+=2) dz
0 0

t=T/2—=z t=T/2+=

antisimetria T/2 T/2
= — / g(T/2+ z)dz + f g(T/2+2)dz=0
0 0
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Aplicando estos resultados al calculo de los coeficientes de la serie de Fourier
de una funcion periédica tendremos:

1. Si f(t) es simétrica, entonces b, =0, n=1,2,---
2. Si f(t) es antisimétrica, entonces q, =0, n=0,1,2,---

3. Siafiadiendo una constante a f(¢) se obtiene una funcién antisimétrica,
entonces a, =0, n=1,2,--.

T 2mnt
f f(t)cos——dt, n=0,1,2,...
0 T

o M| o

b o 2mnt q |
n - T t)s T L, n=12....
\/U\ f( )5111 . . .'

48 Tema 4. Series de Fourier




2. Serie de Fourier de una funcion periodica

El siguiente resultado permite, en ciertos casos, simplificar el calculo de los
coeficientes

Si g(t) es una funcion periddica con periodo 7"y a es una constante

cualquiera, entonces
T a+T
| oma= [ g a
0 a

/:J g(t) dt _ /j D) dt+ /a-I—T o) dt —

T gz +T) = g(2)

- /j 9) dHfDa e d;i ¥ /Tg(f) clt+f;9(z) dz =

il

t=z4+T

Z/ﬂag(z) dz‘+/jg(t) dt:/:g(t) dt

Tema 4. Series de Fourier
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2. Serie de Fourier de una funcion periodica

Este resultado permite calcular los coeficientes de la serie de Fourier con
integrales sobre cualquier intervalo de longitud 7°, en lugar de tenernos que
restringir a intervalos del tipo [0; T]

T
Una eleccion muy habitual es a = -3
T/2 2mnt
ap = —/ ) cos dt, n=0,1,2,...
m T
T/;:
. amnt
b, = —/ &.111 dt, n=1,2,....
T/2 T
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

Problema de |la convergencia de las series de Fourier

Nos preguntamos hasta que punto es valido aproximar una funcion por su
serie de Fourier

Con el fin de poder contestar a esta pregunta enunciaremos el teorema de
convergencia de Dirichlet

Dada una funcion f(t) continua a trozos, definimos f(¢) como

f(t) = f{t+) ‘2|‘ f{t-)

donde f(t+)y f(t—) son los limites de [ por la derecha y por la
izquierda.

Estos limites existen en todos los puntos, dado que [ tiene, como mucho,
un numero finito de discontinuidades de salto en cualquier intervalo finito.
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

En los puntos donde la funcion f(t) es continua tenemos que la funcion A(t)
coincide con f(t), mientras que en los puntos de discontinuidad de f(t), f(t)
tiene la misma discontinuidad de salto, pero con el valor redefinido

Ejemplo

7 sit>3,

f(t)={ 1 sit<3,

) 1 sit < 3,
flt)=4¢ 4 sit=3,
7T sit > 3.
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

Teorema de Dirichlet

Si f(t) es una funcién periddica, continua a trozos, y tal que en cada punto
existen las derivadas por la derecha y por la izquierda, entonces la serie de
Fourier de f(t) vale en todos los puntos lo mismo que la funcion f(t)

. =, 2mnt 2mnt .
%—I—Z (an cos Tn + by, sin Tn ) = f(t)

n=1

Interpretacion: las sumas parciales de Fourier convergen puntualmente a f(t)
en los puntos donde la funcién f es continua y a la media de los limites
laterales en los puntos de discontinuidad
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

La suma de f(¢) se ha de entender en el sentido de limite

Dado un punto cualquiera ¢,y una valor € > 0, por pequefio que sea, existe
un 72 (que en general depende de ¢ y de ¢ ) tal que las sumas parciales

a = okt . 27kt
SF,(t) = ?D 4 Z (ak coS - + by, sin T )
k=1

estan a distancia menor que € de f(t)

‘Sﬂdﬂ—fﬁWif

Se dice que las sumas parciales de la serie de Fourier, y por extension la
serie de Fourier, convergen hacia f(t)
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

Ejemplo
B 1 0<t<1/2
f{ﬂ_{ 1 12<t<1

extendida periddicamente con periodo 1 =1

Como esta funcion es antisimétrica > a,, = 0

2 [ omnt
—/ £(t) sin 2 4t =
1], 1

1/2 1
= 2[ (+1) - sin 27t dt + 2/ (—1) - sin 27nt dt
0 1

b?l

/2
1/2 1
n#0 1
<= — —cos2mnt| + cos 2mnt
™ 0 mn 1/2

1 1 =1 2

= ——(cosmn — 1) + — (cos 2n — cosrn) “*SZEn=1 —(1 — cosmn)
™ m™n ™
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

Ejemplo
B 1 0<t<1/2
f{t:'_{ 1 12<t<1

extendida periddicamente con periodo 1 =1

Como esta funcion es antisimétrica > a,, = 0
2

b, = —(1 — cosmn)
™
Como
COS?TTL:{ ! nvpat —s bn:{ 40 v bat
—1 n 1mpar —- N lmpar
SF(f(t)) = 4 i ! sin 2w (2n + 1)t
B T4 2n+ 1 s
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
~endmeno de Gibbs

n=>5 Azul
n =11 Rojo
n = 20 Verde

| |
0 0.5 1 1.5

SE(f(t)) = > — sin 27t
n=1, nimpar
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

n=>5 Azul
n =11 Rojo
n = 20 Verde

D ! 1
0.35 04 0.45 0.5

Detalle alrededor de ¢ = 3

Se ve como al aumentar 7 el pico no disminuye, y solo se aproxima al punto
de discontinuidad
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3. Convergencia. Teorema de Dirichlet.
Fenomeno de Gibbs

Este hecho se llama fendmeno de Gibbs

Se observa que la grafica de la suma parcial de Fourier excede a la de la
funcion salto en el punto de discontinuidad.

Se puede demostrar que las aproximaciones que nos ofrecen las sumas
parciales de Fourier exceden al verdadero valor de la funcién a la derecha, es
decir f(0+) =1 en 0.18, lo que supone aproximadamente un 9% de la longitud
del salto, que en este caso es 2
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Para presentar la transformada discreta de Fourier, conviene manipular la

expresion de la serie de Fourier SF(f(t)) de una funcién periédica y
reescribirla en término de exponenciales complejas.

Utilizando el eIt el A — emiA
cos A = : sin A = '
2 279
o0
ag 2mnt 2mnt
SF(f(t)) = 34—;:1({1?100&. T+ + by, sin - )
oo 2;:1;: -|_ ET:;‘L: . ET}:LE . ET\]‘:H
ag e € e —e€
= — _ b
co = C;—O 2 +nz=1 (an 2 ' 2j )
Ay, — ]bn o i apn — jbn 2znt ap + jbp _2mnt
Cp = - 3" 3 >
2 \ 1 2
~ CLn + jbn > 2wni 2wnt
n = 2 = CD"‘Z(CHE T +EEJT)
n=1
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Si extendemos el indice n a valores negativos mediante la siguiente
definicion -
Cpn = C_p,

podemos reescribir la serie de Fourier

- 2t

SF(F(0) = o+ (ene? T + e 757
n=1

Do —00

jﬂwnL jﬂﬁni

— CEI"_E Che” T + E Cp€” T
n=1

n=—1

400

jﬂwnL

= Cp T E Cp€” T
—oo, n#l
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Los coeficientes c,, se calculan combinando las expresiones para a,, y b,

’ T 2mnt Dnt
Cp = l({:r,n—jbn)zi/ fl(t) msz ﬂt—jsin “mnt dt
2 T J,

T T
I 2mnt
= ?/ f(t)e_JzT dt
0

» Esto permite calcular cg y ¢y,

* y los valores de ¢_,, se obtienen tomando el complejo conjugado del
resultado para ¢,
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Ejemplo

Obtengamos la forma compleja de la serie de Fourier de la funcion

3 . | 3
f(t)=Ae ", t€[0,—-) extendida con periodo T = —
a a
] 3fa Zan - 3/a .
T L’_/ _;_lr—ﬂ-i’ —15; ;dt — _,11/ e ELL—J‘ 5 E — E;_lf —ELILI-I-_FE }Ldt
3.-”1 ] 3 ] 3 0
_ 24 —1 —a(l+i=g" )t 3a _ A 1 (F—i?}[l—rji'%; - l)
37 a(l+j%0) 0 31452\
A 1 —-3—52 q 1
= ST —mm & =g (l-e) /0
RS S oA L+ 5
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Pasando el complejo a forma cartesiana se obtiene

3A(1 —e™ ) 1 2mn N
—j—), m=-n0,..., 00
9 4 4m2n? G =I5 o

Cn =

Por lo que la forma compleja de la serie de Fourier para esta funcion es

n=—4oo ;s -3
, JA(l —e7) 2N, 2want
SE(f(1) = Z 0+ 4rip? jTJEj %
R=—00
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

A partir de la forma compleja se puede recuperar la forma real de la serie
de Fourier calculando los coeficientes a,, y b,

—_

iy — jb
{'Iﬂ - - -} n'. T'E' = ﬂ' 1'. 2_‘ = r.-ll.n == If'-'ﬂ -|_ En. IE- == I:}n. l. 2-_ T
2 —
a, + jb = jleg, —6,), =1.2....
o ”';”'n:[]._ll.ﬁ.... bn i(en — Cn), '

Apliguemos este resultado a nuestro ejemplo
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Ejemplo

Obtengamos la serie de Fourier real de la funcion

3 3
f(t)=Ae " te]0,—) extendida con periodo T = —
a a

a partir de la forma compleja de la serie de Fourier

2
3A(1 —e™3) 1 2mn. ap = EAU —e ),
Cn = — 11—,
n g+'—l'n'TEﬂE [ J 3 J E"'il:;l_f_i;:]
L o = — ﬂ_gg._*.u:l.';',...,
a, = C,+é,. n=012... 91 dxn”
) _ 4T A(l — e 7)n _
bn = j{.ﬂln_EﬂJq n = 1-2-_;-‘ hﬂ - ':I-I—-lTTLlIEg ' .n':llzl".

} » 1, _a, = 1—e? 2mant . 2mant
bF{f[f-J]l=EA[l—f J—I—Azm 6 cos 3 + 4wnsin 5
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

1

08

06§

04

02F

oF

| 1 | 1 |
0 0.5 1 15 2 2.5 3

_ 3
Representacion grafica de la funcion () = e * telo, 5)

y su suma parcial de Fourier con n = 7 sobre dos periodos
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

A partir de los coeficientes del desarrollo complejo de Fourier de una funcion
periddica se puede calcular el espectro de la misma.

Espectro en amplitud es la representacion grafica de modulos de los
coeficientes ¢y,

1

|Cn|: VCnCn = §Uﬂ§1+b%, n=012,...

, - - 1
El valor |c,, | es la amplitud del n-ésimo arménico afectado por el factor —
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Teorema de Parseval

Si f(t) es una funcion periddica con periodo 1, continua a trozos, y tal que
en cada punto existen las derivadas por la derecha y por la izquierda

y Cn son los coeficientes de su serie compleja de Fourier, entonces se
verifica

+00

;T
%fﬂ Pydt= 3 lef?

n=—0o0

Interpretacion. La integral es proporcional a la potencia media de la sefal
sobre un periodo.

Por lo tanto, la potencia contenida en una sefial puede evaluarse a partir de
los coeficientes de su correspondiente serie compleja de Fourier.

La contribucion relativa de las diferentes frecuencias se puede ver mirando
la representacion de los |c,,| en funcion de n
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Teorema de Parseval

Si f(t) es una funcion periddica con periodo 1, continua a trozos, y tal que
en cada punto existen las derivadas por la derecha y por la izquierda
y Cn son los coeficientes de su serie compleja de Fourier, entonces se

verifica
= fft)ydt= > e
T 0 n=—x0
Como que |c_,| =[¢,| = |c,| la suma sobre los médulos de los

coeficientes complejos se puede reescribir sumando solo sobre los indices

positivos
L [" 2 — . 2
?/ FAt) dt = cg+2) " |enl
0 n=1
Ademads |cy|* = ¢Z por ser ¢o real
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

La contribucion relativa de las diferentes frecuencias se puede ver mirando
la representacion de los |c,, | en funcién de n

Ejemplo
Sea la funcion f(t) =sint, t € [0,1) periddica con periodo 1" =1

L
0.5

Los a,, n 7 0 son mas pequefios que los b, esto es debido a que la funcién
es casi antisimétrica si se desplaza hacia abajo cierta cantidad

Ln | 0] L 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7| 8 | 9] 10

an 0.9194 | -0.0239 | -0.0059 | -0.0026 | -0.0015 | -0.0009 | -0.0006 | -0.0005 | -0.0004 | -0.0003 | -0.0002

bn 0| -02748 | -0.1348 | -0.0895 | -0.0671 | -0.0536 | -0.0447 | -0.0383 | -0.0335 | -0.0298 | -0.0268

len | 0.4597 0.1379 0.0675 0.0448 0.0335 0.0268 0.0223 0.0191 0.0167 0.0149 0.0134
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

L » [ 0] L] 2 | 3 | 4 S | 6 | 7| 8 | 91 10]
an ]| 09194 | 00239 | 0.0059 | -0.0026 | 0.0015 | -0.0009 | -0.0006 | -0.0005 | -0.0004 | -0.0003 | -0.0002
b 0 | -02748 | -0.1348 | -0.0895 | -0.0671 | -0.0536 | -0.0447 | -0.0383 | 0.0335 | -0.0298 | -0.0268
[cn] |[ 04597 | 0.1379 | 0.0675 | 0.0448 | 0.0335 | 0.0268 | 00223 | 0.0191 | 0.0167 | 00149 | 00134

Espectro N

D5H

O4H
035N
03K

025f

IRE
O H

0osH

a T T i P 9 9 P @ ;:

o 1 z 3 e =3 & T B E] 10

Como la contribucion a la potencia media depende del cuadrado del espectro,
podemos ver que el arménico fundamental (n = 1) tiene una importancia casi
el doble que el siguiente (n = 2 ), y a partir de ahi la caida es progresiva

Aungue la mayor parte de la energia de esta sefial esta en el término dc (n = 0)
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Ejemplo

Sea la funcién f(t) =sint, t € [0,6) periédica con periodo 1" = 6

Se corresponde casi con la funcion sin ¢ con su periodo natural, y su
espectro refleja este hecho
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

f(t) =sint, t € [0,6)

co| es practicamente nulo, ya que ao es muy pequeio, debido a que la
funcion es casi antisimétrica

La funcion es casi un seno, y eso se manifiesta en el valor predominante
del primer armonico |C1|
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Representando (en rojo ) la funcién obtenida con el primer arménico

it 2wt 4 = —0.1374
g s by = 1.0094

y f(t) (en azul) vemos que se trata de una muy buena aproximacion

1+
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

En general, el espectro de una funcion periédica es infinito, es decir no hay un
valor M tal que |c,| =0 paratodo n > M

Diremos que una sefial es de banda limitada si existe una valor )/ tal que
|cn| = 0 paratodon > M

Las Unicas sefales periodicas que son de banda limitada son aquellas que
son combinacion lineal de un numero finito de senos y cosenos (con
periodos conmesurables), repetida con el periodo natural de la seial total

En este caso, para calcular los coeficientes de la serie de Fourier no hara
falta integrar. Veamos un ejemplo
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4. Forma compleja de la serie de Fourier.
Analisis espectral

Ejemplo 2 .
f(t) = 3sint + 4 cos 2t — 2sin §t con periodo 7' = 67

Como la sefial tiene periodo 67, su serie de Fourier sera de la forma

_ag = 2mnt . 2mnt
SE(f(t)) = 5 +Z (ﬂ-nCDb o + by, sin o )

n=1

. nt
04 Z (an coS — + by, sin ?)

n=1

Comparandola con la funcién f(¢) podemos deducir que los Unicos
coeficientes de Fourier no nulos seran by, = —2, b3 = 3, ag = 4

Por tanto se cumple que si M/ = 6, todos los coeficientes de la serie
de Fourier son nulos para n > 6, por lo que se trata de una sefnal de
banda limitada
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