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1. Solucion general de una EDO lineal

Se llama ecuacion diferencial lineal de primer orden a la que es lineal
con respecto a la funcién incognita y su derivada. Tiene la forma

a1(t)x + ap(t)x = b(t), a1(t) #0

donde ai(t),ap(t) yb(t) son funciones continuas en la regién que se
pida integrar la ecuacion diferencial

e Si b(t) # 0 laecuacion diferencial se llama lineal no homogénea
T+ 2tx = 2t6_t2

« Si b(t) =0 laecuacion diferencial se llama lineal homogénea

&4 trr =0 Variables separables
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1. Solucion general de una EDO lineal
Dada una EDO lineal de primer orden no homogénea
a1(t)x + ap(t)x = b(t), a1(t) #0, b(t) #0

siempre podemos obtener la EDO homogénea asociada, haciendo
b(t) =0

EDO lineal completa
a1 (t)x + ap(t)x = b(t), a1(t) #0, b(t) #0

EDO lineal homogénea asociada
ai1(t)x + ap(t)r =0, ay(t) #0

Ejemplo
r+ter =t

r+tx=0
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1. Solucion general de una EDO lineal

Propiedades

Linealidad 1. Six(t) es una solucién de ay(t)& + ag(t)x =0
tambiénloes i(t) = Cz(t), con C una constante cualquiera.

Demostracion

1 (1) 5(1) + ag(DE(0) = an () 5 (Ca(t)) + ao(t) (Cor(1)
= a1 (t)CL(t) + ao(t)Cx(t)
= Cla1(t)@(t) + ao(t)x(y))

=C-0=0
Notar: La propiedad no es cierta para la EDO lineal completasi C # 1

ax(t) d (1) +ao(t)Z(t) = Cla1(t)2(t) 4 ao(t)z(1)) = C(t) # b(?)

5 Tema 3. Andlisis de las soluciones de sistemas




1. Solucion general de una EDO lineal

Propiedades

Siz,(t) esunasolucion particular de a;(t)& + ao(t)z = b(t), b(t) # 0
y x5 (t) es unasolucion de la EDO lineal homogeénea asociada, entonces
lasuma x(t) = x5 (t) + x,(t) esunasolucion de la EDO lineal completa

Demostracion

(1) + ao (0)2(t) = a1 (8) 7 (@ (0) + 2 (0)) + o (0)(ea(t) + 2, (1)
= (ax (1)n(1) + ao (D) (1)) + (ar (£)ip (1) + ao(t)y(1))
= 0+ b(t)
a1 (1) (1) + ao(£)z, (£) = b(1)
a1 (Hin () + ao(#)a (£) = O
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1. Solucion general de una EDO lineal

Propiedades

Siz,(t) es unasolucién particular de a1(t)Z + ao(t)z = b(t), b(t) # 0
y x5 (t) es unasolucion de la EDO lineal homogénea asociada, entonces
la suma z(t) = z,(t) + x,(t) esunasolucion de la EDO lineal completa

Consecuencia

Si hacemos que =, (t) seala solucion general de la homogénea
asociada, entonces z(t) = x(t) + x,(t) seralasolucién general de la
EDO lineal completa

La solucion general de la EDO lineal completa de orden 1 se obtiene
afiadiendo una solucion particular de la EDO completa a la solucién
general de la EDO lineal homogénea asociada
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1. Solucion general de una EDO lineal

Siz,(t) esunasolucion particular de ay(t)2 + ag(t)x = b(t), b(t) # 0
y x(t) esunasolucion general de la EDO lineal homogénea asociada,

entonces la suma xz(t) = x,(t) + z,(t) esunasolucion general de la
EDO lineal completa
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1. Solucion general de una EDO lineal

Una EDO lineal de orden 2 es toda relacién entre una funcion incégnita z(t) ,

sus derivadas primera 'y segunda, #(t)y #(t) y la variable independiente
t que se puede escribir de la forma

donde a;(t) y b(t) son funciones continuas en la regién que se pide integrar
la ecuacion diferencial

a,?;(t) son los coeficientes de la ecuacion
b(t) es el termino independiente

Sib(t) =0 EDO lineal de orden 2 homogénea
Sib(t) #0 EDO lineal de orden 2 no homogénea
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1. Solucion general de una EDO lineal

Veamos algunos ejemplos

1) sin(t)d —t°2 —x =2t et

2) F—d4ax=t
3) &#—dx=0
1) &—di4x=0

e ;,Cual es lineal/no lineal?
 ;,Cual es homogénea/no homogeénea ?
e . Cudl tiene los coeficientes constantes/no constantes ?

10 Tema 3. Andlisis de las soluciones de sistemas



1. Solucion general de una EDO lineal
Dada una EDO lineal de segundo orden no homogénea
as ()@ + a1 (t)x + ag(t)x = b(t), as(t) #0, b(t) # 0

siempre podemos obtener la EDO homogénea asociada, haciendo
b(t) =0

EDO lineal completa
as ()@ + ay(t)x + ag(t)x = b(t), as(t) #0, b(t) #0

EDO lineal homogénea asociada
as ()@ + a1 (t) + ap(t)r =0, as(t) #0

Ejemplo
T+2r+ter=t
T+ 2x+ter=20
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1. Solucion general de una EDO lineal

Propiedades

Linealidad 2. Sixz(t) y x2(t) son soluciones de

as ()@ + a1 ()t + ag(t)r =0, as(t) #0

también lo es %(t) = Axy(t) + Buxo(t),

con A y B dos constantes
cualquiera.

Demostracion

az(t)i1 + ai(t)i1 +ao(t)rr =0, = Alaz(t)i1 + a1(t)@1 + ao(t)x1) =0

a9 (t)ﬂig —+ a-l(t)i'g —+ ao(t)$2 = 0, — B((Lg (t)DLQ —+ a,l(t).LQ -+ ag (t)flfg
- Sumando ambas expresiones

A((Lg(t)bbl —+ G‘,l(t)j)l —+ ao(t)ll','l) —+ B(Oﬁg(t)dl’g -+ ap (t)fLQ -+ &O(f)iﬂg) =0
ag(t)(AbLl —+ BLEQ) -+ a1 (t)(ALl —+ BJL’Q) -+ Clg(t)(Aﬂfl —+ BQL’Q) =0
a9 (t)i + al(t)x:' + ao(i)fﬁ =0
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1. Solucion general de una EDO lineal

Propiedades

Siz,(t) esunasolucion particular de
as(t)x + a1 (t)d + ag(t)x = b(t), b(t) # 0

y x5 (t) es una solucién de la EDO lineal homogénea asociada, entonces
la suma x(t) = z1,(t) + x,(t) esunasolucién de la EDO lineal completa

Consecuencia

Si hacemos que x,(t) seala solucién general de la homogénea
asociada, entonces x(t) = x,(t) + z,(t) seralasolucién general de la
EDO lineal completa

La solucion general de la EDO lineal completa de orden 2 se obtiene
afiadiendo una solucion particular de la EDO completa a la soluciéon
general de la EDO lineal homogénea asociada
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1. Solucion general de una EDO lineal

Propiedades

Principio de superposicion.
Si zp, (t) y p,(t) son soluciones particulares de
o (t)ﬂf -+ aq (t).ili’ + CL()( )33 = (t) y de

ao (t)ﬂ? + a; (t).?i’ + CL()( ).’13 = bg(t)
respectivamente, entonces z,(t) = x,, (t) + x,,(t) es solucion de

(IQ(t)ft + ai (t)ilf + G,o(t).fli‘ = bl( ) + bg(t)

Demostracion = Se deja como ejercicio
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

2.1 EDO lineal de orden 1 con coeficientes constantes

Consideremos la EDO lineal de orden 1 con coeficientes constantes
&+ ax = b(t)
Aplicando la transformada de Laplace tenemos
sX(s)—x(0)+aX(s) = B(s)
Despejando
N X6 = et 1

Aplicando la transformada inversa tenemos la solucion en el dominio temporal

z(t) = 2(0)e " + £ { ffi }
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

B(s) }

r(t) = 2(0)e”* 4 £} { P

El primer término es la solucién general x(t) de la EDO homogénea
asociada

Ya que contiene el valor arbitrario z(0) de la condicion inicial,
gue podemos llamar (', Yy es la solucion que se obtiene si ponemos

b(t) =0 (yportanto B(s) =0 )

2, (t) = z(0)e™™ = Ce™™
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

2(t) = z(0)e™ + £ { ffi }

El segundo término es la solucién particular z,(t) de la EDO completa

2,(t) = £ { B(S)}

S+ a

que depende del término b(t) que tengamos
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

Resumiendo: o(t) = o(0)£-" { 1 } Lo { B(s) }

Notemos el papel que juega tanto en el célculo de x5 (t) comode x,(t)
el polinomio caracteristico

pi(s) =s+a
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

2.2 EDO lineal de orden 2 con coeficientes constantes

Consideremos una EDO lineal de orden 2 con coeficientes constantes
T+ aT + apr = b(1)
Aplicando la transformada de Laplace tenemos
52 X(s) — sx(0) — 2(0) + a1 (sX(s) — 2(0)) + ag X (s) = B(s)
Despejando

_ (s +ay)z(0) + 2(0) N B(s)

X(s
(%) s2 4+ a5+ ag s2 + a8 + ag

Aplicando la transformada inversa tenemos la solucion en el dominio temporal

2(t) = £ {(S+{11);1:(0) +;i?(0)}+£_1{ B(s) }

s2 4+ a8+ ag s + a8 + ag
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

$(t):£_l{(S+a.1};1:(0}—|—;i?(0j}+£_1{ B(s) }

s* + a5+ ag s2 4+ a8+ ag

El primer término contiene dos constantes arbitrarias, x(0) y z(0) ,
y es el inico que permanece si ponemos  b(t) =0

zn(t) = L7 { (s +a1)z(0) + 2(0) }

82+ﬂ15—|—ﬂ.[}

xp(t)zg—l{ B(s) }

s? +ai1s+ ag

Mientras que
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

En este caso, la forma especifica de x;,(¢) depende de como sean las
raices del polinomio caracteristico

pg(SJ = SE -+ 15 + Qg.

Tendremos tres posibilidades
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

2.2. 1 Polinomio caracteristico con raices reales simples
, | 2 |
Si pg(é) = S —|_CL18—|—CI-U:(S—O{1)(S—O£2)

con &1y Q2 reales y diferentes. Tenemos la descomposicion en
fracciones simples
(s +ay)z(0) + z(0) ' Cy

2 — T
S 4+ 118 + Qy 5 — 0 & — Qg

Anti-transformando obtenemos la solucidon general de la EDO homogénea

asociada
:Eh(tj — Clﬁmf — C-;;Eﬂzf

Las soluciones fundamentales de la EDO homogénea son

z1(t) = e, xa(t) = ™
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

2.2. 2 Polinomio caracteristico con una raiz real doble

S pg(s):52+als+a0:(s—a)2

con <« real con orden de multiplicidad 2. Tenemos la descomposicion en
fracciones simples
(s + ap)xz(0) + 2(0) Cy C

§% + a18 + ag :3—&-+(3—a')9

Anti-transformando obtenemos la solucidon general de la EDO homogénea

asociada :: .
Th(t) = lefﬂ - Cgtfﬂ

Las soluciones fundamentales de la EDO homogénea son

ri(t) = €™,  xo(t) = te™
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2. Calculo de la solucion general de una EDO
lineal con coeficientes constantes

2.2. 3 Polinomio caracteristico con raices complejas
i ) — o2 — (e N2 n2
Si pa(s) =s"+as+ag=(s— o)+

con raices @£ j5, con /3 # 0. Tenemos la fraccién es simple en los
reales y hay que manipularla para poder anti-transformar

(s +ai)z(0)+x(0)  (s+a1)z(0)+ 2(0)
s2 + a;s + ag - (s — )2 + 2
o s —a a;z(0) + (0) + az(0) B
= Oy * 3 G—ap+ P
_ s —a 5
-

C :
(s—aP @ s—ap+ s
Anti-transformando

Th(t) = (e cos Bt + (e sin 3t
con soluciones fundamentales  z(t) = e* cos Bt, xy(t) = ™ sin [t
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3. Estabilidad.
Régimen transitorio y régimen permanente

3.1 Estabilidad de las EDO lineales de primer y segundo orden

Consideremos una EDO lineal de primer orden con coeficientes constantes
T+ ax = b(t)

Hemos visto que la solucion general de la EDO es

z(t) = Ce™ ™ 4 £ { B(s) }

S+ a
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

x(t) = Ce o 4 £ { ffi}

Vamos a discutir el comportamiento de la solucion cuando ¢t — 400

L Si b(t) =0 — w(t) = (1) = Ce™™

St a>0 lim z(t)=0

t— 400

Si a<0 lim z(t) =+t
t——+o00

Caso especial
Sia=0 lim z(t)=C

t——+4o00
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

2(t) = Ce 4 £} { ffi}

El comportamiento de la solucién cuando ¢ — +oo es mas complicado

2. Si b(t) £ 0

Independientemente del valor de @ el comportamiento cuando ¢ — 400
es mas complicado

0
t lim z(t) = ¢ Z£oo
e No d, puede, por ejemplo, oscilar

en funcién de b(t)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Diremos que la EDO 7 + az = b(t) es

Establesia >0 > lim x,(t) =0

t—+4o0

Inestablesi a <0 2> lim z,(t) = £oo
t——+o0

Marginalmente estable cuando a =10
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Notar que para EDO lineales de primer orden con coeficientes constantes
T+ ax = b(t)

tiene asociada un polinomio caracteristico p1(8) = S+ a con raiz

s = —a.

Si a > 0, cuando la EDO es estable, la raiz del polinomio caracteristico es
negativa.

Podemos re-escribir la condicion de estabilidad como

La EDO 7 + ax = b(t) es estable siy solo sila raiz del polinomio
caracteristico p;(s) = s+ a €s negativa
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Una caracteristica de la solucion que si se puede discutir en general y es de
utilidad en las aplicaciones es si permanecera acotada, es decir, si la
solucion puede crecer o no en magnitud indefinidamente

Definicién Se dice que una funcion llf(t) es acotada para ¢t > 0 siexiste
una M >0 constante tal que |xz(¢)| < M paratodo ¢ >0

El resultado fundamental

SilaEDO & + ax = b(t) es estable,i.e. a >0 ,y b(t) estdacotada
entonces x(t) estd acotada
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Interpretacion del resultado

SilaEDO % + ax = b(l) es estable, i. e. @ > 0,y b(t) est4 acotada
entonces = (t) esta acotada

Si pensamos en b(t) como una sefial de entrada en un sistema fisico
descrito por la EDO # + ax = b(t) y que z(t) es la sefial de salida,
este resultado se traduce

Para sistemas estables,
las entradas acotadas producen salidas acotadas
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Las EDO z + ax = b(t) estables tienen otra propiedad

La constante C de la solucion B
r(t) = Ce ™ + L1 { j(LS) }
S a

contiene lainformacién sobre la condicion inicial

ya que cambiar la condicion inicial cambia la

Sila EDO es estable, la influencia del valor de_C'_en la solucién _z(t) va
disminuyendo cuando ¢ se hace grande, debido a que aparece multiplicada
por la exponencial decreciente e~ " De esta manera, para ¢ grande las
soluciones correspondientes a diferentes condiciones iniciales se parecen

cada vez mas, y se aproximan a la solucion particular de la EDO completa x,,(¢)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

En las aplicaciones a la ingenieria y la fisica se entiende por

Régimen transitorio es el tiempo que pasa hasta que es despreciable
el efecto de las condiciones iniciales

Régimen permanente es el tiempo que va después, gue viene descrito
por la solucion particular x,(t), que a efectos practicos, sélo depende
de la entrada b(¢) y no de las condiciones iniciales,

Notar:

1. Esto solo tiene sentido para sistemas estables

2. El efecto de las condiciones iniciales no llega a desaparecer nunca,

por lo que hay que establecer un criterio gue nos indigue qué quiere decir que
Ce™ " sea despreciable
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

, . . —at .
¢ Qué quiere decir que Ce™ “ sea despreciable?

Definimos el tiempo caracteristico o constante de tiempo del sistema
fisico descrito por la EDO & + ax = b(t)
cuando a > 0, es decir, cuando la EDO es estable, como 7=1/a

Si calculamos la contribucion de zx(t) = Ce™® cuando t =7
nos queda

(1) = Ce " = Ce™ ! = 0.37C
por tanto la contribucion de la parte homogénea es poco mas de un
tercio de la que tenia para t =0
A efectos practicos, despues de tres constantes de tiempo (¢t = 37)
la contribucion es despreciable (menos del 5% de la inicial)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Ejemplo  Consideremos un condensador de capacidad C' que se
descarga a través de una resistencia 2 (circuito RC")

1

La EDO para la carga ¢(t) del condensadores g + 2o~ 0

__t_
Esto es una EDO homogénea de solucion general ¢(t) = Ke™ RS

t

Si imponemos la condicion inicial ¢(0) = qo queda ¢(t) = qoe™ ®’C

" 1
Como que R y C son constantes positivas, ¢« = — > 0 yla EDO
es estable RC

La constante de tiempo del sistemaes 1 _ 5~

a
Pasados ¢ = 37 = 3RC unidades de tiempo, tenemos que ¢(t) ~ 0.05¢q

y la carga del condensador es muy proxima a cero, que en este caso es el
regimen permanente (el condensador se descarga totalmente)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Ejemplo  Consideremos un condensador de capacidad C' que se
descarga a través de una resistencia 2 (circuito RC")

Si en el circuito 12C' afiadimos una fuente de voltaje en serie, de valor v(t)
la EDO se convierte 1 1

b ——qg = —u(t
G+ 5 R’f()

La escala de tiempo marcada por 7 = RC'es el tiempo que ha de pasar
para que ¢(t) se olvide del valor inicial ¢, y dependa sélo de v (¢)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Veamos como la constante de tiempo R(C tiene efectivamente dimensiones
de tiempo

La capacidad C' se mide en faradios ( F'), que en términos de las unidades
fundamentales del Sl es

F=m?kg 1s*A*
mientras que /7 se mide en ohm ( €2 ), con unidades
Q) =m?kgs A ?
y por tanto
[RC| = s
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Consideremos la EDO lineal de segundo orden con coeficientes constantes
T+ a11 + apxr = b(t)
La solucion general es de la forma
z(t) = Craq(t) + Coxa(t) + 2, (1)

donde la forma de las soluciones x1(t) yx2(t) depende de las raices del
polinomio caracteristico pa(s) = s2 + a8 + ag

Raices de pz(S) Soluciones independientes
a1, (o reales diferentes 11 (t) = e*t, xo(t) = e*2*
« real doble x1(t) = e, xo(t) = te™
a—+ Bj, a— (5 21 (t) = e cos(Bt), xa(t) = e sin(Bt)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

En cualquier caso, el que determina si la solucion general de la EDO
Jj'h(t) = ClLl(t) -+ Cgiﬁg(t)

homogénea asociadatiende a cero cuando ¢ — 400 (o lo que es lo
mismo, si el sistema fisico descrito por la EDO es estable) es el signo de
las partes reales de las raices del polinomio caracteristico, que es el que
aparece en las exponenciales.

Raices de pZ(S) Soluciones independientes
(1, (g reales diferentes 21(t) = et 2o(t) = 22t
« real doble 21(t) = e, 2o(t) = te™
a+ Bj, a—fFj 21 (t) = e cos(Bt), xza(t) = e sin(St)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Diremos que laEDO & + a12 + apx = b(t) es

estable sitodas las raices del polinomio caracteristico tienen parte real

negativa =2
lim Lh (t) =0

t—+co
Inestable sialguna raiz del polinomio caracteristico tiene parte real
positiva 2 .

lim xzp(t) = o0

t——+4o00

marginalmente estable cuando las dos raices del polinomio
caracteristico tienen parte real cero o una es cero y la otra es negativa
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Al igual que para el caso de orden 1 se tiene

SilaEDO & + a1@ + apx = b(t) es estable, i. e. todas las raices del
polinomio caracteristico tienen parte real negativa, y b(¢t) esta acotada -
la solucion x(t) de la ecuacién completa esta acotada

Para EDO de segundo orden estables el efecto de las condiciones iniciales
también se desvanece en el tiempo.

Con tal de cuantificar la escala de tiempo en que pasa esto consideraremos
solo el caso de raices complejas conjugadas (s6lo veremos este caso por
simplicidad, ya que en los otros casos la formula se complica por lo que no los
vamos a contemplar en este curso)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

El discriminante del polinomio caracteristico es a? — 4ag

Si las raices han de ser complejas, es necesario (pero no suficiente) que
ag > 0

y por tanto, podemos definir la frecuencia natural w,, dela EDO como

= Qo

y el coeficiente de amortiguamiento £ como el pardmetro que verifica

28w, = aq
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Expresando en término de estos parametros la EDO homogénea asociada
sera i 4 2bwnd + wir =0

y las raices del polinomio caracteristico seran

—2 n + 2 n 2 — 4 2
R e R TCEr

2

La condicidon que faltaba para asegurar que las raices sean complejas es
—1 < & < 1. Suponiendo esto, las raices son

—fﬁv‘n T jw“n, V I — 52

Si, ademas, el sistema ha de ser estable, la parte real, —{w,,, ha de ser
negativa, y por tanto £ > 0. Reuniendo las dos condiciones sobre § , vemos
que sila EDO ¥ + ay4 + apx = b(t) hade ser estable y con raices
complejas -> el coeficiente de amortiguamiento debe verificar

0<&<1
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

La solucién de la EDO homogénea asociada, en términos de w,y & es
xp(t) = Cre S9nt coswp/1 — €2t + Coe 9t ginw,, v/1 — €2t

Como los factores sinusoidales no decrecen en magnitud al aumentar ¢ , son
las exponenciales decrecientes las que hacen que el sistema se olvide de
las condiciones iniciales

Definimos el tiempo caracteristico o constante de tiempo del sistema
fisico descrito por la EDO & + a4 + agz = b(t) cuando la EDO es
estable, como 1

T — ——
§wn

Es el tiempo necesario para que la contribucion de la (%) disminuya en un
factor de e~ ! respecto a la contribucion inicial
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Ejemplo Consideremos la EDO de un circuito RCL con fuente de voltaje

1
Li+ R+ —q=v(t)

C
1 R 1 1
q+Rq+Cq v(t) — i+ 7+ 774 L’v()
, L 1
W, = ag = — Wp = —F/—
nT T LC VILC
R VLC R  RC

Notar [RC] = s, [LO] = s*, — & sin dimensiones

La constante de tiempo es __ 2L

R
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Unificando los resultados de EDO lineales de orden 1y 2 se tiene

Dada una EDO lineal de orden 1 o 2 con coeficientes constantes, diremos que
es estable si todas las raices de su polinomio caracteristico tienen parte
real negativa.

En este caso, en una escala de tiempos que depende de la constante de
tiempo del sistema, y que es mas grande cuanto mas pequeias en valor
absoluto sean las partes reales de las raices, la solucion abandona el
regimen transitorio y entra en el regimen permanente, para el que

x(t) =~ x,(t)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

3.2 Estabilidad de sistemas de EDO lineales

Recordemos que la solucion en el dominio transformado del sistema lineal de
EDO

T = Ax + b(t)

es

X(s) = (sI, — A) "'z (0) + (sI,, — A) "' B(s)

. —1 : :
donde la matriz inversa (Sﬂn — A) contiene en el denominador de
todos sus elementos el polinomio caracteristico

P(s) = det(sl,, — A)

47 Tema 3. Andlisis de las soluciones de sistemas



3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Para calcular la anti-transformada, por lo general, previamente se ha de hacer
una descomposicidon en fracciones simples de términos que tienen en el
denominador el polinomio caracteristico P(s). Examinando la tabla

f(2) F(s)
ot 1
€ §—0x
Nt S—0x
e cos 3t a1
at o ,3
e™" sin 3t o
n ot . — n!

Cada factor con una raiz con parte real & dara lugar a una fracciéon simple

cuya anti-transformada vendra dada por una exponencial et acompafiada
0 no de potencias de ¢ 0 de senos 0 cosenos
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Por tanto, si queremos estudiar |la estabilidad del sistema de EDO

T = Ax + b(t)
es decir, si queremos ver bajo qué condiciones el efecto de las condiciones
iniciales se desvanece en el tiempo, habr& que examinar las raices del P(s).

Llegaremos al siguiente resultado que generaliza los resultados que habiamos
visto para EDO lineales de primer y segundo orden con coeficientes constantes

El sistema de EDO & = Ax 4 b(t) es estable siy solo si todas las raices
del polinomio caracteristico P(s) = det(sl,, — A) tienen parte real negativa
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Las raices del polinomio caracteristico son solucion de la ecuacion
det(sl, — A) =0

Esta ecuacion es la misma que la que determina los valores propios de la
matriz A (cambiando A por S). Por tanto podemos reformular la estabilidad

de la siguiente manera

El sistema de EDO © = Az + b(t) es estable siy so6lo si todos los
valores propios de la matriz A tienen parte real negativa
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Ejemplo
Consideremos el sistema

.’f,‘l —11 0 16 1 bl(f)
To = 4 -3 =8 o —+ bg(t)

Los valores propios de la matriz A son las raices del polinomio caracteristico

s+ 11 0 —16
P(s)=| -4 s+3 8 |=s"+21s*+171s+ 351.
1 -3 s4+7
Podemos comprobar que s = —3,—9 £ 67 - Todas las raices tienen parte

real negativa, por lo que el sistema es estable
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

En sistemas de EDO lineales se tiene:

Eltiempo caracteristico 7 es el inverso del valor absoluto de la parte real
menos negativa - El efecto de las condiciones iniciales desaparecera después
de 37 unidades de tiempo.

Ennuestro caso  § = —3, =9 £ 6] — T=1/3 ~ 0.33

Ademas, si las funciones by (t),bx(t) y b3(t) son acotadas, también lo seran
las soluciones z¢ (), 25(t) y x3(t)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

.| _ z1(t) Azul
332(?5) Rojo
553(?5) Verde

1.5F

1_

0.5

i) D2 0.4 0.8 0.8 1

En la gréfica tenemos representadas las soluciones del sistema para b(t) = 0
y con condicions inicials x1(0) = 1, x2(0) =2,y z3(0) = —1
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

2.5

r1(t) Azul
332(?5) Rojo
553(?5) Verde

s=—3,—9%6j

0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

El tiempo caracteristicoes 7 = 1/3 ~ 0.33

Observar como después de 37 = 1 unidades de tiempo el efecto de las
condiciones iniciales es despreciable (estariamos en régimen permanente)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

La condicidon

El sistema de EDO T = Az + b(t) es estable siy soélo si todos los
valores propios de la matriz A tienen parte real negativa

es general, e incluye las condiciones que habiamos visto para EDO de orden 1
y orden 2 (con solucion oscilante de la ecuacion homogénea)

55 Tema 3. Andlisis de las soluciones de sistemas




3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Para EDO de orden 1
T+ ar = b(t)

tenemos que A es la matriz 1x1 dada por A= —a y su unico valor propio
es la solucion de

s 1—A=s4+a=10

donde s = —g ylaEDO es estable siysoélosi —a < (O, es decir,
a > () como ya habiamos establecido
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Para EDO oscilante de orden 2
P4 2w, +wir=b(t), w,>0 —1<&<1
tenemos poniendo T = I, T9 =T

Ty = @o,

Ty = —LL,-‘ELI-‘l — Qfmn;l?g -+ b(f)

por tanto la matriz del sistema es

0 1
(%)
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3. Estabilidad.
Regimenes transitorio y permanente

Iy = I, 0 1
To9 = —mgml—&fwnmg—kb(t} ’ —U-Ji —chb.,-‘n

Con polinomio caracteristico
S —1
sl — A| =

w? 54 26w,

T

2 2
= 5° + 2fw,s + w,

que tiene raices complejas (debido aque —1 < £ < 1)

S:—gwnijmﬂv 1_62

La condicion de parte real negativa, y por tanto de estabilidad, es que
>0, tal y como habiamos visto.
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

En esta seccion vamos a utilizar técnicas de numeros complejos
para calcular la solucion de EDO lineales con coeficientes
constantes, en el caso estable y cuando la entrada es una funcion

sinusoidal
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

Consideraremos el caso de orden 1

U+ av = Agsin(wt + @)
donde suponemos que a>0, de manera que el sistema es estable, por lo
tanto tiene un regimen permanente que queremos calcular utilizando

nameros complejos.

En lugar de utilizar la ecuacion anterior donde todas las cantidades son
reales, consideramos la EDO

V L aV = AGEJEMHW}
Donde V(%) es una funcién compleja de ¢,y hemos cambiado

sin(wt + o) por ed(wttvo)
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

La solucién v(t) se obtendra tomando la parte imaginaria de V (%),
v(t) = ImV ()
dado que el sin(wt + y) es la parte imaginaria de €7 (wi+o)

Age?@iHe0) = Ag cos(wt 4+ @o) + j Ao sin(wt 4+ @)
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

Para calcular la solucion particular de 'V + aV = Age’ @90 que
proporciona el régimen permanente, buscaremos una V,(t) de la forma

ot
V,(t) = Ae?t,
donde A esun nimero complejo que se ha de calcular.
Este tipo de funcién, un nimero multiplicado por €7“? | se llama fasor .
La ventaja sobre la formulacién en términos de senos y cosenos es que la

derivada de un fasor siempre es un fasor con la misma frecuencia, a diferencia
de las derivadas de senos y cosenos. Tendremos

V,(t) = Ajwe’™

y sustituyendo en la EDO  V + gV = A,e’ (@iH¢o)
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

V + aV = Agelwi+vo)
Vp(f_) — Aejwt: — Ajmejmt 4 aA edwt — i4l]€j(mt+;fﬂﬂ}

vp(t) = Ajwe’™

_

Simplificando (jw + a)A = Age’?°
Y aislando A Ap o
a—+ jw
Por tanto el fasor que da el régimen permanente es
(1‘) — Ao _ U pilwitgo)
a+ jw
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

Vi = Lot

El nUmero complejo que aparece en el denominador se puede expresar

Z =vVa2+w?e’® ¢ =arctan—

' (1

Poniéndolo de forma exponencial y juntando las exponenciales

V,(t) = 20 gitetspnd
P
\/ﬂE 4+ w?
La solucion a nuestra EDO inicial sera la parte imaginaria

Ap
Up(t) =
via? 4+ w?

sin(wt 4+ wop — ¢)
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

Consideraremos ahora el caso de orden 2

T+ 20 4 22 = 2 cos(3t)
Las raices del polinomio caracteristico tienen parte real negativa, luego el
sistema es estable, por lo tanto tiene un regimen permanente que

gueremos calcular utilizando niumeros complejos.

En lugar de utilizar la ecuacion anterior donde todas las cantidades son
reales, consideramos la EDO

X +2X 42X = 2¢7%
Donde X (t) es una funcién compleja de t,y hemos cambiado

cos(3t) por el3t
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

La solucién x,(t)se obtendra tomando la parte real de X ()
z,(t) = ReX (1)
dado que el cos 3t es la parte real de et

eI%t = cos(3t) + j sin(3t)
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4. NUmeros complejos y régimen permanente
sinusoidal

X +2X 42X = 2¢7%

Con tal de calcular la solucion particular de la EDO completa que proporciona
el régimen permanente, conjeturamos

X,(t) = Ae??

donde A es un namero complejo a determinar (método de los coeficientes
iIndeterminados). Tendremos

X;o(t) = (j3)Ae’”", Xp(t) = (j3)7Ae?? = —9AeI3
sustituyendo en la EDO
—9Ae’ 4 j6 A’ 4 24677 = 277
—9A + jJ6A+2A=(—9+ j6+2)A =2

— L numero complejo
—7+36 a determinar
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4. Fasores. Numeros complejos y régimen
permanente sinusoidal

Con esto tenemos la solucidon del problema complejo

2 .
Xp(t) = 716 e’ 3t

Arreglando la expresion anterior
2(—7 - 6§)
(=7+65)(=7—6j)
2(—7 —65)
85

= 2 (T4 6))(cos(31) + j(sin(31))

La solucion a nuestra EDO inicial sera la parte real (régimen permanente)

€j3t

Xp (t) —

6j3t

2
z,(t) = ReX,(t) = %(6 sin(3t) — 7 cos(3t))
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Desde el punto de vista de la teoria de control, un sistema o proceso esta
formado por un conjunto de elementos relacionados entre si que ofrecen
sefales de salida en funcidon de sefiales o datos de entrada
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Desde el punto de vista de la teoria de control, un sistema o proceso esta
formado por un conjunto de elementos relacionados entre si que ofrecen
sefales de salida en funcion de sefales o datos de entrada

Es importante resaltar el hecho de que no es necesario conocer el

funcionamiento interno, o cOmo funcionan entre si los diversos elementos,
para caracterizar el sistema.

Solo se precisa conocer la relacion que existe entre la entrada y la salida del
proceso que realiza el mismo.
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Considerando el caso mas sencillo de un sistema lineal de una entrada y una
salida, la dinamica se puede representar como en la figura

Entrada de x Qalida
Control Planta o N
u Proceso y

El blogue etiqguetado como “Planta o Proceso” es el sistema que se desea
controlar.

A este sistema le llega una senal etiqguetada como “Entrada de control” que
serda la sefial que genera el controlador (que se ha de diseiiar)

Finalmente la sefal de “salida” sera la sefial que se desea que se comporte
de una forma determinada (la sefial controlada)
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

El aspecto mas importante de un sistema es el conocimiento de su dinamica,
es decir, como se comporta la sefial de salida frente a una variacion de la sefal
de entrada.

Un conocimiento preciso de la relacion entrada/salida permite predecir
la respuesta del sistema y seleccionar la accion de control adecuada para
mejorarla.
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Recordemos que un sistema fisico puede caracterizarse dinamicamente a
traves de las ecuaciones diferenciales que describen las leyes fisicas que

rigen el comportamiento de dicho sistema [Ia salidaj
.jfl + .jfz — T = 2U(t) — —
b2 = () Yy =311 — X2
[Ia entrada -

Este sistema lineal de orden 2 es un ejemplo de sistema de control, el vector
b(t) contiene una Unica funcion w(t) y ademas hay una funcién ¥ que es
una funcion lineal de las variables dependientes del sistema y de sus
derivadas, como maximo , un orden inferior a la maxima derivada de cada
variable que aparece en el sistema
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

En el caso de sistemas lineales, se hace uso de |la transformada de
Laplace para obtener una representacion matematica que relaciona la
sefial que se quiere controlar (la senal de salida) y la sefal de entrada al
sistema. Esta representacion matematica se conoce como funcion de
transferencia del sistema de control con entrada w/(t)y salida ¥

Calculo
La funcion de transferencia de un sistema lineal se obtiene realizando la
transformada de Laplace del sistema con condiciones iniciales nulas

La funcion de transferencia expresada como una relacion de dos polinomios
puede ser expresada en forma general

F{:S) _ KG(-F'*':])(S+:1)”'(5+:;'n)
Uls)  (s+p)(s+py)(s+p,)
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Ejemplo Seala EDO de orden 2
T+ &+ 2z = u(t)
y=x+x

con la salida

Tomamos la transformada de Laplace de la EDO

s*°X(s) — sz(0) — 2(0) + sX(5) — 2(0) + 2X (5) = U(s)

Despejando 1 (s +1)z(0) + 2(0)

U1
s24+s+2 (s) + s24+s4+1

Esto nos da una relacion entre U(s) y X (s). Para obtener una relacion
entre U(s) y Y (s) tomaremos transformadas en la salida

X(s)=

Y(s) =sX(s) —x(0)+ X(s) =(s+1)X(s) — x(0)
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

1 (s + 1)z(0) + 2(0) )
52+5+2U(5)+ s24+s5+1 -
Y(s)=sX(s) —x(0)+ X(s) = (s +1)X(s) — z(0)

s+1 (s +1)xz(0) +z(0)
3?+5+2L(3)+(S+1} s2+s5+1
Si hacemos z(0) = 0, #(0) = 0, queda una relacién lineal entre U(s) e Y (s)
s+1 B
R 2U(S) = H(s)U(s)

donde H(s) = s+1
§% 4 5+ 2
es la funcion de transferencia de la entrada 1, a la salida

X(s) =

Y(s) = z(0)

Y(s) =
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

La funcion de transferencia contiene toda la dinamica del sistema

Modelo del sistema

U(s) Y (s)
— —
H(s) = SU/E; con CI =0

Para sistemas estables, la funcion de transferencia determina el comportamiento
en regimen permanente de la salida del sistema

77 Tema 3. Andlisis de las soluciones de sistemas




5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Llamaremos respuesta impulsiva h(t) del sistema de control con entrada
u(t) y saliday ala anti-transformada de la funcion de transferencia

h(t)= L Y H(s)}

Para el sistema del ejemplo anterior

4 s+ 1

ot V7 1 . . VT
=€ ?CDS—f+—FE 2 sim —1
VT 2
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Sabemos que con condiciones iniciales nulas

Y (s) = H(s)U(s)

Y anti-transformando

y(t) = L7H{H(5)U(5)}

Como ya sabemos, la transformada de Laplace del producto de funciones
no es el producto de transformadas

L{f)g(t)} # F(s)G(s)

Uno podria preguntarse si la anti-transformada deI F(s)G(s) esta
relacionada de alguna manera sencilla con f(t) ( ) La respuesta es
que si.
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Dada dos funciones f(¢) y g(t), se define su producto de convolucidn
como una nueva funcion

(f % 9)/ / f(t = r)g(r)d
para todos los valores de ¢ para los que exista la integral.

En algunos casos escribiremos f(¢) x g(t) en lugar de (f * g)(t)
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Ejemplos

f(t) =1, Q(t) =1

t F2 3\ [T
t*t:‘/ﬂ(t—r)rd*r: (t?—g)

f(t)=1,9(t) =0(t —a),a >0

1*9(1‘.—{1):ffl—ﬁ(r—a.)cl’r:/té?(*r—a)d*r
0 0

B 0 sit<a
- f;d’r:t—a sit>a

= (t —a)i(t — a)
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

Propiedades

El dltimo ejemplo muestra que la funcion constante igual a 1 no es el
elemento neutro para el producto de convolucion.

Es facil probar que el producto de convolucion es conmutativo

f(t)*g(t) = g(t) = f(t)
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5. Sistemas de control: funcion de transferencia,
respuesta impulsiva y teorema de convolucion

P12 Teorema de convolucion

La transformada del producto de convolucion es el producto de transformadas

L) xg(t) ) = F(s)G(s)

Apliqguemos este resultado al caso de sistemas de control.
Y(s)= H(s)U(s)

Anti-transformando ult) = LY H(\U(s))
t

y(t) = h(t) xu(t) = f h(t — T)u(T) dr.

0

Con condiciones iniciales nulas, la salida y(¢) en el dominio temporal se puede
obtener calculando el producto de convolucion de la respuesta impulsiva h(t)
con la entrada u(t)
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