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1. Introduccion

A estas alturas del curso un estudiante podria pensar que la
mayoria de las ecuaciones diferenciales pueden resolverse
explicitamente, con la solucion de una féormula dada

Aungue es posible demostrar de forma abstracta que casi cualquier
EDO posee una solucién, por lo menos localmente, en general

resulta muy dificil expresar explicitamente de que solucion se
trata

Pero lo primordial es que muchas de las ecuaciones que debemos
resolver en ingenieria no poseen soluciones de forma cerrada

Por ejemplo, las ecuaciones que rigen la forma del ala de un avion
no pueden resolverse. Y sin embargo, se vuela a diario
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1. Introduccion

Lallegada de los ordenadores de alta velocidad ha hecho viable
y facil llevar a cabo aproximaciones numéricas de las
soluciones

Las soluciones se obtienen con cualquier grado de exactitud, se
trazan gréaficas y se lleva a cabo cualquier analisis que se desee

Pero los métodos numeéricos jamas deben emplearse de forma
aislada. Siempre que sea posible, el usuario de estos métodos
deberia utilizar técnicas cualitativas e intentar determinar si la
solucidn esta acotada, si es estable, ;cdmo son sus asintotas en el
infinito? ¢ como se relacionan las diferentes soluciones entre si?

De esta manera, los ingenieros no utilizan los métodos numericos a
ciegas, sino, mas bien, lo hace para brindar argumentos a su
entendimiento
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1. Introduccion

Los métodos numéricos para resolver EDO tienen dos caracteristicas
gue se han de tener en cuenta:

1. Soélo permiten hallar soluciones particulares. Por lo tanto, para

poderlos aplicar, hara falta dar un conjunto completo de condiciones
Iniciales

2. Necesitamos que las EDO o el conjunto de EDO que se les pasa
sean todas de primer orden
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2. El método de Euler

Consideremos un problema de valores iniciales
/
y = flz,y), y(xo) = yo
Podemos integrar dexg a 1 = 2o + h para obtener

y(z1) —ylzo) = [ flz,y)da
y(z1) =y(xo) + [ [flz,y)dx

Ya que la funcion desconocida ¥ se presenta en el integrando a la derecha,
no podemos proceder , a menos que contemos con un método de aproximacion
de laintegral.

El método de Euler se obtiene a partir de la técnica mas simple para aproximar
la integral
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2. El método de Euler

Problema de valores iniciales
y = f (33 ZJ = Yo

1(331 _yTo [ fa:y

Supongamos que el integrando no varia mucho en el intervalo [xq, 21| >
resultara un error muy pequefio si reemplazamos f(fr? y) por su valor en el
punto extremo izquierdo.

T1

y(x1) = y(xo) + fla,y)dz

v Lo
L1

~ y(ro) + J(xo,y0)dx =~ y(xo) + h - f(20,Y0)
J &I
Colocando en su lugar una particion @ = xg < 1 < o < - < xp = b
del intervalo [a, b] que se estudia. Supongamos que cada intervalo [x;_1, =]
tiene longitud p,
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2. El método de Euler

Problema de valores iniciales
y, — f(ma y); y(vCO) = Yo

T1

y(z1) = y(xo) + Sz, y)de
v Io
L1

~y(xo) + [ fzo,yo)dr = y(xo) + h- f(xo,y0)

v Lo

Sobre la base de estos calculos definimos
y1 =Yoo+ h- f(zo,y0)

Continuando de esta manera, y estableciendo que 2 = z1 + h definimos
Y2 =y1 +h- f(r1,91)
En general, estableciendo que z; = z;_; + h, definimos
yir1r =y +h- f(z;,y;)
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2. El método de Euler

Método de Euler

Fijado i = 0, es posible obtener aproximaciones de la solucion
del problema de valores iniciales

y' = f(z,9),  y(zo) = yo
en los puntos Z1,%2,...,Zn donde
r; =Ti—1+h, 1=12---n
mediante el método recurrente

yi:yi—l+h/'f(xai—layi—l)a ?’:1729 , 1

(x0,Y0), (1,Y1),*+ , (Tn, yn) son los puntos de nuestra solucién aproximada
de la ecuacion diferencial
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2. El método de Euler

(0,90), (x1,91), -, (n.yn) son los puntos de
nuestra solucion aproximada de la ecuacion diferencial

« (Solucion exacta

Error en el segundo paso

Error en el primer paso
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2. El método de Euler

Para obtener una forma comoda de medir el comportamiento de latécnica
numeérica que se emplea definiremos el error relativo local en el n-esimo

paso
|y(5€n) _ yn|
y(z,)]

B, -

Normalmente esta cantidad vendra dada como un porcentaje

11 Tema 1 Métodos Numéricos para
Ecuaciones Diferenciales



2. El método de Euler

Ejemplo
Apliguemos la técnica de Euler a la EDO

y =x+y, y0)=1

utilizando incrementos de longitud » = 0.2 y h = 0.1

Nuestro punto de referencia sera calcular numéricamente y(1) y compararlo
con el valor exacto de y(1) que obtendremos aplicando el correspondiente
metodo de EDO

y(x) = -1 —x + 2¢€”
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2. El método de Euler

Lj = Tj-1 —|—h

y'=flr,y)=r+y y0)=1

\ Xn Vau Exacto E, (%)
\ 1.00000 0.0
T 120000 1.24281 3.4
0.4 1.48000 1.58365 6.5
0.6 1.85600 2.04424 9.2
0.8 2.34720 2.65108 11.5
1.0 2.97664 3.43656 13.4

La tabla muestra los célculos para A = 0.2

y1 =yo+ h- f(xo,y0) =1.00+0.2-1.00 =1.2
yo=vy1 +h- f(x1,y1) =12+0.2-(0.2+1.2) = 1.48

El porcentaje de error 1.24281 — 1.2|

Ey
1.24281]

~ 0.034
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2. El método de Euler

y'=flz,y)=z+y y(0=)1

Xn Vn Exacto E, (%)
0.0 1.00000 1.00000 0.0
0.1 1.10000 1.11034 0.9
0.2 1.28200 1.24281 1.8
0.3 1.36200 1.39972 2.7
0.4 1.52820 1.58365 3.5
0.5 1.72102 1.79744 4.3
0.6 1.94312 2.04424 49
0.7 2.19743 2.32751 5.6
0.8 2.48718 2.65108 6.2
0.9 2.81590 3.01921 6.7
1.0 3.18748 3.43656 7.2

La tabla muestra los calculos para h = 0.1

Los datos muestran que cuando se reduce el incremento, la exactitud

mejora, pero el inconveniente es que se requieren mas calculos
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2. El método de Euler

El método de Euler se puede utilizar para resolver un namero arbitrario
de EDO de primer orden.

Por ejemplo, si tenemos el sistema

g i ;({:;j ;) y(zo) = Yo. 2(Zo) = 20

los valores que se han de calcular de forma recurrente son

T = Ti-1+h, 1=1,2,...,n,

Yi = Y1 thf(ia,yi,2i0), i=1,2,...,n,

2z = zia+thg(zio,yio1,2-1), 1=1,2,....n
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2. El método de Euler

Todos los métodos para resolver EDO trabajan con EDO de primer
orden.

Si tenemos una de orden superior - la tenemos que reescribir como un
sistema de EDO de orden 1.

Por ejemplo, sea la segunda ley de Newton en una dimension con fuerza
arbitraria mi = F(t,x, &), x(ty) = xo, T(tg) = vo
Considerando la velocidad v(¢) = #(¢) como una nueva variable
dependiente, ademas de a:(t) , tendremos

_ ti = ti-i+h, 1=12....n
v M. de 1 v, + h
v = —F(t,z,v) Euler 1
m —_—> V; = Vi1t h.;F(t;:—l; Ti1,Vi—1)
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3. El término de error

La nocion de error es fundamental en cualquier técnica numeérica.

Asociado al hecho de hacer muchas operaciones sin es grande, esta el
problema del error de redondeo

Los numeros reales no pueden representarse exactamente en un ordenador y
se han de redondear. Eso quiere decir que, cada vez que se hace una
operacion, es posible que se pierdan digitos del resultado, y en principio,
cuantas mas operaciones mas informacion se va perdiendo

Ademas, el método de Euler, introduce por si mismo un error, que se llama
error de truncamiento. Los dos tipos de errores se mezclan, y de hecho, el
error total se puede amplificar

Analicemos a continuacion el error que se comete al aproximar aplicando el
meétodo de Euler
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3. El término de error

El error de truncamiento local en el n-ésimo paso se define como
€En — y(xn) — Yn

donde y(’En) es el valor exacto en la «x,, de la ecuacion diferencial e Yn
es la aproximacion de Euler

Podemos emplear la formula de Taylor para obtener una aproximacion util
de este termino de error 2

y(xo+h)=yo+h-y'(xg) + Ey”(cl)

para algin valor cientre Zoy Xo + h .

Sabemos por la EDO que 4/ (xg) = f(x0,y0) =

hQ
y(xo+h)=yo+h- f(xo,y0) + 73/”(61)
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3. El término de error

El error de truncamiento local en el n-ésimo paso se define como
€En — y(Q?n) — Yn

donde y(rn) es el valor exacto en la x,, de la ecuacion diferencial y Yn
es la aproximacion de Euler

hQ
y(xo +h) =yo +h- f(xo,y0) + EJH(CE)
h2 /! hz /!
y(x1) = y(xo +h) =yo +h- f(xo,y0) + 5 Y (c1) =y + 5 Y
Podemos concluir 2 ,
€1 = ?y”(cl) = K(c1)h
el error es proporcional a ;2 '\ y
2
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3. El término de error

El error total de truncamiento parairde g a Iy, en 70 pasos del
metodo de Euler sera

K(e)h* + K(co)h* + -+ K(ca)h* =

= (K(c1) + K(c2) +--- + K(cn))h?

Lp — Lo
h

Donde K eslamediadelos K(¢;)y K = (2, — 20)K

— nKh? = Kh?=Kh

Por lo tanto, el error total de truncamiento al aplicar el método de
Euler es proporcional al paso }
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4. Metodo de Euler mejorado

Mejoremos el método de Euler

Recordemos gue nuestra antigua ecuacion era
I

y(z1) =y(xo) + [ flz,y)dx

L0

La idea del método de Euler consistia en reemplazar el integrando por f(x, o)
(aproximar la integral por medio de un area de un rectangulo)

Ahora proponemos reemplazar el integrando por [f(zo, o) + f(x1,y(z1))]/2

] h
Asi tenemos Y1 = Yo + §[f(:z:0,yo) + f(x1, y(z1))]

El problema con la ecuacion propuesta consiste en que 4y se desconoce, debido
a que desconocemos la solucion exacta

Lo que podemos hacer es reemplazar y(:m) por su valor aproximado
determinado por el méetodo de Euler
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4. Metodo de Euler mejorado

Representemos este nuevo valor por medio de  z; = yo + h - f(x0, o)
Asi la ecuacion se convierte

h
Y1 = Yo + §[f(w07y0) + f(x1,21)]

En general nuestro esquema de recurrencia es

h
Yj+1 =Y T §[f(fffj; yj) + f(wj-i-la Zj+1)]
en el cual

zj"'l:yj—I_h'f(:Ej?yj); j:O’]_’Q’...

Este método que recibe el nombre de método mejorado de Euler o método de
Heun, primero predice y luego corrige una aproximacion de y;
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4. Metodo de Euler mejorado

Método de Euler mejorado

Fijado i = 0, es posible obtener aproximaciones de la solucion
del problema de valores iniciales
y' = flz,y), y(zo) = yo
en los puntos *i,Z2,...,Tn donde
r; =x;—1+h, 1=1,2---.n

mediante el método recurrente

h
Yj+1 = Y; + §[f(iffj; 'yj) T f(fffj+17 Zj+1)]

Donde -
Zj+1:yj+hf(mj‘7yj)a 32071727“'

El error global de truncamiento del método es del orden de h?
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4. Metodo de Euler mejorado

Ejemplo
Apliguemos el método de Euler mejorado a la EDO

y =x+y, y0)=1

utilizando un incrementos de longitud 7 = 0.2 y midamos la mejora en
exactitud con respecto al método ordinario de Euler
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4. Metodo de Euler mejorado

Xp Yn Exacto E, (%)
0.0 1.00000 1.00000 0.00
0.2 1.24000 1.24281 0.23
0.4 1.57680 1.58365 0.43
0.6 2.03170 2.04424 0.61
0.8 2.63067 2.65108 0.77
1.0 3.40542 3.43656 0.91

y = flz,y)=z+y, y0)=1

Cl’,'?;:.il’:i_l—l—h, ?::1,2,---,7’2,
h
Yj+1 = Yj T+ §[f(fﬁj; yj) + f(wj-i-la Zj+1)]
ZJ+1:yJ+hf(xjayj)a 7=0,1,2,---

El valor aproximado obtenido para y(1) es 3.40542 . El error relativo es del 1%,
mientras que con el método de Euler es del 13%
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5. Método de Runge-Kutta

Mejoremos el método de Euler mejorado

Recordemos gue nuestra antigua ecuacion era
1

y(r1) = y(zo) + f(x,y)dx

L0
La idea del metodo de Runge-Kutta consiste en aproximar la integral
sustituyendo el integrando por una parabola
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5. Método de Runge-Kutta

Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Fijado i #~ 0, es posible obtener aproximaciones de la solucion
del problema de valores iniciales ' = f(x,y), y(xo) = yo

en los puntos 1, 9,...,2, donde
ll’,'/,,;:.fl’,'i_l—l—h, ?::1,2?---,77,
mediante el método recurrente

1
Yi =Yiq T g(p;; +2q; +2r; +s;), i=1,2,...,n

Donde 1

1
pi = flzi1,yi1)h, ri = flzie1 + §h"' i1 + Eqi)h’
1 1
¢ = flxig+ Eh Vi1 + ipz')h--. si = flzici+h,yiz1 +1i)h.

El error global de truncamiento del método es del orden de h?
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5. Método de Runge-Kutta

Ejemplo
Apliguemos el método de Runge-Kutta a la EDO

y =z+y, y0)=1

utilizando un incrementos de longitud & = 0.2
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5. Método de Runge-Kutta

Xy Va Exacto E, (%)
0.0 1.00000 1.00000 0.00000
0.2 1.24280 1.24281 0.00044
0.4 1.58364 1.58365 0.00085
0.6 2.04421 2.04424 0.00125
0.8 2.65104 2.65108 0.00152
1.0 3.43650 3.43656 0.00179
y = flzy) =x+y, y(0)=1

Cl?@:.il?i_l—l—h, ?::1,2,---,71

1 :
Y; :yi—1+6(pi+2':ﬁ+2ri+si)a t=1,2,...,n
1 1
pi = flxio1,yi-1)h, ri = flzio1 + Ehj Yi—1 + EQi)ha
1 1
qi = f(-'I’z'—l + Eh-, Yi—1 T+ Epz')h-, Si = f(-fz'—l + h-;y?;—l + Tz‘)h--
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