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1. ¢ Qué es una Ecuacion Diferencial Ordinaria?

Llamaremos Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) a una ecuacion que
relaciona la variable independiente =z, la funcién incognitay = f(x) vy
sus derivadas v',y", -+, y'™

F(:L‘: yaylaynu o ’y(n)) =0

Un ejemplo es la ecuacion:
y" + 2xy’ +y = sin(x)

El objetivo de la resolucion de una EDO consiste en determinar la funcion
incognita y = f(x)
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1. ¢ Qué es una Ecuacion Diferencial Ordinaria?

Mas ejemplos de ecuaciones diferenciales serian:

Y — 4y = sin(t)
i+ te =17+ 1
y" + vy +y = sin(x)

ym + th' fy=— COS(LU)

El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden
gue aparece en la ecuacion
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2. Solucion de una EDO

Consideremos
y' + wsin(z) =1

Encontrar la solucion implica buscar una funcion y(x) tal que cuando calculamos
su derivada y la sustituimos en la EDO obtenemos una igualdad.

Probemos con
y(xr) = x + xcos(x) —sin(x) + 3
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2. Solucion de una EDO

y' + wsin(z) =1
y(xr) = x + xcos(x) —sin(x) + 3
y' () =1+ cos(x) — zsin(z) — cos

1 — xsin(x) + xsin(z) =1

() =1 — zsin(x)

1=1

Notar que podiamos sustituir el numero 3 por cualquier otro numero real y
también continuariamos teniendo una solucion
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2. Solucion de una EDO

y' + zsin(z) =1 > y' =1— xsin(z)

Buscamos una funcion y(x) cuya derivada sea 1 — x sin(x), es decir una
primitiva o integral indefinida de 1 — z sin(x)

y(x) = / 1 — xsin(z)dx + C
y(x) = x + xcos(x) —sin(x) + C

Esta expresion que contiene una constante arbitraria C se llama la
solucion general de la EDO, mientras que si hacemos C=3 tenemos
una solucion particular de la EDO

y(xr) = x + xcos(x) —sin(x) + 3
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2. Solucion de una EDO

F(z,y,y") =0
Se llama solucion general de una EDO de primer orden a una funcion

y = ¢(z,C)
gue depende de una constante arbitraria C y que cumple las condiciones:
1. Esta satisface la EDO para cualesquiera valores de la constante C
2. Cualquiera que sea la condicion inicial (o, y(xzo)) siempre se puede

asignar un valor Cy a la constante C' tal que la funcion ¥ = @(z, Co)
satisfaga la EDO dada

Se llama solucion particular de la EDO a la que se obtiene de la solucion
general asignando cualquier valor determinado a la constante arbitraria '
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2. Solucion de una EDO

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial de orden 2

yﬂ_5y!+6y:0

1. Verifiguemos el hecho de que y1 = e?" Yy Y2 =€
de la EDO
2. Comprobemos que cualquier funcion de la forma

Yy = C162$ + Cgegx
también es solucidon de la ecuacioén diferencial

a son ambas soluciones

Notar que:

1. Cuando resolvemos una EDO de orden 2, esperamos obtener una
solucion general que es funcion de 2 constantes indeterminadas y de
dos soluciones independientes

2. Mientras que una solucion particular de una EDO es una solucion que no
contiene ninguna constante.
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2. Solucion de una EDO

F('Tayvyla" ) 7y(’n,)) =0
Se llama solucion general de una EDO de orden 1 a una funcion
Yy = @(Qja Cla 027 e 707?,)

gue depende de 7l constantes arbitrarias y que cumple las condiciones:

1. Esta satisface la EDO para cualesquiera valores de las constantes
2. Cualquiera que sea un conjunto completo de condiciones iniciales

siempre se puede asignar valores a las constantes C},C5,--- ,C”

., * * * . .
de manera que la funcion y = o(x,Cy,C5, - - ,Cn) satisfaga la EDO
dada

Notar que:

Dada una EDO de ordenn , un conjunto completo de condiciones iniciales
es un conjunto de los n valores de y y de sus derivadas hasta orden
n — 1 en el punto inicial To : y(zo), vy (xo), -,y Y (z0)
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2. Solucion de una EDO

Dada F(:Cay7y,a e 7y(n)) =0

con solucion general
y=¢(r,C1,Co, -+, Cy)

Se llama solucion particular de la EDO a la que se obtiene de la solucion
general asignando cualquier valor determinado a las constantes arbitrarias

Se llama problema de condiciones iniciales o problema de Cauchy al
problema de encontrar una solucién y(x) de la EDO de orden n dado un
conjunto completo de condiciones iniciales especificado

y(fI:O), yf(xo)a e ’y(n—l) (‘IU)
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2. Solucion de una EDO

Ejemplo (Problema 21(a))
Dada la familia de funciones

y(x) = Cre”* + Coxe” +x
Calcular la funcidon que satisface las condiciones iniciales

y(0) =1,/(0) =0
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3. Tipos de EDO
y' + zsin(z) =1

Es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y lineal

« Ordinaria porque la solucién ¥(x) es funcién de una Gnica variable
* Primer orden porque como maximo aparece la derivada de primer orden
e Lineal porque y(x) y sus derivadas aparecen linealmente
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3. Tipos de EDO

(1—-2%)y" —22y+3y=0  Ordinaria, de segundo orden y lineal

(1—27)y" —2y'y+3y=0 Ordinaria, de segundo orden y no lineal

, y) — 22y + 2y =0  Ordinaria, de cuarto orden y lineal
8:{;2 + 83; +y = xsin(t)  No ordinaria, de segundo orden y lineal

En el dltimo ejemplo, la solucion sera una funcion de dos variables y(z,1)
En la ecuacion aparecen derivadas parciales, y es por esta razon que las
ecuaciones diferenciales no ordinarias se llamen también Ecuaciones en
Derivadas Parciales (EDP)
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3. Tipos de EDO

Consideraremos también sistemas de EDO, que son conjuntos de EDO para
mas de una funcion de la misma variable independiente

Ejemplo
Y1+ 25112 = sin(x),
y1y3 + 3y1yy =0

Se trata de un sistema de EDO para ¥1(2)i y2(z) de orden 3

El orden de un sistema de EDO es la suma de los érdenes de las derivadas
maximas de las funciones que aparecen.
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3. Tipos de EDO

La solucion general de un sistema de EDO de orden n contiene n
constantes arbitrarias, que se pueden determinar especificando un
problema de Cauchy con n condiciones iniciales para las funciones y sus
derivadas repartidas segun el orden de la maxima derivada de cada funcion

Ejemplo Y1 + 2y1y2 = sin(x),
Y1y + 31y =0

Condiciones iniciales:  y1 (o)

y2(T0), yé(%)
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4. Solucidon de EDO de variables separables

Una EDO de primer orden es separable si después de algunas operaciones
algebraicas elementales es posible ordenar la ecuacion de tal manera que:

y' fly) = g(x)

Ejemplo:
1

1. vy =2zy N y’g = 2x

2. Yy = T + y2 No es de variables separables
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4. Solucidon de EDO de variables separables

Si queremos solucionar v’ f(y) = g(z) tenemos que integrar respecto a

/f(y)y’dx:/Q(m r ff d’r—/g(a:)dx

Hacemos un cambio de variable a la integral de la izquierda y pasaremos de
una integracion respecto de x a una integracion respecto de .

v = y=y()
Busquemos la relacion entre diferenciales
y=y(x dy = v dx

[ 16 yd:c—/f )iy = [ gl

ff(y)dyzfg(a?)dsc+02 - C, =/g(:c)d:c+c
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4. Solucidon de EDO de variables separables

Ejemplo: Resuelva la ecuacion diferencial

y’ = 21y

/_dy_ ) 1
y = =2ry > —dy =2xdx >

1
/adz:/Qxd:c S log|y|:x2+CVC€R S
ly| = e® 0 — ¢ eC — De*” VD > 0

Siy>0 — y:De*’“Q, VD >0 ySiy<0 — -y:—Dexg, VD >0
y=20 También es solucion de la EDO

y=+De" = Me*", M € R
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4. Solucidon de EDO de variables separables

Ejemplo: Resuelva la ecuacion diferencial

y(1+2z)+z(1—y)y' =0

Efectuando separacion de variables nos queda

/(1—2) dr = /(1—1) dy+C
. L . Y

Integrando obtendremos la solucion general

log |z| +2z =y —log|y| + C

En esta solucion general no es posible aislar y en funcion de x. Pero si podemos
Imponer una condicién inicial =z =1, y(1) =e
Solucion particular
log|l|+2=e—logle|+ C > log |z| + 2z =y —log |y| + 3 — ¢
C=3-c¢
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Muchas de las leyes de la naturaleza encuentran su expresion mas natural en
el lenguaje de las ecuaciones diferenciales

En fisica, quimica, biologia, ingenieria, astronomia, economia, matematicas,...

No resulta dificil darse cuenta de la razon por las que las ecuaciones diferen-
ciales se presentan con tanta facilidad en las ciencias

df

Si y = f(x) es una funcion dada - la derivada o puede interpretarse como
la razon de cambio de f conrespectoa v

En cualquier proceso de la naturaleza, las variables involucradas se rela-
cionan con sus razones de cambio a través de los principios cientificos
gue rigen el proceso - cuando se expresa esta relacion con notacion mate-
matica por lo general se obtiene como resultado una ecuacion diferencial
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

» Laley de gravitacion universal de Newton
» Las ecuaciones de Maxwell

» El movimiento de los planetas

» Larefraccion delaluz

Constituyen ejemplos importantes que se pueden expresar en términos de
Ecuaciones diferenciales.

El siguiente ejemplo esclarecera alguna de estas ideas.
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Mecanica

De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, la aceleracion
de un cuerpo (de masa ™) es proporcional a la fuerza total /' que actia

sobre el cuerpo
F=m-a

Supongamos gue estamos analizando la caida de un cuerpo proximo a la tierra
Sea ¥(t) la altura del cuerpo desde la superficie terrestre en el instante ¢

Si la Unica fuerza que actua sobre el cuerpo se debe a la gravedad »>
si g eslaaceleracion debida a la gravedad -> la fuerza gue se ejerce

sobre el cuerpo es ' = m - g.Y como la aceleracion es d7y
dt>
d?y d*y

La ley de Newton se expresa m-g=m- - — — q= —2
g az 9T A
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Mecanica

De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, la aceleracion
de un cuerpo (de masa ™) es proporcional a la fuerza total /' que actia

sobre el cuerpo
F=m-a

Es posible plantear el problema de una forma mas interesante, suponiendo que
el aire ejerce una fuerza de resistencia proporcional a la velocidad.

Si k esla constante de proporcionalidad = la fuerza total que acttia sobre el

cuerpo es dy
m-qg—k - -2
I
- La segunda ley de Newton se convierte en
dy — d?y

m-g—k- i " 72 EDOde orden 2
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Circuitos eléctricos

I R
Consideremos el flujo de electricidad en §
el siguiente circuito eléctrico simple. S) E L
Los elementos que queremos destacar
son los siguientes: L “ 9

1. Una fuente de voltaje E

2. Unaresistencia que produce una caida de voltaje Vi =1:¢-R

3. Uninductor que produce una caida de voltaje V; =1L - %
4. Un condensador que produce una caida de voltaje Vv, = % . q
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Circuitos eléctricos

Ademas, como la corriente es la
velocidad del flujo de carga, tenemos

que ] dq
1= —
dt

Estos 4 elementos del circuito actuan Ve = ! q

juntos de acuerdo con

Ley de Kirchhoff: Lasuma de voltajes a traves de los tres elementos tiene
gue ser igual ala de la fuente de voltaje

di ¢
E-Vg—-Vy, - Ve=0—-V—-—iR—L——==0
i L “ ~ ’ dt C
di q
Ri+L—+—==F
1+ dt+C’
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Circuitos eléctricos

Podemos llevar a cabo nuestro analisis considerando:

La carga ¢ como v. dependiente y el tiempo ¢ como la v. independiente >
debemos eliminar la variable 2 de la ecuacion
dg di d?q

Aplicando ;= —= — = —
dt’ dt  dt?

dt C
d? d
L—dtg + Rd—fj + % = F EDO de segundo orden
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Descarga de un condensador
Consideremos el circuito que consta de un condensador, inicialmente cargado

con carga ¢,y unaresistencia R , y se cierra el interruptor [

E
Ah—— @

i1

28

La suma de caidas de voltajes en el circuito tiene que ser O

Ve+ Ve =0
La ecuacion del circuito es Ri + % =0
dgq
Aplicaremos © = 7 para eliminar la variable ; de la
ecuacion
dc
La ecuacion a integrares R— r__41
dt C

Tema 1. Ecuaciones Diferenciales



5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Modelos de poblacion

Si N representa el nUmero de individuos de una poblacién, bajo hipoétesis
razonables el ritmo de crecimiento de la poblacion es proporcional al nUmero

de individuos.
Esto corresponde a una EDO para N (t) de la forma

N=Fk-N, k>0

Esta EDO aparece también en otros contextos, como el crecimiento de un
capital debido alos intereses
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5. Algunas EDO en la ingenieria y la ciencia

Desintegracidon radioactiva

El nimero de desintegraciones por unidad de tiempo de un isétopo inestable
s6lo depende de la cantidad N de isotopos presentes.

Esto proporciona una EDO muy parecida al modelo simple de poblacion,
pero con un cambio de signo, dado que ahora la poblacion de is6topos

iInestables disminuye

N=-\-N, A>0
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