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4.1 Funcions de dues variables Definicié

4.1 Funcions de dues variables
Recordatori: funcions reals d'una variable real

» Definicié. Una funcié real d'una variable real és una funcié que
assigna a cada nombre real un nombre real:

f+ R — R
z — fx)

> L'expressié y = f(x):
1. Indica que la variable y depen de la variable z segons la funcié f.
2. Es I'equacié (explicita) d'una corba del pla R

» La corba del pla associada a f(x) és el conjunt de punts que satisfan
y = f(x), és a dir, els punts de la forma:

(z,y) = (=, f(x))
Observacié. f(r) = 222 i y = 222 representen la mateixa funcié.
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4.1 Funcions de dues variables  Definicié
Exemples
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4.1 Funcions de dues variables Definicié

Funcions reals de dues variables reals

» Definicié. Una funcié real de dues variables reals és una funcié que
assigna a cada punt del pla un nombre real:

f: RxR — R
(,y) — fl=,y)

» L'expressié = = f(z,y):
1. Indica que la variable z depén de les dues variables = i y segons la
funcié f.
2. Es I'equacié (explicita) d'una superficie de I'espai R?.
» La superficie de I'espai associada a f(x,y) és el conjunt de punts que
satisfan z = f(z,y), és a dir, els punts de la forma:
(z,y,2) = (z,y, f(z,9))

Observacié. f(z,y) = 222 +y? i z = 222 + 3 representen la mateixa
funcid.
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Exemples

z = 222 + 12 z =xsinzcosy
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Corbes de nivell

» Definicid. La corba de nivell d'altura h de z = f(x,y) és la corba
interseccié de la superficie amb el pla horitzontal z = h, és a dir, la
corba d'equacié

f(z,y) =h

» Observacions.

> El recorregut sobre una corba de nivell no puja ni baixa.
> Les corbes de nivell es poden representar sobre la mateixa superficie o
bé projectar-les sobre el pla XY
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Mapa de contorn

» Definicié. El mapa de contorn de la superficie d'equacié z = f(z,y)
és el conjunt de corbes de nivell d'altures equidistants 0, +h, +2h, ...,
representades sobre el pla XY

» La separacié entre corbes déna idea de la variacié de la funcié:

» Poca separacié6 — variacié rapida.
» Molta separacié — variacié lenta.

o
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Mapes de contorn: exemple 1

Mapes topografics
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Mapes de contorn: exemple 2

Mapa d’isotermes Mapa d’isobares
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4.1 Funcions de dues variables  Superficies de R3

Exemple

Identificar les corbes de nivell i dibuixar el mapa de contorn de la superficie:
z2=/4—a2%—92

Fent z constant: z = h = 22 + y? =4 — h?
Corbes de nivell: circumferéncies amb centre (0,0), radi v4 — h2, h € [0, 2].
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Seccions

» Les seccions s'obtenen fent la interseccié de la superficie amb un pla.

> Les corbes de nivell sén seccions per plans horitzontals.

> Les seccions per plans paral-lels donen informacién sobre la forma de
la superficie.
» Seccions parallelesa YZ: x =h = z = f(h,y)
» Seccions paral-lelesa XZ: y=h =z = f(z,h)
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Exemple (I)

Considerem la superficie z = xsin z cos .

» Grafica i mapa de contorn:
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3
Exemple (I1)
» Seccions: z = x sinx cosy

r=h= z=hsinh cosy =m cosy
y=h=z=2asinx cosh=nxzsinx

b LT ST
6 "7 3 Y=3
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Equacié implicita d'una superficie (1)
Funcions reals d'una variable real
» Corba definida de manera explicita: y = f(x).

» Corba definida de manera implicita: F(z,y) = 0.
» Exemple:
» Forma implicita: 22 +y% =4

» Formes explicites: { vy= Ji—a?
y=-va—x
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4.1 Funcions de dues variables Superficies de R3

Equacié implicita d'una superficie (I1)
Funcions reals de dues variables reals

» Superficie definida de manera explicita: z = f(z,y).
» Superficie definida de manera implicita: F'(x,y,z) = 0.
» Exemple:
» Forma implicita: 22 +y? + 22 =4
4 — 22 — 2

. z=
» Formes explicites: 5

=—\/4—-22—-y
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4.1 Funcions de dues variables Quadriques
N .
Quadriques

Recordatori. Coniques: corbes del pla definides implicitament per
equacions polinomiques de grau menor o igual que 2 en les variables = i y.
Quadriques

Les quadriques son superficies de I'espai definides implicitament per
equacions de la forma
F(z,y,z) =0

on F'(x,y,z) és un polinomi de grau menor o igual que 2 en les variables
T, yiz.

Observacié. Els plans sén quadriques, perque la seva equacio és
polinomica de grau 1 en z, y, z.

Ar+By+Cz+D =0
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4.1 Funcions de dues variables Quadriques

Tipus de quadriques (1)

Permutacions en les variables donen lloc a canvis d'orientacid!

Esfera: 2% + y° + 2% = R? mxw-ﬁ+£+é—1
era: y z = Ipsoiae: (12 b2 62 =
2 2 2 Z2 :132

y z° . . ) .
— — =1 Hiperboloide de dos fulls: ol ol 1

Hiperboloide d'un full: o + w2
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4.1 Funcions de dues variables Quadriques

Tipus de quadriques (I1)

2 2 2 2

Paraboloide el-liptic: % = % + 32—2 Paraboloide hiperbolic: % = 2—2 - ?2—2
22 $2 y2 - 2 2 2 - . 2

Con: - =—+ = Cilindre: z° +y~ = R~ Cilindre parabolic: y =«

c? a2  b?

En general un cilindre correspon a una equacié en z, y, z, on falta una de les variables.
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades direccionals

4.2 Derivacié en dues variables
Idea: pendent d'una corba sobre la superficie
» Funcions d'una variable: la derivada d'una funcié en un punt ens
ddna el pendent de la corba en aquell punt.

» Un recorregut sobre la superficie ens donara una corba (en I'espai)
que, en cada punt, tindra un cert pendent.

» En una superficie de I'espai, el pendent dependra de la direccié.
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades direccionals

Derivades direccionals (1)
Definicié La derivada direccional
» de la funcié z = f(z,y),
> en el punt (a,b),
» segons la direccié del vector ¥,
és el pendent en el punt (a,b, f(a,b)), de la corba obtinguda al avangar
sobre la superficie d'equacié z = f(x,y) seguint la direccié del vector .
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades direccionals

Derivades direccionals (I1)

Observacions

v

El punt (a,b) és del pla XY, és a dir, el pla z =0.

v

El vector ¥/ ens indica una direccié sobre el pla XY.

El punt (a,b, f(a,b)) és de la superficie z = f(z,y).

El recorregut obtingut és la corba donada per la interseccié de la
superficie z = f(x,y) amb el pla que conté:

> la recta de vector director ¥ que passa per (a,b), i
> el punt (a,b, f(a,b).

v

v

La superficie és el mén on ens movem !!!
El pla XY és el mapa !!!

El vector v és la bruixola !!!
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades direccionals

Calcul de derivades direccionals (1)

» El vector ¥ ha de ser unitari. Important!!!
Es pot donar de dues maneres:

—

> A partir d'un vector qualsevol, @ = (uy,us), normalitzant: ¢ = Wu
u

> A partir d'un angle §: ¥ = (cos#,sinf).

» L'equacié de la recta del pla XY que ens indica la direccié del
moviment és:

(x,y) = (a,b) + t(v1,v2), teR
» El recorregut corresponent sobre la superficie és:
z = f(a-+tv,b+ tvg)
Per a t = 0, el punt corresponent és (z,y,2) = (a,b, f(a,b)).
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades direccionals

Calcul de derivades direccionals (I1)

Definicié. Donada la funcié f(x,y), el punt (a,b) € Dom f i el vector
unitari ¥ = (v1,v2), la derivada direccional de f(z,y) en (a,b) segons la
direccié donada per ¥ és:

Dy f(a,b) = Jim 2200+ tv2) = f(a )
t—0 t

Exemple. Calcular la derivada direccional de f(x,y) = zy en (1,2)

segons la direccié del vector unitari ¥ = ( 5y "5 )

T4+t¥2 24 ¢2) — (1,2
Dgf(l,Q):limf( 2 2) 1t ):

t—0 t

= lim
t—0 t t—0

t4 22
2 +

(1“?)(2”\?)‘1'2_%(1 3\f> 3v2
2
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades direccionals

Derivada direccional: interpretacié geomeétrica

De manera analoga al cas de funcions d'una variable (pero no tan senzilla):

» Dgzf(a,b) és el pendent de la recta tangent a z = f(z,y) en
(a,b, f(a,b)) segons la direccié donada per #, és a dir,

Dzf(a,b) =tana

on «a és I'angle entre la recta tangent i el (vector ¥ = (vy,v2), situat
al) pla XY.
» U = (v1,v2, Dyf(a,b)) és un vector director de la RT:

Dyf(a,b) _ Dgf(a,b)

= Dgzf(a,b) =t
v%—l—v% 1 sf(a,b) an o
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades parcials

Derivades parcials

» Les derivades parcials sén les derivades direccionals en les direccions
dels eixos de coordenades x i y.
» Definicié. Donada f(x,y) i (a,b) € Dom f, hi ha dues derivades
parcials:
1. Derivada parcial de f respecte de z en (a,b):
of

aim(av b) = D(l,O)f(a7 b)

2. Derivada parcial de f respecte de y en (a,b):

0
%(a, b) = D(O’l)f(a, b)
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4.2 Derivacié en dues variables Derivades parcials

Observacié

Si les derivades parcials de f existeixen i sén continues, no cal aplicar la
definicié de derivada direccional per a calcular-les:

> s es calcula derivant respecte de x i suposant y constant
x

> 30 es calcula derivant respecte de y i suposant x constant
Y

Exemple. Donada f(x,%y) = 22y, calcular les seves derivades parcials en
el punt (1,2).

of of

8f_ 2 8f _ .2 _ 2 _
oy =" :>6—y(1,2)_m lagy =" =1

Es el que es fa a la practica !!!
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4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

Pla tangent i recta normal

Idea: pendent de la superficie independent de la direccié

» Recordatori. La recta tangent a una corba en un punt mesura el
pendent de la corba i, a la vegada, és la recta que millor aproxima la
funcié.

» De manera andloga, en alguns casos es pot pensar quin és el pla que
millor aproxima una superficie en un punt. S'anomena pla tangent.

» El pla tangent no sempre existeix.
» Quan existeix, ens déna una mesura del pendent de la superficie
independent de la direccid.
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4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

Interpretacié geometrica de les derivades parcials
Els vectors (1,07 %(a,b)) i <0, 1, %(a,b)) sén vectors directors de les
rectes tangents a la superficie z = f(z,y) en el punt (a,b, f(a,b)) segons

les direccions dels vectors (1,0) i (0,1), respectivament.
(1,0, 5 (a. b))
(a,b, f(a,b))

(0,1,5(a,0))

(0,1)
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4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

Equacié del pla tangent a z = f(z,y) en (a,b)
Si el pla tangent existeix:
» Passa pel punt (a,b, f(a,b)).

» Els vectors (1,0, %(a, b)) i (0, 1, g—i(a, b)) en sén vectors directors.

Per tant, I'equacié implicita del pla tangent a z = f(z,y) en (a,b) és:

T —a 1 0
2= fa,b) G(a,b) GL(a,b)
Es a dir:
0 0
s=f@h) + G @b - a)+ ) (D)

Exercici. Determinar I'equacié del pla tangent a z = xy + y% en (1,2).
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4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

Existéncia del pla tangent

» En un punt d’una superficie, per tal que existeixi el pla tangent, les
rectes tangents a la superficie:

» Han d’existir totes, és a dir, en qualsevol direccié.
» Han d’estar totes sobre un mateix pla.

» Propietat. Donada f(x,y), és condicié suficient per tal que existeixi
el pla tangent a z = f(x,y) en (a,b, f(a,b)) que les derivades parcial
de f en (a,b) siguin continues.

» Exemple. El pla tangent no existeix en el vertex d'un con.

Es a dir, no hi ha pla tangent en el punt (0,0,0) de la superficie

d'equacié z = \/x? + 32
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4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

Equacié de la recta normal a z = f(z,y) en (a,b)

» La recta normal a z = f(z,y) en (a,b) és la recta perpendicular al pla
tangent a la funcié en (a,b) que passa per (a,b, f(a,b)).

» L'equacié del pla tangent ens proporciona:
> un punt: (a,b, f(a,b)), i
> un vector director: (ﬂ(a b), 2L (a,b) —1)
Bz \" Y Gy \t P
de la recta normal.
» Per tant, I'equacié continua de la recta normal a z = f(z,y) en (a,b)
és: '
r—a  y—b  z— f(a,b)
0 9 B _
b))  Fab) !
» Exercici. Trobar I'equacié de la recta normal a z = 2y + y? en (1,2).
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4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

Pla tangent i recta normal a una superficie donada
implicitament (1)

Propietat. Considerem la superficie de R? donada implicitament per
I'equacié F(z,y,z) =0, i sigui (a,b,c) un punt d'aquesta superficie, aixo
és, tal que F(a,b,c) = 0. Aleshores:

1. L'equacio del pla tangent a F(z,y,2) =0 en (a,b,c) és

OF OF OF
%(a,b,c)-(x—a)Jr— a(a,b,cy(zfc)—o

oy (a,b,c)- (y —b) +

2. L'equacié de la recta normal a F(z,y,z) =0 en (a,b,c) és

T —a y—b z—c

dr(a bc) dy(a bc) %—f(a,b,c)
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Pla

4.2 Derivacié en dues variables Pla tangent i recta normal

tangent i recta normal a una superficie donada

implicitament (I1)

>

Les expressions anteriors s'obtenen de les equacions corresponents a la forma
explicita, escrivint z = z(z, y), fent servir derivacié implicita per a calcular 2 o
a partir de F(x,y,z) = 0.

0z
x dy

Propietat. Sigui y = y(z) definida implicitament per F'(x,y) = 0. Aleshores,
dy _ 5
dr  OF
dx Sy

Exercici. Donada zy + 3% = 0, calcular 3.

Donat que en el calcul de derivades parcials es suposa una de les variables

constant, podem usar la propietat anterior per a calcular % i 6—; a partir de

F(z,y,2) =0:

oOF oF
92 _ e 92 _ %
- oOF - oOF

Oz B dy Bz

Exercici. Justificar les expressions de les equacions del pla tangent i la recta
normal a una superfie de R? definida implicitament a partir de les equacions
corresponents al cas explicit.
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4.2 Derivacié en dues variables Gradient

Gradient d'una funcid de dues variables

» Definicié. Donada f(x,y), el gradient de f en (a,b) € Dom f,
V f(a,b), es defineix com:

F1a0) = (@t 5 @)

» Exercici. Donada f(z,y) = \/2° + 2y2, calcular Vf(2,1).

» Propietat. Sigui f(x,y) amb derivades parcials continues en (a,b), i
sigui U = (v1,v2) un vector unitari. Aleshores:

Dyf(a,b) = Vf(a,b)-7 gi(a b) - vl+g£(a,b)-v2

» Exercici. Donada f(z,y) = 222y + zy?, calcular Dzf(3,1), amb
= (cos §,sin §).

El gradient permet simplificar el calcul de les derivades direccionals.
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4.2 Derivacié en dues variables Gradient

Gradient d'una funcié de dues variables (I1)

Observacio
» El vector (v1,v2, Dzf(a,b)) pertany al pla tangent.
» Per tant, es pot escriure com a combinacié lineal dels vectors
0 - 2]

(1,0,6—£(a, b)) i (0,1,8—5(a,b)).

» S'obté:
(v1,v2, Dif(a,0)) = a (1,0, 5 (a,0)) + 8 (0,1, 5 (a.0)) =
— (@ 8,08 (a,b) + B3 (1)
De les dues primeres coordenades, és clar que o = v1, 8 = vo.

v

La tercera coordenada, amb « = v, 8 = w9, ens déna |'expressié de
les derivades direccionals en funcié del gradient:
fof(a? b) - Vf(a,, b) U= %((% b) “v1 + %(a7b) T V2

x
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4.2 Derivacié en dues variables Gradient

Propietats del gradient (1)

» El gradient és un vector del pla XY
» Ens indica, per tant, una direccié en el mapa.
» A més, com veurem, el seu modul ens déna informacié sobre el pendent

de la superficie en el punt.
» Per les propietats del producte escalar de vectors:

Dyf(a,b) = Vf(a,b)-7 =V f(a,b)|| | cosa = |V f(a,b)] - cos
on o = (Vf a,b), ) és un angle entre 0 i 7.

> Dyf(a,b) és la projeccié ortogonal de V f(a,b) sobre @ (és un valor
numeric!)

[

“Daf(ad)
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4.2 Derivacié en dues variables Gradient

Propietats del gradient (1)

» Com que cosa € [—1,1]
~[Vf(a,b)|| < Dyf(a,b) < IV f(a,b)]

sigui quin sigui el vector unitari .

» Casos particulars:

IV f(a,b)]|
Dﬁf(aa b) = 0

t ¢
Q 2 0
I
N v O

~ IV f(a,b)l|

» Exercici. Comprovar que ||V f(a,b)|| és el pendent de I'angle format

pel pla tangent a f en (a,b) amb el pla XY
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4.2 Derivacié en dues variables Gradient

Propietats del gradient (I11)

1. [V f(a,b)| indica el valor maxim que pot assolir Dy f(a,b), és a dir,
el pendent maxim. També se I'anomena raé de maxim creixement de

f en (a,b).

2. Vf(a,b) indica la direccié (i sentit) de maxim creixement de f en
(a,b), perque en aquest cas tenim que o = 0.

3. Equivalentment, —||V f(a,b)|| i =V f(a,b) indiquen el valor miim de
Dgf(a,b) ila direccié (i sentit) de maxim decreixement de f en
(a,b), respectivament.

4. ﬁf(a b) és perpendicular a (la recta tangent a) les corbes de nivell de
z = f(z,y) en (a,b). Si ¥ és un vector unitari en la direccié tangent
a la corba de nivell, llavors Dz f(a,b) = 0 i, per tant,V f(a,b) L.
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4.3 Integracié en dues variables Definicié d'integral doble

4.3 Integracié en dues variables

Integrals definides en dues variables

Definicié. f:R? — R i un recinte D C R%, amb f(x,) > 0 per a
(xz,y) € D. La integral definida de f sobre D es defineix com el volum de
la regié de I'espai entre el pla XY i la superficie z = f(x,y) per sobre de D.
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4.3 Integracié en dues variables Definicié d'integral doble

Observacions

» La integral definida d'una funcié negativa z = f(x,y) sobre un
recinte D C R? es defineix equivalentment i té signe negatiu.

» Si f no manté el signe constant en D, aleshores el resultat de la
integral sobre D ja no és un volum.

» La integral doble d'una funcié sobre un recinte podria no existir. No
es demana tenir en compte els problemes d’'existéncia o no existencia
de les integrals, en aquest curs.

> Les integrals de funcions de dues variables es calculen fent dues
integrals en una variable. Es per aix0 que també s'anomenen integrals
dobles.

» Els Iimits d'integracié d'una integral doble han de descriure el recinte
d'integracid on es calcula la integral. Aquesta és la principal dificultat
associada al calcul d'integrals dobles.
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Intervals de R?2

Un interval del pla és un recinte D de la forma:
. . a<zr<b
= X - -
D = [a,b] x [¢,d] és a dir (z,y) € D <= { c<y<d
En la representacié grafica del recinte:
» inclourem |'eix Z, si necessitem veure punts de |'espai,

> o representarem només el pla XY, si només volem fixar-nos en el
recinte D.

Les integrals sobre intervals sén les més senzilles de calcular.
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Integrals sobre intervals (1)

» El volum és la integral de I'area de les seccions per plans verticals
paral-lels, seguint la direccié de I'eix X o la de I'eix Y.
» L'area és una funcié d'una de les dues variables:

> Fent seccié per plans en la direccié de I'eix y, I'area depén de x.
» Fent seccié per plans en la direccié de I'eix x, I'area depen de y.

d b
Alx) = / f,y) dy Aly) = / fzy)de
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

1. Seccions per plans paral-lels a I'eix y

Segments verticals d’esquerra a dreta.

y

V= //fxydxdy—/A dx/ab(/cdf(av,y)dy)dw

» La primera integral (la de dins) es resol suposant z constant.
» El resultat depen de x, i no conté y.
» Els limits d’integracié ens diuen: a < x <bic<y <d.

> L'ordre de les integrals ens indica de quina manera hem cobert tots
els punts del recinte.
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada
2. Seccions per plans paral-lels a I'eix x

y 1 Segments horitzontals de baix a dalt.

b

v=//Df<x,y>dxdy=/CdA@)dy:/cd(/:f(x,y)dx) dy

» La primera integral (la de dins) es resol suposant y constant.
» El resultat depén de y, i no conté .
> Els limits d’integracié ens diuen: c <y <dia <z <b.

» L'ordre de les integrals ens indica de quina manera hem cobert tots
els punts del recinte.
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Integrals sobre intervals (I1)

» Propietat. Si D = [a,b] X [c,d]

//D fley)dedy = :A(x)dx:/ab< Cdf(x: ct,y)dy> do

» Propietat. Si D = [a,b] X [¢,d] i f(z,y) = g(x)h(y), aleshores

[ s dzdy - ( / bg(x)drc) ( / dh(y)dy)

Cal anar molt en compte en aplicar aquesta propietat!!!
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Recintes elementals d'integracid: tipus 1
y=ga(x) |
N

Aleshores:
b p2(z)
/ f(x,y)dﬂfdyz/ / f(z,y)dy | dx
D1 a ¢1(x)
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Recintes elementals d'integracid: tipus 2

c<y<d

(2,) € Dy = { o1(y) < 7 < oa(y)

Aleshores:

d w2(y)
dz dy = dr | d
/sz(fv,y) z dy /c (/«m(w f(z,y) 96) Yy
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Observacions

» Hi ha recintes que sén a la vegada de tipus 1 i de tipus 2.

> Integracié en recintes no elementals: si un recinte D es pot escriure
com D = Dy U Dy, de tal manera que D1 N Dy = & 0 bé només es
toquen a la frontera, aleshores

//D f(w,y)d:cdyZ/ . f(a:,y)dxdy+/ o, f(z,y)dx dy

» Quan s'integra sobre un interval es poden calcular les integrals en
qualsevol dels dos ordres:

d b b pd
/ / f(z,y)dz dy = / / f(z,y)dydz
C a a C
Quan el recinte no és un interval cal anar amb compte!!!
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4.3 Integracié en dues variables Integracié iterada

Aplicacions al calcul d'arees i volums

» Area d'un recinte
Sigui D C R?. Aleshores:

Area (D):// 1-dedy u?
D

» Volum entre dues superficies
Sigui D C R? i les superficies z = f(z,y) i 2 = g(z,y), amb

f(z,y) =2 g(z,y), V (z,y) € D, o bé f(z,y) < g(z,y), V (z,y) € D.
Aleshores, el volum entre f i g sobre D vé donat per:

V= ‘//D(f(x,y)—g(x,y))dxdy’ u?

Cal assegurar-se que f(x,y) — g(z,y) no canvia de signe!!!
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4.3 Integracié en dues variables Integrals dobles en coordenades polars

Coordenades cartesianes i coordenades polars

y A e) = (1,0)

X

{x—rcosﬁ}@}{r:\/sﬂ—i—yQZO }

y=rsinf 9 = arctan (£) (+7 si z < 0)

Podem expressar corbes del pla tant en cartesianes com en polars:
F(z,y) =0<= F(rcosf,rsinf) =0 <= G(r,0) =0
G(r,0) = 0 <= G(\/z? + y?, arctan (%)) =0<«<= F(z,y)=0
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4.3 Integracié en dues variables Integrals dobles en coordenades polars

Funcions de dues variables en polars: coordenades
cilindriques

» Donada la funcié f(z,y), és clar que:
f(z,y) = f(rcos@,rsind) = g(r,0)

» D'aquesta manera: z = f(z,y) = z = g(r,0)

» Les coordenades cilindriques, (7,0, z) sén les coordenades de |'espai
obtingudes afegint z a les coordenades polars:

x =rcosf r=/z?+y?
y=rsind 5 <= ¢ 60 =arctan (%) (+7 si z <0)
2=z z2=z
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4.3 Integracié en dues variables Integrals dobles en coordenades polars

Calcul d'integrals dobles en coordenades polars

» Si D ve donat en coordenades polars, i f és una funcié de r i 0:

//D f(r,0)drdo

es calcula de la mateixa manera que les integrals dobles en
coordenades cartesianes.

b pd
» En la integral / / f(r,0)df dr el recinte és el conjunt de punts
que compleixenaa §C r<bic<0<d:

Pero ...
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4.3 Integracié en dues variables Integrals dobles en coordenades polars

Canvi de cartesianes a polars en integrals dobles (1)

dS = dx - dy dS =r-dr-df

||
dy | N

dx

» Un canvi de coordenades en una integrals en dues variables és
equivalent a un canvi de variable en una integral d'una variable.

> lgual que en una variable, el canvi de coordenades afecta també al
diferencial.
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4.3 Integracié en dues variables Integrals dobles en coordenades polars

El diferencial de superficie en coordenades polars

)

r dr

» Area d'un sector circular de radi p i angle 6:

1
A= =p%0
5P

> Per tant: . 1
dS =5 (r+ dr)® df — 51 dd ~ rdrdo
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4.3 Integracié en dues variables Integrals dobles en coordenades polars

Canvi de cartesianes a polars en integrals dobles (I1)

» Si D¢ representa un recinte en coordenades cartesianes Dp el mateix
recinte en coordenades polars, aleshores:

/ f(:n,y)dxdy:/ f(rcosf,rsind) - r - drdf
Dc Dp

» Aixi, per al calcul d'arees tenim que:

Area(D):// r-drdf u?
Dp

» D’altra banda, el volum entre z =0i z = g(r,6) > 0 per sobre de

Dp és:
V:// g(r,0) -r-drdf u?
Dp
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