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De forma descriptiva, tot i que incompleta, podriem definir la matematica com
la ciencia que estudia les propietats dels nombres, de les figures, dels conjunts,
de les operacions, de les funcions, etc.

Pero la matematica és quelcom més que tot aixo: és el llenguatge basic de totes
les ciencies. Es tracta d"un ciencia transversal a través de la qual es modelen tots
aquells sistemes fisics que ens envolten, dia a dia.

Una bona mostra la trobem en les closques marines, les quals poden ser
representades com a superficies en tres dimensions (3D). La seva forma
autosimilar es pot generar mitjangant una simple formula amb un cert nombre
de parametres lliures.

A la natura, amb certa facilitat, també ens podem trobar amb determinades
estructures que mantenen la seva forma essencial, fragmentada i irregular, tot i
variant I'escala d’observacid. D’aquestes estructures també se’n pot extreure un
model matematic que ens permetra, tant representar-les, com crear-ne de noves.
Parlem dels fractals.

En aquest modul ens endinsem, doncs, en la comprensio de la grandesa de les
matematiques com a ciencia transversal, que ens permet modelitzacions tals
com les formes de les closques marines i els fractals, aixi com en I’aprenentatge
de les eines de representacié grafica de que disposa el Maple, que ens permet
visualitzar i comprovar la similitud de la modelitzaci6 matematica amb la
realitat que ens envolta.
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Closques marines

Les closques marines es poden modelitzar mitjangant superficies tridimensio-
nals. La superficie de qualsevol closca marina pot ser generada mitjancant el
moviment d"una corba generatriu que es mou al llarg d’una corba estructural.
La corba estructural descriu la forma global de la closca, mentre que la corba
generatriu modela la forma i obertura de la closca.

corba generatriu corba estructural

En aquest modul introduirem un model depenent de 13 parametres per
modelitzar les closques marines, basat en la referencia [1].

El model complet el definirem en dues fases: primer definirem les equacions de
la corba estructural i després definirem les equacions de la corba generatriu que
ens permetran obtenir un model de les closques marines.

Com ja hem dit, la estructura basica d’una closca marina ve definida per una
corba en tres dimensions: la corba estructural. Aquesta corba, vista des de dalt
(és a dir, la seva projeccio sobre el pla XY), €s una espiral logaritmica.
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L’equacié d'una espiral logaritmica és molt facil de donar en coordenades
polars:

p= A .ee-cot(oc)

on el parell (p,0) son les coordenades polars (radi i angle) i A i o sén els
parametres que determinen el tipus d’espiral logaritmica.

El parametre A varia l'obertura de l'espiral, mentre que el parametre o és
I'angle que determinen la recta que passa per l'origen i els punts de la corba i la
recta tangent de la corba en aquest punt.

o
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En aquest cas és important observar que com es defineix I'angle 0 des del punt
fins a I'eix OX (que no és la forma estandard). Llavors, un punt del pla (p,0) en
coordenades polars equival, en coordenades cartesianes, al punt

x=p-cos(0)=4-e? P . o5(0)

y=p - (=sin(0))=—4 - e? " . 5in0)

com es pot apreciar en la grafica segiient.

y=psin(—9) =— p sind

x=p cos(—¢) = p cosd

Per dibuixar una espiral logaritmica amb el Maple es pot fer amb les segiients
comandes:

> x:=A*exp (theta*cot (alpha) ) *cos (theta) ;
y:=-A*exp (theta*cot (alpha) ) *sin (theta) ;

x =4 et co5(0)

yi=—A4 (0 ¢in(g)

> s;:{A=6,alpha=4/9*Pi} ;

> x:=subs(S,x);
y:=subs (S,y) ;

xX:=6 e(eCOt(gn)) cos(9)

O |~

y:=—0 e<ecm( TC) ) sin(0)

> plot([x,y,theta=0..4*evalf(Pi)]);
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Primer es defineixen les coordenades x i y en funci6 dels dos parametres A i a.
Després donem valors als dos parametres dins d’una llista S que mitjangant la
comanda subs (substituir) els substituim a les equacions. Finalment dibuixem
usant la comanda plot la corba en forma parametrica on fem variar I’angle 0
entre 0 i 4m. (NOTA: per a escriure dues linies dins de la mateixa linia de
comandes cal prémer Majuscules + Enter).

El dibuix també es pot fer en forma més compacta amb les comandes:

> x:=A*exp (theta*cot (alpha) ) *cos (theta) ;
y:=-A*exp (theta*cot (alpha) ) *sin (theta) ;

x =40 co5(0)

yi=—4 e 9 ¢in(n)

> S::{A:G,alpha=4/9*Pl} ;

on a més s’ha incorporat un parametre (thickness) per variar el gruix del dibuix.
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La forma de moltes closques de mar segueixen la trajectoria d'una espiral
logaritmica, encara que no necessariament inscrita en un pla. A l'elevar-se en
'espai el resultat és una corba que esta sobre la superficie d'un con. Aquesta és
la corba estructural de les closques de mar.

—

Aﬁ VY \A

P

Evidentment, la corba estructural depen del con sobre el qual es recolza I'espiral
logaritmica. En aquest cas, el con vindra donat per I'angle  representat a la
figura.

El punt del con que esta a distancia R de I'origen verifica que:
z=—R-cos(B)

p=’\/x2 —I—y2 = R - sin(B)

Una manera de fer que I'espiral logaritmica que teniem:
p= A - ee-cot(oc)

es recolzi sobre un con d’angle p és modificar el radi de l'espiral logaritmica
prenent :

A=4 - sin(B)
de manera que obtenim les equacions:

x=A-sin(B) - e? ) . o5(0)
y= — A -sin(B) - ¥ ©*) . 5in(0)

z=—4 - e? ) L cos(B)

Per tant la corba estructural depen dels tres parametres A, o i 3.
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Per dibuixar-la amb el Maple es pot fer amb la comanda spacecurve que permet
dibuixar una corba en l'espai que estigui expressada en forma parametrica (com
tenim en aquest cas):

> x:=A*sin (beta) *exp (theta*cot (alpha) ) *cos (theta) ;
y:=-A*sin (beta) *exp (theta*cot (alpha) ) *sin (theta) ;
z:=-A*exp (theta*cot (alpha) ) *cos (beta) ;

x =Asin(B) e ¥ () cos(0)
y = —Asin(p) e 9 gin(p)

z:=—A 00t co5(B)
> S:={alpha=78*Pi/180,beta=40*Pi/180,A=30};

13 2
:: = —_— = — -
S {oc 30 T, B 97‘:,/1 30]

> spacecurve (subs (S, [x,y,z,theta=0..4*Pi]) ,thickness=3) ;

Amb el Maple és senzill dibuixar la corba estructural i el con de recolzament
per comprovar que realment la corba esta sobre el con. Per aixo haurem de fer
dos dibuixos alhora, i ho farem amb la comanda display. Per poder utilitzar
aquesta comanda cal carregar el paquet plots. La carrega de paquets es fa
mitjangant la comanda with, és a dir, la segiient linia:

> with(plots):

ens permet usar la comanda display. Per veure les comandes associades al
paquet plots, es pot posar la comanda

> with(plots) ;

acabada amb punt i coma de manera que obtindrem un llistat de les comandes
accessibles a través d’aquest paquet.

El dibuix de les dues corbes es pot fer utilitzant les segiients comandes:

> display(
spacecurve (subs (S, [x,y,z,theta=0..4*Pi])
,thickness=3,color=black),
plot3d(subs (S,
[a*sin (beta) *cos (theta) ,a*sin (beta) *sin (theta) ,a*cos (beta)]
) ,a=-500..0,theta=0..2*Pi
,style=patchnogrid, transparency=0.7) ,orientation=[40,80]
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Abans de passar a la definici6 de la corba generatriu, és interessant
implementar la corba estructural en el Maple i veure les diferents formes que
ens apareixen al variar els tres parametres que determinen la corba estructural.
També és interessant entendre i jugar, mirant I'ajuda del Maple, amb les
opcions de dibuix emprades en el dibuix de la corba estructural i el con.

La segona corba que ens permet modelitzar les closques marines és la corba
generatriu. Aquesta ens permet generar la superficie exterior de la closca al
moure’s al llarg de la corba estructural.
En aquest model considerarem que la corba generatriu té forma ellipsoidal.
L’equacio implicita d"una el-lipse centrada en el punt (0,0) és:

x2 y2 B

a b
on a i b son els parametres de l'el'lipse que representen la meitat de les
longituds dels eixos major i menor respectivament.
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Si volem obtenir una representacié en forma polar en funcié de I'angle s, cal
trobar una relacio entre el radi o i I’angle s. En aquest cas si tenim en compte
que:

x=p-cos(s)

y=p - sin(s)
i ho substituim en l'equaci6 de I’el-lipse tenim que:

(- cos(s))® | (o~ s;'z;(s))z 4
a

d’on treiem que:

1

p:

cos(s)2 n Sin(s)2
a* b*
A partir d’ara denominarem per h(s) la funcié que donat un parametre s, ens

dona el radi de I'el'lipse centrada en el (0,0). D’aquesta manera, 1’el-lipse es pot
parametritzar en coordenades cartesianes com:

x=h(s) - cos(s)
y="h(s) - sin(s)

1

on h(s)=
cos(s)2 n Sin(s)2
a* b*
Observem que només amb els dos parametres a i b que ens donen les longituds

dels semieixos de I'el-lipse, tenim que la corba genetratriu és constant al llarg de
la corba estructural.

Aix0 no és el que passa a la realitat, on a mesura que ens anem allunyant del centre de la
closca, els semieixos de la corba generatriu creixen. De fet, creixen amb la mateixa
proporcid que la corba estructural. Per aixo, de fet, el radi de la corba generatriu h(s)

apareix multiplicat pel factor p = e © = <o/(%)
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D’aquesta manera tenim la parametritzacié de I'el-lipse:

x=h(s) e ) os(s)

y= h(s) -e 0 - cot(a) - sin(s)

L"tnic que cal en aquest punt per obtenir el model més simple de closca marina
que veurem ¢és a cada punt de la corba estructural sumar-li les coordenades
anteriors (és a dir, centrem la corba generatriu en la corba estructural):

x=A-sin(B) e ) cos(0) + h(s) - e® M) - cos(s)
=(A-sin(B) - cos(0) + h(s) - cos(s)): o - cor(a)

y=—A-sin(B)-e” " 5in(0) + h(s)-e® ) sin(s)
= (—A 'Sin(B) -sin(O) + h(S) . Sin(s))° ee - cot(a)

z=—4 - ¢gY cot(a) cos(PB)

En aquest punt el nostre model depen de 5 parametres (3 de la corba estructural
i 2 de la corba generatriu). La grafica de les closques que podem obtenir amb
aquesta modelitzacid es poden realitzar usant les segiients comandes:

> h:=s->1/sqrt(cos(s)*2/a*2+sin(s)*2/b*2) ;
1

2 - 2
\/ cos (2s) n s1n(§)
a b

> x:=(A*sin (beta) *cos (theta)+h(s) *cos (s))
*exp (theta*cot (alpha)) ;
y:=(-A*sin (beta) *sin (theta)+h(s) *sin(s))
*exp (theta*cot (alpha)) ;
z:=-A*cos (beta) *exp (theta*cot (alpha)) ;

h:=s—

x:=|Asin(B) cos() + cos(s) e(Ocot(a))
cos(s)2 sin(s)2
Y
a b
y=| —4 sin(B) sin(0) + sin(s) o(0cot(2))

2 - 2
\/ cos (2s) n sm(;)
a b

z:=—4e(0cot(2)) cos(P)
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> S:={alpha=80*Pi/180,beta=40*Pi/180,A=25,a=12,b=16};
2

S:Z{ =§Tt,oc=gﬂ:,a=12,/1=25,b=16]

> plot3d(subs (S, [x,y,z]),theta=-2*Pi. . 4*Pi, s=-Pi..Pi,
scaling=constrained,orientation=[-68,80] ,grid=[100,100]) ;

La parametritzacio anterior dona lloc a les segiients grafiques:

il
i

i

A
]
/’///////////

o

N

que queden lluny de la modelitzacié que estavem buscant. Aixo és degut a que
hem suposat que la corba genetratriu es troba en tot moment en un pla paral-lel
al pla XY com es veu en la figura de I'esquerra. Per modelitzar correctament les
closques marines, haurem de moure la corba generatriu en un pla que no sigui
paral-lel al pla XY (introduint 3 nous parametres).

Abans de variar el pla on descriurem la corba generatriu, introduirem una nova
notacio que ens facilitara la comprensié del model que volem plantejar. Per
facilitar I'escriptura separarem les coordenades de la corba estructural (xe,ye,ze)
de les de la corba generatriu (xgygzg) que sumades i multiplicades per

e O <!(%) donaran lloc a les coordenades dels punts de la closca. Es a dir:
x=(xe +xg)-e o)
y=(ve+yg) e’
z=(ze + zg) -¢ 0 - cot(a)

on:

xe=A -sin(P) - cos(9) xg=h(s) - cos(s)

yve= — A -sin(P) - sin(0) vg=nh(s) - sin(s)

ze= —A - cos(P) zg=0
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El primer que realitzarem sera una rotacid (centrada en el punt (xe,ye,ze))
respecte 1’eix major de I’el-lipse (eix OX) d’angle p .

Aquesta rotacio ve donada per la matriu T1:

1 0 0

0 cos(p) sin(p)
0 —sin(p) cos(p)

Per tant, les noves coordenades de la corba generatriu venen donades per:

1 0 0 xg xg h(s)cos(s)
0 cos(p) sin(p) (fyg|=| yg-cos(n) |= | h(s)sin(s)cos(p)
0 —sin(p) cos(p) || zg — yg - sin(p) — h(s)sin(s)sin(p)
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Tot i aixo, amb aquest gir tampoc aconseguim la modelitzacié que buscavem. El
motiu es veu en la segiient figura

on es veu clarament que la corba generatriu no es troba situada en el pla XY
sind en el pla vertical que passa pel centre (0,0,0) i pel punt en que estem (x,y,z).
Per tant, hem de fer un canvi d’eixos de coordenades (rotacio) sobre I'expressio
que tenim de la corba generatriu.

Aquesta rotacid ve donada per la matriu de canvi T2:

cos(0) 0 sin(0)
— sin(0) 0 cos(9)

0 1 0
D’aquesta manera obtenim:
cos() 0 sin(0) h(s)cos(s)
— sin(0) 0 cos(0) h(s)sin(s)cos(pn) |=
0 1 0 — h(s)sin(s)sin(p)

h(s)cos(s)cos(0) — h(s)sin(s)sin(p)sin(0)
— h(s)cos(s)sin(0)—h(s)sin(s)sin(pn)cos(0)
h(s)sin(s)cos()

En aquest cas veiem que si fem el dibuix s’aproxima molt més a la superficie
d’una closca marina:

> xg:=h(s) * (cos (s) *cos (theta) -sin(s) *sin (mu) *sin (theta)) :
yg:=-h(s) * (cos(s) *sin (theta)+sin(s) *sin (mu) *cos (theta)) :
zg:=h (s) *sin(s) *cos (mu) :

> x:=(xe+xg) *exp (theta*cot (alpha)):

:=(ye+yg) *exp (theta*cot (alpha)) :

:=(ze+zg) *exp (theta*cot (alpha)):

:={alpha=4*Pi/9,beta=2*Pi/9,A=25,a=12,b=16,mu=Pi/90}:

0 NK
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> plot3d(subs (S, [x,y,2z]) ,theta=-2*Pi..4*Pi,s=-Pi..Pi,
scaling=constrained,orientation=[0,90] ,grid=[100,100]) ;

Finalment, per obtenir el model més senzill de closca marina, es realitzen dues
rotacions més descrites en les dues figures segiients:

La primera rotaci6 ens diu que el pla sobre el qual es troba la generatriu no es el
pla radial sind que esta rotat un angle Q. Aquesta rotacié ve donada per la
matriu de transformacio6 T2:

cos(Q) sin(Q) 0
— sin(Q) cos(Q) 0
0 0 1
El segon gir és un gir respecte un eix normal a la generatriu d’angle @ i és molt

senzill de realitzar ja que simplement cal sumar ® a I'angle s.

Llavors fent aquestes dues transformacions les coordenades de la corba
generatriu s’obtenen fent el segiient producte:

cos(Q) sin(Q) 0 h(s)cos(s + ®)cos(0) — h(s)sin(s + ®)sin(p)sin(0)
— sin(Q) cos(Q) 0 — h(s)cos(s + ®)sin(0) —h(s)sin(s + ®)sin(pn)cos(0)
0 0 1 h(s)sin(s + ®)cos(p)
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Realitzant el producte i utilitzant les formules trigonometriques segiients:
cos(0 + Q) =cos(0) cos(€2) — sin(0) sin(Q)

sin(0 + Q) =sin(0) cos(Q) + cos(H) sin(Q)

s’arriba a les equacions per a la corba generatriu segtients:

xg= h(s)(cos(0+ Q)cos(s + P) — sin(0 + Q)sin(p)sin(s + P))
yvg= — h(s)(sin(0 + Q)cos(s + P)+ cos(0 + Q)sin(p)sin(s + P))
zg= h(s)sin(s + ®) cos(p)

El model resultant es pot descriure amb Maple segons:

> xe:=A*sin (beta) *cos (theta) :
ye:=-A*sin (beta) *sin (theta) :
ze:=-A*cos (beta) :
> xg:=h(s) * (-sin (theta+Omega) *sin (mu) *sin (s+Phi)
+cos (theta+Omega) *cos (s+Phi) ) :
yg:=-h(s) * (sin (theta+Omega) *cos (s+Phi)
+cos (theta+Omega) *sin (mu) *sin (s+Phi)) :

zg:=h(s) *sin(s+Phi) *cos (mu) :

> h:=s->1/sqrt(cos(s)*2/a*2+sin(s)*2/b*2) :

> x:=(xe+xg) *exp (theta*cot (alpha)):
y:=(yetyg) *exp (theta*cot (alpha)):
z:=(ze+zg) *exp (theta*cot (alpha)) :

> S:={alpha=8*Pi/18 beta=4*Pi/18,

A=25,a=12,b=16,
mu=Pi/18,0mega=3*Pi/18,Phi=55*Pi/180}:
> plot3d(subs (S, [x, y, z]),theta=-2*Pi..4*Pi,s=-Pi..Pi,
scaling=constrained,orientation=[-68,80] ,grid=[100,100]) ;

Francesc Pozo, Nuria Parés, Yolanda Vidal Modul 2 - 16



DE CATALUNYA

interc@mpus 9 UNIVERSITAT POLITECNICA

Si considerem el model de 8 parametres (tres de la corba estructural A, a i f3,
dos de la corba generatriu a i b i tres més de rotacié del pla on es troba la corba
generatriu p,Qi®) que hem estudiat fins al moment, veiem que la corba
generatriu és una corba el lipsoidal on el radi ve donat per

h(S)'e 0 - cot(a)

La funci6 h(s) ens dona el radi que té una el lipse de semieixos major i menor a i
b respectivament, mentre que el factor que conté I'exponencial fa que I'el lipse
augmenti a mesura que la closca marina va creixent.

De totes maneres, amb aquest model no es poden obtenir closques marines de
I'estil:

Epitonium b Turbo

ja que en aquests casos les seccions no son ellipses sind que contenen
protuberancies. Per modelitzar-les el que es fa és introduir cinc nous parametres
que ens modificaran la definicié de la funcié h(s).

El model que considerarem defineix:

— 2
h(s,8)=h(s) + Le - (2(SW—1P)) - (2 @)2

w2
on
h(s) = L
\/cos(s)2 n Sin(s)2
a? b?
i
(N0 N
[(0) = ~ (27‘5 arrodommententer( 275))

NOTA: en Maple per arrodonir un nombre a I’'enter més proper es pot usar la
comanda round.
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Els 5 nous parametres introduits son: P, L, W1, W2 i N i venen definits per:

P: angle que descriu la posicio de les protuberancies al llarg de I'el-lipse

* L:mesural’alcada de cada protuberancia

* WI: mesura 'amplada de cada protuberancia al llarg de I'el-lipse

» W2: mesura 'amplada de cada protuberancia al llarg de la corba estructural
= N:nombre de protuberancies que es troben per cada gir de 2n de I’angle 6

Els diferents parametres es poden veure en les segiients figures:

En aquesta secci6 es detallen els parametres necessaris per reproduir les
closques marines segiients:

NATALINA
.-I:
4n 2n o o I1n
S= {A—25,a— 12,b—16,P—0,L—0,0L—T, B —T, H—Q,Q—g,q)—?
NAUTILUS

4

Si={b=15L=0.4=2.a=2P=0,p =2 6=0.p=0.0= ", Q=0}
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LYRIA

\4

T oW

S={P=0,4=50,a=40,b=14,L =8 N=8,p =—

EA—A
1730 27 200 %715

191 T I T
EECRAR A TR

T

TURRITELLA

_89n

S ib=45*=T1gp-

11n -
¢—Y,A—22.2,a—1.3,b—1.5,L—0,P—0,p_ Q__%

T
180°

OXYSTELE

n
M= 1800

Q=-

S={L=0,W, =6W,=27,b=19,4=47,0 =

T
%}

17m R T
Y,B=TSO,¢=—§,P=O,G=4O,N=8,
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PLANORBIS ; .\
17w T T
—{[3=—A 45,a=20,b=30, L = O(I)— W 6W 279—3 u:Z,PzO,
Tm
N= 80( F
AMMONITE
S:={ —& A=2.5, 1b—09P—10W—20W—100N—15L—l
’ 0L_180’¢ 180’ a= T T A Ty AN T T PN T AT

g T
=180 P =2 * =1%o

CONUS

291 131
S=la="0 =35>
N=8,b=1}

L=0,W, =6W,= 275—1—80,10 0,u=0,Q=0,4=7,a=43,

NAUTILUS

2
S={L=0,W, =6,W,=27,4=450,a =400, b= 3109——T’Ta 1”0 P=0,8=7,9=0,

nu=0,N=8}

HELCION

4
S:={b=1.5,L=o,A=2,a=2,P=o,B=g,¢=o,u=o,a=—

T
9 5Q_O}
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CODAKIA
S={L=0,a 377TW =6,W,=27,Q=— . P= 0[3——¢ 0,N=8,
180° 180° H= 180
A=10500,a =1000Q b= 10500}
CLOSCA AMB PROTUBERANCIES
v
831t T T
S1i={o=—g5 b= 18O,A 25,a=1,b=09,Q = 180,5 Sh=Tg0
STRUTHIOLARIA
291t 1 T 1371 21 T
S.—{Q:W,L 2,A 561_18[?_16]\7 16P_—E,B=m,¢— 9,u_1—8
T T T
Q_E’Wl_%’WZZ%}

Es un bon exercici reproduir les closques anteriors i jugar amb les opcions de
dibuix (style, grid, light, shading, orientation) mitjangant el mena interactiu de
dibuix i també dins les linies de comandes. Es important també, a 1'hora
d’ensenyar bé els grafics, saber triar 1’orientaci6 des d’on es veu el dibuix.

Referéncia basica

-
.
-
.

A. Cortie : Digital Seashells Comput & Graphics Vol 17, pp. 79-84 (1993)
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Fractals

La geometria tradicional o euclidia, és la branca de les matematiques que
s’encarrega de les propietats i de les mesures d’elements com ara punts, linies,
plans i volums. La geometria euclidia també descriu els conjunts formats per la
reunio dels elements que ja hem citat, les combinacions dels quals poden formar
figures o formes especifiques.

No obstant, les formes que es poden trobar a la natura (muntanyes, costes,
nuvols, fulles, arbres, flocs de neu, ...) no es poden descriure facilment per la
geometria tradicional.

En aquest sentit, la geometria fractal proporciona una descripcié i un model
matematic per a les aparentment complicades formes de la natura. Aquestes
formes posseeixen, a vegades, una remarcable invariancia de simplificacio sota
els canvis de la magnificacio, propietat que caracteritza als fractals.

El fractal és, matematicament, una figura geometrica que és complexa i
detallada en estructura a qualsevol nivell de magnificacid. Sovint, els fractals
son semblants a si mateixos, és a dir, posseeixen la propietat de que cada petita
porcio del fractal pot ser visualitzada com una replica a escala reduida.

Es important reconeixer que els fractals sén una idealitzaci. Cap corba en el
mon real és un veritable fractal; els objectes reals son produits per processos
que actuen només sobre un rang d’escales finites. En altres paraules, els objectes
reals no tenen la infinita quantitat de detalls que els fractals ofereixen amb un
cert grau de magnificacio.

Es podria dir que un fractal és un patrd infinit comprimit en un espai finit. Un
bon exemple es veu fent un zoom en el conjunt de Mandelbrot que explicarem
més endavant.
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Els fractals es van concebre aproximadament el 1890 pel frances Henri Poincaré.
Les seves idees van ser desenvolupades posteriorment pels matematics
francesos Gaston Julia i Pierre Fatou, cap al 1918. Es va treballar amb intensitat
durant aquests anys, pero I'estudi va quedar congelat als anys 20.

L’estudi dels fractals es va reprendre a partir de 1974 a la IBM i va ser impulsat
amb forcga gracies a les primeres computadores digitals. El Dr. Mandelbrot, de
la Universitat de Yale, és considerat el pare de la geometria fractal. En el seu
honor, un dels conjunts que va investigar va rebre el seu nom.

Els fractals poden ser generats en funcié de diversos metodes. D’entre aquests
metodes destaquem:

o Algoritmes d’escapament. En aquest tipus de fractals, considerem cada
un dels punts del pla complex i s’aplica una férmula de forma iterativa
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fins que se satisfa una certa condici6. En aquest moment, s’assigna un
color al punt (nombre complex), en funcié del nombre de repeticions fins
que s’ha satisfet la condicio. Fractals d’aquest tipus requereixen un gran
nombre d’operacions i, per tant, només poden ser representants amb
I'ajuda d"un ordinador. D’aquest tipus son el conjunt de Mandelbrot i el
conjunt de Julia.

Funcions iterades. El sistema de funcions iterades (IFS) és un metode
creat per M. Barnsley, basat en el principi d’autosemblanca. En un fractal
IFS, sempre és possible trobar una part de la figura que guarda una
relacié de semblanga amb la figura sencera, tot i que a vegades és dificil
d’apreciar. D’aquest tipus és 'anomenada fulla fractal (fractal leaf).

X

\&{2::

i

Fractals atractors. Aquest tipus de fractals son la visualitzacio del
metode de Newton per a calcular les solucions complexes de les

equacions z"—1=0, a través de la formula iterativa z,, =z, —M, on
fn'(Z j)

f,(z)=z"-11 n>2. El grafic mostra els punts inicials pels quals el
metode és 0 no convergent cap a alguna de les arrels.

Fractals ‘a ma’. Triangle de Sierpinski. El matematic polac W. Sierpinski
va introduir aquest fractal el 1919. Es genera considerant inicialment
(n=0) un triangle equilater de costat unitat. Seguidament (n=1), si agafem
els punts mitjos de cada costat, podem construir un altre triangle
equilater invertit de costat Y2. Ara, repetim el procés (n=2), amb els 3
triangles de costat Y2 que estan orientats com l’inicial. Si repetim
infinitament aquest procés, obtindrem una figura fractal que rep el nom
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de triangle de Sierpinski. De forma similar, es pot generar el floc de neu
de Koch.

Floc de neu de Koch

El conjunt de Mandelbrot és un conjunt sorprenentment facil d’explicar,
malgrat la seva complicaci6 grafica. Es basa en iteracions de la funcié complexa

f:C— C,f(z)=22+c

on ¢ és un nombre complex fix i z és sempre inicialment zero.

Per a cada calor de c=x+yi, la successié dels termes f(0)=c, f({0))=f(c)= ¢’ +c,
FELO)) = f(*+c)=(c*+¢) +c,., (f@@n)0)',... pot ser convergent o
divergent. Donat que no podem iterar aquesta funcidé infinitament,
considerarem que, donat un complex ¢, la successié és divergent si algun
element de la successio té modul igual o superior a 2. D’altra banda, si cap dels
primers n termes (en el codi hem considerat un maxim de 30 iteracions) de la
successio te modul superior a 2, considerarem que la successio és convergent.

En la taula segtient, hem considerat dos punts inicials ¢, =i i ¢, =1—-i. Cada un
d’aquests punts, en ser iterats, ens resulta en dues successions

¢ =i c, =1-1
f0)=c, =i modul =1 flo)=c, =1-i modul = 2
f(f(0)=-1+i modul =~2 f(f(0)=1-3i modul = 10 > 2

1 Amb (f@@n) volem expressar la composicié de la funcié famb si mateixa n vegades.
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FF0))=i modul = 1 ff0))=-7-7i modul = 732
(fe@4)(0)=-1+i modul = 2 (fe@4)(0)=1+97i modul = /9410
_ o (f@e@5)(0)=- modul =
(fO@5)0)= modul =1 9407+193i /88528898
(f@@29)(0)=-1+i modul = /2
(fe@30)(0)=-i modul =1
m=30 m=2

Podem observar com, clarament, en el primer cas no divergim a I'infinit, mentre
que en el segon cas, quan fem la segona iteracid, el modul del nombre complex
ja és superior a 2. D’aquesta manera, pintarem el complex ¢, =i amb el color 30,
mentre que el complex ¢, =1-1i sera pintat de color 2. Farem aquesta operacio
amb cada un dels punts.

Finalment, definim el conjunt de Mandelbrot com el conjunt de nombres
complexos ¢ que, en ser iterats com acabem de veure, no divergeixen. En el
nostre grafic, és la zona tancada de color vermell.

Pero, com podem dibuixar aquest conjunt amb el Maple? De fet, no només
representarem el conjunt, sind també els punts de fora del conjunt, amb un
color diferent en funcié del nombre d’iteracions. Aixi doncs, podem definir una
procediment (que farem servir per donar color al conjunt de Mandelbrot) de la
segluient manera:

> mandelbrot := proc(x, y)

local ¢, z, m;

c = x+y*I;

z :=0;

for m to 30 while abs(z) < 2 do
z := z*2+c

od;

m;

end:

La rutina mandelbrot retorna el valor m. Com més gran és m, més gran és la
probabilitat que el punt x+yi sigui del conjunt de Mandelbrot. En aquest cas,
hem escollit un maxim de m=30, tot i que és possible que algun dels punts amb
m=30 no siguin realment del conjunt (perd és que no podem fer infinites
iteracions!). Aquest nombre m es fa servir en l'opcid de visualitzacio
‘color=mandelbrot’ (veure a I'ajuda del Maple plot3d/option).
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> plot3d(0, -2 .. 0.7, -1.2 .. 1.2, orientation=[-90,0],
grid=[250, 250], style=patchnogrid,
scaling=constrained, color=mandelbrot) ;

Fixeu-vos, no obstant, que el Maple associa el mateix color al 0 que al 30!

Es un bon exercici que modifiqueu el valor maxim que pot prendre la sortida m
del procediment mandelbrot, aixi com que modifiqueu la sortida posant In(m),
sin(n), etc. També podeu modificar el segon i tercer argument del plot3d (eixos),
per observar alguna zona concreta del conjunt.

El conjunt de Julia

El conjunt de Julia es defineix fent servir la mateixa funcié que en el conjunt de
Mandelbrot:
z>z +c.

Ara pero, cada conjunt de Julia tindra associat un mateix nombre complex c.
Per a cada nombre complex del pla z=x+yi, la successié que iterem ara és:

fz)= 2" +c,

ff@)A =" +e)=(z7 + )" + ¢,
FUF@N=f((+0) +)=((z"+e) +)" +c, .

Noteu la diferencia d’aquesta successi6 en relacié a la que origina el conjunt de
Mandelbrot.
Aleshores, donat un nombre complex ¢, el conjunt de Julia associat a aquest
nombre complex és el conjunt dels nombres complexos zo=x+yi tals que en
aplicar la funci6 de forma iterativa, el resultat no divergeix: és a dir, zo pertany
al conjunt de Julia associat al nombre complex c¢ si el modul del nombre
complex
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((z; +¢)’ +c) +c-+
no divergeix. A efectes de computacio considerarem, com el en cas anterior, que

divergim si en algun moment el modul d’algun dels elements de la successio és
més gran o igual a 2.

El procediment Maple que generem és:

> JuliaSet := proc(a, b)

local zl1,z2,zls,z2s,m;

(z1l,z2) := (a,b):

zls := zl1l*2: z2s := z2"2;

for m to 30 while zls + z2s < 4 do
(z1l,z2) := (zls - z2s, 2*zl*z2) + c:
zls := zl1l*2: z2s := z2"2;

end do;

m;

end:

Fixem-nos que en aquest cas, en lloc de la notacié6 complexa, hem fet servir la
notacid que representa un nombre complex com a un parell ordenat, per
millorar I'eficiencia computacional.

>c¢c :=0, 0.75;

> plot3d(0, -1.5 .. 1.5, -1.4 .. 1.4, orientation=[-90,0],
grid=[250, 250], style=patchnogrid,
scaling=constrained, color=JuliaSet)

Francesc Pozo, Niiria Parés, Yolanda Vidal Modul 2 - 28



(

interc@mpus
UNIVERSITAT POLITECNICA : . . . <
@ P e Un mon de formules: descobreix les matematiques amagades en

problemes de la ciéncia

((

A dalt hem representat el conjunt de Julia associat al nombre complex 0,75i.

c=-0.8911+0.2578i =-0.194+0.65571

Considerem per exemple, 'equaci6é z’-1=0, que té tres arrels complexes (una
real i dues complexes conjugades):

> solve (z*3-1,z);
TP SRS Oy S S V)
2 2 2 2

Donat un punt del pla complex qualsevol, sabem que, en aplicar el metode de
Newton de forma iterativa aquest punt, convergirem a alguna d’aquestes tres
arrels o divergirem. Per exemple, si considerem el punt inicial z,=1+i, el

resultat d’aplicar iterativament el metode de Newton ens dona:

i =Z ——ﬁl(Zj) =Z —Z3_1
J+l J Jrnv(zj) J 322
. 2 1.
zo=1+i Z ==+ —i
3 2
o =21 2, =058 0.13i
3 2
z, =-0.58-0.13; z, =125+0.31l
2, =125+ 031 2, =1.01+0.11i
z,=1.01+0.11i zs =0.99 +0.004:
2, = 0.99 1 0.004i z =1

Hem vist que en aquest cas hem convergit en 6 passos a una de les arrels (I’arrel
real).
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Si en canvi, com a punt inicial considerem z,=-2+i, la seqiiencia

d’aproximacions és:

. __fn(Z,-)zz'_z3—l
A I -4

Zg=—2+i 2z, =—1.29+0.72i
z, =—1.29+0.72i z, =—0.78+0.61i
z, =—0.78+0.61i z, = —0.44+0.74i
z, = —0.44+0.74i z, =—0.51+0.89i
z, =—0.51+0.89i 2z, =—0.50+0.87i
z, =—0.50+0.87i Z = _%Jr%,-

En aquest segon punt, hem convergit cap a una de les dues arrels complexes
conjugades, i també ho hem fet en 6 passos.

En el codi que implementa aquest tipus de fractals, hem considerat que hem
arribat a convergir quan l’error absolut entre la solucid real i la solucid
aproximada és inferior a 0.001. D’altra banda, iterem el procés fins a un maxim
de 50 vegades.

El codi sera:

> newton := proc(x, y)
local z, m;

z := evalf (x+y*I);

for m from 0 to 50 while abs(z*3-1) >= 0.001 do
z =z - (2°3-1)/(3*z"2)

od;

m
end:

> plot3d(o, -2 .. 2, -1.5 .. 1.5, orientation=[-90,0],

grid=[250,250], style=patchnogrid,
scaling=constrained, color=newton) ;

Francesc Pozo, Nuria Parés, Yolanda Vidal Modul 2 - 30



(

((

interc@mpus 5
UNIVERSITAT POLITECNICA < < . . <
@ DE CATALUNYA ! Un mon de formules: descobreix les matematiques amagades en

problemes de la ciencia

Podrieu localitzar en aquest grafic les tres arrels del polinomi p(z)=z’-1?

El fractal atractor de I'equacio de cinque grau z°—1=0, que s’aconsegueix de la
mateixa manera, és:

Podries fer ara un fractal atractiu que assignés un color a cada punt en funcio de la seva
tendéencia? Es a dir, si un punt tendeix a la primera arrel, assignem el color a, si tendeix
a la segona, assignem el color b, etc. El resultat obtingut ha de ser un dibuix com el
mostrat a continuacio.
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Referéncies

http://www.math.utsa.edu/mirrors/maple/mfrintro.htm
http://www.quanta.net.py/zfractal/intro.htm
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