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Resumen

Los quad trees propuestos por Bentley en el 1974 [7] son una estruc-
tura de datos disenada para resolver bisquedas asociativas [§]. Esta
estructura es una generalizaciéon de los arboles binarios de busqueda
y es interesante porque es cldsica y es utilizada. Ademds, es una
estructura de datos jerarquica de propédsito general que puede ser gen-
eralizada facilmente a miltiples dimensiones [14].

El problema de los quad trees es que es dificil borrar elementos [13]
0, dicho de otra manera, que sean dindmicos. Pese a que el borrado
en dos dimensiones estd definido por H. Samet [13], el algoritmo es
complicado y dificil de implementar. Es mas, este algoritmo también
es dificil de generalizar para dimensiones mayores a 2.

Ademsds, en el algoritmo cldsico de insercién, la forma del drbol
depende del orden en el que se insertan las llaves. Si las llaves son
generadas de manera independiente por una distribuciéon de probabil-
idad continua, se obtiene un arbol aleatorio [5] cuya altura esperada
es logaritmica con respecto al nimero de llaves del arbol, sin embargo,
si las llaves se insertan en orden, la altura del arbol es lineal, lo que
tiene un impacto en la eficiencia de las busquedas exactas en dicho
arbol (que en el caso peor son de coste proporcional a la altura del
arbol) y también en el de las bisquedas asociativas.

En el articulo, Randomized insertion and deletion in point quad
trees [4], se propone, utilizando algoritmos aleatorios [L0], un algo-
ritmo de borrado simple y escalable a méas dimensiones. El algoritmo
es facil de describir y de generalizar y es bastante més sencillo de
implementar que el de Samet. Ademas, los algoritmos de insercién
y borrado en randomized quad trees garantizan que los quad trees
resultantes sean siempre aleatorios.

En este trabajo final de grado se estudian los algoritmos rando-
mizados propuestos en el articulo citado anteriormente, se implemen-
tan y se propone una implementacién alternativa y més eficiente que
la original. Finalmente, se analiza experimental y exhaustivamente la
eficiencia de los algoritmos de insercién y borrado propuestos.

Posteriormente se comparan los resultados con algoritmos alterna-
tivos; una implementacién con cola de prioridad y una implementacion
sin randomizar.

Los resultados experimentales muestran que los algoritmos ran-
domizados propuestos: 1) funcionan correctamente para cualquier di-
mensién (de hecho se han probado hasta dimensién 6, pero los al-



goritmos son validos para cualquier dimensién, especialmente el bor-
rado), 2) producen &drboles aleatorios que cumplen con los costes es-
perados dados en la literatura [4], 3) compiten en eficiencia con la
implementacion con cola de prioridad propuesta especialmente para
dimensiones menores de 5, y 4) compiten en eficiencia (son mucho
mejores) que el algoritmo de insercién clésico en el caso en el que las
llaves a insertar no sean aleatorias o estén dadas en orden. De hecho,
este tdltimo algoritmo no produce arboles aleatorios cuando las llaves
no son generadas de manera aleatoria [3], 2].



Resum

Els quad trees proposats per Bentley en el 1974 [7] sén una estruc-
tura de dades dissenyada per resoldre cerques associatives [8]. Aquesta
estructura és una generalitzacié dels arbres binaris de cerca i sén in-
teressants perque és classica i és emprada. A més a més, és una estruc-
tura de dades jerarquica de proposit general que pot ser generalitzada
facilment per a multiples dimensions [14].

El problema dels quad trees és que és dificil esborrar elements [13]
o, dit d’altra manera, que siguin dinamics. Malgrat que ’esborrat en
dues dimensions esta ben definit per H. Samet [13], l'algoritme és
complicat i dificil d’implementar. Es més, aquest algoritme també és
dificil de generalitzar per a dimensions majors a 2.

A més a més, en 'algoritme classic d’insercid, la forma de I’arbre
depén de l’'ordre en que s’insereixen les claus. Siles claus sén generades
de manera independent per una distribucié de probabilitat continua,
s’obté un arbre aleatori [5] el qual I'altura esperada és logaritmica re-
specte el nombre de claus del arbre, tanmateix, si les claus s’insereixen
en ordre, 'altura de l'arbre és lineal, cosa que té un impacte en
Peficiencia de les cerques exactes en aquest arbre (que en el pitjor
cas son de cost proporcional a I’altura de ’arbre) i també en el de les
cerques associatives.

En l'article, Randomized insertion and deletion in point quad trees [4],
es proposa, emprant algoritmes aleatoris [10], un algoritme de esborrat
simple i escalable a més dimensions. L’algoritme és facil de descriure i
de generalitzar i és bastant més senzill d’implementar que el de Samet.
A més a més, els algoritmes d’insercié i esborrat en randomized quad
trees garanteixen que els quad trees resultants siguin sempre aleatoris.

En aquest treball final de grau s’estudien els algoritmes random-
izats proposats en l'article citat anteriorment, s’implementen i es pro-
posa una implementacié alternativa i més eficient que 'original. Fi-
nalment, s’analitza experimental i exhaustivament ’eficiencia dels al-
goritmes d’insercié i esborrat proposats.

Posteriorment es comparen els resultats amb algoritmes alternatius;
una implementacié amb cua de prioritat i una implementacié sense
randomitzar.

Els resultats experimentals mostren que els algoritmes randomizats
proposats: 1) funcionen correctament per a qualsevol dimensié (de fet
s’han provat fins a dimensié 6, pero els algoritmes sén valids per a
qualsevol dimensié, especialment el esborrat), 2) produeixen arbres



aleatoris que compleixen amb els costos esperats donats en la liter-
atura [4], 3) competeixen en eficiencia amb la implementacié amb cua
de prioritat proposta especialment per a dimensions menors que 5, i 4)
competeixen en eficiencia (sén molt millors) que 'algoritme d’insercié
classic en el cas en que les claus a insertar no siguin aleatories o estén
donades en ordre. De fet, aquest ultim algoritme no produeix arbres
aleatoris quan les claus no sén generades de manera aleatoria [3], 2.



Abstract

The quad trees proposed by Bentley in 1974 [7] are a data structure
designed to solve associative queries [8]. This structure is a general-
ization of binary search trees and is interesting because it is classical
and it is used. In addition, it is a general-purpose hierarchical data
structure that can easily be generalized to multiple dimensions [14].

The problem with quad trees is that it is difficult to delete el-
ements [I3], or in other words, to be dynamic. Although the two-
dimensional deletion is defined by H. Samet [13], the algorithm is
complicated and difficult to implement. Moreover, this algorithm is
also difficult to generalize for dimensions greater than 2.

In addition, in the classic algorithm of insertion, the shape of the
tree depends on the order in which the keys are inserted, if the keys
are generated independently by a continuous probability distribution,
a random tree is obtained [5], whose expected height is logarithmic
in regard to the number of keys of the tree, however, if the keys are
inserted in order, the height of the tree is linear, which has an impact
on the efficiency of the exact searches in said tree ( which in worst
case their cost is proportional to the height of the tree) and also in
the associative queries.

In the article, Randomized insertion and deletion in point quad
trees [4], it is proposed, using random algorithms [I0], a simple and
scalable deletion algorithm for more dimensions. The algorithm is easy
to describe and generalize and is much simpler to implement than the
Samet algorithm. In addition, the insertion and deletion algorithms
in randomized quad trees guarantee that the resulting quad trees are
always random.

In this final degree project, the randomized algorithms proposed
in the aforementioned article are studied and implemented, and an
alternative and more efficient implementation than the original one is
proposed. Finally, the efficiency of the proposed insertion and deletion
algorithms is experimentally and exhaustively analysed.

Subsequently, the results are compared with alternative algorithms;
an implementation with priority queue and an implementation with-
out randomization.

The experimental results show that the proposed randomized al-
gorithms: 1) work correctly for any dimension (in fact they have been
tested up to dimension 6, but the algorithms are valid for any di-
mension, especially the deletion), 2) produce random trees that meet



the costs expected in the literature [4], 3) compete in efficiency with
the implementation with priority queue proposed especially for di-
mensions less than 5, and 4) compete in efficiency (are much better)
than the classical insertion algorithm in the case where the keys to be
inserted are not random or are given in order. In fact, this last algo-
rithm does not produce random trees when the keys are not generated
randomly [3] 2].
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1 Introduccién

Un problema computacional comtn son las bisquedas asociativas. Este prob-
lema se presenta, por ejemplo, cuando utilizamos los teléfonos méviles y que-
remos saber cudl es el restaurante mas cercano o las gasolineras que se en-
cuentran dentro de una determinada region. Estas busquedas son relevantes
en distintos campos como pueden ser los sistemas de informacién geografica,
las bases de datos o los graficos por computador y son utilizada por aplica-
ciones como Google Maps y Tripadvisor. Por ejemplo, digamos que tenemos
una serie de localizaciones de restaurantes en Barcelona y sus coordenadas.
Estas busquedas nos permitirian buscar eficientemente los restaurantes que
se encuentren en un cierto rango o cual es el restaurante mas cercano respecto
a nuestra posicién actual.

Para resolver el problema de las busquedas asociativas en el 1974 se in-
troducen los quad trees con la publicacion del articulo Quad trees: a data
structure for retrieval on composite key [7]. En este articulo se mostraba
una estructura de datos que consistia en generalizar los arboles binarios de
busqueda para multiples dimensiones, los quad trees. A partir de ese mo-
mento se han presentado muchas mas estructuras de datos multidimension-
ales |14} [I5]. Los quad trees no son las tnicas que se utilizan; existen diversas
estructuras y cada una de ellas tiene sus ventajas e inconvenientes. Cada una
de ellas es utilizada en concordancia con el contexto de la aplicacién para la
que van a ser utilizadas.

R. A. Finkel and J. L. Bentley [7] vieron que en los quad trees bien ba-
lanceados el insertado seguia siendo de coste logaritmico en el tamano del
arbol como ya pasaba en los drboles binarios de buisqueda [I]. Las buisquedas
en el arbol eran también eficientes. Propusieron un algoritmo para optimizar
los arboles y garantizaron que las busquedas eran eficientes en estos. Desde
entonces se estudiaron mucho todas sus propiedades y los costes para realizar
los distintos tipos de bisquedas asociativas [13]. Pese a esto, el borrado seguia
siendo una operacion dificil.

Mas tarde, H. Samet en Deletion in two-dimensional quad-trees [13] definié
un algoritmo para el borrado en dos dimensiones que trataba el problema de
una manera similar al borrado en arboles binarios de busqueda. Compard



su algoritmo con tener que reinsertar todos los nodos en los subarboles del
nodo eliminado. Sus andlisis mostraron que el niimero de nodos reinsertados
disminuia considerablemente. Esto mejoraba la longitud total del camino
del arbol y resultaba en un arbol més balanceado. EIl problema es que el
algoritmo se vuelve demasiado complejo para dimensiones mayores de 2 [13].

En 2004 en Randomized insertion and deletion in point quad trees [4], se
introdujeron algoritmos randomizados [I2] para la insercién y el borrado en
quad trees. Estos algoritmos son simples y estan definidos para cualquier
dimension k > 2.

La propuesta mencionada anteriormente es tedrica y seria conveniente
analizar experimentalmente que resultados da en comparacién a los algo-
ritmos clasicos de borrado [I3]. Y justamente ese es el objetivo de nues-
tro proyecto, hacer una implementacién de la propuesta de los quad trees
randomizados [4] para poder hacer un estudio experimental exhaustivo [11]
ademas de dejarla disponible via open source a la comunidad.

En estos experimentos se investigara si el algoritmo de borrado propuesto
en este trabajo es mas eficiente que la reconstruccién del quad tree. También
se investigara cémo evoluciona el algoritmo al escalar dimensiones. Esto
significa medir como varia el coste dependiendo de la dimensién; probar si
deja de ser eficiente a partir de una dimensién concreta y estimarla.

Para ello, primeramente, explicaremos en el Capitulo 2 en qué consisten
las busquedas asociativas y los quad trees. Mas adelante en el Capitulo 3
definiremos la propuesta original de randomized quad trees y veremos un
ejemplo de ejecucién de la implementacion realizada. Seguidamente en el
Capitulo 4 veremos en detalle la implementacién realizada. Una vez hecho
esto, en el Capitulo 5 veremos los resultados de los experimentos y analizare-
mos los costes de los algoritmos. Comparando también el coste con las otras
dos alternativas implementadas. En el Capitulo 6 detallaremos la planifi-
cacién del proyecto y realizaremos un analisis econémico. Acabando, en el
Capitulo 7 veremos la sostenibilidad del proyecto y, por 1ltimo, en el Capitulo
8 resumiremos las conclusiones.
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2 Preliminares

2.1 Bisquedas asociativas

Definiremos el problema de las bisquedas asociativas de la siguiente manera.
Dada una coleccién de tuplas de k valores (ya sean coordenadas o atributos)
pertenecientes a un dominio ordenado, consideraremos una busqueda el hecho
de buscar las tuplas que cumplan ciertas condiciones sobre sus atributos. La
busqueda se considerara asociativa si especifica condiciones sobre mas de un
atributo [§].

Un poco mas formalmente, en el resto del documento, vamos a considerar
que las llaves son puntos en un espacio k-dimensional tales que dada una
llave z, x = (xg,x1,...,25—1). También vamos a considerar que cada z;
pertenece a un dominio D; = [0, 1] y que por tanto el universo de las llaves
es el hipercubo D = [0, 1]*.

Dada una coleccién F, de n registros (o llaves), donde cada llave de F es
una k-tupla de valores, (los atributos o las coordenadas de la llave) prove-
nientes de un dominio totalmente ordenado, una consulta (o busqueda) por
las llaves de F es un conjunto de condiciones que deben ser satisfechas por
los atributos de las llaves de F.

Como ya comentamos, la consulta se considera asociativa si solo si especi-
fica condiciones relativas a mas de uno de los atributos de las llaves.

En el resto de documento usaremos la notacion que acabamos de mencionar
para referirnos al conjunto de puntos, dominios, tuplas, etc...

Ejemplos de busquedas asociativas:
e Busquedas exactas: Estas busquedas son las mas sencillas y consisten
en buscar una llave con la que coincidan todos los atributos.

e Busquedas parciales: Las buisquedas parciales especifican un grupo de
atributos que se quieren buscar y su valor. El objetivo es encontrar las
llaves cuyos atributos especificados sean iguales.
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e Bisquedas por region: En estas busquedas se determina una region en
el espacio de busqueda y el objetivo es encontrar todas las llaves que
estén dentro de esta.

Por ejemplo, dado un conjunto de llaves bidimensionales F= [(1,4), (6,3),
(4,2), (9,8), (5,4)], una bisqueda exacta podria ser buscar la llave (4,2), una
busqueda parcial podria ser buscar las llaves cuyo segundo atributo sea igual
a 4 y una busqueda por region podria ser buscar las llaves con el primer y
segundo atributo entre 3 y 7.

Hay muchas estructuras de datos para atender estas consultas entre ellas
los quad trees [7]. Estos son interesantes porque son una estructura de datos
clasica y ademas utilizada. Estos usos van desde el tratamiento de imagenes o
los sistemas de informacién geograficos hasta las bases de datos grandes [13].
Son una estructura de datos jerdrquica y son de propdsito general en el
sentido de que sirven para responder a muchas consultas asociativas distintas
de manera razonablemente eficiente.

2.2 Definicion de Quad trees

A grandes rasgos, los quad trees de dos dimensiones consisten en un arbol cu-
aternario donde cada nodo tiene una llave de dos dimensiones y tiene asociado
cuatro subdrboles que corresponden a los cuadrantes Noroeste, Noreste, Sud-
este y Sudoeste. Si consideramos que la raiz de cada subarbol parte el espa-
cio bidimensional en cuatro cuadrantes respecto a sus coordenadas, entonces
cada nuevo punto insertado que pertenezca a un cuadrante sera guardado en
su respectivo subarbol. Para determinar a qué cuadrante pertenece un hijo se
comprobaran las coordenadas respecto a su padre. El arbol se va dividiendo
recursivamente en cuadrantes hasta que no quedan puntos que guardar.

La definicion formal es la siguiente:

Definicién 1 Un quad tree para una coleccion de llaves 2-dimensionales,
F={zW 2@ 20} esun drbol cuaternario en el cual:

1. Cada nodo de F contiene una llave 2-dimensional y tiene asociado
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cuatro subdrboles correspondientes a los cuadrantes NO, NE, SE y

SO.

2. Para cada nodo con llave x la siguiente invariante se cumple: cada
llave y en el subdrbol NO satisface que y1 < x1 y yo > xo; cada llave
y en el subdrbol NE satisface que y; > x1 y y2 > xo; cada llave y en
el subdrbol SE satisface que y1, > x1 y yo < Ta9; Yy, cada llave y en el
subdrbol SO satisface que y; < x1 Y yo < Tg.

== A

Figura 1: A la izquierda un quad tree representado en un plano y a la derecha
en un arbol.

La busqueda y la insercion de llaves son muy similares entre si. Si queremos
buscar un registro, tenemos que tomar la raiz y comparar cada coordenada
de la llave que se insertard con cada coordenada de la raiz. Si el nodo no
se encuentra en la raiz, avanzaremos en la direccion correcta y haremos esto
recursivamente hasta que encontremos el punto o haya un nodo vacio. En
este 1ltimo caso, la llave buscada no se encuentra en el arbol.

Si queremos insertar un registro, tenemos que ir a través del arbol de la
misma manera que en la biusqueda hasta que encontremos un nodo vacio. En
este caso podremos insertar el registro que a su vez dividira el subcuadrante
en 4 particiones mas.

El algoritmo de borrado clésico consiste en buscar la llave en el arbol y, si
se encuentra, eliminar el nodo y reinsertar todas las llaves que pertenecian
al subcuadrante en la raiz del arbol inicial. Podemos ver que este algoritmo
no es el mas eficiente, pero si el mas simple. El orden en el que los puntos se
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insertan en el arbol es muy importante. Un mal orden puede resultar en un
quad tree desequilibrado.

Veamos las operaciones con un ejemplo. Partiendo de un espacio en un
plano cartesiano que representa los posibles valores de las llaves dentro del
dominio de los numeros reales, denotaremos los cuadrantes, generados al
partir el espacio en un punto, Noroeste, Noreste, Sudeste y Sudoeste; NO,
NE, SE y SO respectivamente. Y supondremos que hacia arriba las y
incrementan y hacia la derecha las z incrementan.

Partiremos del arbol de la Figura [2| y vamos a insertar la llave 4. Como la
raiz ya estd ocupada el algoritmo compara en que cuadrante el punto debe
ser colocado respecto al nodo 1. En este caso la llave tiene que ir en el primer
cuadrante porque su coordenada z es menor que la de 1 y su coordenada y
es mayor. El algoritmo avanza a ese subarbol y como esta vacio el nodo es
insertado.

N

Figura 2: Insercién de un nodo 4 en el quad tree.

Ahora vamos a insertar la llave 5. En este caso volvemos a aplicar el
algoritmo, pero esta vez, hace falta que avancemos dos niveles hacia abajo ya
que este se encuentra al noroeste del primer nodo y por tanto tiene que bajar
un primer nivel y posteriormente tiene que descender al cuarto cuadrante del
nodo 4, ya se encuentra al sudeste de este, para colocarse en las hojas del
arbol.
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i AN

Figura 3: Inserciéon de un nodo 5 en el quad tree.

Ahora vamos a borrar la llave 4. El algoritmo la busca y la elimina.
Ahora tenemos que hacer algo con 5. Como hemos descrito anteriormente,
el algoritmo clésico reinsertara el nodo 5 desde la raiz siguiendo el algoritmo
de insertado quedando de la siguiente manera:

!

5

e A

Figura 4: Quad tree tras borrar el nodo 4.

Los quad trees pueden ser generalizados facilmente a multiples dimen-
siones [14]. Un quad tree k-dimensional consiste pues, en un arbol k-ario
donde cada nodo guarda una tupla de k valores y tiene 2% subérboles [7].
Por tanto, cada llave del arbol dividiré el espacio de bisqueda en 2* hiper-
cuadrantes donde cada uno de ellos corresponderda a una permutacion de
comparaciones donde cada atributo es mayor o menor que el del nodo padre.
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Y la definicién formal es la siguiente:

Definicién 2 Un quad tree T de tamano n > 0 es una coleccion de n re-
gistros k-dimensionales, que consisten en una llave x = (zg,...,xp_1) €
D, donde D = Dy x -+ X Dy, y cada D;, 0 < j < k, es un dominio
completamente ordenado. El quad tree T es un drbol 2F-ario tal que

e 0 bien es vacio yn =0, o

o su raiz quarda una llave x y tiene 2 subdrboles, cada uno asociado a
una secuencia de bits de longitud k w = wow; ... wx_1 € {0, 1}’“, y las
demds n — 1 llaves restantes estan quardadas en uno de sus subarboles
Ty, tal que Yw € {0,1}*: T,, es un quad tree y para cada llave y € T,
se cumple que y; < z; stw; =0yy; >x; stwj=1,0<75<k.

El problema de los quad trees es que el algoritmo de borrado es muy cos-
toso [13] y destruye la aleatoriedad del arbol en caso de que este lo fuese.
Como ya mencionamos anteriormente, existe un borrado eficiente en dos
dimensiones definido por H. Samet [I3] pero el algoritmo es complicado y
dificil de implementar. Es mas, este algoritmo también es dificil de gener-
alizar para dimensiones mayores que 2 y es tan complicado que la solucién
que se ha adoptado en la practica es la de reconstruir el subarbol completo
afectado por un borrado, lo que claramente incurre en costes mas altos de los
algoritmos. Otro problema del borrado es que, si tenemos un arbol generado
con nodos aleatorios, tras cada borrado el arbol se desbalancea y pierde efi-
ciencia. Es mas, si las llaves que se insertan no son generadas aleatoriamente
(por ejemplo, estén ordenadas creciente o decrecientemente) el drbol no es
aleatorio y no se cumplen los costes logaritmicos. Para resolver estos proble-
mas podemos hacer uso de los Randomized quad trees que explicamos en la
siguiente seccion. Antes de continuar damos la definicién formal de random
quad tree que es la siguiente:

Definicién 3 Un random quad tree de tamano n es un quad tree construido
msertando n llaves independientes escogidas de una distribucion de probabil-
idad continua definida sobre [0, 1]*.
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3 Randomized Quad trees

3.1 Definicién

Los randomized quad trees se diferencian de los quad trees originales porque
ahora los nodos ademas de contener una tupla de k atributos, donde £ es
la dimension del arbol, estos contienen un atributo extra al que llamaremos
prioridad [16].

Definicién 4 Un quad tree es un randomized quad tree si para cada nodo,
los hijos de este o bien son nulos o su prioridad es inferior a la del padre.

En particular cabe observar que si las prioridades se generan de manera in-
dependiente y uniformemente a partir del intervalo [0,1], un randomized quad
tree es un random quad tree y por tanto se cumplen todas las propiedades
tedricas demostradas para los random quad trees [9, [16] [10] 4].

En la Figura [5| se puede ver un quad tree con prioridades que no cumple
esta condicion y por tanto no es un randomized quad tree mientras que el
arbol a su derecha si que lo es.

Figura 5: Quad tree no randomized a la izquierda y randomized a la derecha.

Esta propiedad que hace que los arboles sean randomized nos permite crear
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arboles que no se vean afectados por el orden de los nodos insertados siempre
y cuando los algoritmos de insercién y borrado nos produzcan randomized
quad trees como resultado [4].

3.2 Implementacién original

A continuacién, vamos a ver como funcionan los algoritmos de insercion y
borrado basados en Randomized insertion and deletion in point quad trees [4].

Como hemos comentado, los nodos ahora ademas de ser una tupla de
k atributos, donde k es la dimension del arbol, este contiene un atributo
extra al que llamaremos prioridad y serd un nimero generado uniformemente
en el intervalo [0,1] y de manera independiente para cada llave. Lo que
queremos con esto es que el insertado y borrado produzcan arboles que se
comporten como si hubiesen sido creados por llaves generadas uniforme e
independientemente.

Para ello queremos que el insertado tenga una cierta probabilidad de con-
vertir al nuevo nodo en la raiz del arbol. De la misma manera, cuando un
nodo es borrado es necesario que los nodos inferiores tengan una probabilidad
de remplazarlo.

Siendo 7" un arbol y z un nodo a insertar, el algoritmo de insercién pro-
cedera de la siguiente manera:

1. Si el 4rbol T estd vacio, el algoritmo crea un arbol con raiz = y 2F
subarboles vacios.

2. Siel arbol T no esta vacio y la prioridad de x es mayor que la prioridad
de la raiz de T', entonces x se convertira en la nueva raiz del drbol y sus
subarboles seran el resultado de llamar a la funciéon split sobre 7. Si
la prioridad no es mayor entonces x sera insertada recursivamente en
el subarbol de T' que le corresponda por sus atributos.

Por otra parte, el algoritmo de borrado buscara el nodo a borrar y una
vez encontrado llamard a la funcién join para juntar sus 2* subarboles para
remplazarlo como nuevo arbol.
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Ahora vamos a explicar los algoritmos de split y join que utilizan los
algoritmos de insercién y borrado.

Dada una llave x y un arbol T el algoritmo split devuelve un nuevo arbol
T' con raiz x’ y con los 2¥ subarboles correspondientes. Es decir, para cada
nodo de T, este habra sido reasignado al subarbol correspondiente del nuevo
arbol T" con raiz z'.

Por su parte el algoritmo join recibe un conjunto de 2% 4rboles C y de-
vuelve un nuevo arbol cuya raiz es la raiz con més prioridad de entre los 2*

arboles de C.

Los algoritmos de split y join se llaman el uno al otro para ir cons-
truyendo el arbol. El split parte el arbol respecto a la nueva raiz y el join
junta los subarboles en uno solo y vuelve a llamar al split con la nueva raiz.

Esta propuesta fue implementada pero su coste era muy elevado y no podia
competir con los demas algoritmos dado que los algoritmos de split y join
recorrian el quad tree completo multiples veces. Por ello, inspirandonos en
los algoritmos propuestos, se implementd una propuesta que aprovechaba las
ideas de los algoritmos de split y join y que podia competir con los demas
algoritmos. Aun asi, la nueva implementacion podria ser mejorada ain mas
dado que ciertas propiedades de la implementacién original que permitian
ahorrar visitas a nodos no han sido incluidas atin.
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4 Algoritmos e Implementacién

En esta seccién explicamos los algoritmos de insercién y de borrado que
proponemos para los randomized quad trees. Estos funcionan igual que en la
propuesta anterior. Eso si, los algoritmos de inserciéon y de borrado utilizan
a su vez otros dos algoritmos que aun llamarse de el mismo modo que los
algoritmos originales hacen cosas distintas: el algoritmo split y el algoritmo
join.

Comenzaremos presentando el algoritmo split cuyo codigo se encuentra
en el Programal2l El objetivo de este algoritmo es agrupar todos los nodos de
un arbol dado segin su relacion de orden con una llave dada. Por tanto, este
algoritmo recibe como entradas un quad tree k-dimensional Ty una llave x.

En una primera etapa, este algoritmo produce una matriz de 2% filas tal
que cada fila ¢ de la matriz contiene los elementos del arbol que irfan en
el subarbol i-ésimo de un nuevo randomized quad tree k-dimensional que
tuviese raiz x.

En la segunda etapa para cada fila de la matriz llama al algoritmo join
que devuelve un randomized quad tree formado por los elementos contenidos
en dicha fila.

Finalmente, el algoritmo split devuelve un vector de randomized quad
trees que contiene en cada posicién ¢ un puntero al i-ésimo subarbol del ran-

domized quad tree con raiz x que contiene todas las llaves del arbol original
T.

Cabe mencionar que el algoritmo split recorre el arbol 7' por niveles
(utilizando el algoritmo clésico de recorrido en anchura de un grafo [1]).

Por su parte, el algoritmo join (mirar Programa [3) como ya se ha dicho,
recibe como parametro un vector de llaves y produce un randomized quad
tree con esas llaves (respectando las prioridades correspondientes).

Para ello, La funcién join buscara cudl de los nodos recibidos tiene mas
prioridad para convertirlo en la raiz del nuevo subarbol.
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Una vez seleccionado, los nodos seran vueltos a separar en una matriz como
hace el algoritmo split pero ahora respecto al nodo que ha sido elegido como
raiz del subarbol.

Por 1ltimo, la funcién es llamada recursivamente para cada fila de la matriz
una vez que los nodos han sido reasignados respecto a la nueva raiz.

Vamos a verlo con un ejemplo. Imaginemos que tenemos el quad tree
bidimensional 7" de la Figura [6] y queremos insertar el nodo = con prioridad
9.

w
w

Figura 6: A la izquierda el quad tree original y a la derecha tras superponer
el nodo 9 que se va a insertar.

Como el nodo tiene més prioridad que la raiz actual del arbol, se llamara
a la funcion split que partira el arbol en 4 cuadrantes respecto a 9.

Ahora se llamara a la funcién join en cada nuevo cuadrante. Esta selec-
cionara el nodo con més prioridad y lo hara raiz del nuevo subarbol. Ahora
los nodos restantes seran vueltos a repartir respecto a la nueva raiz y seran
juntados recursivamente mediante el algoritmo join.
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Figura 7: A la izquierda el resultado de el algoritmo split donde el nodo
con prioridad 9 es la raiz y los demés nodos estan agrupados por cuadrantes.
A la derecha la ejecucion del primer join en cada cuadrante.

Oy

Figura 8: El resultado final tras ejecutar el algoritmo join recursivamente.

Antes de ver los cédigos, es conveniente presentar el struct QuadtreeNode
con el que operan los algoritmos. Cada nodo del quad tree consiste en una
instancia de este struct que a su vez consiste en una llave x que contiene los k
atributos seguido de la prioridad y un vector de 2* punteros a los subarboles,
que también consisten en instancias del struct QuadtreeNode.
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Programa 1 Implementacion en C++ de la estructura QuadtreeNode

typedef vector<double> Key;

struct QuadtreeNode {

Key x;

vector<QuadtreeNodex*x> child;

QuadtreeNode (const Key& _x) : x(_x),child(int (exp2(K)), NULL) {}
};

Por otra parte, tenemos la funciéon subtree_to_insert que, dados dos
nodos, nos devuelve un indice ¢ que indica el i-ésimo subéarbol en el que el
primer nodo deberia ser insertado respecto al segundo.

Programa 2 Implementacién en C++ del algoritmo split

//INPUT: una llave x y un arbol T
//0UTPUT: 2"k subarboles de x con los nodos de T
vector<QuadtreeNodex*> split(const Key& x, QuadtreeNodex& T){
vector<QuadtreeNode*> childs (int (exp2(K)),NULL);
if(not T) return childs;
vector<vector<QuadtreeNode*> > matrix(int (exp2(K)));
queue <QuadtreeNodex*x> q;
q.push(T);
//busqueda en anchura donde separamos todos los nodos de T
//respecto a x en la matriz creada
while (not q.empty (D){
QuadtreeNode* act= q.front(); q.pop(Q);
auto w= subtree_to_insert (act->x,x);
matrix [w].push_back(new QuadtreeNode (act->x));
for(int j = 0; j<int(exp2(K)); ++j){
if (act->child[j1){
q.push(act->child[j]);
}
¥
}
//1llamadas a join para cada fila de la matriz que nos devolvera
//el subarbol resultante para esa fila
for(int j = 0; j<int(exp2(K)); ++j)
childs[j] = join(matrix[jl);
return childs;
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Programa 3 Implementacién en C++ del algoritmo join

//INPUT: un vector de llaves
//0UTPUT: un arbol randomizado construido a partir de las 1llaves
QuadtreeNode* join(vector<QuadtreeNode*>& child){
double max= -1;
int imax= -1;
//Busca la llave con prioridad maxima del vector de entrada
for(int i = 0; i < child.size(); ++i){
if (child[i] and (child[i]l->x)I[K] > max ){
max= child[i]->x[K] ; imax = 1ij;

if ( imax == -1 ) return NULL;
else{
//la llave con prioridad maxima se convierte en la raiz
QuadtreeNode*x T = child[imax];
vector<vector<QuadtreeNode*> > matrix(int (exp2(K)));
//separamos las llaves respecto a la nueva raiz
//como haciamos en el algoritmo split
for(int i = 0; i<int(child.size()); ++1i)
if (i'=imax){
int w= subtree_to_insert(child[i]->x,child[imax]->x);
matrix [w].push_back(child[il]);
}
//1llamamos recursivamente a join para obtener los subarboles
//de la nueva raiz
for(int j = 0; j<int(exp2(K)); ++j){
T->child[j] = join(matrix[j1);
}

return T;

24



5 Experimentacion y analisis experimental

Ahora analizaremos experimentalmente los algoritmos anteriores siempre con-
siderando arboles de n nodos. Posteriormente, compararemos nuestra imple-
mentacion con los algoritmos de split y join con una implementacion con
cola de prioridad y otra sin randomizar. Los experimentos se han realizado
en un portatil ASUS con 8GB de memoria RAM, un procesador Intel Core
i7-6500U, vy Windows 10. Los codigos han sido compilados en gce version
6.2.0.

5.1 Costes de los algoritmos

Para cada dimensién £=2,3,4,5,6 calculamos el coste de crear un quad tree
k-dimensional T" de n nodos y de insertar y borrar llaves con nodos aleatorios
e independientes en este. Para ello el programa genera k + 1 atributos en el
intervalo [0,1], los k primeros corresponden a la llave y el dltimo corresponde
a la prioridad. Para cada tamano n de 25000 a 50000 en incrementos de
5000 se generan 300 arboles de ese tamano. El programa calcula el nimero
de nodos visitados y el tiempo de ejecucién promedio en la creacion del arbol.
Posteriormente, cuando el arbol es de tamano n, se insertan y borran llaves
del arbol alternativamente para conservar el tamano del arbol. Se realizan
6000 inserciones y 6000 borrados alternados, es decir, un borrado tras cada
insercién y una insercion tras cada borrado. Este proceso se realiza para
cada arbol y se cuentan los nodos visitados en la inserciéon y en el borrado
y sus tiempos de ejecucién respectivos (independientemente uno del otro).
Posteriormente se hace la media de cada insercion y borrado.

Por otra parte, se ha realizado otro experimento para aislar el coste de
los algoritmos de split y join. En ellos para las mismas dimensiones y
tamanos del experimento anterior, se generan 50 arboles y se insertan y
borran 10 llaves alternadamente. Estas llaves siempre son la raiz del arbol,
es decir, cada insercién es de una llave con prioridad mas alta que la raiz
del arbol y posteriormente se borra esta llave. Se miden los costes en nodos
visitados y el tiempo de ejecucion como en el otro experimento.

A continuacién, vamos a ver los resultados de los experimentos empezando
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por el coste de creacion, seguido del coste de insercion y en ltima instancia el
coste de borrado. Posteriormente veremos el resultado de los experimentos
que aislan los algoritmos de split y join y finalmente analizaremos con-
juntamente los costes de los algoritmos. Para ello, utilizaremos la notacién
asintdtica clasica [1].

5.1.1 Coste de creacion

Aqui tenemos el coste de creacién promedio en nodos visitados en la Figura[9]
y el tiempo de creacién promedio en la Figura [I0]

Coste medio de creacidn
3,50E+06
3,00E+D&
2,50E+D6
2,00E+D6
1,50E+06

1,00E+06

5,00E+05

0,00E+00D
25000 30000 35000 40000 45000 50000

— ) — 4 5 e—

Figura 9: Coste medio de creaciéon en nodos visitados para quad trees de
dimensiones £=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000
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Tiempo medio de creacion

0,5 =

25000 30000 35000 40000 45000 50000

—_—7 3 4 5 m—f

Figura 10: Tiempo medio de creacion en segundos para quad trees de dimen-
siones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

Primeramente, en las graficas podemos apreciar que el coste en nodos
visitados es superior cuanto mas pequena es la dimensién. Estos resultados
son contrarios a lo esperado intuitivamente. Una posible explicacién para
este fenémeno es que las constantes de los logaritmos son distintas para
dimensiones mayores y esto produce este efecto.

Por otra parte, el tiempo de ejecucién parece ser menor para dimensiones
2, 3 v 4. Sorprendentemente la dimension 3 es la mas rédpida para este
algoritmo. Esto también puede explicarse con las explicaciones anteriores
sobre el coste de busqueda del maximo. Esto probaria que el algoritmo dista
de ser 6ptimo y que posibles optimizaciones pueden hacer que el algoritmo
sea mas rapido para la dimension 2 como deberia ser intuitivamente.
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Coste medio de creacion/nlognloglogn
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—— ] — 4 5 —

Figura 11: Coste medio de creacién en nodos visitados para quad trees
de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 dividido por
nlog(n)log(log(n))

Al dividir el coste por nlog(n)log(log(n)) nos queda esta grafica. Di-
vidimos por este valor porque como veremos en la seccién de analisis de
los costes, ademas de darnos buenos resultados, este valor concuerda con
los demas experimentos. Por tanto, este podria ser el coste de creacion de
nuestro algoritmo. Maés adelante, una vez vistos los demés experimentos,
analizaremos en profundidad los costes en conjunto.

5.1.2 Coste de insertado

Aqui tenemos el coste de insercién promedio en nodos visitados en la Figura[9]
y el tiempo de insercién promedio en la Figura [10]
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Coste medio de insercion
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Figura 12: Coste medio de insercién en nodos visitados para quad trees de
dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

Tiempo medio de insercion
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Figura 13: Tiempo medio de inserciéon en nodos visitados para quad trees de
dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

Como podemos ver el coste sigue siendo mayor para dimension mas pequenas
y el tiempo sigue siendo mas rapido en dimensién 3.
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Coste medio de insercién/log(n)loglog(n)
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Figura 14: Coste medio de inserciéon en nodos visitados para quad trees
de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 dividido por

log(n) log(log(n))

El coste de insercién parece ser del orden O(log(n)log(log(n))) tras dividir
los resultados. Esto coincidiria con los resultados del coste de creacion ya
que la creacién consiste en una secuencia de n inserciones.

5.1.3 Coste de borrado

Aqui tenemos el coste de borrado promedio en nodos visitados en la Figura
y el tiempo de creacién promedio en la Figura |16,
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Coste de borrado promedio
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Figura 15: Coste medio de borrado en nodos visitados para quad trees de
dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000
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Figura 16: Tiempo medio de borrado en nodos visitados para quad trees de
dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

Como podemos ver el coste sigue siendo mayor para dimensiones mas
pequenas y el tiempo sigue siendo mas rapido en dimensién 3.
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Coste medio de borrado/log(n)loglog(n)
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Figura 17: Coste medio de borrado en nodos visitados para quad trees
de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 dividido por

log(n) log(log(n))

El coste de borrado parece ser del orden O(log(n)log(log(n))) tras dividir
los resultados. Esto coincidiria con los experimentos anteriores ya que el coste
de borrado es igual que el coste de insercion al usar los mismos algoritmos.

5.1.4 Coste de la insercién en la raiz

Ahora veremos el coste de insercion promedio en nodos visitados cuando el
nodo insertado tiene més prioridad que la raiz del drbol en la Figura [1§]y el
tiempo de inserciéon promedio en la Figura
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Figura 18: Coste medio de insercién en la raiz en nodos visitados para quad
trees de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

Tiempo de insercion promedio
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Figura 19: Tiempo medio de insercién en la raiz en nodos visitados para
quad trees de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

En este experimento podemos comprobar que ahora si el algoritmo mas
rapido es el de dos dimensiones pese a visitar mas nodos.
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Coste de insercion promedio/nlogn
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Figura 20: Coste medio de insercién en la raiz en nodos visitados para quad
trees de dimensiones k£=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 dividido por
nlog(n)

El coste de insercién parece ser del orden O(nlog(n)) tras dividir los resul-
tados. Esto confirmaria los costes conseguidos en los experimentos anteriores,
explicaremos como posteriormente.

5.1.5 Coste del borrado en la raiz

Ahora veremos el coste de borrado promedio en nodos visitados cuando el
nodo insertado tiene més prioridad que la raiz del drbol en la Figura 21]y el
tiempo de insercién promedio en la Figura
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Coste de borrado promedio
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Figura 21: Coste medio de borrado en la raiz en nodos visitados para quad
trees de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000
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Figura 22: Tiempo medio de borrado en la raiz en nodos visitados para quad
trees de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000

Podemos ver que el coste de borrado es muy similar al de insercién.
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Coste de borrado promedio/nlogn
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Figura 23: Coste medio de borrado en la raiz en nodos visitados para quad
trees de dimensiones k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 dividido por
nlog(n)

El coste de borrado parece ser del mismo orden que la insercién, O(n log(n)).

5.1.6 Analisis de los costes

Como hemos visto en los experimentos, los costes de inserciéon y borrado
promedios serian del orden ©(log(n)log(log(n))), la creacién ©(n log(n) log(log(n)))
y la insercién y el borrado en la raiz ©(nlog(n)).

El coste de creacién concuerda con el de insercion dado que la creacion
consiste en una sucesiéon de n inserciones. Este a su vez concuerda con el
coste de borrado ya que utiliza los mismos algoritmos que la insercion.

Por 1ltimo, el coste de inserciéon y borrado en la raiz también concuerda
con el coste de insercion y borrado promedio ya que como el tamano prome-
dio de un subéarbol elegido al azar de un arbol de tamano n es del orden
de ©(log(n)) [9], al substituir n por log(n) en el coste de insercién en la
raiz, nlog(n), nos queda O(log(n)log(log(n))) que es el coste promedio de
insercién y borrado promedio que hemos obtenido.
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Cabe destacar que intuitivamente creemos que la funcién que describe
el coste promedio (medido como el nimero de nodos visitados) de los al-
goritmos randomizados de insercién y de borrado es del orden ©(log(n) +
log(n)log(log(n))) para un quad tree de tamano n. Esto es debido a que
ambos algoritmos constan de dos etapas:

e La primera etapa consiste en localizar el sitio del arbol en donde se
va a realizar la insercién o el borrado (esto corresponde a recorrer un
camino del drbol con coste promedio O(log(n)) donde n es el tamano
del arbol).

e Lasegunda etapa consiste en aplicar en ese punto el algoritmo de split
0 join en subdrboles de tamano promedio O(log(n)) [9].

La combinacién de los costes de ambas etapas explica el coste propuesto que
ademds parece verificarse experimentalmente.

5.2 Comparativas

Ahora compararemos nuestra implementacion con la implementacion con cola
de prioridad y la no randomizada.

En la implementacion con cola de prioridad los nodos siguen teniendo pri-
oridades, pero a la hora de insertar un nodo en la raiz, los subarboles son
pasados a una cola de prioridad e insertados en orden de prioridad nueva-
mente utilizando el algoritmo de insercion.

En la implementacion no randomizada clasica, las inserciones siempre van
en las hojas y al borrar se reconstruye el subarbol borrado volviéndolo a
insertar en el lugar del nodo eliminado.

En estos experimentos volvemos a utilizar el diseno de experimentos ante-
rior pero ahora también los ejecutamos en las demés implementaciones. Esto
significa que para cada dimensién k=2,3,4,5,6 calculamos el coste de crear el
arbol, insertar llaves, y borrar llaves. Esto lo hacemos para cada tamano n de
25000 a 50000 en incrementos de 5000 generando 300 arboles de ese tamano.
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Posteriormente, cuando el arbol es de tamano n, se realizan 6000 inserciones
y 6000 borrados alternados, es decir, un borrado tras cada insercién y una
insercion tras cada borrado. Este proceso se realiza para cada arbol y se
cuentan los nodos visitados en la inserciéon y en el borrado y sus tiempos de
ejecucion respectivos. Posteriormente se hace la media de cada insercion y
borrado.

5.2.1 Coste de creacién

Ahora veremos el coste en nodos visitados y en segundos de ejecucién durante
la creacion de los arboles para las dimensiones de la 2 a la 6 separadamente.
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Figura 24: Coste medio de creaciéon en nodos visitados para quad trees de

dimension k£=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 para los tres algoritmos
distintos

Como podemos ver el coste en nodos visitados entre nuestro algoritmo y
el de la cola de prioridad parece ser el mismo mientras que el coste de la
implementacién no randomizada es considerablemente menor.
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Figura 25: Tiempo medio de creaciéon en segundos para quad trees de di-
mension £=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 para los tres algoritmos
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dimension 6.

El tiempo de ejecucién sigue siendo inferior en la no randomizada pero
podemos observar como nuestra implementacion respecto a la de la cola de
prioridad es maés veloz para las dimensiones de la 2 a la 4 y mas lenta en la

Esto puede deberse a que los nodos que deben ser remplazados tienen que
atravesar caminos més largos cuando la dimension es mas pequena en el

algoritmo de cola de prioridad mientras que no es el caso en la nuestra.

40



5.2.2 Coste de insercién

Ahora veremos el coste en nodos visitados y en tiempo de CPU en segun-
dos durante la insercion de los arboles para las dimensiones de la 2 a la 6
separadamente.
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Figura 26: Coste medio de insercién en nodos visitados para quad trees de
dimension k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 para los tres algoritmos

distintos

ser idéntico.

41

Otra vez, el coste entre nuestros algoritmos y la cola de prioridad parece



Tiempo de insercion para K=2 Tiempo de insercion para K=3
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Figura 27: Tiempo medio de insercién en segundos para quad trees de di-
mension £=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 para los tres algoritmos
distintos

Similarmente, el tiempo de insercién se comporta como el tiempo de creacién.
No es nada extrano ya que la creacién consiste en una sucesion de n inser-
ciones para distintos valores de n.
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5.2.3 Coste de borrado

Por 1ltimo, veremos el coste en nodos visitados y en segundos de CPU du-
rante el borrado de los arboles para las dimensiones de la 2 a la 6 separada-
mente.

Coste de borrado para K=2 Coste de borrado para K=3
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Figura 28: Coste medio de borrado en nodos visitados para quad trees de
dimensién k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 para los tres algoritmos
distintos

Aqui podemos ver que los algoritmos randomizados se comportan mejor
que el no randomizado, sobre todo para dimensiones pequenas. El coste
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de borrado parece ser similar para los algoritmos randomizados, ligeramente
beneficiando al de cola de prioridad al aumentar la dimensién.
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Figura 29: Tiempo medio de borrado en segundos para quad trees de di-
mension k=2,3,4,5,6 y tamano n de 25000 a 50000 para los tres algoritmos
distintos

Pese a tener un coste mayor en nodos visitados, el algoritmo de borrado
clasico parece ser el més veloz. El nuestro llega a ser comparable a este
para dimensiones pequenas pero su ventaja se va perdiendo al aumentar la
dimensién hasta ser mas lento que el de cola de prioridad como hemos visto
en las demas comparaciones.
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Cabe destacar que los experimentos se han realizado con nodos aleatorios
como input. Si el input fuese ordenado el coste del algoritmo no randomizado
seria muy superior a lo que hemos visto mientras que los randomizados no
serfan afectados de esa manera.
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6 Planificacién y analisis econémico

6.1 Planificacion

En este capitulo mostraremos la planificacién inicial y final y describiremos
los cambios ocurridos. A continuacion, en la Figura [30] tenemos la planifi-
cacion inicial y en la Figura [31] tenemos la final.

2019
Marzo Abril Mayo Junio
25-01(04-08|11 - 15|18 -22|25-29(01- 05|08 - 12|15 -19(22-26|29- 03|06 - 10 (13 -17(20- 24|27 - 31|03 - O7 (10 - 14|17 - 21|24 - 28(01 - 05|08 -

Reunion [ Estudio del estado [ Diseiio y andlisis Lectura final

Semana santa del arle experimental Entrega final
Documentacién Implementacion Conclusiones y
liltimos retoques

Figura 30: Planificacion inicial por semanas y tareas.

46



2019
Marzo Abril Mayo Junio
04-08{11-15|18-22(25-29|01-05(08-12|15-19(22-26(29-03|06-10|13-17(20 - 24|27 - 31|03 - 07 (10 - 14|17 - 21|24 - 28|01 - 05

Reunion B Estudio del estado B Diseiio y analisis
Semana Santa del arte experimental
-

Documentacion Implementacion Lectura final
Entrega final

Figura 31: Planificacion final por semanas y tareas.

El primer cambio que podemos apreciar es el movimiento de la tarea de
documentacién al final de cada etapa. Nos dimos cuenta de que el trabajo
que se podia avanzar documentando no era tan grande y que era necesario
tener otras partes acabadas.

Por otra parte, la implementacion y el diseno y analisis de experimentos ha
supuesto méas tiempo del esperado. La implementacion supuso primeramente
implementar la propuesta original y al ver que no era eficiente se invirtieron
un par de semanas en optimizar los cédigos. Por otra parte hubo que im-
plementar las otras dos propuestas y preparar todas las implementaciones
para la fase experimental. El andlisis de experimentos tuvo que ser repetido
dado que la muestra inicialmente elegida no aportaba datos precisos. Por
otra parte también se hicieron varias pruebas e experimentos que no dieron
resultados concluyentes.

Pese a estos retrasos, la fase de Estudio del estado del arte fue mas rapida
de los esperado y las horas de conclusiones y tltimos retoques (cuyo objetivo
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era representar un tiempo para cubrir posibles imprevistos) fueron suficientes
para ser reasignadas a estas fases haciendo que el proyecto se completase en
el periodo de tiempo esperado de 465h.

H Tarea \ Horas estimadas \ Horas reales H
Estudio del estado del arte 72 60
Implementacion 72 120
Diseno y analisis experimental 72 120

Conclusiones y ultimos retoques 78 0

Documentacién 156 150
Reuniones 15 15

| Total 465 | 465 |

6.2 Analisis econémico

Ahora calcularemos el coste final del proyecto y las desviaciones respecto al

presupuesto inicial.

El presupuesto inicial del proyecto era de 21620€. De este presupuesto lo
unico que ha sido modificado han sido la distribucién de las tareas realizadas.

La distribucion de las horas finalmente queda de la siguiente manera:

H Fase \ J. de Proyecto \ Desarrollador \ Analista \ Total H
Estudio del estado del arte 60h Oh Oh 60h
Implementacién 20h 100h Oh 120h
Diseno y analisis experimental 20h Oh 100h 120h
Documentacion 150h Oh Oh 150h
Reuniones 15h Oh Oh 15h

I Total \ 265h | 100b [ 100h | 465h |

Después de asignar el coste de hora correspondiente a cada tarea nos queda

el coste total de personal:
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H Rol ‘Coste/hora Horas  Coste H

Jefe de proyecto 50€/h 2656h  13250€
Desarrollador 35€/h 100h  3500€
Analista 30€/h 100h  3000€

[ Total \ 19750€ |

Los demas costes se mantienen igual. El coste de Hardware consiste en
un portatil y el Software es de libre distribucién. Los costes indirectos in-
cluyen un espacio que incluye los costes de Internet, electricidad y mobiliario.
Anadiendo estos costes nos queda el siguiente coste total:

H Concepto \ Coste H
Hardware 50€
Software 0€

Recursos humanos | 19750€
Costes indirectos 320€

[ Total | 20120€ ||

Ahora si, podemos ver que la desviacion del coste del proyecto ha sido de
1500€ por debajo del presupuesto y la desviaciéon en consumo ha sido nula
dado que se han invertido el mismo ntumero de horas que el esperado.
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7 Sostenibilidad

7.1 Dimension ambiental

El proyecto ha tenido un impacto ambiental minimo. Se ha usado hardware
reacondicionado para minimizar el dano ambiental que producen los deshe-
chos tecnoldgicos y la produccion de nuevos dispositivos. Por otra parte, el
consumo de electricidad ha sido tenido en cuenta.

Si el ordenador consume una media de 100W y necesitamos 465h, entonces
eso son 46,5 KWh que equivalen a 17,9kg de CO2. Es una gran cantidad de
energia pero es la necesaria para el desarrollo del proyecto.

Durante la vida 1util del proyecto no se usardn mas recursos por nuestra
parte. El proyecto ha tenido como finalidad publicar los algoritmos para
el uso libre de estos y asi reducir los costes que conllevarian a empresas e
individuos reproducir los resultados. Todo ello conlleva una reduccion del
impacto negativo al medio ambiente.

7.2 Dimension economica

Ya se ha presentado un analisis completo del presupuesto del proyecto. En
la propuesta se ha tenido en cuenta los costes materiales al elegir software
libre y hardware reacondicionado. El coste principal son recursos humanos.

El problema actual se resuelve gastando recursos de manera privada en
cada situacion que se necesita. Mi propuesta ofrece una alternativa gratuita.
Esto comporta un ahorro significante a los usuarios que no tienen que invertir
mas recursos humanos de los necesarios. Por tanto, el ahorro futuro compensa
esta inversion actual. Durante la vida 1til del proyecto no habran mas costes
econdémicos por nuestra parte.
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7.3 Dimension social

Este proyecto me ha aportado la capacidad de emprender proyectos y llevarlos
de una forma correcta. Me ha ensenado a planificar el tiempo y estimar los
recursos. Asi como ver que imprevistos surgen durante la realizacion.

Como ya hemos dicho el problema actual se resuelve de forma individual
y privada. Nuestra propuesta permite a los usuarios ganar tiempo al tener
los algoritmos ptublicos. Por otra parte, el hecho de realizar el proyecto
beneficia directamente a la comunidad de investigacion. Ademaés, el proyecto
no perjudica a ningun usuario ni les produce ninguna dependencia.
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8 Conclusiones y trabajo futuro

8.1 Conclusiones

En este proyecto hemos intentado implementar la propuesta Randomized
insertion and deletion in point quad trees |4] y analizar experimentalmente
su coste, especialmente el del borrado de nodos, y compararlo con el de
algoritmos clasicos.

Lo primero que vimos es que la implementacién tal como estaba descrita
era muy ineficiente en la practica y no podia competir con los algoritmos
clasicos.

Basandonos de los algoritmos propuestos en dicho articulo se realizé una
implementacion alternativa que puede ser optimizada en un futuro.

Al realizar los experimentos vimos que los costes de insercién y borrado
de esta implementacién podrian ser del orden O (log(n)log(log(n))) mientras
que el coste de los algoritmos aplicados a la raiz del arbol podrian ser del
orden ©(nlog(n)).

Al comparar la implementacién con una implementacién basada en una
cola de prioridad vemos que el coste asintético parece ser el mismo y que
temporalmente podria ser més rapida nuestra implementacién para dimen-
siones menores a 5.

Al comparar la implementaciéon con una implementacion clasica sin ran-
domizar vemos que el coste de nuestra implementacion es menor en el bor-
rado, pero cuando se mide el tiempo de ejecucién, la implementacion clésica
tarda un tiempo similar.

Aun asi, en nuestros experimentos los nodos insertados y borrados son
aleatorios. Si no fuese asi, el coste del algoritmo clasico seria mayor y nues-
tra implementacion podria ser mas rapida, sobre todo si el input estuviese
ordenado.
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8.2 Trabajo futuro

A partir de estas conclusiones, vemos que queda mucho trabajo interesante
para hacer en este campo.

Primeramente, nuestra implementacién propuesta en este proyecto podria
ser mejorada. Por ejemplo, el algoritmo join elige el méximo linealmente y
quizas se podria aprovechar alguna estrategia diferente para ahorrar costes.
Ademads, se podrian aprovechar algunas propiedades de la definicién de los
quad trees (que atin no han sido aprovechadas en nuestra implementacién)
para ahorrar algunas comparaciones entre llaves.

Aunque no era el objetivo inicial de este trabajo, podrian estudiarse ex-
perimentalmente las varianzas de los costes de insercién y borrado y hacer
un andlisis estadistico en mayor profundidad.

También seria muy interesante obtener el coste exacto de nuestras opera-
ciones de insercién y borrado obtenido mediante calculos matematicos for-
males. Sin embargo, puede ser un problema dificil dado que las herramien-
tas matematicas (combinatoria analitica) que se requieren para este tipo de
analisis no son basicas.

Dado que nuestros experimentos han trabajado con nodos insertados en
orden aleatorio, podria probarse cudl es el coste de tener un input ordenado
y comparar los algoritmos randomizados aqui propuestos contra la imple-
mentacién no randomizada usando un preprocesamiento del input que al-
terase el orden del input y ver si el tiempo de ejecucion sigue siendo mejor.

Podria ser también interesante ver como se desempenan nuestros algorit-
mos con datos de aplicaciones reales, por ejemplo, datos provenientes de bases
de datos gendémicas que ademas de contener grandes cantidades de puntos,
son altamente multidimensionales (dimensién 19 en algunos casos) [6].

Para tener acceso al codigo y probar experimentos o mejoras, aqui se en-
cuentra el repositorio:

https://bitbucket.org/0liver_MpO/randomized-quad-trees/src/master/
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